Elemente der Analysis II: Zusammenfassung der
wichtigsten Definitionen und Ergebnisse

J. Wengenroth

Dies ist die einzige zugelassene , Formelsammlung”, die bei der Klausur be-
nutzt werden darf. Es diirfen Unterstreichungen und farbige Hervorhebungen
mit Textmarker ABER SONST KEINE VERANDERUNGEN UND ZUSATZE gemacht
werden.
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1.3 Vektoren

Ein n-dimensionaler Vektor besteht aus n reellen Zahlen, wobei auf die Rei-

henfolge zu achten ist. Schreibweisen sind « = [z1, ..., z,] als Zeilenvektor und
1

T = als Spaltenvektor. R™ ist die Menge aller n-dimensionalen Vekto-
Ty

ren.

1.4 Addition

(X1, s @]+ Y1y yn] = [T14y1, - o ptys] und alzy, . .., 2] = [z, . . ., axy)
fir a e R,z,y € R™.

1.5

Mit diesen Operationen kann man wie iiblich rechnen (allerdings gibt es keine
Division).

1.6 Basen

Eine Menge {z!,...,2"} von n Vektoren des R™ heifit Basis, falls jedes 2 € R"
eine eindeutige Darstellung als Linearkombination = a1z + ... + a,2" hat.
Wichtigstes Beispiel: e = [0,...,0,1,0,...,0] k-ter Einheitsvektor, dann ist
{e!,...,e"} eine Basis.



1.7 Skalarprodukt

Fiir z,y € R™ heifit (z,y) = z1y1 + ... + Tnyn Skalarprodukt. Falls (x,y) = 0
heiflen « und y orthogonal oder senkrecht zueinander. ||z| = ||z|, = /{(z,x)
heifit euklidische Lénge von z, und ||z — y|| heiit euklidischer Abstand.

1.
(a
(b
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) (2,9) = (y, )
)
o) Iz +yl? =z +2(z,9) + lyl®
)
)
)
)

(z,
(x,ay + bz) = a{x,y) + bz, z)

(

(d) z,y senkrecht <= [z +yl[* = [|z]* + [ly||®
(e) llaz| = laf |||

(£) [{z,9)| < l|=[ lyll Cauchy-Schwarz

() llz+yll <zl + [yl

) [llall = lyll| < llo =yl

1.11 Ausgleichsgerade

Fiir Daten (1,y1),- -+, (Zn, yn) heiBt die Funktion f(xz) = ax + b die zugehorige
Ausgleichsgerade, falls d(a, b) = i (yx — f(xx))? minimal ist. Mit z = 1 En: Tp
und entsprechendem % sind = =

o= DY) T b= g az
[|]|? — nz?
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3.2 Lineare Abbildungen

Eine Abbildung f : R™ — R™ heifit linear, falls f(az) = af(z) und f(z +y) =
f(z) + f(y) fiir alle z,y € R"*,a € R.

3.6 Matrizen

Eine m x n Matrix P € R™*™ ist Tabelle reeller Zahlen mit m Zeilen (der

P11 P12 o Pin
Linge n) und n Spalten (der Ldnge m): P = : : :
Pma1 Pm2 ° Pmpn
T P11 + o+ P1aZn
Fir x = : e R"ist P-x = : . Jede
Tn PmaiZ1 + 0+ Dmaln



lineare Abbildung f : R® — R™ ist von der Form f(z) = P -z, wobei P =
[f(e)),..., f(e™)] die Matrix mit den Spalten f(e) ist.

3.8 Lineare Gleichungssysteme

Ein LGS, ist eine Gleichung der Form P - x = y, wobei P € R™*"™ und
y € R™ gegeben sind und = € R™ gesucht wird.

3.10 Der Gauf3-Algorithmus

Gegeben LGS, xn P x =1y, also

P11 + -+ Pia%n = U1

Pm,1T1 + - + PmnTn = Ym

Vertausche notigenfalls Zeilen, so dass pn, , # 0. Falls alle p; ,, = 0, 16se
das LGS, n—1 P - % = y, wobei P durch Streichung der letzten Spalte

hervorgeht und setze x = [Z1,...,Zn—1, Zy] mit beliebigem x,.
Fir j = 1,...,m — 1 setze o; = —;”—'" (und addiere das o -fache der

letzten Zeile zur j-ten Zeile)

Lose das LGSy —1,n—1 Pi= ¥ mit 15‘71@ = Pjk+0Dm,k und §; = Yj+0;Ym

Beispiel.

Ist & = [z1,...,%,—1] Losung von P.i=7, soistx = [T1, . Tpo1, Ty
Lésung von P -z = y fiir z,, = pl (Ym — Pma1%1 — -+ Pmon—1Tn—1)-
3r1 + 2x9 + 4dx3 = 5
201 — X9y — T3 = 2
T + To - r3 = -1

e a; =4 (addiere 4-faches der dritten Gleichung zur ersten)
ag = —1 (und subtrahiere dritte Gleichung von der zweiten)
Das LGS3«3 hat dieselben Losungen wie

7(E1 + 6(E2 = 1
Ty — 23?2 = 3
1 + To— x3 = -1

e a; = 3 (addiere 3-faches der zweiten Gleichung zur ersten) Das LGS hat
dieselben Losungen wie

10z = 10
X1 — QIQ == 3
I + ) — X3 = -1
e Die eindeutige Losung ist 1 = 1,20 = —1, 23 = 1.



3.14 Matrix-Produkt

Das Produkt zweier Matrizen P 6 R™*™ und @ € R™** ist eine (m X s)-Matrix
mit den Eintragen [P - Q|;, = Z Dj kqr,e = Skalarprodukt der j-ten Zeile von
P mit der k-ten Spalte von Q. Fur P e R™™ und Q € R™*® mit n # t ist kein
Matrixprodukt definiert.

3.15

A-(B-C)=(A-B)-C,falls A- B und B - C definiert sind.
A-(B+C)=A-B+A-C, falls A- Bund A - C definiert sind.

3.17 Inverse Matrix

Die Matrix F,, € R"*" deren Diagonalelemente 1 und alle anderen 0 sind, heif3t
Einheitsmatrix.

Eine quadratische Matrix A € R™*"™ heifit invertierbar, falls es B € R™*™ gibt
mit A - B = E,,. Dann schreibt man B = A~! und nennt B die inverse Matrix
von A. Falls A- B = E,, gilt auch B- A= E,.

3.18 Satz

(a) Ist A invertierbar, so besitzt fiir jedes y € R™ das LGS A -z = y genau eine
Losung ¢ = A~ . y.

(b) Sind die n LGS A-x = e alle losbar, so ist A invertierbar und die Losungen
sind die Spalten von A~!.

U14. A= { is ] € R%X2 invertierbar <= ad # bc und dann ist A~! =
1 d —b }

ad—bc —c a |
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4.2 Stetigkeit

Eine Abbildung f : A — R™ mit A C R" heif}t stetig im Punkt = € A, falls
es zu jeder Outputtoleranz € > 0 eine Inputtoleranz § > 0 gibt, so dass jeder
Input, der die Toleranz ¢ einhélt zu einem Output fithrt, der die Toleranz e
einhélt, also

Ye>0 356>0 VyGA<||xfy||n<5:>Hf(x)*f(y)||m<€)~

Die Funktion heifit stetig auf A, falls sie in jedem Punkt stetig ist.



4.3
Lineare Abbildungen f : R™ — R™ sind auf R" stetig.

4.4
(b) Linearkombinationen stetiger Funktionen f,g: A — R™ sind stetig.
(¢) Kompositionen stetiger Funktionen sind stetig.

(d) f:A—=Rund g: A — R™ beide stetig = fg: A — R™ stetig.
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5.2 Offene Mengen

Eine Menge A C R"™ heifit offen, falls jeder Punkt von A Mittelpunkt einer
kleinen Kugel ist, die ganz in A liegt, das heif3t

Vae A Ir>0 K(a,r) C A, wobei K(a,r)={zeR":|la—z| <r}

5.3 Richtungsableitung

Seien A C R" offen, z € A und v € R™ eine Richtung. Eine Funktion f : A — R™
heifit richtungsdifferenzierbar in x in Richtung v, falls

D,f(z) = tlgr(l) %(f(ac +tv) — f(z)) in R™ existiert.

Dann heifit D, f(z) Richtungsableitung in x in Richtung v. Hat f die Kompo-
nentenfunktionen f1,..., fm, so hat D, f(x) die Komponenten g;.(0) mit g (t) =
fe(x + tv).

5.4 Notwendiges Optimalitidtskriterium fiir f : A — R.

Ist f(z) = max{f(y) : y € A} (oder min{f(y) : y € A}), so gilt D, f(z) = 0 fiir
jede Richtung v, in die f richtungsdifferenzierbar ist.
Dies wendet man fast ausschliellich auf die partiellen Ableitungen an.

5.6 Partielle Ableitungen

D;f(z) = D, f(z) (fir v = ¢ = j-ter Einheitsvektor) heiit j-te partielle Ablei-
tung von f.
Berechnung: Fasse alle x fiir k& # j als fest auf, und differenziere die Funkti-

on xj — f(x1,...,2j,...,2,). Fiir partiell differenzierbares f : A — R mit
Komponentenfunktionen fi : A — R heif3t
Difi(z) -+ Dnfi(z)
Df(x) = 5 JAacoBI-Matrix von f in x.
lem(x) anm(x)



Fir m = 1 hat Df(x) nur eine Zeile, und man schreibt Vf(z) = Df(z) =
[D1f(x),...,Dnf(z)] = Gradient von f in x.

5.7 Totale Differenzierbarkeit

f: A — R™ heifit total differenzierbar, wenn es eine Matrix f/(z) € R™*" gibt

mit
im @) = J@) = (@) - (y = ) [m

=0
=z 2 = ylln

5.8 Satz.

f total differenzierbar in & = es existieren alle Richtungsableitungen D, f(z) =
f'(z)-vund f'(z) = Df(x) = Jacobi-Matrix.

5.10 Interpretation des Gradienten

Der Gradient von f: A — R ist die Richtung des steilsten Anstiegs, das heifit
Dy f(z)
fiir v* = : und alle v € R™ mit ||v|| = ||v*|| gilt Dy~ f(x) > D, f(z).

an(:z)

5.11 Rechenregeln

(af +bg)' (z) = af'(z) + bg'(z) fir a,b € Rund f,g: A - R™

und (f9)'(@) = F(@)g/ () + g(@) (@) fiir f: A— R und g5 A — R™

5.13 Kettenregel

f:A— Bund g : B — RP total differenzierbar in x € A beziehungsweise
f@)eB=(gof)(z)=g'(f(x))- f(x) Matrixprodukt).

5.15 Kriterium fiir totale Differenzierbarkeit

f+A— R™in jedem Punkt partiell differenzierbar und D, f, ..., D, f alle stetig
in x € A= f total differenzierbar in z.

5.16

f: A — R™ heif3t stetig differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen iiberall

existieren und in jedem Punkt stetig sind.

U 36. Kompositionen stetig differenzierbarer Funktionen sind stetig differen-
zierbar. Das Gleiche gilt fiir Linearkombinationen, Produkte und Quotienten
(sofern sie definiert sind).
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6.2 Konvexitét

A C R™ heifit konvex, falls fiir alle z,y € A das Segment S ={x+t(y—2x):t €
[0,1]} C A ist.

f + A — R heiit konvex, falls A konvexe Menge ist und f(tz + (1 — t)y) <
tf(x)+ (1 —1t)f(y) fir alle z,y € A, t € [0,1].

6.3 Satz.

Ist f: A — R konvex und total differenzierbar in z mit Vf(z) = 0, so ist

f(z) =min{f(z) : x € A}.

6.4

f A — R heifit zweimal stetig differenzierbar, falls alle D;f : A — R stetig
differenzierbar sind. Dann heif3t

Dy(D1f)(z) Da(Dif)(x) ... Dn(Dif)(x)
Hy(z) = :
Dy(Dnf)(x) Da(Dnf)(x) ... Dn(Dnf)(x)

die HESSE-Matrix von f in .

Eine Matrix H € R™*™ heifit (streng) positiv definit, falls v!Hv > 0 (bezie-

hungsweise > 0) fiir alle v € R™ \ {0} (dabei ist v' = [v1,...,v,] der zu v
transponierte Zeilenvektor).

6.5 Satz.
Ist f: A — R zweimal stetig differenzierbar auf der konvexen Menge A und

Hy(z) in jedem Punkt x € A positiv definit, so ist f konvex.

U 34. Eine symmetrische Matrix H = [ Z

definit, wenn a > 0, ¢ > 0 und ac > b* (beziehungsweise a > 0 und ac > b?).

b |. "
. } ist genau dann (streng) positiv

6.6 Hinreichendes Optimalititskriterium

Fir f: A — R zweimal stetig differenzierbar gilt:

Vf(z) = 0 und Hy(z) streng positiv definit = z lokales Minimum, das heifit,
es gibt § > 0, so dass f(x) < f(y) fiir alle y € A mit ||z —y|| < 6.

Anwendung auf — f liefert Maximalitédtskriterium.

Gibt es v,w € R™ mit v'Hf(z)v > 0 und w'H(z)w < 0, so ist = kein lokales
Extremum.



6.8 Satz von Schwarz.

Fiir zweimal stetig differenzierbares f : A — R gilt D;(Dyf)(z) = Dix(D; f)(x)
fiir alle 5,k € {1,...,n} und x € A.
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7.5 Aufl6semethode.

Gesucht ist max{f(z,y) : ®(z,y) =c} mit f: A >R, &: A ->R™ ACR"
und ¢ € R™. Es gebe B C R ™ und Auflésefunktion g : B — R™, so dass fiir
alle x € R"™™ und y € R™ gilt

{i}eAundq)(x,y)c<:>x€Bundyg(I).

:I;*

Dann ist « | genau dann eine Losung von max{f : & = ¢}, wenn y* = g(z*)

und f(z*, g(z*)) = max{f(z,g(x)) : x € B}.

<

7.6 Lagrange-Methode

Ist z € A eine Losung von max{f : ® = c}, so dass V®y(x),...,VP,,(z) linear
unabhéngig sind, so gibt es Lagrange-Multiplikatoren A1, ..., A, € R mit

Vix) =MVl (x)+ -+ 1, VP, (x) (Lagrange-Gleichung).

Im Fall m = 1 bedeutet die lineare Unabhéngikeit lediglich V& (z) # [0, ..., 0].
Die Lagrange-Gleichung fiir die Komponenten der Gradienten liefert ein Glei-
chungssystem.
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8.3
b
Eine Funktion f : [a,b] — R heiit integrierbar mit Integral I = [ f(z)dz =

b
[ f(t)dt = ... falls die Riemann-Summen

a

R(f,P,z) = Zf(zk)(:ck —xp—1) (a=mp <+ <Xy =0,2; € [Tr—1,2k])
k=1

n

fir max{zy —zp—1 : k€ {1,...,n}} — 0 gegen I konvergieren.



8.4 Satz.
(a) Jede stetige Funktion ist integrierbar.

(b) Das Integral ist linear: f(af + Bg)(z)dr = « fb f(z)dx + ﬂjzg(x)dm

a

(¢) Monotonie: f < g = ff(x)dx < fbg(x)dx

b

b
[ f@)da| < [ 1 (@)ld

a

(d) A-Ungleichung:

(e) Intervallteilung: ff(x)dx = jf(:r)dac—&—fbf(x)dx fiir ¢ € [a, b).

8.5 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI)
f:[a,b] — R sei stetig.

(a) F(x) = [ f(t)dt ist eine Stammfunktion, d.h. F' = f

a

(b) Ist G eine Stammfunktion von f, so gilt fiir alle a, 8 € [a, ]

B a
Dabei ist [ f(z)dz = — [ f(z)dz, falls § < .
a B

8.7 Partielle Integration
Fiir zwei stetig differenzierbare Funktionen f, g : [a,b] — R gilt

b b

[ r@gis =g - [ )9 @y

a a

8.8 Substitution
Seien ¢ : [a, f] — R stetig differenzierbar und f : ¢([e, 8]) — R stetig. Dann
gilt

©(B) B
fayds = [ Flolt)e B
e(a) a

Merkregel z = p(t) ~ dx = ¢'(t)dt.



8.9 Stammfunktion der Umkehrfunktion

Sei f : [a,b] — [a, 0] stetig differenzierbar und bijektiv. Ist F : [a,b] — R eine
Stammfunktion von f, so ist durch

eine Stammfunktion G : [o, 3] — R der Umkehrfunktion f=! : [a, 8] — [a,b]
gegeben.

8.11 Tabelle von Ableitungen und Stammfunktionen

f(zx) () F(x) Def.bereich Bemerkung
ma+1
x® ax®1 ail 10, 00| a#—1bei F
e’ e’ e’ R
a® In(a)a® l?j(a) R a>0
1
log(x) - xlog(x) — x 10, 00| log = log, =In
sin(x) cos(x) — cos(x) R
cos(x) — sin(z) sin(x) R
tan(x) 1 +tan?(x) | —logcos(z) | | — m/2,7/2]
. 1 .
arcsin(x) W [—1,1] F mit Satz 8.9
arccos(x I -1,1 F mit Satz 8.9
il v o
arctan R F mit Satz 8.9
14 2?2

8.12 Ableitungsregeln

e Produktregel: (fg)' = f'g+ f¢’
/ / - '
e Quotientenregel: <J;> — fgg72fg

e Kettenregel: (fog) () = f'(g(x))g (x)
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