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Abgabe: 7.12. vor der Ubung

Aufgabe 17 (5 Punkte)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. z € X heifit isolierter Punkt, falls es ein ¢ > 0 gibt,
so dass B(x,e) = {z}. M C X heifit Gs-Menge, wenn es eine Folge offener Mengen
M, € X,n €N, gibt, so dass M =,y My.

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Baire, dass eine dichte, abzéhlbare Teilmenge M
eines vollstdndigen metrischen Raumes (X, d) ohne isolierte Punkte keine Gs-Menge
sein kann.

b) Es sei f eine reellwertige Funktion auf X. Fiir ) # M C X definieren wir w(M) :=
sup,en f(x) — infuen f(x), wobel oo — (—o0) = co. Dann gilt fiir M; C My, C X
offenbar 0 < w(M;) < w(Ms), so dass

w:X — 0,00,z +— (lsimw(B(x,cS))

—0
wohldefiniert ist. Zeigen Sie, dass {x € X : w(z) < €} offen ist fir jedes € > 0 und

dass w(x) = 0 genau dann gilt, wenn f stetig in x ist.

c) Essei (X, d) vollstandig und ohne isolierte Punkte und M C X abzdhlbar und dicht.
Zeigen Sie, dass es keine reellwertige Funktion f auf X gibt, die in M stetig und in
X\ M unstetig ist. Insbesondere folgt also, dass es keine reellwertige Funktion auf
R gibt, die in Q stetig und in R\Q unstetig ist.

Aufgabe 18 (5 Punkte)
Man beweise:

a) Jeder Teilraum eines lokalkonvexen Raums, der einen inneren Punkt enthélt, stimmt
schon mit dem gesamten Raum {iberein.

b) Besitzt ein Banach-Raum eine abzéhlbare algebraische Basis, so ist er schon end-
lichdimensional.

c¢) Fiir Q C R? offen sei
2(Q) :={p € C™(Q) : supp ¢ C Q kompakt},

Rd
wobei suppp = {z € Q: ¢(x) #0} . Weiter sei & eine gerichtete Familie von
Halbnormen auf dem Vektorraum 2(f2), so dass auf dem lokalkonvexen Raum
(2(2), 2) fiir jedes x € 2 das lineare Funktional

0z : Z(2) = C,p = ¢(x)
stetig ist. Zeigen Sie, dass (Z(Q2), &) kein Fréchet-Raum ist.

Hinweis zu b) und ¢): Satz von Baire

Bitte wenden!



Aufgabe 19 (5 Punkte)
Es seien (X, Z) ein Fréchet-Raum und (Y, 2) ein lokalkonvexer Raum tiber K. Fiirn € N
seien T}, : (X, &) — (Y, 2) linear und stetig, so dass lim,,_,., T,z fiir jedes z € X existiert.
Zeigen Sie, dass

T:(X,2)— (Y,2),z+— lim T,z

n—oo

linear und stetig ist.
Hinweis: Satz von Banach-Steinhaus.

Aufgabe 20 (5 Punkte)

Es seien (X, ) ein Fréchet-Raum, (Y, 2) ein metrisierbarer, lokalkonvexer Raum und
(Z, %) ein lokalkonvexer Raum iiber K, sowie B : X x Y — Z bilinear und getrennt
stetig, d.h. fiir alle zp € X, yg € Y sind die Abbildungen

BY (X, 2) — (Z,%), B*(z) := B(z,yo)

und

BLEO : <Y7 Q) - (Zv%)ano(y) = B(any)

linear und stetig. Zeigen Sie, dass B stetig ist als Abbildung von (X x Y, & @ 2) nach
(Z, %) (s. Aufgabe 10 zur Definition von (X x Y, Z & 2)).

Beachten Sie hierbei, dass nach Satz 2.2 (X x Y, 2 @& 2) metrisierbar ist, so dass
die Stetigkeit von B &quivalent ist zur Folgenstetigkeit. Zeigen Sie zunéchst durch einen
Widerspruchsbeweis, dass B stetig in (0,0) ist, indem Sie fiir eine Nullfolge (y,)nen in
(Y, 2) die Folge der stetigen, linearen Operatoren (BY"),cn betrachten und den Satz von
Banach-Steinhaus anwenden.

Ab dem 7.12. finden die Ubungen wieder dienstags,
12-14 Uhr in E 44 statt!



