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Ubungen zu Funktionalanalysis und partielle Differentialgleichungen

Blatt 1 )
Abgabe: 9.11. vor der Ubung

Aufgabe 1 (5 Punkte)
Es sei C'([a, b]) versehen mit der Norm

111100 = [[flloo + 11 lloo-

Zeigen Sie, dass (C*([a, b]), || - ||1.00) ein Banach-Raum ist. Man zeige ferner, dass die Norm
1/ @0 = 1F(@)] + [/l
dquivalent ist zur Norm || - ||1,00, d.h. dass gilt

1
FC>0Vf e (a8 : Gl e < Iflloo < Cllf oo

Aufgabe 2 (5 Punkte)
Es seien M eine Menge, X C KM ein Unterraum und || - || eine Norm auf X, so dass

e VieXteM:[f) </l

e Wann immer f, € B = {f € X : |f]]| < 1},n € N, und f € KM mit
lim,, . fu(t) = f(t) fir alle t € M, so folgt f € B.

Zeigen Sie, dass (X, || - ||) ein Banach-Raum ist.
Aufgabe 3 (5 Punkte)
Fiir 1 < p < oo sei

(e 9]

b ={z e K": ||zl == O |zl?)?» < o0},
k=1

i) Zeigen Sie z.B. mit A 2, dass ({p, || - ||,) ein Banach-Raum ist.

ii) Zeigen Sie, dass fiir alle z € ¢, gilt

lzll, = sup{] D angel = y € Lo, llylly < 13,
k=1

wobei 1 < ¢ < oo der zu p konjugierte Exponent ist, d.h. 110 + %1 =1.

|[zn[?
{ m s falls Tp # 0 fiir 2 # O)

(Tipp: Holdersche Ungleichung und y,, :=
0 , falls z,, =0

(Bitte wenden!)



Aufgabe 4 (5 Punkte)
Es seien (X, || - ||) ein halbnormierter Raum und L C X ein abgeschlossener Unterraum.

i) Man zeige, dass durch z ~ y 1< 2 — y € L eine Aquivalenzrelation definiert ist.

ii) Fiir + € X bezeichne [z] = z + L die zugehérige Aquivalenzklasse. Zeigen Sie, dass
durch

[[][|~ := inf{[}z = ]| - I € L}
eine Norm auf dem Quotientenraum X/L = {[z] : x € X} definiert ist.

iii) Zeigen Sie, dass (X/L,|| - ||~) ein Banach-Raum ist, falls (X, || - ||) vollstandig ist.

(Tipp: Seien Y eine Vervollstandigung von X/L, i : X/L — Y die Einbettung sowie
q: X — X/L,q(z) = [z] die Quotientenabbildung. Verifizieren Sie die Vorausset-
zungen aus Satz 1.3 fir T'=io0qg: X - Y.)



