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CHAPITRE 1

Convexité
1.1. Espaces semi-normés.
(a) Soit X un espace vectoriel sur K € {R,C}. Une application || - || : X —
[0, 00[ est une semi-norme si [Jaz|| = |al||z] et ||z + y|| < ||z + ||y|| pour

tous z,y € X et a € K. Si, en plus, ||z|| = 0 implique z = 0 on parle d’une
(vraie) norme sur X.

(b) Voici quelques exemples que nous allons souvent rencontrer dans notre
cours. Q dénote un ouvert de R? et K une partie compacte de Q.

X =C(Q), [fllx = sup{|f(z)] : v € K}.
X = CMQ), |flnx = max{||f*|x : |a] <n}.

n 1/p
X =K, pe 1,00, [all, = (kzl |wk|p> .

X = 2,(Q, 47, ) pour un espace mesuré (2, o7, u), || fll, = (f | fIP du)l/p.
o X = Kb, [l = sup{| Azl : 2 € K™, [l]], < 1}.

(c) Chaque semi-norme donne une semi-métrique (z,y) — ||z — y|| et donc
les notions topologiques usuelles (comme adhérence, intérieure, convergence,
suite de Cauchy, continuité). La boule unitaire de centre 0 et dénotée par
B(0,1) = By (0,1) = {z € X : [Jz]| < 1}. Cette boule est convexe (i.e.
z,y € B(0,1) et t € [0,1] impliquent tx+ (1 —t)y =z +t(y —x) € B(0,1))
et cerclée (i.e. z € B(0,1) et |a] < 1 impliquent ax € B(0,1)) et donc
absolument convexe.

Le résultat suivant dit (en particulier) que la norme est uniquement
caractérisée par sa boule unitaire.

1.2. Théoréme (jauge de Minkowski).

Pour une partie convere B d’un espace vectoriel X et x € X nous définissons

pp(x) =inf{t > 0: 2 € tB} avec tB = {tb: b € B} et inf () = oc.
(a) pe(z +y) <ps(x) +PB(Y)
(b) pp(az) = app(x) pour tout a > 0.
(c) {pp <1} CBC{pp <1}, si0€B.

(d) pp(ax) = |alpp(z) pour tout a € K si B est absolument convexe et
non-vide.
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(e) Si B est absolument convexe, pp est une semi-norme sur [’enveloppe
linéaire ) B(.

Démonstration. (a) Vu la définition de la borne inférieur il suffit de dé-
montrer que x € sB et y € tB, s,t > 0 impliquent = + y € (s + t)B. Soient
donc a,b € B tels que z = sa et y = tb. Comme B est convexe nous obtenons

S t
" b) e(s+1)B.
s+ta+s+t> (s +1)

:U+y=(s+t)<

(b) résulte du fait que ax € tB < z € LB.

(c) Sipp(z) < 1lil existe 0 <t < 1 et b € B tel que z = tb. Comme
0 € B cela donne z = tb+ (1 — t)0 € B. L’autre inclusion est immédiate.

(d) Comme B est cerclé nous avons AB = B pour tout |[A\| = 1 et donc
pe(Ax) = pp(x). Sia# 0 et A =a/lal, le deuxiéme point implique
pp(azr) = |alpp(Az) = |alpp(z).
Le cas a = 0 résulte de 0 € B et donc p(0) = 0.

(e) résulte de (a) et (d) car, pour tout = = > ¢xby €)B(, on a pp(x) <
k=1

n n
> leklps(br) < 3 [ck| < oo. O
k=1 k=1
1.3. Théoréme (Hahn-Banach).
Soient X un espace vectoriel et p : X — [0,00[ tel que p(ax) = ap(z) et
p(x+y) < p(x)+py) pour tous z,y € X et a > 0. Soient L un sous-espace
de X et f: L — K linéaire tel que

Rf(z) < p(x) pour tout x € L.
Alors, il existe un prolongement linéaire F' : X — K tel que

RE(z) < p(x) pour tout x € X.

Si p est une semi-norme nous avons méme |F(x)| < p(z) pour tout z € X.

Démonstration. Démontrons d’abord le cas réel K = R.

(a) Soit M = {(M,F) : L E M C X,F : M — K prolongement
linéaire de f et F(z) < p(z) pour tout « € M} muni de l'ordre (partiel)
(M,F) = (N,G) si M C N et G|y = F. Afin d’utiliser le lemme de Zorn
nous vérifions que chaque partie {(M;, F;) : i € I} totalement ordonnée
admet un majorant. En effet, 'union M = J;c; M; est un sous-espace de
X parce que pour z € M; et y € M; nous avons x,y € My pour un indice
k € {i,j} et donc chaque combinaison linéaire de = et y appartient a M.
Un argument similaire montre que F' : M — K, z — Fj(x) si z € M;
est bien-définie et donc un prolongement linéaire de chaque F; qui satisfait
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(M, F) € M. Le lemme de Zorn implique qu'il existe un élément maximale
(M, F) de 9.

(b) Supposons que M # X et fixons z € X ~ M. Nous posons N =
{r+az:2 € M,a € R}. Alors, M C N C X et, pour tout A € R, nous
avons un prolongement linéaire G de F' défini par

Ga(z + az) = F(z) + Aa.
Afin de trouver une contradiction il suffit de démontrer (N, G)y) € 9 pour
un réel A. La linéarité de F' et la sous-additivité de p impliquent
F(z)+ F(y) = F(z +y) <plz+y) <p(z —2) +ply +2)

et donc F(x) — p(z — 2) < p(y + 2) — F(y). Passant aux bornes supérieure
par rapport & x et inférieure par rapport & y nous obtenons A € R tel que,
pour tous =,y € X,

(1) F(z) <A+pl@—2z)et (2) F(y) <ply+2z)—A
Nous allons démontrer Gy(z + az) < p(x + az) pour tout  + az € N. Si
a = 0 cela est claire. Si a > 0 I'inégalité (2) pour y = 1z montre
Gr(z+az) =a(F(y) + ) <ap(y + z) = px + az).
De méme, si a < 0 I'inégalité (1) pour Z = —%z montre
Gz +az) = —a(F(z) — \) < —ap(T — z) = p(x + az).

Nous avons donc démontré que (N,Gy) € M et (M, F) < (N,G,) ce qui
contredit le fait que (M, F') est maximale.

Pour démontrer le cas K = C nous remarquons d’abord que chaque
application C-linéaire est évidemment R-linéaire et que

g(x) = Ry(x) +iSg(—i*x) = Ry(x) — iRg(ix).

Alors, g est uniquement déterminé par sa partie réelle. Si d’autre part, ¢
est une application R-linéaire, la formule ci-dessus donne une application
C-linéaire f telle que Rg = ¢ (la R-linéarité est immédiate et elle entraine
que, pour la C-linéarité, il suffit de calculer g(iz) = ig(z)).

Le cas déja démontré donne alors un prolongement R-linéaire ¢ : X — R
de Rf tel que ¢ < p et 'unique application C-linéaire F' avec RF = ¢ est
un prolongement de f.

Soient finalement p une semi-norme, x € X et a = |F(z)|/F(z) si F(x) #
0 et a = 1 sinon. Alors

|F(x)] = F(ax) = RF (ax) < p(ax) = [a|p(z) = p(z).
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1.4. Espaces localement convexes.
(a) Une famille &2 de semi-normes sur l'espace vectoriel X est filtrante si
Vp,q€ P Ir € &P tel que max{p,q} <r.
(b) Pour deux familles de semi-normes & et 2 sur X nous écrivons & < 2
si
Vpe P dqe 2, C >0 tel que p < Cq.
Le symbole & ~ 2 signifie & < Q2 et 2 < .

(c¢) Un espace localement convexe (ELC) (X, &) est un espace vectoriel muni
d’une famille filtrante &2 # () de semi-normes.

(d) Pour un ELC (X, 2) le systéme
Tp={ACX:VzeAdpe P, >0 By(zr,e) C A}
est une topologie sur X (pour la stabilité par rapport aux intersections on

utilise que & est filtrant). Les boules B,(z,¢), p € &, ¢ > 0 forment une
base des voisinages de z € X.

La topologie ¥4 donne alors les notions topologiques usuelles. En par-
ticulier, I’adhérence

A={zeX:Vpe P, e>0By(r,e)NA£0}= ()| A+By0,¢)
pEP,e>0

est ’ensemble de tous les points de X qu’on peut approximer d’une précision
quelconque par des éléments de A par rapport & chaque semi-norme p € .

(e) Si L est un sous-espace d'un ELC (X, Z?) nous considérons la famille
P ={plL : p € &} des restrictions sur L. Dans ce sens, L est encore une
fois un ELC. Pour les produits cartésiens d’ELC, voir ’exercice 1.

(f) Voici un exemple trés typique d’'un ELC. Pour un espace topologique 2
nous munissons X = C(Q2) de la famille

Z ={|fllxk =sup{|f(z)]:x € K} : K C compact}.

La topologie ¥ 4 décrit alors la convergence uniforme sur toutes les parties
compactes.

1.5. Théoréme.

Soient (X, ) et (Y,2) deux ELC et T : X — Y linéaire. Les assertions
susvantes sont équivalentes :

(a) T est continu en 0.

(b) T est continu (en chaque x € X ).

(c)Vqge 23pe P, e >0 T(By(0,e)) C By(0,1).
(d)Vge 23pe 22 sup{q(T(z)) : p(z) < 1} < 0.
(e)Vge 23Ipe P, C>0 qoT <C(Cp.

(f) {qgoT:qe 2} < Z.
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En particulier, pour deux familles filtrantes &2 et 2 nous avons Tg9 C T
(i.e. la topologie ¥ 5 est plus forte) si et seulement si 2 < P.

Démonstration. (a) = (b) : Soient x € X et U un voisinage de T'(x). Alors
il existe g € Z et € > 0 tel que By(T'(x),e) C V Comme T est continu en 0 il
existe p € Z et § > 0 tel que T( 5,(0,0)) € By(0,¢). Pour tout y € By(x,0)
nous avons p(z —y) < 0 et donc T(x) —T(y ) T(x —y) € By(0,¢) Cela
implique T'(y) € By(T(x),¢€).

(b) = (c) resulte immédiatement de la continuité en 0.

(¢c) = (d) : Sip(z )<1nousavonsp(5a:)<5pourtout0<5<€et
donc ¢(T(z)) = 3q(T(0z)) < 3. Passant a la borne inférieure montre que

sup{q(T'(z)) : p(z) <1} < 1/5

(d) = (e) : Soit C' la borne supérieure dans (d). Si p(z) = 0 nous avons
p(nx) = 0 < 1 et donc ng(T(x)) = q(Tnz)) < C pour tout n € N ce qui
implique ¢(7T'(z)) = 0. Si d’autre part p(z) # 0 nous avons p(az) = 1 pour
a=1/p(x) et donc aq(T(z)) = q(T(ax)) < C.

(e) =

(f
(f) = (a) : Pour ¢ € 2 fixons p € & et C' > 0 tels que goT < Cp. Pour
e > 0 nous obtenons T'(By(0,e/C)) C B,4(0,¢) et donc la continuité en 0.

) est une conséquence immédiate de la définition de <.

L’assertion sur 2 < & résulte de 1’équivalence (b) < (f) pour l'identité
id: (X,2) — (X,2). O

1.6. Le dual d’un ELC.
(a) Pour deux ELC (X, 2) et (Y, 2) nous écrivons
L(X,Y)=L(X,2),(Y,2)) ={T: X — Y linéaire et continu}.

On voit facilement que L(X,Y") est un espace vectoriel.
Si Y = K est muni de la valeur absolue | - |, nous appelons

X" =(X,2)" = L(X,K) le dual (topologique) de X.

Le théoréme précédent implique qu'une application linéaire F' : X — K
appartient & X* si et seulement s’il existe p € & et C > 0 tel que |F| < Cp
si et seulement s'il existe un voisinage U de 0 tel que F(U) est borné dans
K.

(b) Un théoréme de Riesz dit que, pour un espace mesuré (2, .o/, u) et X =
Z5(Q, o/, ) muni de la semi-norme ||f|l2 = \/(f, f) ou (f,g9) = [ fgdp,
nous avons X* = {(-,¢g) : g € X}.

Le cas réel est démontré au cours « théorie de la mesure » (theoréme
3.7). Il est facile d’en déduire le cas complexe. La démonstration montre
que le résultat est en fait correct dans chaque espace « semi-Hilbert », i.e.
un espace vectoriel muni d’'un produit semi-scalaire tel que la semi-norme

1l = /{f, f) est compléte (cf. le deuxiéme chapitre).
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(¢) Un autre célébre théoréme de Riesz dit que, pour un espace métrique
compact K, chaque élément F' de C(K)* est de la forme

= [ 1EmE dulz)

pour une mesure (finie et réguliére) p sur la o-algébre de Borel Z(K) sur
K et une fonction mesurable h : K — K telle que |h| = 1. Ce théoréme se
trouve également dans le cours théorie de la mesure, chapitre 5.

(d) Définissons les espaces de suites
loo = {z€KY:|z]o =sup{|z,|:n € N} < oo},
o = {x€ly:xy — 0},

{33 XNzl = (3 faal?) " < oo}.
n=1

Alors I'application J(F') = (F(ep))nen induit des bijections linéaires ¢f —
b, 6, — by sip,g > 1et }D + % = 1 ainsi que /] — /. Nous laissons la

tp

vérification comme exercice.

Le théoréme suivant est une « version géométrique » du théoréme de
Hahn-Banach. Il signifie qu’on peut séparer deux parties convexes et dis-
jointes par un hyperplan.

1.7. Théoréme (de séparation).
Soient (X, ) un ELC et A, B C X convezes, disjoints en non-vides.
(a) Si A est ouvert il existe F € X* ett € R tels que pour tousa € A, b€ B
RFE(a) <t < RF(D).
(b) Si A est compact et B est fermé il existe F € X* et s,t € R tels que
pour tous a € A, be B
REF(a) <s <t <RF(b).

Démonstration. Il suffit évidemment de démontrer le cas K = R.

(a) Fixons ayp € A et by € B et posons xg = by — ag ainsi que C' =
A — B+ xq. Alors C est convexe avec 0 € C. En outre, C' = Jycg A —b+x0
est ouvert parce que les translatés de 'ouvert A sont ouverts. Il s’ensuit que
C contient une boule de centre 0 par rapport & une semi-norme. Le théoréme
1.2 (e) montre que la jauge de Minkowski p = pc de C' satisfait I'inégalité
triangulaire et p(tx) = tp(x) pour tout t > 0.

Comme AN B = ) nous avons xy ¢ C et donc p(xp) > 1. Soient
L=)zo(={tzg:t eR}et f: L - R, txg— t.

Alors, f est linéaire et f(txg) =t < p(txg) pour tout t € R (le cas t < 0 étant
triviale). Le théoréme de Hahn-Banach procure un prolongement linéaire
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F:X — Rde f tel que F < p. Comme C contient une boule de centre 0
et C C {p < 1} cela implique que |F| < 1 sur un voisinage de 0 et alors,
FeX*.

Comme F(zg) = f(x¢) = 1 nous avons pour tous a € Aet b € B
F(a)— F(b)+1=F(a—b+x0) <pla—b+x9) < 1.

Pour ¢t = inf{F(b) : b € B} < F(by) nous obtenons alors F'(a) <t < F(b)
pour tous a € Aet B € B.

Supposons finalement qu’il existe a € A avec F(a) = t. Comme A est
ouvert, il existe € > 0 tel que a + exg € A et nous obtenons la contradiction

t> Fla+exg) = F(a) +eF(zg) =t +e.

(b) Comme A est inclus dans 'ouvert B¢ nous trouvons pour tout a € A
un voisinage B, (a,e,) C B¢ avec p, € & et ¢, > 0. Comme les boules
By, (a,eq/2) sont ouvertes et forment un recouvrement de A la compacité
procure une partie finie £ C A telle que A C |J,cp Bp.(a,€4/2). Comme
& est filtrant nous trouvons ¢ € & majorant tous les p, et nous posons
e = min{e, : a € E}. Alors, I'ensemble A = A + B,(0,£/2) est convexe et
ouvert tel que A C A et AN B = 0.

La premiére partie nous donne F' € X* et ¢t € R tel que F(a) <t < F(b)
pour tous a € A et b € B. Comme A est compact et I’ est continue, I'image
F(A) est compact dans R et donc la borne supérieur s = sup F'(A) appartient
a F(A) ce qui montre s < t. O

Dans le corollaire suivant nous utilisons la définition B® = {F € X* :
|F'(b)| < 1 pour tout b € B}. Cette partie de X* est évidemment absolument
convexe et on appelle le polaire (absolu) de B.

1.8. Corollaire.

(a) Soit B une partie convexe d’'un ELC (X, &). Alors, x € B si et seulement

si pour tout t € R et tout F € X* qui satisfait RF < ¢ sur B on a
RE(z) < t. Autrement dit, B est l'intersection de tous les demi-espaces
{RF <t}, F € X*, qui contient B. Si 0 € B il suffit de considérer ¢t = 1.

(b) Si B est absolument convexe on a x € B si et seulement si [F(z)] < 1
pour tout F' € B°.

(c) Si L est un sous-espace de X on a x € L si et seulement si F(x) = 0
pour tout F' € X* tel que F|; = 0.

(d) Pour chaque semi-norme p sur l’espace vectoriel X et tout x € X nous
avons

p(x) = sup{|F(z)| : p*(F) < 1} ou p*(F) = sup{|F(y)| : p(y) < 1}

est une vraie norme sur (X, p)*.
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(e) Pour z € X et F' € X* = (X, p)* nous posons 0,(F) = F(zx). Alors
0: X = X = (X" p")", x — 0, est linéaire tel que p(x) = p*™*(0z).

On appelle le dual X** du dual le bidual de (X,p). Si p est une vraie
norme ’application § est une injection isométrique de X dans X**.

Le deuxiéme énoncé est une version du « théoréme du bipolaire » : En
dénotant I'(B) l'enveloppe absolument convexe d’'une partie de X et A® =
{r € X : |F(x)| <1 pour tout F' € A} pour une partie A C X* on on a
I'(B) = B°*. Nous laissons la vérification comme un exercice.

Démonstration. (a) La continuité de RF implique RF' < ¢ sur BsiRF <t
sur B, ce qui montre la nécessité de la condition. Pour démontrer sa suffisance
remarquons que B = ({B + B,(0,e) : p € &£, > 0} est encore une fois
convexe et que A = {x} est compact. Si x ¢ B le théoréme de séparation
procure G € X* et t € R tel que RG(x) < t < RG(b) pour tout b € B. Alors,
la partie réelle de F' = —G est majoré par —t sur B et RF(z) > —t.

Si 0 € B nous avons t < RG(0) = 0 et pour s €]RG(x), t[ nous considé-
rons F' = 1@.

s
(b) Comme B est cerclé RF < 1 sur B implique |F| < 1 sur B : Pour

tout b € B tel que F(b) # 0 il suffit de considérer a = |F'(b)|/F(b) et de
calculer |F'(b)| = RF(ab) < 1. L’assertion résulte alors de (a).

(c) Vu (b) il suffit de remarquer que L° = {F € X* : F'|;, = 0} : Pour tout
y€ L,neNetF e L°nousavonsny € L et donc |F(y)| = |F(ny)|/n<1/n
ce qui implique F(y) = 0.

(d) Démontrons d’abord que p* est une norme sur X* = (X, p)*. La sous-
additivité résulte de |(F+G)(y)| = |F(y)+G(y)| < |F(y)|+|G(y)| < p*(F)+
p*(G) si p(y) < 1. L’homogénéité p*(aF) = |a|p*(F) est immédiate, et si
p*(F) = 0 nous avons F(y) = 0 pour tout y € B,(0, 1) ce qui implique F' = 0
car )By(0,1)(= X. En considérant Wlm) z si p(x) # 0 nous obtenons |F(x)| <
p*(F)p(z) ce qui démontre p(z) > sup{|F(x)| : p*(F) < 1}. Dénotons cette
borne supérieure par c¢ et supposons p(z) > r > ¢, i.e. x ¢ By(0,7). La
deuxiéme partie procure F' € B(0,r)° avec |F(z)| > 1. Il s’ensuit p*(rF) < 1
et donc la contradiction

r <r|F(z)] <sup{|G(z)| : p*(G) <1} =c.

(e) Le point précédent montre |6,(F)| = |F(z)| < p*(F)p(x), et §, :
X* — K étant évidemment linéaire nous avons en fait une application ¢ :
X — X**. Pour z,y € X, a,b € K et tout F' € X* la linéarité de F' donne
Saz+by(F) = F(ax + by) = aF(x) + bF(y) = (ady + bdy)(F). Cela montre
que 0 est linéaire. La partie (d) donne finalement

p(z) = sup{|F(z)| : p"(F) < 1} = sup{[6.(F)| : p*(F) < 1} = p™(b2). O
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1.9. Deux applications.

(a) Soient K un espace métrique compact et B C C(K) convexe. Alors,
une fonction f € C(K) appartient & B par rapport a la norme uniforme
llgllx = sup{|g(z)| : * € K} si et seulement s’il existe une suite f, € B tel
que sup || fnllk < 00 et fn(x) — f(z) pour tout x € K.

Démonstration. La nécessité de la condition est immédiate. Pour la suf-
fisance, vu le corollaire 1.8(a), il suffit de démontrer que pour chaque F €
C(K)* avec R(F) < t sur B nous avons RF(f) < t. Pour une telle fonc-
tionnelle F' le théoréme de Riesz procure une mesure p sur la o-algébre
de Borel de K et une fonction mesurable h de valeur absolue 1 tels que
F(g) = [; ghdp pour tout g € C(K).

Comme f, sont majorés par une application constante (qui est inté-
grable car p est une mesure finie), le théoréme de Lebesgue implique

RE(f) :5)%/ fhdp = lim §R/ fohdp = lim RE(f,) < t.
K n—oo K n—oo

O
La proposition ci-dessus a l'aire d’étre assez élémentaire (en particulier,
si K = [0,1]). Pourtant, on ne connait pas de démonstration facile et «

élémentaire ». L’application suivante est méme plus profonde et elle joue
un réle énormément important dans ’analyse complexe.

(b) Théoréme de Runge. Soient 2 C C ouvert et K C  compact tel que
C \ K est connexe. Alors, pour toute fonction holomorphe f € H(2) et
tout € > 0 il existe un polynéme p tel que ||f —p||x < e.
Démonstration. Soit L = {p|x : p polynéme} C C(K). Le théoréme
signifie f|x € L ce que nous allons démontrer en utilisant le corollaire 1.8(c),
le théoréme de Riesz comme dans (a) ainsi que la formule de Cauchy :

Il existe un « cycle » I' dans @ \ K (c.a.d. un nombre fini de

chemins 71, ...,7vm) tel que
L [ Q)
= — d
/() 2mi Jr 2z — ¢ ¢
pour chaque f € H() et chaque z € K (I'intégrale curviligne sur
I' est définie comme la somme des intégrales sur 71, ..., Ym)-

Vu 1.8(c) et le théoréme de Riesz il suffit de démontrer que pour chaque
mesure p sur K et chaque fonction mesurable h de valeur absolue 1 telles
que

/ phdu = 0 pour tout polynéme p, nous avons / fhdu.
K K

2(2 dp(€). En utilisant par

exemple le théoréme sur la dérivation des intégrales paramétriques on voit

Pour z € C \ K nous définissons g(z) = [
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que g € H(C \ K). En outre, pour |z| assez grand nous avons |(/z| < 1/2

et donc
1 1
NI
(—z z =

ol cette série géométrique converge uniformément pour ¢ € K. Cela im-
plique

2) = - Z—(n—l—l) n _
9 =3 /K Ch(C) dp(¢) = 0

pour |z| assez grand. L’ouvert C ~\ K étant connexe nous obtenons alors
g(z) = 0 pour tout z € C\ K.
En utilisant la formule de Cauchy et le théoréme de Fubini nous voyons

R S TN | _
| sem@an) = 5o [ Eneauyac = 2 [ racrac=o

parce que ¢ € 2\ K ou g s’annule. O

1.10. Les topologies faibles.

(a) Soient X un espace vectoriel, X# = {p : X — K linéaire} et M C X7,
Pour £ C M fini nous posons

qe(z) = max{|p(z)| : ¢ € E}.
Alors o(X,M) = {qg : E C M fini} est une famille filtrante de semi-

normes. La topologie engendrée par o(X, M) est appelée la topologie faible
sur X induite par M. Elle décrit la « convergence ponctuelle » sur M.
(b) Pour un ELC (X, Z) nous avons o(X, M) < & & M C (X, 2)*.

En effet, |p| = qtpy < Cp pour un p € & implique ¢ € X*. Soient
d’autre part M C X* et & C M fini. Vu la continuité on trouve p, € & et
Cy, > 0 avec |p| < Cyp, et comme & est filtrant il existe p € &7 majorant
chaque p,. Cela montre gp < Cp pour C' = max{C,, : ¢ € E}.

(c) Pour M, K C X*# nous avons o(X, K) < o(X, M) & K C)M(.
n

En effet, si ¢ = } ¢k nous avons |p| < Cgyy,
k=1

n
> |ck|- Cela montre la suffisance de K C)M (.
k=1

Y} Avec Cc =

-----

Soit d’autre part o(X,K) < (X, M) et ¢ € K. Alors il existe £ =
{1,.. ., C M et C > 0 tels que |p| < Cmax{|¢y|: k€ {1,...n}} et

donc (N A (¢Yr) € A (p) ou A (¢) = {¢p = 0} dénote le noyau d’une ap-
k=1

plication linéaire. La conclusion découle alors du lemme algébrique suivant.

n
(d) Lemme. Soient ¢, € X# tels que (] A (Yr) C A (). Alors, il
k=1
n
existe ¢ € K tels que ¢ = > ety
k=1
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Démonstration. Soit ¥ : X — K" z +— (¢1(2),...,¥n(z)). En tant que
I'image linéaire L = ¥(X) est un sous-espace de K". Nous vérifions que

f:L—-K, ¥(z)— o)
est une application bien définie : En effet, si U(z) = ¥(y) nous avons

r—y € [ A (Yr) et donc p(x —y) =0 ce qui montre p(z) = ©(y).
k=1

La linéarité de ¥ et ¢ entraine que f est linéaire et en étendant une
base de ¥(X) & une base de K" nous obtenons un prolongement linéaire
F : K" — K de f. Pour les vecteurs unitaires ey et ¢y = F(eg) nous

n n
obtenons pour tout z = Y zpex I'égalité F(z) = > cpzx. Pour tout x € X

) k=1 k=1
nous en déduisons

p(a) = f(U(2)) = F(¥(x) = ) exibp(x)
k=1

O
(e) (X,0(X,M))* =)M( et, en particulier, (X, 2)* = (X,0(X, X*))* pour
tout ELC X.

En effet, vu (b) nous avons M C (X,0(X,M))* et comme ceci est
un espace vectoriel nous obtenons )M (C (X, o(X, M))*. Soit d’autre part
K = (X,0(X,M))*. Le point (b) (pour & = o(X, M)) montre o(X, K) <
o(X, M) et donc K C)M( vu (c).

(f) Comme chaque ELC (X, &) a le méme dual que (X, o(X, X*)) le corol-
laire 1.8(a) implique
57

, M
M

)

= BJ(X’X ) pour toute partie convexe B de X.

Attention, en générale les topologies induites par & et o(X, X™*) sont
trés différentes. Cela résulte du théoréme suivant sur les espaces vectoriels
de dimension finie (qui ne sont pas trop intéressants pour l’analyse fonc-
tionnelle).

Un ELC (X, &) est séparé si la topologie T » est séparée (Hausdorff), i.e
on peut séparer chaque paire de points différents par des voisinages disjoints.
On voit facilement que cela est équivalent au fait que pour tout x # 0 il existe
p € & tel que p(z) # 0.

1.11. Théoréme.

(a) Soient (X, Z?) un ELC séparé de dimension finie. Si {ej, ..., ey} est une
n

base de X, alors & ~ ||-||oc avec || 3 ckek”oo = max{|ck| 1 k € {1,...,n}}.
k=1

(b) Si || -|l1 et |- ||2 sont deux (vraies) normes sur un espace vectoriel de

dimension finie, alors || - ||1 ~ || - [|2.

(c) Chaque sous-espace de dimension finie d'un ELC séparé est fermé.
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(d) Pour un espace normé (X, ||-||) nous avons ||-|| ~ o(X, X™*) si et seulement
si X est de dimension finie.

(e) Soit (X, Z) un ELC séparé qui admet un voisinage compact de l'origine.
Alors X est de dimension finie.

n
Démonstration. (a) Pour chaque semi-norme p et x = ) ciex nous avons

k=1
n n
p(z) < > |exlpler) < Cllz||o avec C = > p(ek). Soit d’autre part K muni
k=1 k=1
n
de la norme |z|oo = max{|z1|,...,|zn|} et T : K" — X, 2 — > zreg. Alors,
k=1

T est linéaire, bijectif et continu. Le théoréme de Heine-Borel montre que
K = {z € K" : |z|cc = 1} est compact. La continuité implique que T'(K)
est compact et donc fermé parce que (X, &) est séparé. Comme 0 ¢ T'(K)
il existe p € & et € > 0 avec By(0,¢) N T(K) = (0, et nous en déduisons
By(0,¢) € T(B)|.(0,1)) = By (0,1). En effet soit x = T'(2) avec |z|e >
lety = ﬁz € K. Alors, T(y) ¢ Bp(0,¢) et donc z = |2[cT(y) ¢
B,(0,¢). Vu la définition nous avons ||7(2)||ec = |2]cc €t le théoréme 1.5
(c=-e) implique || - [[o0c < Cp.

(b) est une conséquence immeédiate de (a).
(c) Soit M un sous-espace de dimension finie et x € M. Nous choisissons

une base {e1,...,e,} de L =)M U{x}( tel que {eq,...,en} est une base de
M (pour m € {n —1,n}). Nous définissons 'application linéaire F': L — L
n n

par Y cxer = . creg. Alors, M = A (F) est fermé parce que F est
k=1 k=m+1
continu sur (L, | - [leo) (on a méme ||F(2)|lco < ||Z]loo). Cela montre x € M.

(d) Sif|-|| < o(X,X™") il existe E = {t1,...,9¥,} C X* finiet C >0 tel
n
que || || < Cqg. Comme || - || est une vraie norme nous voyons [ A (¢y) C

k=1
(|| - |I) = {0} et donc application X — K", x — (¢¥1(x),...,¢¥,(x)) est
linéaire et injective.
D’autre part, il résulte du corollaire 1.8 que o (X, X*) est séparé et si X
est de dimension finie la premiére partie implique o (X, X*) ~ || - oo ~ || - |-

(e) Soit U un voisinage compact de 0. Comme %U est un ouvert contenant
I'origine et vu que U C Uer x—l—% U il existe £ C U fini tel que U C E—I—%U.
Pour M =)FE( nous obtenons par récurrence, pour tout n € N,

UCL+iL+iU)CL+3iUC---CL+27"U.

Comme U est compact et U C |,y Bp(u, 1) pour tout p € & nous trouvons
Cp > 0 tel que U C B,(0,C,). Pour tout € > 0 et n suffisamment grand cela
donne U C L + B,(0,¢). Passant & 'intersection sur ¢ > 0 et p € & nous
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obtenons donc U C L = L vu le point (c). D’out la conclusion parce que
X =)U{. g

Pour un ELC (X, %) nous considérons I'application § : X — X*#
x +— §, avec I'évaluation 6,(F) = F(z). A la place de o(X™*,0(X)) on écrit
o(X™*, X) et on parle de la topologie faible-x. Avec qg(F') = max{|F(z)|: x €
E'} nous avons donc o(X*, X) = {¢g : E C X fini}. Le point 1.10(e) montre

(X", o(X* X)) = {6, -z € X}.

1.12. Théoréme (Alaoglu).

Soit U un voisinage de 0 dans U'ELC (X, Z?). Alors le polaire U° = {F €
X*:|F(z)|] <1 pour tout z € U} est o(X*, X)-compact.

Démonstration. Soit Y = KX = {f : X — K} considéré comme produit
d’espaces topologiques Y, = (K| - ), i.e. muni de la topologie minimale
sur Y telle que les évaluations J, sont continues. Cette topologie est en
fait donnée par 2 = {¢qp : E C X fini} avec gqg comme ci-dessus et donc,
o(X*, X)=2|x~.

Le dual algébrique X# est fermé dans (Y, 2) parce que
X# = () A (Sawtby — ady — bdy)

z,yeX,a,beK

et les noyaux des applications continues sont fermés. Soit py = inf{t > 0 :
x € tU} la jauge de Minkowski (qui n’est pas nécessairement sous-additive
si U n’est pas convexe). En tant que voisinage de l'origine, U contient une
boule de centre 0 et done, py(x) < oo pour tout € X. Vu le théoréme de
Tychonov et la compacité des disques fermés dans K, la partie

K = [[¢ek: <)
zeX
= {f: X —>K:|f(x)| <pv(x) pour tout z € X}

est compact dans (Y, 2). Comme Uintersection d’'un compact et d’un fermé
est toujours compacte, il suffit alors de démontrer K N X# = U° : Si F €
KN X# et x € U nous avons |F(z)| < py(z) < 1 et ainsi, F' est borné
sur un voisinage de 0 ce qui implique F' € X* et alors F' € U°. Si, d’autre
part, F' € U° nous avons F' € X7 et |F(z)| < py(z) pour tout =z € X. En
effet, pour tout € > 0 il existe 0 < t < py(z) + € tel que = € tU et donc
|[F(z)| = t|F(}z)| < t. Passant & la borne inférieure montre |F(z)| < py (=)
et donc F € K. O

Pour un espace normé (X, p) et la boule unitaire fermée Bx = By(0,1),
le polaire est

B = {F € X" : sup{|F(2)| : p(a) < 1} = Bx-,
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i.e. la boule unitaire fermée du dual (X*,p*). Le théoréme de Alaoglu im-
plique que cette boule est o(X™*, X)-compacte tandis que le théoréme 1.11
implique qu’elle est compacte dans l'espace normé (X*, p*) si et seulement
si X* et donc aussi X sont de dimension finie.

Sur le dual X™* on a encore la topologie faible o(X™*, X**) qui est plus
forte que la topologie faible-*. En général, les deux topologies sont différentes
et il faut donc faire attention de ne pas les confondre (une faute qui arrive
méme aux mathématiciens professionnels). Les espaces normés pour lesquels
les deux topologies coincident sont appelés réflexifs. Une caractérisation de
tels espaces se trouve dans les exercices.

1.13. Points extrémes.

(a) Soient K une partie d'un espace vectoriel X et M C K non-vide. On
appelle M une partie K -extréme de K si chaque segment d’extrémités dans
K dont l'intérieur rencontre M a ses extrémités dans M, i.e.

Vaz,ye K, t€]0,1] (tz+(1—-t)ye M = z,ye M).

Un point € K est appelé K-extréme si le singleton {z} est une partie
K-extréme, i.e. x n’est pas une combinaison convexe propre de deux points
distincts de K. Si K est donné par le contexte on dit simplement extréme.
L’ensemble de points extrémes est noté Ext(K).

(b) Voici quelques exemples :

o K est K-extréme si K # ().

e Les cotés [0,1] x {0}, [0,1] x {1}, {0} x [0,1], {1} x [0,1] du carré
[0, 1] x [0, 1] ainsi que leurs unions sont des parties extrémes. Les coins
(a,b), a,b € {0,1} sont les points extrémes.

e Soit K = {z € R" : ||z||2 < 1} la boule unitaire euclidienne. Alors
chaque partie non-vide de la frontiére est K-extréme.

e Si K est une partie d’'un ELC, alors aucun point de 'intérieur K nest
extréme. En effet, si By(z,e) C K, alors (14+a)z € K pour tout |a| <
e/p(z) et donc, pour § suffisamment petit, z = $(1+6)z+ (1 —6)z
est une combinaison convexe propre de deux éléments de K.

(¢) Pour une partie K d’un espace vectoriel on appelle
n n
%(K):{Z)\kxk:TLEN,$kEK,)\k;ZO, Z)\k=1}
k=1 k=1

l’enveloppe convexre de K. Elle est la plus petite partie convexe contenant
I’ensemble K.

1.14. Théoréme (Krein-Milman).
Pour chaque partie compacte K d’un ELC séparé on a K C € (Ext(K)).

Démonstration. Nous démontrons le théoréme en plusieurs étapes.
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Soient M une partie K-extréme, F € X* et ¢ € R tel que RF(z) < ¢ pour
tout x € M. Alors

Mp.={z € M : RF(x) = c} est vide ou K-extréme.

En effet, soient 2,y € K, t €]0,1[ tel que tz+(1—t)y € Mp,.. Comme M
est extréme nous avons z,y € M et donc RF(z), RF(y) < c¢. En supposant
RE(x) < couRF(y) < ¢ nous obtenons la contradiction RE (tx+(1—t)y) =
tRE(z)+ (1 —t)RF(y) < c.

Chagque partie extréme M = M de K contient un point extréme.

Considérons 9 = {N = N K-extréme, N C M} muni de l'inclusion
comme ordre partiel. Afin d’utiliser le lemme de Zorn pour trouver des
éléments minimaux, nous vérifions que chaque systéme {N; : i € I'} totale-
ment ordonné de 9T admet un minorant. En supposant N = (;,c; N; = ()
nous trouvons le recouvrement ouvert K C J;c; Nf et donc K C | J;cp NY
pour une partie finie £ C I. Le systéme étant totalement ordonné il existe
k € E tel que ;e Ni = Ny, ce qui implique K € Nf et donc la contradic-
tion Ny = ) (notez que, par définition, une partie extréme n’est pas vide).
On vérifie facilement que N est extréme et donc nous avons construit un
minorant du systéme.

Le lemme de Zorn procure un élément minimale N € 9. Afin de mon-
trer que N est un singleton nous supposons qu’il existe deux points dis-
tincts a,b € N. Comme (X, Z?) est séparé B = {b} est fermé et A = {a}
est compact. Le théoréme de séparation procure alors F' € X* tel que
RF(a) < RE(b). En tant qu'une partie fermée d’un compact, N est en-
core une fois compact et vu la continuité de RF la borne supérieure ¢ =
sup{RF(z) : x € N} est atteinte. La premiére étape implique que Np. # ()
est une partie extréme qui est proprement incluse dans N. Cela contre-
dit la minimalité de N, et nous avons donc démontré que chaque élément
minimale dans 99T est un singleton dont le seul élément est alors un point
extréme de K.

Soit maintenant a € K et supposons a ¢ € (Ext(K)). Vu (2) (pour M = K)
cet ensemble n’est pas vide et le théoréme de séparation donne F € X* et
t € R tels que

RF(a) >t > RF(z) pour tout x € € (Ext(K)).

Comme ci-dessus, la borne supérieure ¢ = sup{RF(z) : € K} est atteinte
et donc M = Kp,. est extréme. La deuxiéme étape implique que Kp,
contient un point extréme x et comme a € K nous obtenons la contradiction

RE(x) =c> RF(a) >t > RF(x) =c.
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Exemple. La boule unitaire B,, = {z € ¢ : ||z||cc < 1} ne contient aucun
point extréme. En effet,  convergeant vers 0 il existe n € N tel que |z,| < %
et donc z = %(1’ + %en) + %({L‘ — %en) est une combinaison convexe propre de
deux éléments de B,,. Le théoréme de Krein-Milman implique qu’il n’existe
aucune structure localement convexe séparée pour laquelle B, est compacte.
En particulier, il résulte du théoréme de Alaoglu que (¢, || - |[|oo) n’est pas le

dual (X*,p*) d’un espace normé.

Le résultat suivant est une combinaison des « grands théorémes » de ce
chapitre.

1.15. Corollaire.

Un sous-espace L de l’espace normé (X,p) est dense si et seulement si
Ext(L* N Bx+) = {0} ot Bx~ dénote la boule unitaire de (X*,p*) et L+ =
{F € X*: f|lp =0}.

Démonstration. Si L est dense on a L = {0} et ainsi, la condition est
nécessaire. Démontrons la suffisance. Vu le corollaire du théoréme de Hahn-
Banach 1.8(c) il faut démontrer L+ = {0} et comme X* est I'union des
multiples de By« cela est équivalent & L+ N Bx« = {0}. Le théoréme de
Alaoglu implique que Bx+ = B% est o(X*, X)-compact et comme Lt =
(A (0z) : @ € L} est o(X*, X)-fermé I'intersection LN Bx+ est encore une
fois o(X™*, X)-compacte. Vu le théoréme de Krein-Milman cette intersection
est {0} si chaque point extréme est 0. O

Pour formuler une application de ce corollaire nous appelons un sous-
espace A de C(Q2) une sous-algébre si fg € A pour tous f,g € A. On dit que
A est auto-adjoint si la fonction conjuguée f € A pour tout f € A (ceci est
une condition vide pour le champ K = R). A sépare les points si pour tout
x #y il existe f € A tel que f(x) # f(y). Finalement, on dit que A n’a pas
de zéro commun si, pour tout = € €, il existe f € A tel que f(x) = 1.

Le célébre résultat suivant généralise le théoréme classique de Weierstraf
sur ’approximation polynomiale.

1.16. Théoréme (Stone-Weierstrafl).

Soient Q) un espace métrique compact et A une sous-algébre auto-adjointe de
C(Q) qui sépare les points et qui n’a pas de zéro commun. Alors, A est dense
dans C(§) par rapport & la norme uniforme || f|| = sup{|f(x)| : x € Q}.

Démonstration (de Branges). Supposons qu’il existe un point extréme
F#0de At N Bgq)-- Le troisiéme exemple dans 1.13 (b) (pour X = AL)
montre ||F||* = 1. Le théoréme de Riesz procure une mesure y sur €2 et une
fonction mesurable |h| = 1 telles que F(f) = [, fhdp pour tout f € C(€).
En outre, la mesure est régulic¢re, i.e. u(M) = sup{u(K): K = K C M}, et
en approximant le signe de h par des fonctions continues de valeur absolue
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<1 on obtient p(Q2) = sup{F(f) : || f]l <1} = ||F|* =1 (cf. la proposition
5.5 du cours théorie de la mesure).

Soit S = ({B = B : u(B¢) = 0} le support de p. Pour tout K = K C §¢
nous avons K C |J{B¢: B = B, u(B¢) = 0} et, étant compacte en tant que
partie fermée d’un compact, K est déja inclus dans une union finie. Cela
montre pu(K) = 0 et la régularité implique alors p(S¢) = 0.

Supposons maintenant qu’il existe x # y dans S. Comme A sépare les
points il existe g € A tel que g(x) # g(y), et comme A est auto-adjoint on
peut supposer que g est réel (en effet, Rg = 1(9+7) € Aet Sg= 5(9—7) €
A). En multipliant par un scalaire positif on peut supposer en plus que
lg|| < 1. Nous définissons G+ (f) = F((3f(1£g)) pour f € C(£2). Pour f € A
nous avons f(1+g) = f+ fg € A et donc G4 € A+. En outre, nous avons
14 g > 0 sur Q et comme ci-dessus cela donne |G+ |* = [1(1 £ g)du >0
ainsi que [|G4|* +[|G_|* = [1(1+g)du+ [3(1—g)dp = [1dp = 1. Nous
obtenons que

« 1 . 1
F=lGl <||G+||*G+> e (HG_H*G‘)

est une combinaison convexe de deux éléments de ALQBC(Q)* et 'extrémalité
implique ﬁG.}r = F et donc 5(1 + g) = ||G]|+ sur Q. Cela contredit le

1
2
fait g(x) # g(y).

Nous avons démontré S = {z} pour un point
pas de zéro commun il existe f € A tel que f(x)
contradiction

0=F(f) = / fhdp = f(x)h(z) qui est de valeur absolue 1.
{=}

€ Q, et comme A n’a
= 1. Cela méne a la






CHAPITRE 2

Complétude

Rappelons qu’'un espace semi-métrique (X, d) est complet si chaque suite
de Cauchy a une limite (qui est unique si d est une vraie métrique). Le
diameétre de B C X est diam(B) = sup{d(z,y) : x,y € B} (ousup ) = —c0).
Une suite (zp)nen est de Cauchy si et seulement si diam{z,, : m > n} — 0.

2.1. Lemme.

o0
(a) Soit g, > 0 tels que Y &, < oo. L’espace semi-métrique (X,d) est
n=1
complet si et seulement si chaque suite (z,)nen avec d(xn,Tnt1) < &p
converge dans (X, d).

(b) Si (X,d) est complet, alors pour chaque suite Bn41 C B, de parties
fermées et non-vides de X telles que diam(B,,) — 0 on a [\ B, # 0.
neN

Démonstration. (a) Pour une suite de Cauchy (y,)nen on trouve par récur-
rence k(n) > k(n—1) tel que z,, = yy(p) satisfait d(zy, T,+1) < €, et donc z,
converge vers un point € X. Pour ¢ > 0 il existe N. € N avec d(z,z) < /2
et d(Yn, Ym) < €/2 pour tout n, m > N.. Pour m = k(n) > n > N, l'inégalité
triangulaire implique d(yn, ) < d(Yn, Ym) + d(zp, ) < €.

Si d’autre part d(xy, xnt1) < €, et n < m l'inégalité triangulaire montre

m—1 m—1
d(n, Tm) < Z d(zg, Tps1) < Z e — 0
k=n k=n

et donc (zp)nen est une suite de Cauchy.

(b) Pour z,, € B, et n < m on a d(zp, ) < diam(B,) ce qui implique
que x, est une suite de Cauchy. Chaque limite appartient alors & B,, = B,
pour tout n € N. O

2.2. Théoréme (Baire).

Soit (X,d) un espace semi-métriqgue complet et A, C X ouvert et dense.

Alors () Ay, est également dense.
neN

19
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Démonstration. Pour g € X et g9 > 0 il faut démontrer B(zg,gq) N
N A, # 0 (ot B(z,e) = {y € X : d(z,y) < e}). Soit By = B(xg,e0) et
neN

supposons que nous avons déja construit zi,...,z, et €1,...,6, < % tels
que

(*) B, = B(:L‘n,En) - B(ZL‘nfl,aEnfl) NA;N---NA,.

Ce dernier ensemble est ouvert et non-vide et donc son intersection avec
Ay 41 n'est pas vide (sinon, x,, n’appartiendrait pas & A,,;1). Pour un élément
quelconque x,+1 de cette intersection (qui est ouverte) il existe £,41 < n%q
tel que I'intersection contient méme la boule §($n+1, €n+1)- Nous avons donc
démontré (x) pour n + 1. Vu 2.1(b), 'intersection des B,, n’est pas vide et
chaque élément appartient & By N A,, pour tout n € N. O

Remarque. On appelle une partie B de X de premiére catégorie s’il existe

B, = B, telsque B,, =0 et B C U B Sinon, B est de deuxiéme catégorie.
neN
Le théoréme de Baire pour les complémentaires implique que, dans un es-

pace semi-métrique complet, chaque partie ouverte non-vide est de deuxiéme
catégorie.

Pour appliquer le théoréme de Baire et d’autres résultats principaux aux
espaces localement convexes nous avons besoin d’une caractérisation si la
topologie ¥ d'un ELC (X, &) est induite par une (semi-) métrique. On
appelle un tel ELC (semi-) métrisable.

2.3. Théoréme.

Un ELC (X, 2) est semi-métrisable si et seulement s’il existe une famille
filtrante et dénombrable 2 telle que PP ~ 2. Dans ce cas, si 2 ={p, :n €
N} avec une suite croissante de semi-normes py,

d(z,y) = sup{pn(x —y) A1/n:n € N}

est une semi-métrique qui induit la topologie T 5 telle que (zy)nen est Cauchy
st et seulement si p(x,, — xy) — 0 pour tout p € .

Démonstration. Si la topologie de (X, &) est induite par une métrique d
les boules U,, = B,(0, %) forment une base des voisinages de 0 et il existe
donc p, € & et g, > 0 tels que By, (0,e,) C Uy,. Comme & est filtrant on
peut supposer p, < pp4+1 pour tout n € N et ainsi 2 = {p, : n € N} est
filtrant. Nous avons 2 C & et donc 2 < . Pour démontrer & < 2 fixons
p € &. Comme Bp(0,1) est un voisinage de 0 cette boule contient U,, pour
un nombre n € N et donc By, (0,e,) € U, € B,(0,1). Vu le théoréme 1.5
cela implique p < Cp,, pour une constante C' > 0.

Soit d’autre part & ~ 2 = {p, : n € N}. On vérifie facilement que d
comme dans le théoréme est une semi-métrique. Pour tout e > 0 et n > 1/e
nous avons B, (z,e) C By(z,¢). En outre, pour tout p € & il existe n € N

et C' > 0telquep < Cpp, et poure > 0et § < min{%ﬂ,e/(}’} nous obtenons
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pour tout r € X
Bg(z,6) C By, (z,0) C By(z,¢).

Cela montre ’égalité des topologies induites par & et d et également ’asser-

tion sur les suites de Cauchy parce que n et § ne dépendent que de p (mais
pas de z € X). O

2.4. Espaces de Banach et de Fréchet.

(a) Un espace de Banach est un espace normé complet. Les espaces de suites
U, co et £, pour 1 < p < oo introduits dans 1.6(d) ainsi que (C(K), || - ||x)
pour un espace topologique compact K sont des espaces de Banach. En
outre, chaque sous-espace fermé d’un espace de Banach est de Banach.

Pour chaque espace semi-normé (X, ||-||) le dual (X*, ||-||*) est un espace
de Banach.

En effet, si F,, est une suite de Cauchy dans X* les limites F(x) =
nh—>Holo F,(z) existent en tout € X et on obtient facilement que F est

linéaire. Vu la définition ||F||* = sup{|F(z)| : * € Bx}, F est borné sur
Bx et donc continu et on obtient || F,, — F||* — 0.

(b) Une suite d’'un ELC (X, &) est une suite de Cauchy si elle est de Cauchy
dans (X,p) pour chaque p € . L’ELC est séquentiellement complet si
chaque suite de Cauchy converge.

(c) Un espace de Fréchet est un ELC métrisable séquentiellement complet.
Vu le théoréme précédent, la métrique d(z, y) = sup{pn(z—y)Al/n :n € N}
est alors compléte. Chaque sous-espace fermé d’un espace de Fréchet est du
méme type.

(d) Soit Q C R? ouvert et C(Q2) I'espace des fonctions continues sur Q. Muni
de la convergence uniforme sur tout compact donnée par

P = {Iflx = sup{|f(z)| : x € K} : K C Q compact},

C(2) est un espace de Fréchet. Pour la démonstration on utilise le fait que
K, = {r € QN B(0,n) : dist(z, Q) < n} sont des parties compactes telles
que chaque compact est inclus dans K, pour n suffisamment grand, et que
la limite uniforme de fonctions continues sur un compact est encore une fois
continue.

(e) Pour  C RY ouvert 'espace C*°(92) est un espace de Fréchet pour la
suite des semi-normes

[flln = max{[[0°fl x, : la] <n}.

La démonstration utilise ’exemple précédent : Si (fy,)nen est une suite de

Cauchy, alors pour tout a € N4, la suite (0% f,, )nen est de Cauchy dans C(9)

et on vérifie que les limites g, = lim 9%f, sont partiellement dérivables
n—oo

telles que 0%gp = go. La suite (f,)nen converge alors vers f = go dans
C> ().
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(f) Pour une fonction f : Q@ — C on appelle supp(f) = {z € Q: f(x) # 0}
le support de f. Pour une partie compacte K C R? I’espace

7(K) = {f € C*(R") : supp(f) € K}
est fermé dans C°°(R?) et donc un espace de Fréchet.

2.5. Théoréme (Banach-Steinhaus).

Soient (X, 2) et (Y,2) deur ELC et T; € L(X,Y) pour tout i € I tels que,
pour tout g € 2,

M, ={z € X :sup{q(Ti(x)) : i € I} < oo} est de deuziéme catégorie. Alors
Vge 23pe Z tel que sup{q(Ti(x)) :i € I,p(x) <1} < 0.

Pratiquement le seul moyen pour vérifier 'hypothése sur la deuxiéme
catégorie est le cas d'un espace de Fréchet (X, &?). Dans cette situation le
théoréme de Baire implique que chaque ouvert non-vide, et en particulier X
lui-méme, est de deuxiéme catégorie. Notez que, par exemple, I'espace des
suites finies {x € K" : 2, = 0 pour n suffisamment grand} muni de la norme
| - |l, pour un réel p € [1,00] est de premiére catégorie (parce que chaque
sous-espace de dimension finie est fermé d’intérieur vide).

Démonstration. Soit M, , = {z € X : sup{q(T;(x)) : i € I} < n}. Comme
B4(0,n) est fermé dans (Y, 2) les Mgy = (ie; T, ' (B,(0,n)) sont fermés
tels que (J,ey Mgn = My est de deuxieme catégorie. Il s’ensuit quun des
intérieurs des M, , n’est pas vide et on trouve alors y € X, p€ &, ¢ > 0 et

n € N tel que By(y,e) C My, et donc
sup{q(T;(y —x)) :i € I,p(x) < e} <n.
Comme ¢(T;(x)) < q(Ti(y)) + ¢(Ti(x — y)) < 2n pour tout p(z) <cetiel

nous obtenons

sup{q(T;(x)) :i € I,p(z) <1} < 2n/e < 0. O

2.6. Une application pour les séries de Fourier.

1 2

(a) Pour une fonction f € C([0,27]) on appelle f(n) =5 (2)e~® dg
T Jo

les coefficients de Fourier et on écrit
o0
fl@)~ > fn)e.
n=—00

Cette série de Fourier converge dans .%5([0, 27]) vers f, mais la convergence
ponctuelle est une question plus délicate.
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N
(b) Le N-iéme noyau de Dirichlet est la fonction Dy (z) = > €. On a
n=—N
Dy (2km) = 2N + 1 pour k € Z, et pour z € R \ 27Z nous multiplions avec

e — 1 et puis par 2ie”*/2 et nous obtenons
Nz _ o=iNe sin((N + 1))

e —1 N sin($)

DN(l') =

N .
Soit Py f(z) = Y. f(n)e™* la N-iéme somme partielle de la série de
=—N
Fourier. La définition des coefficients de Fourier implique alors

2w

2w )
Pyf(x Z o / fy)e ™ dy ™ = % f(y)Dn(z —y) dy.

0

(c) Théoréme. Pour tout S C [0,27] dénombrable il existe f € C([0, 27])
tel que sa série de Fourier diverge en tout z € S.

Démonstration. Nous considérons l'espace de Banach Cy(R) = {f €
C(R) : f(x + 2m) = f(z) pour tout z € R} muni de la norme ||f| =
sup{|f(x)| : © € [0,27]} = sup{|f(x)| : = € R}. Fixons d’abord s € S et
posons

My ={f € Cor(R) : Pnf(s) borné dans C}.

En supposant que M, soit de deuxiéme catégorie le théoréme de Banach-
Steinhaus (pour les opérateurs T : Car(R) — C, f +— Py f(s)) implique

C=sup{|Pnf(s)]: N e N, [[f[| < 1} < o0

Vu le point précédent nous avons Py f(s) = 1 0 " f(y)Dn(s —y)dy. En
approximant (pour s fixé) le signe de y +— DN(s —y) dans %»([0, 27]) par
des fonctions continues f avec f(0) = f(27) et || f|| < 1 nous obtenons alors

27 2w
/O |IDn(y)|dy = /0 |Dn (s —y)|dy < 2nC.

D’autre part, le théoréme des accroissements finis donne |sin(t)| < t pour
t >0 et en utilisant Dy (y) = sin((N + 3)y)/sin(¥) nous voyons

2 27 | o} N 1
0 0

y/2
(2N+1)m \sm (k+1)m |sm
= 2/ =2 / dt
0 2] Z |t]
2N 1 (k+1)7r
> 2y —— )| dt =
= kg{)(k—i—l)w/,m [sin(®) Zk+1

ce qui contredit la divergence de la serie harmonique.
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Nous avons démontré que M, est de premiére catégorie et donc 'union
q s p

dénombrable M = |J My est de premiére catégorie. Vu le théoréme de
ses
Baire le complémentaire de cet ensemble n’est pas vide et pour chaque

f € Cor(R) \ M les sommes partielles de la série de Fourier ne sont méme
pas bornées. ([l

Continuons avec un autre théoréme principal sur les espaces métriques
complets.

2.7. Théoréme (Schauder).

Soient (X, d) un espace semi-métrique complet, (Y, D) un espace métrique et
f: X =Y continu tel que

Ve>036>0Vz € X ona By(f(z),0) C f(Bx(z,¢)).
Alors, f(A) est ouvert pour tout ouvert A C X et (f(X), D) est complet.

Démonstration. Pour tout € > 0 nous choisissons §(¢) < & comme dans le
théoréme. Nous démontrerons

(x) By(f(x),0(c)) C f(Bx(x,2¢)) pour tout € > 0.

Soient donc z € X et y € Y tels que D(f(z),y) < d(¢). Posons z¢ = z, €, =
27" et §,, = d(ey,). Supposons que nous avons déja construit xg, ..., x, € X
tels que d(xy, vn—1) < en—1 et D(y, f(zn)) < 6, (pour n = 0 la premiére
condition est vide). Comme y € By (f(xy),d(en)) C f(Bx(xn,en)) il existe
Tnt1 € BX(xn; 571) tel que D<y> f(xn—i-l)) < Opy1-

Pour tous 0 < n < m nous obtenons de I'inégalité triangulaire

m—1 m—1 m—1
k=n k=n k=n

La suite (x,)nen est alors une suite de Cauchy et pour une limite £ € X
nous avons d(zg, &) < 2e¢. En outre, f(z,) converge vers f(y) et la continuité
ainsi que l'unicité des limites dans un espace métrique donnent y = f(&) €

f(B(z,2¢)).

Soient maintenant A C X ouvert, x € A et ¢ > 0 tel que By(r,2¢) C A.
Alors By (f(x),40(c)) C f(Bx(x,2¢)) C f(A) et donc f(A) est ouvert.

Pour démontrer la complétude de (f(X), D), grace a 2.1(a), il suffit de
prouver que chaque suite (yn)nen avec D(Yn, Yni1) < 6(27"71) converge.
Soit x1 € X tel que y1 = f(x1). Vu (%) on trouve par récurrence ;1 €
Bx(r,,27") tel que f(7p11) = Yni1. La suite (7,)nen est alors une suite
de Cauchy dans X et pour une limite & € X la continuité implique y, =

f@n) = f(E). O
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Dans le théoréme suivant nous appelons une application linéaire T entre
deux ELC (X, 2) et (Y, 2) presque ouverte si T'(U) est un voisinage de 0
dans Y pour chaque voisinage U de 0 dans X. Pour les familles de semi-
normes cela signifie

Vpe P 3qge 2, e >0 tels que T(By(0,1)) 2 By(0,¢).

Si T est continu, le fait que les boules B(0,¢) sont fermées implique que
pour tout ¢ € 2 on trouve p € & et € > 0 tels que 'inclusion inverse est
vraie (exceptionnellement, le nombre ¢ sera grand).

2.8. Théoréme des applications ouvertes (Banach).

(a) Soient (X, ) et (Y, 2) deux ELC séparés et T' € L(X,Y) tels que T'(X)
est de deuxiéme catégorie dans Y. Alors T est presque ouvert.

(b) Soient (X, ) un espace de Fréchet, (Y, 2) un ELC séparé et T €

L(X,Y) presque ouvert. Alors T est ouvert et surjectif et (Y, 2) est un
espace de Fréchet.

(c) Soient X, Y deux espaces de Fréchet et T' € L(X,Y) surjectif. Alors T'
est ouvert.

Démonstration. (a) Soit p € & et U, = By(0,n). Comme T(X) =
U T'(Up) est de deuxiéme catégorie une des intérieures de T'(U,) n’est pas
neN
vide. Pour un point intérieur y la convexité absolue de T'(U,,) implique que 0
appartient a Uintérieur de T(Uy) — T'(U,) = 2T(U,) = 2nT(B,(0,1)). Cela
montre que T est presque ouvert.

(b) Soit & ~ {pp, : n € N}, ¢, € 2 et g, > 0 tel que T(B,,(0,1)) 2

By, (0,ey,). Comme 2 est filtrant on peut supposer ¢, < gn41 et ainsi 2 =
{qn : n € N} est filtrant. Démontrons que 2 ~ 2:Pourqe 2etV =
By,(0,7) la continuité de T" procure n € N et § > 0 tel que T'(B,,(0,6)) C V.
Comme V est fermé cela donne By, (0,0e,) C V = V. Le théoréeme 1.5
implique alors ¢ < Cg, pour une constante C.

Soient d et D les métriques construites dans le théoréme 2.3 correspon-
dantes a {p, : n € N} et {g, : n € N}. Comme ces métriques ne dépendent
que des différences de vecteurs, 'application T satisfait I’hypothése du théo-
réme de Schauder 2.7 et ainsi T est ouvert et (Y, Q) est un espace de Fréchet.
En particulier, T'(X) est un sous-espace ouvert de Y et donc T(X) =Y.

(c) résulte de (a), (b) et le théoréme de Baire. O

Dans la littérature c’est souvent seulement la partie (¢) qu’on appelle le
théoréme des application ouverte.

Dans le corollaire suivant nous utilisons le symbole %4 (X) pour le sys-
téme des voisinages de l'origine dans un ELC X. Une base est donnée par les
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boules B,(0,¢), p € &, ¢ > 0. La transposée d’une opérateur T € L(X,Y)
est 7" :Y* - X* G— GoT.
2.9. Corollaire.
Soient X, Y deux espaces de Fréchet et T € L(X,Y).
(a) T est surjectif si et seulement si
YU € %(X) 3V € %(Y) tel que (T*) 2 (U°) C V°.

(b) Si T est bijectif, alors T est un isomorphisme, i.e. T™' : Y — X est
également continu.

Démonstration. (a) La définition de 7*(G) = G o T' donne
TU) ={GeY*:|G(T(x))| = |T*(G)(z)| <1 pour x € U} = (T*) "1 (U°).

Si T est surjectif et donc ouvert nous trouvons pour tout U € %,(X) un
voisinage V € 2(Y) tel que V C T(U) et donc (T*)~1(U°) C V°.

D’autre part, on peut supposer que U et donc aussi T'(U) sont absolument
convexes. Le corollaire 1.8 (b) implique T(U) =T (U)** ={y € Y : |G(y)| <
1 pour tout G € T(U)°}. Pour V € %(Y) la condition (T*)~1(U°) C V°
implique V' C V°* C T(U). Cela montre que T est presque ouvert et donc
surjectif.

(b) Vu 2.8(b) T est ouvert ce qui implique que l'image inverse par 7!
de chaque ouvert A C X est ouvert dans Y. Cela montre la continuité de
T*ll O
2.10. Théoréme (Eidelheid).

Soient X un espace de Fréchet et F,, € X* linéairement indépendants. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Pour chaque suite (yn)nen € KN il eviste x € X tel que Fy(x) = y,
pour tout n € N.

(ii) Pour tout U € % (X) Uespace YU°( N )Fy, : n € N( est de dimension
finie.

Démonstration. Nous considérons l’espace de Fréchet Y = KN muni de
la suite des semi-normes ¢, (y) = max{|yi],...,|yn|}. La continuité des F,
implique que 'application linéaire

T:X =Y,z (Fy(x))neN
est continue et la premiére assertion signifie la surjectivité de T'. Afin d’éva-
luer la caractérisation du corollaire précédent nous déterminons le dual Y* :

Soit Z = {(2n)nen € KN : 2, = 0 sauf pour un nombre fini de n € N}. Pour
les suites e, = (n,%)ken noOuUs vérifions que

J Y = Z, G (Glen))nen
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est bien-défini, linéaire et bijectif. Pour tout n < m nous avons g, (e,;,) =0
et si G est continu par rapport a g, nous obtenons |G(ey,)| < Cgp(em) = 0.
Cela montre (G(en))neny € Z. La linéarité ainsi que l'injectivité de J sont
immeédiate et pour z = (z1,...,2m,0,...) € Z nous définissons G,(y) =

m m
> Znyn. Alors G, est linéaire avec |G| < (Z \zn\) am et J(G;) = z, et
=1

n=1 n=
nous obtenons la surjectivité de J. Cette démonstration montre que V° est

inclus dans un sous-espace de dimension finie pour tout V' € %4(Y") (a savoir
de dimension < n si B, (0,e) C V).

Pour la transposée T* : Y* — X* G — G oT nous obtenons
m
T*oJfl:ZHX*,(zl,...,zm,O,...)HZann

n=1

et comme J est bijectif cela montre T*(Y*) =)F,, : n € N{(.

Si T est surjectif et U € %(X) il existe V € % (Y) tel que (T*)~1(U°) C
V° et donc 'image inverse de L =)U°( est de dimension finie (notez que U°
est absolument convexe ce qui implique (T*)~1()U°() =)(T*)~1(U°)(). Nous
obtenons que

LOYE, ineN(=LNT*(Y*) = T*(T*) (L))

est de dimension finie en tant que 'image linéaire d’un espace de dimension
finie.

Supposons d’autre part que LN)F,, : n € N( est de dimension finie pour
tout U € 2 (X) et L =)U°(. Comme les F}, sont linéairement indépendants,
T* o J~1 est injectif et donc T* est injectif ce qui implique que (T*)71(L)
est de dimension finie. Nous obtenons que B = (T*)71(U°) est une partie
absolument convexe d’un espace de dimension finie qui ne contient aucune
droite (parce que tF € U° pour tout ¢ € K implique F|y = 0 et donc FF =0
car U est un voisinage de X). L’'image J(B) satisfait la méme propriété et
nous obtenons m € N et ¢ > 0 tel que

m
J(B) C {zEZ:znzopourn>met > |zn] Sc} C J(V°)
n=1
avec V = By, (0,1/c) € %(Y). L’injectivité de J implique (7*)~1(U°) C V°
et la surjectivité de T résulte du corollaire précédent. ([

2.11. Corollaire (Un théoréme de E. Borel).

Pour chaque suite (yn)nen € CN il existe une fonction f € C*(R) telle que
f™(0) = y,, pour tout n € No.

o
Le corollaire dit que chaque série de puissance » a,2" est une série de

Taylor en 0 d’une fonction f € C*(R) (il suffit d’appliquer le corollaire a
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yn = nlay). Pour a,, = n™ on obtient une fonction de classe C*° dont la série
de Taylor en 0 diverge pour tout z € C \ {0}.

Démonstration. Nous considérons 'espace de Fréchet X = C*°(R) muni
des semi-normes p,,(f) = sup{|f*)(z)| : |z| < n,k < n} et les fonctionnelles
Fo(f) = f™(0). Pour vérifier 'indépendance linéaire et la condition (ii) du
théoréeme de Eidelheid nous démontrons F,, € L, \ L,_1 pour L, =)US(
avec U, = By, (0,1) (pour m > n et ayFp, + -+ - + agFy € Ly, la condition
implique a,, Fy, € L1 et donc a,, = 0, par récurrence on obtient ap = 0
pour tout k > n).

Evidemment | F,,(f)| < pn(f) et en supposant F,, € L,_1 on trouve ¢ > 0
tel que | f(™(0)] < epn_1(f) pour tout f € C*(R). Afin d’obtenir une contra-

diction nous considérons pour m > n les fonctions f,(z) = €"™*/m"~1,
Pour tout k¥ < n et x € R nous avons |f,gf)(:v)| < m¥/m"1 < 1 mais
£ (O)] = m = oo 0

2.12. Le graphe d’une application.

(a) Soit (X,%T) et (Y, &) deux espaces topologiques et X x Y le produit
cartésien muni du produit des topologies (tel que {A x B: A€ %, B € &}
est une base). Le graphe d'une application 7': X — Y est I’ensemble

G(T)={(z,T(z)) : z € X}.

(b) SiT: X — Y est continu et si Y est séparé, alors G(T) est fermé.
En effet, si (z,y) ¢ G(T) nous avons T'(x) # y et il existe des voisinages
Vet Wde T(z) et y tels que VNW = (). Comme T est continu en z il existe

un voisinage U de z tel que T'(U) C V et alors U x W est un voisinage de
(x,y) tel que T(U)NW = et donc U x WNG(T) = 0.

(c) Si (X,d) et (Y,D) sont deux espaces semi-métriques le graphe d’une
application T' : X — Y est fermé si et seulement si pour chaque suite
(n)nen de X on a I'implication

(xn = x et T(xy) —y) = y=T(x).

Notez que la convergence de T'(zy,) est une partie de I’hypothése, la condi-
tion exige seulement qu'’il n’existe pas de limite différente de T'(x). Si D est
seulement une semi-métrique mais pas une vraie métrique, il existe y # z
tels que D(y, z) = 0 et dans ce cas méme 'application constante T'(z) =y
n’a pas de graphe fermé.

(d) Dans la démonstration du théoréme de Schauder nous n’avons pas utilisé

la continuité de 'application mais seulement le fait que le graphe est fermé.

Voici un critére simple et élégant pour vérifier que le graphe d’une ap-
plication est fermée :
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(e) Critére. Soit S : Y — Z une application continue et injective dans un
espace topologique séparé Z. Si la composition SoT est continue alors G(T")
est fermé.

En effet, application id xS : X xY — X x Z, (z,y) — (x,S(y)) est
injective et continue telle que (id x.S)™1(G(S o T)) = G(T). Le graphe de
S oT est fermé vu (b) et donc G(T') est fermé.

2.13. Théoréme (du graphe fermé, Banach).

Soient (X, ), (Y,2) deux espaces de Fréchet et T : X — Y linéaire tel que
G(T) est fermé. Alors T est continu.

Démonstration. Nous munissons X X Y des semi-normes p x ¢q(z,y) =
max{p(z),q(y)}. La topologie induite par la famille & x 2 = {p x q :
p € P,q € 2} est le produit des topologies induites par & et 2. En
outre, une suite de X X Y converge ou est de Cauchy si et seulement si
les deux suites des composantes satisfont la méme condition. Cela implique
que le produit et donc aussi le sous-espace fermé G(7T') sont des espaces
de Fréchet. La projection mx : X xY — X, (x,y) — x est continue et
donc sa restriction 7 = 7x|qr) @ G(T) — Y est continu et bijective. Vu
le théoréme des applications ouvertes, 7 est ouvert et donc son application
inverse r~! : X — G(T), x — (x,T(x)) est continue. Nous considérons le
diagramme commutatif

G(T) L X xy avec linclusion j : G(T) — X x Y et la projection

. my : XxXY =Y, (z,y) — y. Comme la composition

r T lﬂY d’applications continues est continue nous obtenons
T o .

X Y la continuité de T'=my ojor . U

2.14. Quelques applications.

(a) Si X,Y sont deux espaces de Fréchet, alors une application linéaire 7" :
X — Y est continue si et seulement si T : (X, 0(X, X*)) — (Y,o(Y,Y™))
est continue.

En effet, la condition est nécessaire pour deux ELC quelconques : Pour
une partie finie F de Y* et ¢g(y) = max{|G(y)| : G € E} € o(Y,Y*) on
obtient H = {GoT :G € E} C X*, et py(x) = max{|F(z)|: F € H} €
o(X, X™*) satisfait ¢gg o T < pg. Pour la suffisance de la condition il suffit
de remarquer que les topologies faibles sont séparées et donc la continuité
faible implique que le graphe de T': X — Y est fermé.

(b) Un théoréme de Hellinger et Toplitz.

Un espace de Hilbert est un espace de Banach (H, || - ||) dont la norme
vient d'un produit scalaire : ||z| = /{(x,z). S1 S,T : H — H sont linéaires
tels que

(S(x),y) = (z,T(y)) pour tous x,y € H,

alors S et T sont continus.
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Démonstration. Soit z,, € H tel que z,, — x et S(z,) — z. Pour tout
y € H nous obtenons de I'inégalité triangulaire la continuité de x — (x,y)
et donc

(z,y) = lim (S(zn),y) = lim (zn, T(y)) = (2, T(y)) = (5(2),9).

Pour y = z—S(z) cela implique ||z—S(x)|| = 0 et donc z = S(z). Le graphe
de S est donc fermé ce qui implique la continuité de S. En échangeant les
roles de S et T on obtient la continuité de T (]

(c) Un théoréme de Toplitz.
Pour A € KN*N Jes assertions suivantes sont équivalents :

[e.e]
() Pour chaque suite convergente x,, — o les séries Tp,(z) = > anmTm
m=1
convergent et T),(r) — Too.

() La matrice A satisfait les trois conditions suivantes :
(1) lim aym = 0 pour tout m € N.
n—oo

(2) sup{ > lanm|:in e N} < 0.
m=1

(3) lim > apm=1
1

n—oo =
Démonstration. La démonstration de la suffisance de () est élémentaire
et laissé comme un exercice. La démonstration de la nécessité est due a Ba-
nach. On obtient les conditions (1) et (3) en considérant z = ey, = (6 k) keN
et x =e=(1,1,...). Pour démontrer (2) nous considérons l’espace de Ba-
nach ¢p = {z € KN : 2 — 0} muni de la norme ||z| = sup{|z,| : n € N}

k
et les fonctionnelles T}, () = > @nm®m. Par hypothése, klim Thr(x) =

m=1 —
T, (x) existe pour tout n € N et x € ¢g et le théoréme de Banach-Steinhaus

implique
Cp, =sup{|Thx(z)| : k€ N, [Jz| <1} < o0.

Il s’ensuit que T}, : ¢g — K est linéaire et continu. En outre, T : cg — co,
x +— (T (x))nen est bien-défini par hypothése et évidemment linéaire. En
outre, la continuité des T;, implique que T est continu comme application
co — K muni de la convergence ponctuelle et vu le critére 2.12(e), le graphe
de T est fermé. Le théoréme du graphe fermé montre que 1" est continu et
donc C' = sup{||T(x)| : ||z|| < 1} < oo. En considérant pour n € N les
signes Ty, = |an,m|/an,m (avec zm = 0 si aym = 0) nous obtenons

k
sup {

Zan,mxm
k o0
sup{Z]anmﬂ:n,keN}—sup{2|an7m\:n€N}. O

C

Y

in, ke N [|z|| < 1}

v

m=1
m=1 m=1
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2.15. Encore une application pour les fonctions holomorphes.

(a) Un théoréme de Weierstraf dit que la limite localement uniforme de fonc-
tions holomorphes est holomorphe (cela résulte par exemple du fait qu'une
fonction continue est holomorphe si et seulement si I'intégrale curviligne sur
chaque chemin de Jordan s’annule). Autrement dit,

H(C)={f:C — C: f holomorphe} est fermé dans C(C).
ot C(C) est muni des semi-normes p,,(f) = sup{|f(z)] : |z| < n}.
(b) Considérons l’espace de Kithe

e}
X = {a e KN |lall, = Z lag|n* < oo pour tout n € N} .
k=0
X est un espace de Fréchet (cf. Iexercice 12) et on peut facilement détermi-
ner son dual X* : Pour G € X* il existen € Net C > 0 tel que |G| < C|-||»
et pour les suites unitaires ey = (k. ¢)ren, on obtient que by = G(ey) sa-
tisfait |bx| < Cllex|ln = Cn* et ainsi sup{|bx|n~" : k € N} < co. En outre,
[e.°] [e.°]

a = Y ager pour tout a € X et donc G(a) = Y apb.
k=0 k=0

o0
(c) Soit T : X — H(C), a — <z = akzk>. Le rayon de convergence
k=0
de cette série de puissance est oo et donc T'(a) est en fait une fonction
holomorphe. En utilisons 'inégalité triangulaire on voit que p,(T(a)) =
sup{|T'(a)(z)| : |z| < n} < |la||, et ainsi T est continu. Il résulte d’une
version trés simple de la formule de Cauchy que chaque f € H(C) est
donné par sa série de Taylor

> £(k)
=3 0

k
k=0

ce qui montre que 7" est une bijection entre X et H(C). Vu le théoréme
des applications ouvertes T est donc un isomorphisme. Le point précédent
implique que chaque F' € H(C)* est de la forme

> £(k)
F(f) :Zf k!(o)bk
k=0

avec une suite b € K0 telle que sup{|bx|n" : k € N} < 0o pour un entier
n € N.

(d) Pour A € C nous considérons ey € H(C) défini comme e)(z) = exp(Az).
Alors, I'enveloppe linéaire de {ey : A € A} est dense dans H(C) pour tout
A C C avec un point d’accumulation dans C.

Démonstration. Vu le corollaire 1.8(c) du théoréme de Hahn-Banach il
suffit de démontrer que le seul F' € H(C)* avec F'(ey) = 0 pour tout A € A
est ' = 0. Soit donc F' une telle fonctionnelle avec une représentation
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o0
. 7 2 k
comme dans le point précédent. Comme ey(z) = > %zk nous obtenons
k=0

que

b
k
90) = Fle) = >0 ExF
k=0 "
s’annule pour A € A. En outre, sup{|bx|n~% : k € N} < oo implique que g
est holomorphe en tant que série de puissance de rayon de convergence oc.
Comme A a un point d’accumulation dans C la fonction g s’annule partout

ce qui implique b = 0 et donc F' = 0. O
2.16. Parties bornées.
(a) Une partie B d'un ELC (X, &) est bornée (dans (X, &)) si

sup{p(x) : z € B} < 00

pour tout p € &. Evidemment, 1'union finie de parties bornées est bornée,
et donc chaque partie finie est bornée. En outre, I’enveloppe absolument
convexe d’une partie bornée est bornée.

(b) Si (Y,2) est un autre ELC, alors chaque T' € L(X,Y) est borné, i.e.
T'(B) est borné dans (Y, 2) pour toute partie bornée de X. Cela résulte du
fait que pour tout ¢ € 2 il existe p € & et C > 0 tels que goT < Cp. Le
théoréme 2.17 ci-dessous donne beaucoup d’exemples d’applications bornées
qui ne sont pas continues. Cependant, nous avons :

(c) Si (X, 2) est métrisable et (Y, 2) est un ELC quelconque alors chaque
application linéaire et bornée T': X — Y est continue.

En effet, soit & ~ {p, : n € N} avec une suite croissante de semi-
normes p,. En supposant que 1" n’est pas continue nous trouvons ¢ € 2 et
z, € N tel que py,(z,) < 1 mais ¢(T(xy,)) > n. L’ensemble {x,, : n € N} est
borné : Pour p € &2 il existe m € N et C > 0 tels que p < Cp,, et comme
la suite des p,, est croissante nous obtenons

sup{p(zy) : n € N} < Csup{pm(z,) : n € N}
< Cmax{pm(z,) :n <m}U{l} < oco.

Comme T est borné cela contredit ¢(T'(xy,)) > n.

(d) Rappelons que pour un ELC (X, &) avec dual X* les ELC (X, Z) et
(X,0(X, X*)) ont le méme dual (a savoir X*) et les mémes parties convexes
fermées. Maintenant nous démontrons qu’ils ont aussi les mémes parties
bornées. Si (X, || - ||) est un espace normé de dimension oo la topologie
faible est moins fine que la topologie induite par la norme et donc I'identité
(X,0(X,X*)) — (X,]|-]|]) est une application bornée qui n’est pas continue.

2.17. Théoréme.

Une partie B d’un ELC (X, ) est bornée si et seulement si elle est bornée
dans (X, o0(X, X™)).
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Démonstration. La nécessité est immédiate car o(X, X*) < Z. Pour dé-
montrer la suffisance, nous fixons p € & et nous considérons 'espace semi-
normé Y = X muni de p. Alors le dual (Y*,p*) est un espace de Banach,
et pour tout x € X, l'évaluation §, : Y* — K, F — F(x) est continue
(car 05(F) < p*(F)p(x)). Si B est borné dans (X, o(X, X*)) nous obtenons
sup{|6.(F)| : * € B} < oo pour tout F' € Y™ parce que qipy = |F| €
o(X,X"). Le théoréme de Banach-Steinhaus implique

C =sup{|6z(F)|:x € B,p"(F) <1} < o0,

et vu le corollaire 1.8(d) du théoréme de Hahn-Banach nous avons C' =
sup{p(z) : © € B}. O






CHAPITRE 3

Compacité

3.1. Théoréme (Arzela-Ascoli).

Soient K un espace topologique compact, (X, P) un ELC séparé et C(K, X)
Uespace de fonctions continues muni des semi-normes || f||, = sup{p(f(z)) :
x € K}. Pour une partie M C C(K, X) les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(1) M est relativement compact, i.e. M est compacte dans C(K, X).

(2) M est ponctuellement relativement compact est équicontinu, i.e.
o L’adhérence de {f(x) : f € M} est compacte dans (X, ) pour tout
rze K.
e Pour tousp € &, x € K et ¢ >0 il existe U € U,(K) tel que pour
tous z €U et f e M onap(f(x)— f(z) <e.

Démonstration. Démontrons d’abord la nécessité de (2). La premiére condi-
tion résulte de la continuité des évaluations 0, : C(K,X) — X, f — f(x)
parce que l'image continue d'un compact est compacte et 6,(M) C 6,(M).
Pour démontrer 1’équicontinuité de M nous fixons p € X, v € K et € >
0. Pour chaque f € M il existe un voisinage U de = tel que f(Us) C
By(f(x),e/4). L’ensemble

W(f) =A{g € C(K, X) : g(Uy) € By(f(x),£/2)}

contient chaque g € C(K,X) tel que [|[f — g|l, < /4 et donc W(f) est
un voisinage de f. Comme M est compact il existe fi,..., f, € M tel que
M C W(f1)U---UW(f,). L'intersection finie U = Uy, N--- N Uy, est un
voisinage de x qui convient & la définition de I’équicontinuité : Pour tout
g € M il existe m € {1,...,n} tel que g € W(fp) et pour z € U C Uy,,
I'inégalité triangulaire implique

p(9(x) = 9(2)) < p(9(2) = fin(@)) + p(fm(2) — 9(2)) < /2 +¢/2.

Pour démontrer la suffisance de (2) nous utilisons le théoréme de Tycho-
nov pour les espaces compacts K, = 6,(M), v € K. Le produit (Z,8) =

[] (K, T») est alors un espace topologique compact et nous démontrons
zeK
d’abord que & (qui est la plus petite topologie telle que les évaluations 0,

35
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sont continues) coincide sur M avec la topologie ¥ induite par les semi-
normes || - ||p, p € &. La continuité des évaluations par rapport a ¥ implique
que ¥ est plus fin que 6.

Soit d’autre part W = {g € M : ||f — g, < €} un voisinage typique
d’une fonction f € M. L’équicontinuité s’étend facilement de M a M et
donc nous trouvons pour tout z € K un voisinage U, € %,(K) tel que
p(g(z) — g(2)) < &/3 pour tous z € U, et g € M. Comme K est compact il

existe £ C K fini tel que K = |J U,. L’ensemble
relR

V={geZ:p(f(x)—g(x)) <e/3 pour x € E'}

est un voisinage de f par rapport a la topologie &, et pour tous g € V et
z € U, avec x € F nous obtenons

p(f(2) = 9(2)) < p(f(2)) = f(@)) +p(f(z) — g(z)) + p(g(x) —g(2)) <€

ce qui montre g € W parce que K = |J U,.
zeFE

Nous avons donc démontré que les topologies & et T coincident sur M.
Pour conclure il suffit de montrer que M est fermé dans (Z, &) (parce quun
sous-espace fermé d’un espace compact est compact). Comme ’ensemble E
trouvé ci-dessus ne dépend que de € (mais pas de f) Pargument ci-dessus

montre que pour chaque fonction g € M il existe une approximation uni-
forme a € prés par une fonction f € M et donc, MC =11 (]
3.2. Exemples.

(a) Soient K C R™ compact et A C R™ ouvert tel que K C A. Alors

M = {f‘K 1 fe Cl(A)7 maX{HfHAa ”anHA 1J € {17 s 7n}} < 1}
est relativement compact dans C'(K), i.e. 'adhérence est compact.

En effet, M est évidemment ponctuellement relativement compact et
pour démontrer 1’équicontinuité nous fixons x € K et € > 0. Comme A est
ouvert il existe 0 < 6 < /4/n tel que B(z,0) C A. Pour tout y € B(z,0)
et f € M nous considérons ¢(t) = f(x + t(y — z)) et nous obtenons

1 1
1) = 1@l =| [ ¢ < [ 10+t — o)y -l < i
parce que ||V £(2)]] < yamax{|a;f(z)| : j € {L,...,n}}.
(b) Soient 2 C C ouvert et K C  compact. Alors
M ={flk:feHQ),|fla<1}

est relativement compact dans C(K).

En effet, il suffit de démontrer I’équicontinuité. Pour x € K nous choi-
sissons r > 0 tel que B(z,7) C Q. Pour v(t) = x + re', t € [0,2n] nous
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avons la formule de Cauchy

1) =5 [ £ ac

pour tout z € B(x,r). En estimant

1 |z — 2| < 2‘ |
— = < <lz—=z
(—x (—z| [C—all¢—z2" r
pour |z — x| < r/2 et | — x| = r nous obtenons
longueur(vy) 2 2
7)) < 2B 2y 22y

pour tout f € M et donc I’équicontinuité.

3.3. Opérateurs compacts.

(a) Une application linéaire T' entre deux ELC séparés X et Y est appelée
compacte s'il existe un voisinage U € %4(X) tel que T'(U) est relativement
compact dans Y. Nous dénotons I’ensemble des applications compactes par
H(X,Y) et nous écrivons ¥ (X) = # (X, X).

(b) Chaque T € .# (X,Y) est continu. En outre, la composition d’un opéra-

teur compact et d’une application linéaire continue est compacte et chaque
combinaison linéaire d’opérateurs compacts est compacte.

(c) Si (X, | -||) est un espace normé, alors T : X — Y est compact si et
seulement si T'(By) est compact dans Y, ou Bx = {x € X : ||z| < 1}
dénote la boule unitaire.

(d) Le théoréme 1.11 implique que chaque T € L(X,Y) avec dim T'(X) < oo
est compact si Y est séparé. En outre les exemples 3.2 montrent que les
restrictions

CcH(Q) — C(K) et H(Q) — C(K)
sont compactes.

(e) Soient K un espace topologique compact et g une mesure finie sur la
o-algebre de Borel de K. Pour une fonction continue k¥ € C(K x K) nous
définissons

T C(K) — C(K) par (Tf)(x /f k() du(y).

Alors T € # (C(K)).

En effet, nous démontrons que I'image de la boule unitaire U = {f €
C(K) : || fllx < 1} est relativement compacte. Vu le théoréme de Arzela-
Ascoli il suffit de démontrer que M = T'(U) est ponctuellement relativement
compact et équicontinu. Pour x € K nous avons

{(Th)@)]: feUy <sup{lk(z,y)]:y € K}ju(K) < oo.
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En outre, pour x € K et z € K nous estimons

(Tf)(x) = (Tf)(2)] < / |FIk(z,y) — k(z,9)| du(y)
< w(K)sup{|k(z,y) — k(2,y)| 1 y € K},

et la continuité uniforme de k implique que ceci est < € si z est suffisamment
proche de z.

(f) Si dans le point précédent, k(x,y) = g(z — y) pour un groupe compact
K et g € C(K) l'opérateur T est une convolution.

3.4. Théoréme (Schauder).

Soient X, Y deuz espaces de Banach et T € L(X,Y). Alors, T est compact
st et seulement si T* : Y* — X*, F+— FoT est compact o X* et Y* sont
munis des normes duales || F||* = sup{|F(x)| : ||z|| < 1}.

Démonstration. Démontrons d’abord la nécessité. Vu le théoréme de Ala-
oglu By~ = By, est o(Y™*,Y)-compact et comme 7™ est continu par rapport
aux topologies faibles-* I'image T (By,) est o(X*, X)-compacte. Il suffit alors
de démontrer que les topologies induites par || - ||* et o(X™*, X) coincident
sur T*(By). Evidemment, la norme donne une topologie plus fine. Pour
démontrer I'autre inclusion nous fixons ¢ € T*(By) et € > 0.

Comme T'(Bx) est compact et inclus dans (5, B(T'(z),2/3) il existe
E C By fini tel que T(Bx) € U,cp B(T(x),e/3). L'ensemble
U= {y € T(BY) : lpla) — ()] < /3 pour & € B}
est un voisinage de ¢ par rapport a (X, X) qui est inclus dans By - (¢, €) :
En effet, pour ¢ € U il existe F,G € By, telsque p = FoT et p =GoT,

et pour tout y € By il existe z € E tel que | T(y) — T(x)|| < ¢/3. Nous
obtenons

lo(y) =) < [F(T(y — 2))| + [G(T(y — )| + |p(x) —d(x)] <e
et donc ||¢ — Y[|* <e.

Soit maintenant 7% € J#(Y*, X*). L’'implication déja démontrée montre
la compacité de T** : X** — Y™**. Soit Ax : X — X**, z — 0, 'isométrie
introduite dans le corollaire 1.8(d) et Ay : Y — Y** défini de maniére
similaire. Pour tout = € X nous avons

(T** o AX)(z) =T"(0y) =g 0T = 5T($) = (Ay o T) (z)

et donc Ay oT = T"* o Ax : X — Y™ est compact. Comme Y est un

espace de Banach et Ay est une isométrie, A(Y") est fermé dans Y** et donc

Ay(T(BX)Y ) = A(T(BX)Y). Comme Ay est une isométrie cela implique
—Y

la compacité de T'(Bx) . O




3. COMPACITE 39

3.5. Théoréme.

Soient X un espace de Banach, T € # (X) et S(x) = T(x) — x. Le noyau
N (S) est de dimension finie et 'image 7 (S) est fermée.

Démonstration. Comme ’adhérence de T'(Bx ) est compacte dans X le voi-
sinage de l'origine Bx N.A(S) = T(Bx)NA(S) est compact et le théoréme
1.11(e) implique dim(A4(5)) < oc.

Pour prouver que .#(S) est fermé nous démontrons

Je > 0 tel que eBx N S(Bx) C 3S(Bx). (%)

En effet, en supposant le contraire nous trouvons x, = T'(y,) — yn € S(Bx)
avec Yy, € Bx tels que [z,] < 1/n et 2, ¢ 15(Bx). Comme I'adhérence
de T(Bx) est compacte, en passant a une sous-suite, on peut supposer que
T(y,) converge dans X vers un élément z. Comme z,, — 0 nous obtenons
Yn = T(yn) —xn — z et S(z) = nh_)noloT(yn) —Yn = nlirrgoxn = 0. Pour

n suffisamment grand nous avons donc y, — z € %Bw et z, = Syn) =
S(yn — 2) € 35(Bx).

Par récurrence, I'inclusion (%) donne eBx N2"S(Bx) C S(Bx) et donc
eBx N.Z(S) C S(Bx). Cela montre que S : X — S(X) est un opérateur
ouvert (et donc presque ouvert) et le théoréme des applications ouvertes
2.8(b) implique que S(X) est complet et donc fermé. O

3.6. Sommes directes.

(a) Soient L, H deux sous-espaces d'un ELC X tels que L N H = {0}. Si
L+H={y+z:y€L,ze€ H} = X nous écrivons X = L @ H et nous
appelons X la somme directe de L + H.

(b) Comme LNH = {0} il existe, pour tout x € X, une décomposition unique
xr=y+zavecy € L et z € H. Lunicité implique que les applications

Pr: X — Let Py:X — H définies par Pr(x) + Py(z) =«

sont linéaires. On appelle X = L & H une somme directe topologique si les
deux applications Py, et Py sont continues.

(¢) Si X = L@ H est un espace de Fréchet et si L et H sont fermés le
théoréme des application ouvertes implique que L x H — X, (y,2) — y+ 2
est ouvert et donc un isomorphisme. La continuité des projections L x H —
L et L x H— H implique que la somme directe est topologique.

(d) La codimension d’un sous-espace H de X est codim(H) = dim (X/H)
ou X/H = {x+ H : z € X} dénote le quotient de X modulo H, i.e.
Iensemble des classes d’équivalence de la relation z ~ y si x —y € H. Si
X = L @ H Papplication L — X/H, x — x + H est un isomorphisme et
donc codim(H) = dim(L).
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Le théoréme suivant dit que chaque perturbation compacte S(x) = T'(z)—
x de 'identité est un isomorphisme a un sous-espace de dimension finie pres.

3.7. Théoréme.

Soient T' € # (X)) avec un espace de Banach X et S(x) =T (xz) —z. Alors il
existe deux sous-espaces fermés L et H tels que X = L & H est une somme
directe topologique, dim(L) = codim(H) < oo, S|g : H — H est inversible
et S|p : L — L satisfait (S|)" = S|po---0S|L =0.

Démonstration. Pour tout n € N, nous avons S"(z) = R,(x) + (—=1)"x
avec 'opérateur

R, = zn: <Z> (—1)" Tk € 2 (X).

k=1
Vu le théoréme précédent dim(.4'(S™)) < oo et F(S™) est fermé. En outre
nous avons A (S") C A (S™H) et £ (S"FL) C 7(S7).

Démontrons d’abord qu’il existe n € N tel que A (S") = A (S"T1) (%)
et m € N tel que .#(S™) = #(S™H1) (#).

En effet, si (x) est faux il existe a,, € A (S" 1)~ .A(S™). Comme ce der-
nier espace est fermé nous avons d,, = dist(a,, .4 (S™)) > 0 et 'homogénéité
de la norme implique dist(d;,'a,, 4 (S™)) = 1. Soient b, € A (S™) tel que
d tan—bn|| < 2et 2, = dy, a,—by, € A (S™T1). Alors dist(z,,, A (S)) = 1
et ||zy|| < 2. Pour tout n < m nous avons

S™(S(zm) — xn — S(xn)) = 0 et donc S(xy,) + zp — S(zy) € A (S™).

Il s’ensuit ||T(xm) — T(xn)|| = ||zm + (S(xm) — xn — S(xn))|| > 1 ce qui
contredit le fait que T'(2Bx) est relativement compact.

Si (#) est faux, comme .#(S™*!) C .#(S™) et cet espace est fermé,
on trouve avec le méme argument que précédemment x,, € #(S™) tel que
|Zm|| < 2 et dist(z,, £ (S™1)) = 1. Pour tout k > m on obtient alors

1T (2m) = T(z)|| = l2m + (S(xm) — 2x — S(ax))|| 2 1

parce que S(x,,) — 2 — S(zk) € Z(S™). Encore une fois, cela contredit
la compacité de T'.

Par récurrence, les propriétés () et (#) donne A (S"H*) = 47(S™) et
F(S™Hk) = #(S™) pour tout k € N, et en passant au maximum de n et m
nous pouvons supposer n = m dans la suite.

Nous posons L = A (S™) et H = #(S™). Le théoréme précédent im-
plique que L et H sont fermés et que dim(L) < oo. En outre,

S(L) = S(AH(S") = S(A(S"T) A (S") =L
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et, par construction, (S|z)" = 0. En outre,
SH)=5(S"")=7(S")=H

ce qui montre que S|y : H — H est surjectif. Pour x = S™(y) € H avec

S(z) = 0 nous avons y € A (S"T!) = A(S") et donc x = S"(y) = 0.

Cela montre que S|g est bijectif et donc un isomorphisme vu le théoréme

des applications ouvertes. Comme S™|p est également bijectif nous obtenons

LN H = {0}. Pour démontrer X = L& H nous fixons z € X. Alors S"(z) €
F(8™) = 7 (S5?") et on trouve y € X avec S"(x) = S?"(y) ce qui implique

v=(r—-5"(y)+5"(y) e L+ H.
Comme L et H sont fermés la somme directe X = L @ H est topologique. [

3.8. Le spectre.
(a) Soient X un espace de Banach et T' € L(X, X). Le spectre de T est

o(T)={AeK:T—X:x+— T(x)— Az n’est pas inversible}.

Notez que, vu le théoréme des applications ouvertes, l'inversibilité comme
opérateur continu est équivalente & la bijectivité.

(b) Un nombre A € K est appelé une valeur propre (en anglais on dit « eigen
value » a cause du mot allemand eigen pour propre) de T si le nouyau
A (T — N) est différent de {0}.

Evidemment, chaque valeur propre appartient o(T). Si dim(X) < oo
tout élément du spectre est une valeur propre. Par contre, si dim(X) = oo
ceci n’est plus le cas :

(c) X = {9 est un espace de Banach et T': lo — Lo, (zp)nen — (%xn)neN
est linéaire, continu et injectif, et donc 0 n’est pas une valeur propre. Mais
comme (%)nEN n’appartient pas a l'image & (T'), l'opérateur T n’est pas
inversible, i.e. 0 € o(T).

Comme T € J# ({3) (cf. I'exercice 23) le fait 0 € o(T) résulte aussi du
point suivant :

(d) SiT e #(X) et dim(X) = oo, alors 0 € o(T).

En effet, si T est inversible on obtient que l'identité I = T o T~ ! est
compact. Le théoréme 1.11(e) implique alors dim(X) < oo.

(e) Un opérateur T € L(X, X) est nilpotent s’il existe n € N tel que T =
To---oT =0. Dans ce cas on a o(T) = {0}.

En effet, T' n’est pas injectif et donc 0 € o(T"). Soit d’autre part A # 0.
n
Alors on vérifie facilement que S = _Tl S A7FTF est I'inverse de T — . For-

k=0
mellement, le calcul est le méme que celui utilisé pour la série géométrique

o0
ﬁ =5 z*, vu la nilpotence on n’a pas de probléme de convergence.
k=0
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3.9. Corollaire.

Soient X un espace de Banach et T € J#(X). Alors chaque A € o(T) ~ {0}
est une valeur propre et il existe deux sous-espaces fermés Ly et Hy tels que

(i) X = L& H,,
(i) dim(Ly) = codim(H)) < oo,
(i1i) (T — X\)|m, est un isomorphisme et (T'— \)|r, est nilpotent sur L.

En outre, o(T) est compact.

Démonstration. Le théoréme 3.7 pour l'opérateur compact A~'7" procure
les espaces Ly et H) avec les propriétés décrites dans le corollaire. On a
Ly # {0} parce que sinon, X = H) et donc T — X est inversible. Comme la
restriction de T'— X sur L) est nilpotent, T"— X\ n’est pas injectif et donc A
est une valeur propre.

Démontrons encore que o(T') est compact (d’ailleurs, cela est correct
pour un opérateur continu quelconque). Montrons d’abord que le spectre
o(T) est fermé. Comme il contient {0} il suffit de montrer que chaque limite
A # 0 d’une suite de 0 # )\, € o(T) appartient au spectre. Choisissons
Ty € N (T — N\p) tels que ||z,|| = 1. En passant & une sous-suite on peut
supposer que T'(x,) = Apx, converge vers un vecteur x € X et comme
An — A nous obtenons Ax,, — x et donc

T(x)= lim T(A\x,) = lim \T'(z,) = Az.

En outre ||z|| = |A| # 0 et donc z est un vecteur propre correspondant a .

Soit finalement, ¢ = ||T'|| = sup{||T(z)| : ||z|]| < 1}. Si A € o(T) ~ {0} il
existe un vecteur propre ||z|| < 1 et donc |A| = || x| = ||T(z)] < ¢ ce qui
montre que o(7") est borné. O

Remarque Comme chaque A € o(T") \ {0} est une valeur propre nous
obtenons [l'alternative de Fredholm : Pour tout A # 0

T — X injectif < T — X surjectif.

Pour I'équation T'(z) — Az = y il y a donc seulement deux cas possibles :
e Pour tout y € X il existe une seule solution,
e Il existe y € X sans solution et il existe § € X avec plusieurs solutions.

3.10. Théoréme.
Soit T € A (X) un opérateur compact sur un espace de Banach de dimension
infinie. Alors il existe une suite A\, — 0 telle que o(T) = {\,, : n € N} U{0}.

Démonstration. Nous démontrons
A€ K~ {0} = Je=¢) >0 tel que B(A\,e) ~{\} CK~ o(T). (%)

Si A ¢ o(T) cela résulte du fait que le spectre est fermé. Soient d’autre part
A € o(T) et Ly et Hy, comme dans le corollaire 3.9. Comme la restriction
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de T'— A sur H) est un isomorphisme nous avons A ¢ o(T'|g,) et comme
cette restriction est encore une fois un opérateur compact sur un espace de
Banach le spectre est fermé. Il existe donc € > 0 tel que (T" — p)|p, est un
isomorphisme pour tout ¢ € B(A,€). En outre, (T' — A)|1, est nilpotent et
donc le spectre de cette restriction est {0}, i.e. (T'— p)|r, est inversible pour
tout p # A\. Comme X = Ly & H) cela montre U'inversibilité de 7" — pu pour
tout p € B(\,e) N {A}.

Comme o(T) est compact et donc inclus dans B(0, ¢) pour une constante
c > 0 et comme

sMN{deK: L << () Bhe)

1/m<A<e

nous obtenons que o(T)N{A € K: L < |)| < ¢} est fini pour tout m € N. La
conclusion en découle en ordonnant ces parties finies en une suite (Ap)pen-

O
3.11. Espaces de Hilbert.

(a) La théorie développée dans ce chapitre a des conséquences plus concrétes
si X est un espace de Hilbert, i.e. la norme vient d’'un produit scalaire :

2]l = /{2, ).

(b) On appelle un opérateur autoadjoint si (T'(z),y) = (x,T(y)) pour tous
z,y € X. Le théoréme de Hellinger-Toplitz 2.14(b) dit que cette condition
algébrique implique la continuité de T

(¢) SiT € L(X, X) est autoadjoint nous avons
1T = sup{[[T'(z)|| : [|]| <1} = sup{[{T'(z), )] : [lz|| <1}.
Démonstration. Comme T est autoadjoint on a
(@), 3) = (2, T(2)) = (T(2),7) € R

pour tout z € X. En outre 'inégalité de Cauchy-Schwarz montre ||T'(z)| =
sup{|[{T(x),y)| : ||lyll < 1} et on obtient que la borne supérieure ¢ a droite
et inférieure ou égale a ||T||.

En outre, un calcul facile montre
RUT (), 0) = (T + 1), +4) — (T — y),z — 1),
Si ||z|l, |ly|]| < 1 nous choisissons |A| = 1 tel que [(T'(x),y)| = R(T(x), \y))
afin d’obtenir
(T(x), )] = ROT(2), Ay) < E(Hﬂf +Ay[* + e = Ayl?)
= 22l + 2|7yl < e.

Cela montre ||T|| < c. O
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3.12. Théoréme.
Soit X un espace de Hilbert de dimension co et T € J#(X) autoadjoint.
(a) ||T|| ou —||T|| appartient & o(T).

(b) Il existe une suite réelle A\, — 0 et e, € Bx tels que {(en,em) = 0 pour
n#m et

T(z) = Z An(z, en)en pour tout x € X.

n=1

Démonstration. (a) Comme 0 € o(7T) il suffit de démontrer le cas ou
¢ =||T|| > 0 et vu 3.11(c) on peut supposer ¢ = sup{(T(z),x) : ||z| < 1}
(sinon, on considére —T'). Nous choisissons ||z, | < 1 tels que (T'(xy,), z,) — ¢
et vu la compacité de 7" nous pouvons supposer en plus que T'(z,) converge.
Comme

T () = cxnll® = | T(2n)|I* = 2T (20), 20) + |20l
<2 — 2¢(T(xp), xn) — 0

la suite x,, converge également et sa limite x € X satisfait (T'(x),z) = ¢ > 0.
La continuité de 7" montre

T(z) = nango T(z,) = nhlrolo CTy, = CT

et donc ¢ est une valeur propre de 7T'.

(b) Pour tout A € o(T") . {0} nous considérons ’espace propre E) =
N (T — X) # {0}. Pour A # p, x € Ex \ {0} et y € E,, nous obtenons

Mz, y) = Az, y) = (T(2),y) = (2, T(y)) = (x, py) = @(z,y).

Le méme calcul montre A||z||? = Al|z||? et donc A € R, et il s’ensuit que
(x,y) = 0. Vu la construction dans la démonstration du théoréme 3.7 nous
avons Ly = A ((T'— A\)") pour un entier n € N. Mais le fait que T est
autoadjoint donne n = 1, car (T — \)?*(z) = 0 implique

1T = NF @) = (T = V), (T = N¥@)) = (o, (T = 3% () = 0.

Par récurrence cet argument implique n = 1. Autrement dit, I'espace L) du
corollaire 3.9 est 'espace propre F).

Pour faciliter I’écriture dans la suite, nous supposons que o(7) est infini.
Vu le théoréme 3.10 on peut choisir une suite (A, )nen tel que |Ay,| décroit vers
0 et chaque valeur propre A # 0 apparait dim(F)) fois dans cette suite. En
outre nous choisissons des bases orthonormées de E) (par exemple, en utili-
sant la méthode de Gram-Schmidt) et nous obtenons une suite orthonormée
(en)nen telle que T'(ey,) = Apey, pour tout n € N.
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Soient M l’adhérence de I'enveloppe linéaire de {e, : n € N}, M+ =
{z € X :(z,x) =0 pour tout z € M} et

o0
P:X—-X z— Z(:p,en)en.

n=1
m
Montrons que la série converge pour tout z € X : Ona (z— ) (x, en)en, ex) =
n=1

0 pour tout m > k et donc le théoréme de Pythagore implique

m m
2 o 2 2
[z]|” = ||= Z<$7€n>6n + Z<xuen>€n||
n=1 n=1
m 2 m m
= o =Dt eden|| + D1 en® = D ws enenll®
n=1 n=1 n=1

Cela montre que les sommes finies dans la définition de P(z) forment une
suite de Cauchy. En outre, encore une fois le théoréme de Pythagore implique

m 9 m
Hx - Z(z, en)en| < Hx - Z Cnén

n=1 n=1

2

pour tout ¢, € K, et pour z € M cela implique P(z) = z. (On a démontré
que P est la-dite projection orthogonale sur M).

Pour tout z € M~ nous avons
(T(Z)7 €n> = <27T(en)> = <Z7 )\nen> = )\n<Za €n> =0
ce qui montre T(M+) € M*. On a démontré que la restriction de T sur
M+ est un opérateur compact autoadjoint et vu la premiére partie, soit la
norme soit le négatif de la norme appartient au spectre. Pourtant, comme
chaque élément non-nul du spectre est une valeur propre de la restriction et

donc aussi une valeur propre de T' lui-méme, il s’ensuit que la norme de la
restriction est 0, i.e. |, = 0.

Pour z € X nous avons = P(x)+(z—P(z)) € M@®M™, et la continuité
de T donne finalement

T(z) =T(P(x) =Y (z,en)Ten) = D Anlz,en)en.
n=1

n=1



