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Aufgabe 1
Zeigen Sie, dass A ⊆ R genau dann nach oben beschänkt ist, wenn die Menge
−A = {−x : x ∈ A} nach unten beschränkt ist. Beweisen Sie in diesem Fall die
Gleichheit inf(−A) = − sup A.

Aufgabe 2
Sei (X,¹) eine geordnete Menge. Wir definieren die lexikographische Ordnung
E auf X ×X durch (v, w) E (x, y) falls v ≺ x oder (v = x und w ¹ y).

(i) Beweisen Sie, dass E eine (Total-)Ordnung auf X ×X ist.

(ii) Zeigen Sie, dass A = {(x, y) ∈ R×R : x < 0} in (R×R, E) eine nach oben
beschränkte Menge ist, die kein Supremum besitzt.

(iii) Skizzieren Sie im Fall (X,¹) = (R,≤) das ”Intervall“

](1, 0), (2, 1)[ = {(a, b) ∈ X ×X : (1, 0) / (a, b) / (2, 1)}.

Aufgabe 3
Eine Abbildung f : R → R der Form f(x) =

∑n
k=0 akxk mit reellen Koeffizien-

ten ak heißt Polynom (vom Grad ≤ n ). Beweisen Sie mit Hilfe des Binomialsat-
zes, dass jedes Polynom f vom Grad ≤ n auch um c ∈ R umentwickelt werden
kann, das heißt es existieren Koeffizienten bk ∈ R mit f(x) =

∑n
k=0 bk(x − c)k

für alle x ∈ R. Zeigen Sie außerdem, dass für ein Polynom f vom Grad ≤ n mit
n + 1 verschiedenen Nullstellen λ1, ..., λn+1 (d.h. f(λj) = 0) bereits f(x) = 0
für alle x ∈ R gelten muss.
Hinweis Induktion und Entwicklung um eine Nullstelle

Aufgabe 4
Eine Zahl x ∈ R heißt algebraisch, falls p(x) = 0 für ein Polynom p mit rationa-
len Koeffizienten die nicht alle null sind. Alle nicht-algebraischen Zahlen werden
transzendent genannt. Beweisen Sie, dass es transzendente Zahlen gibt.
Hinweis Zeigen Sie, dass die Menge der algebraischen Zahlen abzählbar ist,
und nutzen Sie aus, dass dies für R nicht gilt.

Aufgabe 5
Seien I 6= ∅ eine Indexmenge, sowie Ai ⊆ R nach oben beschränkt für alle i ∈ I.
Zeigen Sie

sup

(⋃
i∈I

Ai

)
= sup {sup Ai : i ∈ I} und sup

(⋂
i∈I

Ai

)
≤ inf {sup Ai : i ∈ I}.

Beachten Sie die Konventionen sup A = +∞, falls A nicht nach oben beschränkt
ist und inf A = −∞, falls A nicht nach unten beschränkt ist, sowie sup ∅ = −∞.
Begründen Sie mit einem Gegenbeispiel, wieso die Gleichheit beim Schnitt im
Allgemeinen falsch wäre.


