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Aufgabe 1
Berechnen Sie den Abschluss sowie den offenen Kern der folgenden Mengen:

(i) A={(x,y) e R*: 2z € Q oder y € Q},
(i) B={(r.y.2) € B : a2 2 < 22},
Aufgabe 2

Seien () # A, B C R?, wobei dieser mit dem euklidischen Abstand versehen ist. Wir definieren A + B =
{a+b:a€ A,be B}. Beweisen Sie die folgenden Aussagen

(a) Ist A offen, so ist auch A + B offen.

(b) Sind A abgeschlossen und B kompakt, so ist auch A + B abgeschlossen.

(c) Fiir A = {(z,y) € R? : z > 0,y > 1/2} und B = {(z,y) € R? : (—2,y) € A} sind A und B
abgeschlossen, aber A + B ist es nicht.

Aufgabe 3
Fiir z € R sei L, (z) die Linge des Polygonzugs, der die Zahlen e fiir k = 0, ...,n verbindet, also

Ly(x) = Z
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Zeigen Sie L,(x) = 2n

sin (21)‘ und lim L,(z) = xz. Was bedeutet der zweite Teil dieser Aussage
n

geometrisch? .
Hinweis: Beweisen Sie die Stetigkeit der durch f(z) = %, x # 0 und f(0) =1 gegebenen Funktion.
Aufgabe 4

Sei f:]0,2n[— S = {z € C: |z| = 1} definiert durch f(z) = exp(iz). Zeigen Sie, dass f bijektiv und
stetig ist. Ist die Umkehrabbildung ebenfalls stetig? Begriinden Sie Thre Aussage.

Aufgabe 5
Seien (X, d) ein metrischer Raum sowie A C X. Wir definieren die Relation x 2 y, falls es eine stetige

Abbildung ¢ : [0,1] — A gibt mit ¢(0) = z, (1) = y. Gilt = 2 y fiir alle =,y € A, so heifit A wegweise
zusammenhéngend. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Die Relation 2 ist eine Aquivalenzrelation auf X.
(b) Sind A, B wegweise zusammenhéngend mit AN B # (), so ist auch AU B wegweise zusammenhéngend.

(c) Fiir jedes 1 < p < oo ist die Kugel By, (z,7) = {y € C" : dy(z,y) < r} in (C",d,) wegweise
zusammenhéingend.

(d) Sind A wegweise zusammenhéngend und f : A — Y stetig, so ist auch f(A) wegweise zusam-
menhéngend.

o(2t) < 1/2

Hinweis: Fiir die Transitivitit , verbinde“ man zwei Wege etwa durch ~(t) = .
Y2t —-1) :t>1/2

Bonusaufgabe

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt eine stetige Bijektion f: R — ] —1,1].

(b) Es gibt eine Bijektion g¢ : [0,1] — 0, 1[.

(c) Es gibt keine stetige Bijektion ¢ : [0,1[ — ]0,1]
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Hinweis: Fiir (b), betrachten Sie die Abbildung g(z) = % rx=1(n>2)
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