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Aufgabe 1

Fir z € {(n+1/2)7 : n € Z} definieren wir den Tangens durch tan(z) = sin(z)

~

cos(x
Zeigen Sie, dass der Tangens fiir jedes n € Z auf J(n — ), (n + 3)7[ stetig ist,
und dass fir z,y € R mit z,y,z+y € {(n+1/2)7 : n € Z} gilt

tan(z) + tan(y)

tan(z +y) = 1 — tan(z) tan(y) '

Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass es fiir jede komplexe Zahl z # 0 € C genau n verschiedene
Zahlen wy, ..., wp—1 gibt mit wj = z.

Hinweis

Untersuchen Sie fiir 2 = |z]¢’? mit ¢ € [0, 27| die Zahlen w; = {/|z[e?(¢+27)/n,

Aufgabe 3

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir M C X nennen wir € X einen Hiufungs-
punkt von M, wenn x € M\ {z}. Zeigen Sie, dass die Menge HP(M) der
Haufungspunkte von M abgeschlossen ist.

Hinweis

Zeigen Sie, dass X \ HP(M) nur aus inneren Punkten besteht.

Aufgabe 4

Sei f : R — R stetig. Zeigen Sie, dass der Graph von f als Teilmenge von
R? beziiglich der euklidischen Metrik abgeschlossen ist. Zeigen Sie durch ein
Gegenbeispiel, dass die umgekehrte Implikation im Allgemeinen falsch ist.

Aufgabe 5

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir ein festes A C X definieren wir die Abbil-
dung dist4(z) = inf{d(z,a) : a € A}.

Zeigen Sie die Ungleichung | dist 4 (z) —dist 4 (y)| < d(x, y) und schliefien Sie dar-
aus, dass die Distanz-Funktion stetig ist. Beweisen Sie auBerdem, dass dist 4 ()
genau dann 0 ist, wenn z € A.

Bonusaufgabe 1 Seien (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Seien f,g: X — R stetig. Zeigen Sie, dass sowohl das Maximum als auch
das Minimum von f und ¢ wieder stetige Funktionen sind.

(b) Zeigen Sie, dass eine Teilmenge A von X genau dann offen ist, wenn es eine
stetige Abbildung F': X — [0,1] gibt, mit A= {z € X : f(z) > 0}.

Hinweis
Fiir (a) ist das Maximum durch p(z) = max{f(z), g(z)} definiert.
Fiir (b) kann die Aufgabe 5 hilfreich sein.



