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Aufgabe 1
Fiir z € C definieren wir Cosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus durch
z —z Z_ g%
cosh(z) = % und  sinh(z) = %

(a) Weisen Sie nach, dass cosh und sinh auf C stetig sind und bestimmen Sie ihre Potenzreihendarstel-
lungen.

(b) Beweisen Sie die Identitéit cosh® —sinh? = 1.

(c) Zeigen Sie, dass sinh |g : R — R streng monoton wachsend ist.

Aufgabe 2
(a) Fiir Noo = NU{oo} definieren wir = = 0. Zeigen Sie, dass durch A(n,m) = |2 — L| eine Metrik auf
N definiert ist. Beweisen Sie aufilerdem Ba(n,r) = {n} fir allen € Nund 0 < r < ﬁ sowie

Ba(oco,7) ={n €N :n > 1}.

(b) Seien weiter (X, d) ein metrischer Raum und f : Ny, — X eine Abbildung. Zeigen Sie, dass f in jedem
Punkt n € N stetig ist, und dass f genau dann in co stetig ist, wenn die Folge (f)nen = (f(n))nen
in (X,d) gegen f(oco) konvergiert.

Aufgabe 3

2 3
(a) Zeigen Sie, dass f: C — C,z — exp(exp(z + 2% + 2°))

stetig auf C ist.
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(b) Bestimmen Sie alle Punkte, in denen f: R — R,z — ;v,2 alls 7 € Q stetig ist.
x*, fallsz e R\Q
Aufgabe 4
Wir stellen ¢ € Q als maximal gekiirzten Bruch ¢ = ZEZ% mit dem minimalen Nenner n(q) € N dar. Wir
. 0, teR\Q . . - :
definieren f : R — R durch f(¢) = 1 teQ . Zeigen Sie, dass f genau dann stetig in £ € R ist,
n(t)’
wenn £ € R\ Q.

Hinweis: Falls £ € R\ Q und ¢ > 0 iiberlege man sich, dass es nur endlich viele rationale ¢ € [ —1,£ +1]
mit n(q) < I gibt, und betrachte § = min{|¢ — ¢| : ¢ € Q,n(q) < 1}

Aufgabe 5

o0
(a) Seien h(z) = > a,z™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 sowie ag # 0. Zeigen Sie, dass
n=0

es ein 0 < r < R gibt so dass h auf B(0,r) keine Nullstelle hat.

(o) o0

(b) Seien f(z) = > anz™ und g(z) = > b,2z" zwei Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius,
n=p n=q

apby # 0 und p > g. Zeigen Sie, dass ein r > 0 und ein ¢ € C existieren, so dass die Funktion

f(2) z 75 0
Q:B(0,r) = C,z s ¢ 9’ 0 wohldefiniert und stetig ist.

c, z=




