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Aufgabe 34

Sei C. = C )\ {0}. Eine stetige Funktion f : X — C, heifit exponentiell, falls es ein
stetiges ¢ : X — C gibt mit f = exp og. Zeigen Sie folgende Aussagen (wobei
die n-te jeweils beim Beweis der (1 + 1)-ten niitzlich ist).

(1) Produkte und Quotienten exponentieller Funktionen sind exponentiell,
und jedes stetige f mit Wertenin C\]—o0, 0] ist exponentiell. (Benutzen Sie,
dass die Polarkoordinatenabbildung ]—m, [ X]0, co[ = C\]-00,0], (o, 7)
re'® eine stetige Inverse besitzt.)

(2) Sind g,h : X — C. stetig mit |g(x) — h(x)| < |g(x)| + |h(x)| fiir alle x € X, so
ist f = h/g exponentiell.

(3) Sind X ein kompakter metrischer Raum und f, g € C(X, C.) homotop, so
ist g/ f exponentiell.

(Tipp: Fiir eine Homotopie F : XXI — C.iste = inf{|[F(x,f)| : x € X, t € I} >
0, und wegen der gleichméfiigen Stetigkeit gibtes 0 =ty < ... <t, =1
mit

[F(x, tx) — F(x, tr—1)| < € < |F(x, ty—1)| fur alle x € X.)

(4) Die Inklusion f : S! — C,, z > z ist nicht exponentiell. (Tipp: Falls
f = expog, ist exp(g(e") — it) konstant = 1, so dass t = g(e'") — it Werte in
{2mtin : n € Z} annimmt und daher konstant ist.)

(5) m1(C.,1) ist nicht trivial. (Das kénnte man nattirlich aus der Homotopie-
dquivalenz von C. und S' folgern, aber das soll man hier nicht benutzen.)

Aufgabe 35

Seien X,Y zwei topologische Rdume und (xo, y9) € X X Y. Zeigen Sie, dass
(X X Y, (x9, Yo)) isomorph zur Gruppe m1(X, xo) X m1(Y, yo) ist (wobei fiir zwei
Gruppen G und H das kartisische Produkt G X H mit der argumentweisen
Verkntipfung (g, h) - (y,n) = (g - 7, h - 1) versehen wird).

Aufgabe 36

Bestimmen Sie die Fundamentalgruppen eines Vollzylinders B? x I, dessen
Rand, eines Zylinders S! x I, des Volltorus B> x S! sowie dessen Rand jeweils
beziiglich eines beliebigen Basispunkts.

Aufgabe 37
Zeigen Sie fiir alle nn # 2, dass IR” nicht homéomorph zu R? ist.
(Tipp: S"~1 ist ein Defermationsretrakt von R" \ {0}.)



