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Grundlagen der Funktionentheorie
Übungsblatt 1

Abgabe und Besprechung am 6. Mai um 18 Uhr s.t.

Ü 1
Zeigen Sie, dass f : R → R, x 7→ exp(−1/x2) unendlich oft differenzierbar ist und dass es
Polynome pn gibt mit f (n)(x) = pn

(
1
x

)
exp(−1/x2).

Ü 2
Seien A ⊆ C und f : A→ C, so dass f̃(x, y) = f(x+ iy) zweimal partiell differenzier bar ist.
Zeigen Sie ∆f̃(x0, y0) = 0 für jeden inneren Punkt z0 = x0 + iy0 in dem f differenzierbar
ist (dabei ist ∆ = D2

1 +D2
2 der Laplace-Operator).

Ü 3
Entwickeln Sie die Funktion f : C\{0} → C, z 7→ 1/z um einen gegebenen Punkt z0 6= 0 in

eine Potenzreihe
∞∑
n=0

an(z − z0)n und bestimmen Sie deren Konvergenzradius.

Ü 4
Seien A ⊆ C, f : A→ C injektiv und z0 ∈ A, so dass die Umkehrfunktion f−1 : f(A)→ A
stetig in f(z0) ist. Zeigen Sie, dass f−1 in f(z0) differenzierbar ist, falls f in z0 differenzier-
bar ist und f ′(z0) 6= 0 gilt. Bestimmen Sie (f−1)′(f(z0)).

Ü 5
Seien R > 0 und f : R2 → C stetig partiell differenzierbar mit f(x, y) = 0 für alle
x2 + y2 ≥ R2. Zeigen Sie für ∂f = 1

2(D1f − 1
iD2f), dass

f(0) = − 1
π

∫
R2

∂f(x, y)
x+ iy

d(x, y).

Benutzen Sie dazu die Substitutionsregel für Polarkoordination

∫
R2

g(x, y)d(x, y) =

∞∫
0

2π∫
0

g(r cos(α), r sin(α))r dα dr

und berechnen Sie mit der Kettenregel die partiellen Ableitungen von (r, α) 7→ f(r cos(α), r sin(α)).


