2.8 Satz (Liften von Kurven und Homotopien)
Sei p:Y — X eine Uberlagerung von X.

(a) Fiir jede Kurve f: I — X und jedes yo € Y mit p(yo) = f(0) gibt es
genau eine Kurve f: ] — Y mit f( ) = yo und p(f) I

(b) Fiir jede Homotopie F' : I x I — X mit festen Endpunkten und jedes
fo: I — Y mit p(fo) = F(-,0) gibt es genau eine Homotopie F
I x I — Y mit festen Endpunkten, so dass F(-,0) = fo und p(F) = F.

Beweis. Wir zeigen allgemeiner folgende Aussage:

(c) Fir jeden topologischen Raum Z, jedes stetige F' : Z x I — X und
fo Z —'Y mit p(fo) F(-,0) gibt es genau ein F : Z x I — Y mit
F(-,0) = fo und p(F) = F.

Dann folgt (a) mit Z = {yo}, F'(yo,t) = f(t), und fo(yo) = yo. Fiir (b)
sei Z = I. Fiir das eindeutige F' aus (c) muss man noch F(0,t) = fo(0) und
F(1,t) = fo(1) fiir alle  zeigen. Dies folgt aus der Eindeutigkeit in (a), weil
3(t) = F(0,t) eine Hochhebung von t +— p(F(0,t)) = F(0,t) = F(0,0) ist,
also konstant wegen der Eindeutigkeit. Genauso ist F'(1,t) konstant.

Jetzt also der Beweis von (c). ,Lokal“ ist das Hochheben einfach: Ist
(20,t0) € Z x I und U eine trivial iiberlagerte Umgebung von F'(zg, o), so
gibt es W x T' € Uz 4,)(Z x I) mit F(W x I) C U. Dann wihlt man ein
Blatt V iiber U und definiert F auf W x T als p|V oF.

Der Beweis wird zeigen, dass man wegen der Anfangsbedingung F (-,0) =
fg gar keine Wahlmoglichkeit fiir das Blatt hat!

(1) Zuerst zeigen wir: Fiir alle zp € Z gibt es ein offenes W € U, (Z) und
FW W x I —Y mit p(Fw) F |y« und Fw( 0) = f0|W

Fiir alle t € I gibt es eine trivial tiberlagerte Umgebung U; von F'(zg,t),
ein offenes Wy € U,,(Z) und a; < t < by, so dass F(W; x [a, b)) N 1T) C Uy.
Wegen der Kompaktheit von I gibt es endlich viele Jay,, by, [, die I iiber-
decken, und durch Umbenennen finden wir 0 = 59 < 81 < --- < 8, = 1 und
W =W, N...0N Wi, €U, (Z), so dass F(W x [sj_1,s;]) C U; mit einem
trivial iiberlagerten U;. Jetzt definieren wir F induktiv auf W x [sj—1, 55
wobei wir womdglich W in jedem dieser Schritte noch verkleinern.
Wegen p(fg|w) = Flwxgoy € Ui gibt es ein eindeutiges Blatt V; iiber
U1 mit fo(zo) € Vi, und nach Verkleinern von W konnen wir fO(W) cw
annchmen. Dann definieren wir Fyy : W x [0,51] — Y durch Fyy = p|‘_/11 oF.
Ist nun EFyy : W x [0,sx] — Y schon definiert (fiir k& < n), so gibt es
genau ein Blatt Vi iiber Uy mit FW(ZO, Sk) € Vii1, und nach Verkleinern
von W kénnen wir FW(W X {sk}) C Vj41 annehmen. Dann definieren wir
: WX [sg, Sg+1] — Y durch Fyy = p|V o F. Dann ist Fy auch auf
W X [0, sg+1] stetig.



(2) Als néchstes zeigen wir die Eindeutigkeit bei festem zy € Z: Sind

F(20,),G(20,") : I — Y zwei Hochhebungen von F(2p,-) mit An-

fangspunkt fo(zo), so gilt F(z, ) = G(zo, ).

Wie eben seien 0 = sg < -+ < s, = 1, sodass f(zo, [sj—1,5;]) C Uj trivial
iiberlagert. Dann zeigen wir F(z.) = G(z0,-) auf [0, sz] durch Induktion.
Fiir k = 0 ist dies vorausgesetzt, und wir nehmen dies fiir ein k¥ < n nun als
Induktionsvoraussetzung an.

Sei V11 C Y das Blatt iiber Ugyq mit F(zo,sk) = é(zo,sk) € Viir.
Wir zeigen dann F(zo, [sk, sg+1]) € Vig1. Ist niamlich p~'(U) = |, Vi mit
disjunkten offen Vi, so ist [sk, sp+1] = U, F~1(2,V,) eine disjunkte offene
Zerlegung. Weil [sg, sp+1] zusammenhéngend ist, ist diese Zerlegung trivi-
al, d.h. F(zo, .)’[Skvslﬂ»l] hat Werte in einem einzigen Blatt, ndmlich V4.
Genauso hat G(zo, Misp,sn1) Werte in Viy 1, und daher gilt

F(Z(]a ')‘[Sk,5k+1} = p|‘7k1+1 © F(z(]v ) = é('an ')|[sk,sk+1]'

(3) Wegen der Eindeutigkeit ist Fy, = Fy, auf (W1 N Wa) x I, also ist F
auf (W x I durch F(z,t) = Fw(z,1), falls (2,t) € W x I, wohldefiniert
und stetig wegen Fly <1 = Fyy.

Dieses F : Z x I — Y erfiillt p(F) = F und F(-,0) = fo. O



