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Besprechung der Aufgaben in den Übungen am 13. und 15. Januar 2015

A 41

(a) Seien (Ω,A , µ) ein endlicher Maßraum und 1 ≤ p < q ≤ ∞. Zeigen Sie
Lq(µ) ⊆ Lp(µ) und ‖f‖p ≤ µ(Ω)

1
p−

1
q ‖f‖q für alle f ∈ Lq(µ).

Hinweis: Hölder-Ungleichung mit geeigneten Exponenten.

(b) Für alle p 6= q finde man f ∈ Lp(R,B, λ1) \Lq(R,B, λ1).

Hinweis: Untersuchen Sie fα(x) = xαI]0,1[(x) und gα(x) = xαI]1,∞[(x).

A 42
Seien ν, µ zwei endliche Maße auf einem Messraum (Ω,A ). Zeigen Sie, dass es eine
größte untere Schranke ν ∧ µ gibt, also ein Maß mit ν ∧ µ ≤ ν, ν ∧ µ ≤ µ und für
jedes Maß σ mit σ ≤ ν und σ ≤ µ gilt σ ≤ ν ∧ µ.
Hinweis: Wegen des Satzes von Radon-Nikodym für % = ν + µ kann man ν = f · %
und µ = g ·% darstellen. Dann definiere man ν ∧µ = (f ∧ g) ·% und benutze 2.16(d).

A 43
Seien (Ω,A , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und G ⊆ A eine weitere σ-Algebra
über Ω. Zeigen Sie mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes, dass es für jedes
f ∈ L2(Ω,A , P ) ein g ∈ L2(Ω,G , P ) gibt mit∫

G

f dP =

∫
G

g dP für alle G ∈ G .

(So ein g heißt bedingte Erwartung von f unter G .)

A 44
Seien (Ω,A , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und f ∈M (Ω,A ). Zeigen Sie

lim
p→∞

‖f‖p = ‖f‖∞.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass der Grenzwert existiert und dann, dass er für jedes
c < ‖f‖∞ größer als c ist.

A 45
Für f ∈ Lp(Ω,A , µ) seien fn = fI{|f |≤n}. Zeigen Sie fn ∈ L∞(Ω,A , µ) und
fn → f in Lp(Ω,A , µ).


