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Besprechung dieser Probeklausur in den Übungen am 10. und 12.2.

Aufgabe 61
Skizzieren Sie die Menge H =

{
(x, y) ∈ R2 : |x| − π ≤ y

2
≤ | sin(x)|,−π ≤ x ≤ π

}
und berechnen Sie die Fläche λ2(H).

Aufgabe 62
Berechnen Sie die folgenden Integrale

a)
∫
B

x2dλ2(x, y) mit B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1},

b)
∫

]0,∞[

e−y
√
y
dλ1(y),

c)
∫
R2

xydµ(x, y), wobei µ = f · λ für f(x, y) = e−(x+y)I[0,∞[2(x, y).

Aufgabe 63
Seien (Ω,A , µ) ein σ-endlicher Maßraum, X ∈M+(Ω,A ) und p ≥ 1. Zeigen Sie∫

Ω

Xpdµ = p

∫
]0,∞[

tp−1µ({X ≥ t})dλ1(t).

Hinweis: Benutzen Sie xp = p
x∫
0

tp−1dt und Fubini.

Aufgabe 64
Seien (Ω,A , µ) ein Maßraum und f ∈ L1(Ω,A , µ). Zeigen Sie, dass die Folge

xn = n

∫
Ω

arctan

(
f(ω)

n

)
dµ(ω) konvergiert.

Hinweis: Berechnen Sie lim
x→0

arctan(x)

x
.

Aufgabe 65
Seien (Ω,A , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : (Ω,A )→ (R,B) messbar mit

PX = φ · λ1, wobei φ(x) =
1√
2π
e−x

2/2. Bestimmen Sie eine λ1-Dichte von PY für

Y =
1

X2
.

Hinweis: Stellen Sie F (t) = P ({Y ≤ t}) mit Hilfe von Φ(s) = P ({X ≤ s}) dar und
differenzieren Sie.

Aufgabe 66
Seien (Ω,A , µ) ein endlicher Maßraum und X ∈ M+(Ω,A ) mit

∫
X2dµ < ∞.

Zeigen Sie, dass die Funktion

F : [0,∞[→ R, t 7→
∫
Ω

exp(−tX)dµ

zweimal stetig differenzierbar ist mit F (0) = µ(Ω), F ′(0) = −
∫
Xdµ und F ′′(0) =∫

X2dµ.


