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A 56
Seien (Ω,A , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y ∈ L2(Ω,A , P ). Dann nennt
man E(X) =

∫
XdP Erwartungswert, Cov(X,Y ) =

∫
(X − E(X))(Y − E(Y ))dP

Covarianz von X,Y und Var(X) = Cov(X,X) Varianz von X. Die Zufallsvariablen
X,Y heißen unkorreliert, falls Cov(X,Y ) = 0. Zeigen Sie

(a) Sind X1, . . . , Xn ∈ L2(Ω,A , P ) paarweise unkorreliert, so gilt

Var

(
n∑

k=1

Xk

)
=

n∑
k=1

Var(Xk).

(b) Ist (Xn)n∈N ∈ L2(Ω,A , P )N eine Folge paarweiser unkorrelierter Zufallsva-
riablen mit E(Xn) = µ für alle n ∈ N und sup{Var(Xn) : n ∈ N} < ∞, so
gilt

1

n

n∑
k=1

Xk → µ in L2(Ω,A , P ).

A 57
Berechnen Sie für a, b, c > 0 das Volumen λ3(E) des Ellipsoids

E =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≤ 1

}
.

A 58
Seien f ∈ M+(Rn,Bn), µ = f · λn und T (x) = Ax + b mit einer invertierbaren
Matrix A ∈ Rn×n. Zeigen Sie, dass µT die λn-Dichte g(y) = 1

|detA|f(A−1(y − b))
hat. Was passiert, wenn A nicht invertierbar ist?

A 59
Für n+ 1 Vektoren a0, . . . , an ∈ Rn heißt

S(a0, a1, . . . , an) =

{
n∑

k=1

ckak : ck ≥ 0,

n∑
k=1

ck = 1

}

der aufgespannte Simplex. Zeigen Sie

λn(S(a0, a1, . . . , an)) =
1

n!
det[a1 − a0, . . . , an − a0].

Hinweis. Reduzieren Sie die Aussage auf den Standardsimplex S(0, e1, . . . , en) mit
den Einheitsvektoren ek ∈ Rn, und berechnen Sie dessen Volumen mit Hilfe des
Prinzips von Cavalieri.

A 60
Für x, y ∈ R ist durch x ∼ y, falls x−y ∈ Q eine Äquivalenzrelation definiert, deren
Klassen wir mit [x] bezeichnen. Zeigen Sie

(a) Es gibt eine Menge E ⊆ [0, 1], so dass E ∩ [x] für jedes x ∈ R einelementig ist.
Für verschiedene q, r ∈ Q ist dann (E + q) ∩ (E + r) = ∅ und R =

⋃
q∈Q

E + q.

(b) E /∈ B.

(c) Es gibt kein Maß λ auf (R,P(R)) mit λ(]a, b]) = b− a für alle a ≤ b.


