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Besprechung der Aufgaben in den Übungen am 20. und 22. Januar 2015

A 46
Seien (Ω,A , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ∅ 6= An ∈ A paarweise disjunkt
mit

⋃
n∈N

An = Ω sowie G = σ({An : n ∈ N}).

(a) Zeigen Sie, dass jede G -messbare Abbildung g : Ω → R von der Form g =
∞∑

n=1
cnIAn mit cn ∈ R ist.

(b) Für f ∈ L2(Ω,A , P ) sei g ∈ L2(Ω,G , P ) die bedingte Erwartung aus A 43.
Bestimmen Sie die zugehörigen cn in Fall P (An) > 0.

A 47
Seien (Ω,A , µ) ein endlicher Maßraum und d : A ×A → [0,∞[ definiert durch

d(A,B) = µ(A4B).

Zeigen Sie, dass d eine vollständige Halbmetrik auf A ist.

A 48
Seien (Ω,A , µ) ein Maßraum und en ∈ L2(Ω,A , µ), so dass 〈en, em〉 =

∫
enēmdµ =

δn,m (also 0 für n 6= m und 1 für n = m). Für f ∈ L2(Ω,A , µ) heißt f̂(n) = 〈f, en〉
n-ter Fourier-Koeffizient von f bezüglich des Orthogonalsystems {en : n ∈ N}.
Zeigen Sie

(a)
∥∥∥f − N∑

n=1
f̂(n)en

∥∥∥2
2
≤
∥∥∥f − N∑

n=1
cnen

∥∥∥2
2
für alle c1, . . . , cN ∈ C.

(b)
∞∑

n=1
|f̂(n)|2 ≤ ‖f‖22.

(c) Für alle Folgen von cn ∈ C mit
∞∑

n=1
|cn|2 <∞ gibt es ein f ∈ L2(Ω,A , µ) mit

cn = f̂(n) für alle n ∈ N.

A 49
Seien E = {A ⊆ N : A endlich oder Ac endlich} und ν : E → [0,∞] definiert durch
ν(A) = 0, falls A endlich, und ν(A) = ∞, falls Ac endlich. Zeigen Sie, dass ν ein
Inhalt ist und berechnen Sie das gemäß 5.1(c) definierte äußere Maß

ν∗(A) = inf
{ ∞∑

n=1

ν(En) : En ∈ E , A ⊆
⋃
n∈N

En

}
sowie A (ν∗).

A 50
Zeigen Sie für zwei Halbringe H und G über Ω beziehungsweise X , dass

P = {H ×G : H ∈H , G ∈ G }

wiederum ein Halbring ist. Ist P stabil unter Vereinigungen, wenn H und G es
sind?


