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Tutoriumsaufgaben
Tutorium:
Die Aufgaben T 1 - T 3 werden am Montag im Tutorium besprochen. Dieses
findet am 22.11.2010 um 12:00 im E52 statt.

T1

Sei h : R — R definiert durch h(x) = 2?. Zeigen Sie, dass ein f € .#,(R,B)
genau dann o(h)-messbar ist, wenn f gerade ist, also f(x) = f(—=x) fiir alle
z € R gilt.

T 2

Wir betrachten den Korper {0, 1} mit der Addition @ , wobei 0 das neutrale Ele-
ment sein soll und 1@ 1 = 0. Nach der Aufgabe 5 vom Blatt 2 zur Einfithrung in
die Mathematik ist die Abbildung ® : 2(Q) — {0,1}, A+ I4 eine Bijektion.
Zusétzlich definieren wir fiir zwei Mengen A, B C €2 die symmetrische Differenz
durch A A B=(A\ B)U(B\ A). Zeigen Sie:

(i) B(AN B) = B(4)0(B),
(ii) ®(A A B)=®(A)® P(B) und ®(A°) =13 O(A).
Folgern Sie hieraus die Assoziativitdt von A, sowie A A B¢ = B® A A.

T3
Seien (2,.27) ein Messraum sowie f : R x @ — R eine Abbildung mit den
folgenden drei Eigenschaften:

e fiir alle t € R ist w — f(¢,w) messbar beziiglich (&7, B),
e fiir alle w € Q ist t — f(t,w) stetig und

o es gibt ein g € 4, (2, &) mit /gdu < oo und |f(t,w)| < g(w) fiir alle

Q
(t,w) e R x Q.

Zeigen Sie, dass die durch F(t) = /f(t, w)dp(w) definierte Funktion F': R — R

Q
stetig ist.



Ubungsaufgaben
Ubungen: Donnerstag, 14:00-16:00 E52
Diese Aufgaben sollen bis Donnerstag, den 25.11.2010, 12:00 im Ubungskasten
5 abgegeben werden.

Aufgabe 1
Sei (2, 47, 1) ein Mafiraum und die symmetrische Differenz A sei so definiert
wie in der Aufgabe T2.

(i) Zeigen Sie, dass &* = {B C :3A € & mit B A A ist Nullmenge } eine
o-Algebra ist mit o/ C &/* und N € &* fiir alle y-Nullmengen N.

(ii) Seien A,C € & und B C 2 so, dass B A A und B A C Nullmengen sind.
Zeigen Sie, dass die Werte p(A) und pu(C) tbereinstimmen. Das heifit
gerade, dass durch p*(B) = u(A) ein Maf auf &* definiert wird.

Aufgabe 2

Sei (Q, o, 1) ein Mafiraum und (g, )nen eine Folge (&7, B)-messbarer Abbildun-

gen g, : 2 — R, fiir die die Reihe Z / |gn|du konvergiert. Zeigen Sie, dass das
n=19

Ereignis F = {w e Z gn(w) divergiert } eine «/-Nullmenge ist, und dass
n=1

Z/gndﬂ:/zgndﬂ
n:lQ Q n=1

Aufgabe 3

Sei T : (Q,47) — (X,#) eine messbare Abbildung, sowie o(T) die bereits
eingefiihrte initiale o-Algebravon T. Zeigen Sie, dass S € 4, (9, o) genau
dann (o(T), B)-messbar ist, wenn man S als Verkniipfung S = ¢ o T darstellen
kann mit ¢ € A4 (X, B).

Hinweis:

Approximationssatz!

Aufgabe 4
Sei (Q, o7, p) ein Mafiraum. Zeigen Sie, dass (2, &7, 1) genau dann o-endlich ist,

wenn eine strikt positive Funktion f € #, (9, <) mit / fdup < oo existiert.
Q



