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Einfiihrung in die Mathematik
Losungen der Klausuraufgaben

Aufgabe 1

(a) Die Ungleichung kann man entweder mit vollstdndiger Induktion und

(2(n + 1)) _ (2n+2)! (2n+2)(2n + 1) (2n> > 9 <2n)

n+l )] m+Dn+1) (n+1)2 n n

zeigen oder (fiir n € N) auch durch

<2n> _(2n)@2n—-1)...2n—n+1) 2n2n—-12n—-2 n+1 oo

n n! n n—-1n-2""1 =77

weil 225 > 2 fiir k € {0,...,n— 1}.

n

(b) Mit vollstdndiger Induktion. Fiir n = 0 ist die Summe gleich 0, und die rechte
Seite ist ebenfalls 0. Die Aussage sei nun fiir ein n € Ny wahr. Dann ist

n+1

D k(k—1)2572 = (n+ Dn2" ) k(k - 1)287
k=0 k=0
= +n)2" 42" n? —3n+4) —2=2""1(2n* —2n+4) — 2
=2"(n? —n+2)—2=2""(n+1)2 = 3(n+1)+4) -2,
weil (n+1)2=3(n+1)+4=n*+2n+1-3n—-3+4=n>—n+2.
Aufgabe 2
(a) z, = (n+im)"n "2 = (14 Z)no/n — ™ = —1.

(b) Wegen der Stetigkeit von cos und 1/n — 0 gilt cos(1/n) — cos(0) =

k

Auferdem konvergiert n%e~V" = n2/eV™ gegen 0, weil eV = > ¥ro > o
k=0

W =

6! "

nZe— V1
cos(1/n)

Also folgt y,, = — 0.

(c)

o - _na(\/n—l— —/n)(vVn+1+/n)
=0t (V1) = Vn+1++n

a n—i—l—n o 1 a—1/2 \/ﬁ
= N ——— = N — =N _—
vVn+1++n vn+1l+yn vVn+1++/n
1
_ a—1/2
=n

V1i+1/n+1

Die Folge der zweiten Faktoren konvergiert gegen 1/2, also konvergiert die
Folge (zp)nen genau dann, wenn die Folge (n®'/2),cn konvergiert, was zu
a < 1/2 dquivalent ist. Fir o = 1/2 gilt 2, — 1/2 und fir o < 1/2 gilt
Zn — 0.

Bis hier hatte man 15 Punkte erreichen und damit die Klausur be-
stehen konnen!



(d) Falls die Folge tiberhaupt konvergiert, so erfiillt der Grenzwert w,, € R die

Gleichung we, = 1+ 1/wa, also w2 —weo —1=0und wy, = 1/24+/1/4+1 =
%g. Wegen w,, > 1 fiir alle n € Ny muss auch der potentielle Grenzwert
positiv sein, also w,, = %5 > %‘I = 3/2. Um tatséchlich die Konvergenz
zu beweisen zeigen wir: (%) lwn — Weo| < 1 /WL,

Fiir n = 0 ist dies wahr, weil |wy — Weo| = |1 — Woo| = Woo — 1 = 1/ws. Stimmt
(%) fiir ein n € Ny, so auch fiir n + 1, weil

Woo — W
il — Wool = 14+ 1/w, — (1 4+ 1ws)| = |——=
s = wne] = [ 1/ = (14 1) = | =2
|Woo — wa 2
< 1/wi™.
S = Jw

Wegen 1/we < 1 gilt (1/we)” — 0, und mit (x) folgt tatséchlich w,, — woe.

Aufgabe 3

(a)

Mit a, = 2 (2i)" gilt

(n+ 1)!1(20)"nn
(n + 1)n+tn!l(24)"

Ap+1 o
G,

B 2
(1+ L)n

Wegen e > 2 ist dieser Grenzwert < 1 und das Quotientenkriterium liefert die
absolute Konvergenz der Reihe und damit auch die Konvergenz.

Wegen p > 0 ist #g(n) eine monotone Nullfolge, und das Leibniz-Kriterium
liefert daher die Konvergenz. Fiir die absolute Konvergenz kénnen wir wegen
der Monotonie obiger Folge das Verdichtungskriterium anwenden. Die Reihe

konvergiert also genau dann absolut, wenn folgende Reihe konvergiert:

on e 1

(27)7log(2") “— (271)"nlog(2)

n=1

Fir p > 1 wird diese Reihe durch die geometrische Reihe )~ ¢" mit ¢ =
n=1

1/2P71 < 1 majorisiert, ist also konvergent. Fiir p = 1 erhélt man die di-

vergente harmonische Reihe und fiir p < 1 ist die Reihe divergent, weil die

Summanden nicht gegen 0 konvergieren (oder auch weil die harmonische Rei-

he eine divergente Minorante ist).



(¢) Mit w = iz? ist die Reihe gleich YT ———w". Diese Reihe hat Konvergenz-
n=1

\/log(n+1)
radius 1, zum Beispiel weil % < \/?Tl) < 1, und weil die Koeffizientenfolge

monoton gegen 0 konvergiert, ist die Reihe wegen des Abel-Kriteriums fiir alle
w € C mit |w| <1 und w # 1 konvergent.

Die zu untersuchende Reihe konvergiert also, falls |iz?| < 1 und 2% # 1. Dies
ist dquivalent zu |z| < 1 und 22 # —i (also z # +(i — 1)/V/2).
Fiir 122 = 1 ist die Reihe divergent, weil die harmonische Reihe eine divergente

Minorante fiir )

—List.
=1 V/ log(n+1)

Fiir |z] > 1 ist die Reihe divergent, weil die Summanden nicht gegen 0 kon-
vergieren.

Die Reihe konvergiert genau dann absolut, wenn |z| < 1: Ist dies der Fall, so ist

o oo
. . . . . e
die geometrische Reihe > [2%|™ konvergente Majorante fiir > ﬁz% ,
n=1 n=1 ogln

und falls |z| > 1 ist die harmonische Reihe eine divergente Minorante.
Aufgabe 4 (4+3 Punkte)

(a) Fiir z = z + iy € C gilt | exp(2?)| = exp(Re(z?)) = exp(z? — y?) < 1 genau
dann, wenn z? — y? < 0, was zu |z| < |y| dquivalent ist. Also ist entweder
y > |z| (d.h. der Imaginérteil y ist oberhalb® des Graphen der Funktion
x +— |z|) oder y < —|z| (d.h. y ist unterhalb des Graphen von z — —|z|):



Die Funktion g : C — R, z — |exp(z?)| ist als Verkniipfung stetig, und weil
] — 00,1] in R abgeschlossen ist, ist M = g~*(] — o0, 1]) in C abgeschlossen.
M ist nicht offen, weil M€ nicht abgeschlossen ist: Es gilt z, = 1/n € M und

zn — 0 & M°.
Schliefslich ist M nicht kompakt, weil M unbeschrankt ist: Fiir alle x € R ist
iz € M mit |iz| = |z|, was beliebig groft wird.

(b) f ist stetig auf R\ {0}, weil dort = + 1/z stetig ist und f somit stetig als
Produkt von Verkniipfungen stetiger Funktionen.

Die Stetigkeit in & = 0 folgt zum Beispiel aus Aufgabe 6 (a) der Probeklau-
sur oder auch direkt: Fiir ¢ > 0 sei 0 = . Fir |z — £ < 0 folgt dann aus

sin(1/z)] <1, dass [f(x) = f(E)] <[z —¢] <e.

Aufgabe 5

g ist stetig als Produkt von Verkniipfungen stetiger Funktionen. Um die Surjektivitét
zu zeigen, sei w € C. Falls w = 0, ist w = ¢g(1), und andernfalls gibt es & € R mit
w = |wle™. Fiir z(r) = re'® mit r > 0 ist dann g(z(r)) = re®log(r) = rlog(r)e™®,
und dies ist gleich w, falls rlog(r) = |w|. Um so ein 7 > 0 zu finden benutzen wir
den Zwischenwertsatz: Die Funktion f : [1,00[ — ]0, 00[, r +— 7log(r) ist stetig mit
f(1) =0 < |w| und f(e+ |w|) > |w|log(e) = |w]|, also gibt es ein r € |1, e + |w|[ mit
#(r) = ol

Die Funktion ¢ ist nicht injektiv, weil zum Beispiel g(1) = g(—1) = 0.

Aufgabe 6

(a) ist wahr: Wegen der Stetigkeit von f und der Offenheit von | — oo, 1] in R ist
B={r € X: f(z) <1} offen und aukerdem in A enthalten. Weil A die grékte
offene Teilmenge von A ist, folgt B C A.

(b) ist falsch zum Beispiel fiir die konstante Funktion f : X — R, z + 1 (mit
beliebigem X # 0)): Dann ist A = X offen, also A = A = X, aber B = {).

(c) ist falsch: Seien zum Beispiel X = ]0, co[ mit dem Betragsabstand, f : X — R,
x +— 1/x und z,, = 1/n. Dann ist (z,),en eine Cauchy-Folge (zum Beispiel,
weil sie in R konvergiert) aber f(z,) = n konvergiert nicht.

(d) ist wahr: Wegen der Folgenvollstindigkeit von R reicht es zu zeigen, dass
(f(xn))nen eine Cauchy-Folge ist. Sei dazu e > 0. Wegen der gleichméfigen
Stetigkeit gibt es ein 6 > 0 mit |f(z) — f(y)| < e fir alle z,y € X mit
d(z,y) < 6. Weil (x,)neny Cauchy-Folge ist gibt es N € N mit d(z,, x,,) < ¢
fir alle n,m > N, also gilt |f(z,) — f(xn,)| < € fir alle n,m > N.



