ANALYSIS EINER UND MEHRERER VERANDERLICHER
Klausur vom 19. Juli 2010: Aufgaben und Lésungsvorschlige

Aufgabe 1
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

23 exp(z?)dz,

(a)

/4
1
b) / cos(z)dm
0

(c) / eXIZ_ 9 d¢  fiir die Kurve v : [0,27] — C,~(t) = ™.
v

o _

(beachten Sie cos? = 1 — sin?),

Losung 1

(a) Mit partieller Integration erhélt man
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(b) Wegen cos? = 1 —sin?, cos > 0 auf [0, 7/4] und arcsin’(y) = 11 = ist
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Alternativ kann man 1/cos = cos /(1 — sin?) sowie die Stammfunktion artanh von
1/(1 — 4?) benutzen.

(c) Die Cauchysche Integralformel fiir f = exp und z = 0 liefert

exp(¢)
¢

d¢ = 2miexp(0) = 2mi.



Aufgabe 2
Zeigen Sie die folgenden zwei Aussagen:

(a) 0 < —log(x+ 1) < 2?/2 fiir alle z > 0,
(b) arctan (1/x) = 7/2 — arctan(x) fir alle z > 0.
Loésung 2

(a) Seien f(z) = x—log(z+1) und g(z) = 22/2 — 2z +log(x +1). Dann miissen wir f(z) > 0
und g(z) > 0 fiir alle z > 0 zeigen, wozu es wegen f(0) = g(0) = 0 reicht, f'(z) >0
und ¢'(z) > 0 nachzuweisen (weil f und g dann monoton wachsen). In der Tat ist
fl(z)=1- mlﬁ >0 fiir > 0, weil dann z + 1 > 1 also 1/(z + 1) < 1. AuBlerdem gilt

1 (z—-1)+1)+1  2?
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(b) Sei nun f(z) = arctan(1/x) + arctan(xz). Wir missen f(z) = 7/2 zeigen, was wegen
arctan(1l) = w/4 fir x = 1 stimmt. Auflerdem ist
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so dass f konstant ist.

Aufgabe 3

i 1d:c differenzierbar ist und dass
log(z)

1
Zeigen Sie, dass die Funktion F' : ]0,00[ — R,z /
0

F(z) — F(1) =log(1l + 2z) — log(2) fur alle z > 0 gilt.

Losung 3
Sei f :[0,1]x]0,00[— R, (z,2) — fg;(_xl) fir  # 0 und f(0,z) = 0. Dann ist f(-, z) fiir jedes
z > 0 stetig also integrierbar iiber [0,1], f(x,-) ist differenzierbar mit Ableitung (nach z)

exp(z log(x

) -1 ,—eX zlog(x)) = «*
B =L — exp(etog(e) =

fir  # 0 und f/(0,z) = 0, und diese Funktion f’: [0,1] x ]0,00][ — R ist stetig. Also gilt
wegen des Satzes iiber die Differenziation von Parameterintegralen
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F'(z) = /f’(a:,z)da?: /:czda?:
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Daher ist F'(z) —log(1l + z) konstant, was F'(z) — F'(1) = log(1 + z) — log(2) impliziert.
Aufgabe 4
Zeigen Sie, dass
o0
a) das uneigentliche Integral / cos(z®)dx fiir alle o > 1 existiert aber fiir & = 1 nicht,

1



1
b) die durch z,, = <kZ:2 k:log(k:)> — log(log(n)) Folge konvergiert.

Losung 4

(a) Fiir a > 1 liefert die Substitution z = 3/

b b b
1 1_ 1 [ cos(y)
Ndx = —yo ldy = — d
/Cos(:c )dx /COS(y)ay y a/ e
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mit 3 = 1— 1/a > 0. Daher reicht es zu zeigen, dass cos(y)/y” iiber [1, co[ uneigentlich
integrierbar ist, was wir mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums nachweisen. Fiir € > 0 und
b > a > 1 gilt ndmlich
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und dies ist < ¢ fiir a geniigend grof.
Fiir o = 1 existiert das uneigentliche Integral nicht, weil [ cos(z)dz = sin(b) — sin(1)
fiir b — oo nicht konvergiert.

(b) Weil f(x ) = ﬁ() monoton fillt, konvergiert wegen des Reihenvergleichskriteriums die

Folge Z f(k f f(x)dz. Wir miissen also nur noch das Integral ausrechnen. Mit der

Substltutlon T = ey erhalten wir

n log(n) log(n)1
= oY — . _
/mlog / eyye dy = / ydy = log(log(n)) — log(log(2)).
2 log (2 log(2)
Aufgabe 5
3

Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von R(x) = @1t
x — x
Losung 5
Nach 8.6 ist b
_ al a9 as
R(w)—S(x)—inl + @1 + 1) +m+2

mit einem Polynom S und Zahlen a1, as,a3 und b € C.




Dabei sind die aj, die (3 — k)-ten Taylorkoeffizienten von Ri(z) = (x — 1)3R(x) = ijQ im
Punkt z; =1, also az = R;(1) = 1/3,

Ri(1)  3z*(z+2)— a3 223 + 622 8
ag = = = = — und
1! (.T + 2)2 =1 (SU + 2)2 r=1 9
= R{(1)  (62® + 122)(x + 2)? — (22° + 62%)2(z + 2)
ST 2-(x+2)4 z=1
_18-32-8-6 19
2.3 27

Weiter ist b = (z + 2)R(z)| , = —8/(—3)% = 8/27, und schlieBlich ist S = 0, weil der

Nennergrad von R grofler als der des Zahlers ist.

Aufgabe 6

(a) Fiir A € R™ definieren wir f : R® — R durch f(x) = exp((\, z)). Bestimmen Sie in jedem
Punkt £ € R™ alle Richtungsableitungen und zeigen Sie D, f(§{) =0 < X\ L .

(b) Sei g : R%\ {0} — R, (z,y) — log(x? + y?). Zeigen Sie, dass die Funktion g auf R?\ {0}
total differenzierbar ist und dass D1(D1g) + D2(D2g) = 0 gilt.

Losung 6
(a) Wir berechnen zuerst die partiellen Ableitungen:
D;f(x) = Djexp (Z )\kxk> = \jexp (Z )\kxk> =\ f(x).
k=1 k=1

Weil alle D; stetig sind, ist f total differenzierbar, und wir erhalten fiir v € R"

Dyf(z) = (v, Vf(z Zw f(@) = (v, N f(2).

Wegen f(z) > 0 folgt insbesondere D, f(z) =0 <= (v,\) =0 <= v L A\

(b) Es gilt Dig(z,y) = 2 -z und Dag(z,y) = /> +y2 Weil diese partiellen Ableitungen auf
R?\ {0} stetig sind, ist g total differenzierbar. Weiter ist
2(2? + ?) — 22(22) y? — 22

DlDlg(x’y) = (1:2 n y2)2 = 2(1‘2 + yg)g

und durch Rollentausch Do Dog(z,y) = . Also ist D1Dsg + DsDog = 0.



