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Aufgabe 1
Seien M eine Menge, A C M und X = {f : M — K: f(A) beschrénkt}.
Zeigen Sie, dass die Halbnorm || f||a = sup{|f(x)| : # € A} vollstindig ist.

Aufgabe 2

Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Sind (X, || - ||x) und (Y;] - |ly) Banach-Rdume so ist X x Y versehen mit
I, )|l = llzllx + |lylly ebenfalls ein Banach-Raum.

k
(b) Wir versehen H C([0,1]) mit der Norm ||(go, -.., gn)|| = Z 19l[0,1], wobei
j=0 j=0
lgllfo,1] = sup{|g(x)| : = € [0,1]}. Fiir die Menge C*([0,1]) der k-mal stetig
differenzierbaren Funktionen und

k
T:Ck(0,1) = [Jcw0.1)),  fe (£, f s fP)
j=0

k
ist Bild(T") = {T(f) : f € C*([0,1])} abgeschlossen in H (o, 1]).

Jj=0

k
(c) Die Menge C*([0,1]) versehen mit der Norm || f|/j0,1,6 = Z ||f(j)||[071] ist
ein Banach-Raum.

Hinweis: Zeigen Sie fiir (ii) mit Hilfe des HDI, dass ein Element (go, ..., gx) des
Abschlusses die Identitét g;(z) = g;(0) + [y gj+1(t)dt erfiillt.

Aufgabe 3
Seien (X, | - |lx) halbnormiert und (Y, || - ||y) normiert sowie

L(X,Y)={T: X — Y linear und stetig }.

Zeigen Sie, dass ||T]| = sup{||T(z)|ly : ||z]lx < 1} eine Norm auf L(X,Y)

definiert, so dass | T(z)|ly < |T||-||z||x fiir alle z € X. Beweisen Sie aulerdem,

dass || - || vollsténdig ist, falls (Y, - |y) ein Banach-Raum ist.
Aufgabe 4
Seien (X, || - || x) halbnormiert und vollstindig und (Y, |||y ) normiert sowie

S € L(X,Y) offen, das heifit es gibt ein C > 0, so dass fiir jedes y € Y ein
x € X existiert mit S(z) = y und ||z||x < C|y|ly. Zeigen Sie, dass fiir alle
R e L(X,Y) mit [|R]| < & die Abbildung T' = S + R wieder offen ist.
Hinweis: Satz 1.3. Dies zeigt, dass die Menge der offenen Operatoren in L(X,Y)
offen ist.



Aufgabe 5

Seien (X, || - ||x) ein Banach-Raum und T' € L(X, X) mit ||T]| < 1. Geben Sie
zwei verschiedene Beweise dafiir, dass Id — T invertierbar in L(X, X) ist, also
eine stetige lineare Umkehrfunktion besitzt.

Hinweis: Eine Moglichkeit bietet die Aufgabe 4, eine andere die Untersuchung
der Konvergenz von Y o~ ,T™ in L(X, X).



