Integration

o Kapitel 8: Integration

@ Informationen zur Vorlesung:
http://www.mathematik.uni-trier.de/~wengenroth/
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Kapitel 8: Integration 8.1 Motivation

8.1 Motivation

@ Ist die Differentiation umkehrbar?

- Fiir jeden Zeitpunkt x € [0, 00) sei die Geschwindigkeit f/(x) bekannt.
- AuBerdem sei der Startpunkt f(0) bekannt.
- Kann man dann f bestimmen?

@ Physikalische Gesetze beschreiben Beschleunigungen

- Fallgesetz f”'(x) = —c (Erdbeschleunigung 9.81 m/s?).
- Gegeben auBerdem f(0) und f'(0).
- Wie bestimmt man f7

@ Flacheninhalte: Was ist das und wie berechnet man die?
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Kapitel 8: Integration 8.2 Riemann-Summen

8.2 Riemann-Summen

(a) Fir eine Funktion f : [a, b] — R will man den vom Funktionsgraphen

{[ f();) ] :xE[a,b]} und derx—Achse{[g] :Xe[a,b]}

eingeschlossenen Flacheninhalt definieren und berechnen.

(b) Idee: Zerlege das Intervall [a, b] in kleine Teilintervalle
[a, x1], [x1, %2], - - -, [Xn—1, b] und approximiere auf jedem Teilintervall
die Funktion f durch eine dort konstante Frynktion mit Funktionswert
f(zx) fir ein z € [xk—1, x]. Dann sollte > f(zx)(xk — xk—1) eine

k=1
N&herung fiir den Flicheninhalt sein.

(c) Eine endliche Teilmenge P von [a, b] mit a, b € P heiBt eine Partition
des Intervalls. Wir schreiben stets P = {a=xp < x3 < --- < x, = b}.
Die Zahl ||P|| = max{xx — xk—1 : k € {1,--- , n}} heiBt Feinheit der
Partition P.
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Kapitel 8: Integration 8.2 Riemann-Summen

8.2 Riemann-Summen

(d) Fiir eine Partition P = {a = xg < ... < x, = b} heiBt ein Vektor

z=z1,...,2zy] € R" zulissig, falls xx_1 < zx < xi fiir alle
k € {1,...,n} gilt, das heiBt die k-te Komponente liegt im k-ten
Teilintervall.

Wir schreiben dann z = P.

(e) Fiir eine Partition P ={a=xp < x1 < ... < Xp},z E P und eine
Funktion f : [a, b] — R heiBt

R(f,P,z) = Zf z ) (xk — Xk—1)

die zugehorige Riemann-Summe.

(f) Die Summanden f(zx)(xx — xk—1) sind die Flacheninhalte der
Rechtecke mit Seitenlangen xx — xx—1 und Hohe f(z).

(8)
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Kapitel 8: Integration 8.3 Das Integral

8.3 Das Integral

(a) Eine Funktion f : [a, b] — R heiBt integrierbar auf [a, b] mit Integral /,
falls die Riemann-Summen R(f, P, z) fir ||P|| — 0 gegen /
konvergieren, d.h.

Ve>03d>0VzEP (|PIl<d=|R(f,P,z)—1| <e).

(b) Schreibweisen fiir das Integral / sind

b b b

/_/f(x)dx_/f(t)dt_-.._/f(@)d@

a a a

Hierbei kann die Integrationsvariable irgendein Symbol sein, das im
Kontext noch nicht benutzt wird.
(c) Diese Defintion des Integrals ist

o gut fiir die Theorie (klarer Begriff, niitzliche Satze)
]
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Kapitel 8: Integration 8.3 Das Integral

8.3 Das Integral

(d) Beispiel. Sei f : [a, b] — R, x — c eine konstante Funktion, also
b
f(x) = c fiir alle x € [a, b]. Dann ist [ f(x)dx = c(b — a).

a
Fira=xp <x3 <...<x,=bund zx € [xk_1, xk] gilt ndmlich

R(f,P,c)

Z f(Zk)(Xk — Xk—l) =C Z Xk — Xk—1
k=1 k=1

cxi—xo+x2—x1+x3—x2+ ...+ Xo-1— Xo—2 + Xp — Xn—1)
= c(—x0+ xn) = c(xn — x0) = c(b — a).

Selbst fiir dieses banale Beispiel braucht man also einen Trick
(Teleskopsumme).
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Kapitel 8: Integration 8.4 Satz

8.4 Satz

(a) Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar.

(b) Sind f und g : [a, b] — R beide integrierbar und «, 5 € R, so ist
af + (g integrierbar und

b b

/(af + Bg)(x)dx = a/ f(x)dx + ﬂ/bg(x)dx Linearitit

(c) Sind f, g : [a, b] — R beide integrierbar mit f(x) < g(x) fiir alle
b b
x € [a, b], soist [ f(x)dx < [ g(x)dx Monotonie.
a a
(d) Ist f:[a, b] — R integrierbar, so ist auch |f| integrierbar und

b b
J f(x)dx| < [|f(x)| dx. A-Ungleichung
a a
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Kapitel 8: Integration 8.4 Satz

8.4 Satz

(e) Sind f € [a, b] — R integrierbar und ¢ € [a, b], so gilt

b c

b
/f(x)dx—/ dx+/f )dx. Intervallteilung

a

1
Beispiel. [ x?dx = 1.
0

Wegen 8.4 (a) ist f(x) = x? auf [0, 1] integrierbar. Deshalb reicht es den
Grenzwert spezieller Riemann-Summen auszurechnen. Fiir

P,={0=0/n<1/n<.. <n/n—1} und z = [1/n,...,n/n| gilt
RUFPrz)= 3 K (545 = £ K= josnenn) 3
k=1 "

n2 \n n

Wir werden dieses Integral gleich viel elnfacher ausrechnen konnen.
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Kapitel 8: Integration 8.5 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI)

8.5 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI)

Sei f : [a, b] — R stetig
(a) Die Funktion F :[a,b] — R, x — [ f(t)dt ist eine Stammfunktion

a
von f, das heiBt F'(x) = f(x) fir alle x € [a, b].
(b) Ist G : [a, b] — R irgendeine Stammfunktion von f, so gilt

/f(t)dt ~ G(f) ~ G(a) firalle a< a < < b.
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Kapitel 8: Integration 8.5 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI)

Bemerkung:
B B
(a) Fir G(B) — G(«) schreibt man auch G| oder G(t)
«@ t=a
B a
(b) Fiir 8 < a definieren wir [ f(t)dt = — [ f(t)dt. Dann gilt
a B

H s
[ f(t)dt = G‘ fir alle o, 8 € [a, b] (auch wenn 3 < ).

. . +1 . .
(c) Die Ableitung von G(x) = f;l ist f(x) = x". Also gilt
1 1
n o Xn+1 o 1
Ofx dx = 30 T mT
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Kapitel 8: Integration 8.5 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI)

Beweis des HDI.

(a) Firy < x mit |x — y| klein genug gilt

& ([ dtfff dt) —f(x)’
1 X 1 X

X_yyff(t)dt— myff(x)dt]

< ﬁ{'f(t)_ f(x)|dt < T y‘ f&dt—s

‘F(x)—F(y) _ f(X)‘ -

Durch Rollentausch erhdlt man dieselbe Ungleichung, falls x < y.

(b) Sei F die Funktion aus (a). Fir H=G — F gilt dann H' = G' — F =f - f =0,

und wegen des Mittelwertsatzes ist H konstant = H(a).
Fiir « < (3 folgt aus der Definition von F mit Intervallteilung

B a B
F(ﬂ)—F(a):/f(t)dt—/f(t)dt:/f(t)dt.

Andererseits gilt

G(B) — G(a) = F(B) + H(a) — (F(a) + H(a)) = F(B) — F(a).

O
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Kapitel 8: Integration 8.6 Beispiele

8.6 Beispiele

b b
(a) !sin(x)dx = —cos L

b) [ cos(x)dx = sin ’

a
eXdx = eP — e

b
dx = arctan

1+x2 a

Sl
f

b b
e) [log(x)dx = (xlog(x) — x) fir 0 < a < b (log = In).

X=a

In allen Beispielen hat man die Stammfunktion entweder gewusst oder
geraten.
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Kapitel 8: Integration 8.7 Satz (Partielle Integration)

8.7 Satz (Partielle Integration)

Seien f, g : [a, b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

b

/f’(x)g(x)dx =fg

a

b
j—/f(x)g'(x)dx.

Beweis. Wegen des HDI gilt
b b b b b
e, = [ () (dk = [ (0 + 7/ (g () = [ (e + [ Fx)g ()0

a

O
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Kapitel 8: Integration 8.7 Satz (Partielle Integration)

Beispiele.

b
(a) [ xsin(x)dx =?

f(x) = —cos(x), g(x) = x

b b
=7 = [f'(x)g(x)dx = —x cos(x)

. + fbcos(x)dx = (—xcos(x) + sin(x)) ’

xX=

Wir haben hier nicht bloB das bestimmte Integral ausgerechnet,
sondern sogar eine Stammfunktion —x cos(x) + sin(x). Durch
Differentiation kann man im Nachhinein verifizieren, dass es sich
tatsachlich um eine Stammfunktion handelt.

J. Wengenroth () 17. Juli 2009 14 / 22



Kapitel 8: Integration 8.7 Satz (Partielle Integration)

b
(b) [log(x)dx =? Wir setzen f(x) = x, g(x) = log(x) und erhalten

b b b

/ log(x)dx = / f'(x)g(x)dx = x log(x) ;— / x%dx = (xlog(x)—x) ‘

b b b
(c) [ x?cos(x)dx = x? sin(x)‘ o “!2)( sin(x)dx.

a X=
Nochmalige partielle Integration (oder Anwenden von (a)) liefert

X=a

b
/X2 cos(x)dx = (x?sin(x) + 2x cos(x) — 25sin(x)) ’
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Kapitel 8: Integration 8.8 Satz (Substitutionsregel)

8.8 Satz (Substitutionsregel)

Seien ¢ : [, B] — R stetig differenzierbar und f : ([, 5]) — R stetig.

Dann gilt
B
= [ o) @)et
Bemerkung.

(a) Merkregel x zwischen ¢(a) und p(3), x = ¢(t) = t zwischen « und
B und dx = ¢/(t)dt
(b) Erster Anwendungstyp Integrand ist von der Form f(¢(x))¢'(t).

©(B)

Beispiel: ftsm (t2)dt = 5 fgo )sin(p(t))dt fiir p(t) = t2. Also

b b
/tsm(t /sin(x)dx = %(cos(a2) — cos(b?))

22
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Kapitel 8: Integration 8.8 Satz (Substitutionsregel)

8.8 Substitutionsregel

(c) Zweiter Anwendungstyp
b
o Gesucht [ f(x)dx

a
e Suche ¢, so dass f(¢(t)) einfach
e Suche a, 8 mit a = ¢(«) und b= ¢(F)

b
Beispiel: Gesucht ist [ eV*dx fiir 0 < a < b.
a

o x = ¢(t) mit p(t) = t2
o a= \/E)ﬂ = \/E
b ¢(Vb) Vb
= [eVXdx= [ eV¥dx= [ ef2tdt
a ¢(Va) va
Weiter mit partieller Integration
Vb VB Vb VB
/ettdt =eft| - / etdt = (e't — ef)
va t=y/a
va Va
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Kapitel 8: Integration 8.8 Satz (Substitutionsregel)

8.8 Substitutionsregel

Auch hier hat man eine Stammfunktion berechnet, namlich
F(x) = 2(y/x — 1)eV*, was man durch Probe leicht verifiziert.

Beweis der Substitutionsregel. Sei F eine Stammfunktion von f (die existiert wegen des
HDI). Dann gilt

(F o) (t)dt

~

Py

Ko
&
Il

F(o(8) ~ Flp(a)) = (Fo )| =

L=

8
F(@(0)¢'(t)dt = [ f(p(t))¢'(t)dt.

@

Il
R —w
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Kapitel 8: Integration 8.9 Satz (Stammfunktion der Umkehrfunktion)

8.9 Satz (Stammfunktion der Umkehrfunktion)

Sei f : [a, b] — [a, ] stetig differenzierbar und bijektiv. Ist F eine
Stammfunktion von f, so hat =1 : [a, ] — [a, b] die Stammfunktion

G(y) =y "(y) = F(f '(y))

Beweis. Fiir y € [a, (] sei x € [a, b] mit y = f(x). Dann ist

f(x)

j/f Y(2)dz = f f~ 1(z)dz—ff f(t))f'(t)dx

:ftf’ (1) t:tf(t)‘): —ff
=X ()~ F(x) —c = F 1)y - F(ffl(y))—C-

wobei ¢ = af(a) — F(a) nicht von y abhingt und beim Ableiten 0 ergibt. O
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Kapitel 8: Integration 8.9 Satz (Stammfunktion der Umkehrfunktion)

8.9 Satz (Stammfunktion der Umkehrfunktion)

Beispiel. sin : [-7/2,7/2] — [—1,1] ist bijektiv. Die Umkehrabbildung
arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] heiBt Arcussinus. Eine Stammfunktion von

sin(x) ist
— cos(x) = —1/cos?(x) = —4/1 — sin?(x).

Eine Stammfunktion von arcsin ist also

G(y) = yarcsin(y) + V1 — y?
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8.10 Flacheninhalt des Halbkreises

Seir>0und f:[—r,r] = R, x — Vr? — x2. Dann ist [ f(x)dx der

Flacheninhalt des Halbkreises H, = { [ ; ] X2y <Py > 0} mit

Radius r.
@ Substitution x = rt : dx = rdt,

r 1 1

= [Vr2—x2dx = [ \/r2— (rt)?rdt = r? [ V1—t2dt
—r -1 -1

@ Substitution t = sin(u) : dt = cos(u)du, £1 = sin(+m/2)

1 7r/2 71'/2
Sl = [VI-Bdt= [ \/1-sin’(u)cos(u)du= | cos?(u)du
1 ﬂ-/2\/7 —7/2

o Mit partieller Integration folgt

/2 w/2 /2
+ [ sin®(u)du= [ 1- cos?(u)du
—m/2 —7/2 —7/2

—r- 12 [I=
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Kapitel 8: Integration 8.10 Fliacheninhalt des Halbkreises

8.10 Flacheninhalt des Halbkreises

’Der Flicheninhalt eines Kreises mit Radius r ist 7r2.

Bemerkung. Wir haben iibrigens (mit y statt 7/2) eine Stammfunktion
von cos?(u) gefunden, namlich 1 (sin(u) cos(u) + u).
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