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Kapitel 6: Hohere Ableitungen 6.1 Bemerkung

6.1 Bemerkung

(a) In Satz 5.4 haben wir als notwendiges Kriterium fiir Extremalstellen x
einer Funktion f : R” — R die Bedingung D, f(x) = 0 fiir alle
Richtungen v und damit insbesondere Vf(x) = 0 gezeigt.

Genau wie in EA | fiir Funktionen R — R braucht man zusatzliche
Kriterien, um zu entscheiden, ob tatsidchlich eine Extremalstelle
vorliegt.

(b) Beispiele:

e f:R2 =R, f(x,y) =x>+ y? hat in 0 ein (sogar globales) Minimum
o f:R? =R, f(x,y) = xy hat nur einen , kritischen Punkt‘[ ; } mit

Vi(x,y) =0, ndmlich x = y = 0, aber weder ein lokales Minimum noch
ein lokales Maximum.
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6.2 Konvexitat

(a) Fir ein Intervall / CR und f : | — R wurde in EA | Konvexitat
definiert durch die Bedingung

Vx,y el Vtel0,1] f(tx+ (1 —1t)y) < tf(x)+ (1 —t)f(y)

(b) Genauso wollen wir Konvexitat fiir f : A — R definieren, und dafiir
muss natiirlich tx 4+ (1 — t)y wieder ein Element von A sein.

(c) Eine Teilmenge A C R" heiBt konvex, falls fiir alle x,y € A und
t € [0,1] der Vektor tx + (1 — t)y wieder in A liegt. Beachte, dass
Sy ={tx+(1—t)y:t€[0,1]} = {x +s(y —x) : s € [0,1]} das
»Segment” von x nach y beschreibt.

(d) Eine Funktion f : A — R heiBt konvex, falls

e A C R" eine konvexe Menge ist, und es gilt
e Vx,y€ A Vte[0,1] f(tx+ (1—t)y) < tf(x)+(1—t)f(y).
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Kapitel 6: Hohere Ableitungen 6.3 Satz

6.3 Satz

Seien A C R” eine konvexe offene Menge, f : A — R konvex und x € A,
so dass f in x total differenzierbar ist. Falls Vf(x) =0, so ist

f(x) =min{f(y):y € A}

Beweis. Fiir jedes y € Aund t € [0,1] ist
f(x+tly —x)) = f(ty + (1 — t)x) < tf(y) + (1 — t)f(x), also

fFix+tly —x)) = f(x)
t

< fly) = (%)

Der Quotient links konvergiert fiir t — 0 gegen die Richtungsableitung
D,_«f(x) = Vf(x)-(y —x) =0, und dies impliziert 0 < f(y) — f(x), also f(x) < f(y).
O
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Kapitel 6: Hohere Ableitungen 6.4 Hoéhere Ableitungen

6.4 Hoehere Ableitungen

(a) Wir wollen die Konvexitdt von f : A — R analog zu EA | durch die
Ableitungen charakterisieren. Dazu bemerken wir:
f konvex auf A <= Fiir alle x,y € A ist g = f o ¢ konvex, wobei
o(t) =x+ t(y —x).
Falls g = f o 0 zweimal (nach (t)) differenzierbar ist, so besagt Satz
544 EAI: g”’(t) > 0 fir alle t € [0,1] = g konvex auf [0, 1].
Ist g” sogar stetig, so gilt auch die Umkehrung:
Beweis. Annahme, es gibt to € (0,1) mit g”’(to) < 0. Wegen der Stetigkeit in to
gibt es § > 0, so dass g”(t) < O fiir alle t € (to — §, to + ) = /. Dann ist g sowohl
konvex als auch konkav auf /, und deshalb affin linear auf /. Dann ist aber g’’ = 0
auf / und insbesondere g’ (t) = 04.
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6.4 Hohere Ableitungen

(b) Wir wollen also die zweite Ableitung von g(t) = f(o(t)) ausrechnen,
und dazu brauchen wir zunichst g’(t). Wegen der Kettenregel ist

g'(t) = Vf(o(t)) o'(t) = VF(o(t) (y — x)
= > Dif(a(t)(y; — ).
j=1

Sind D;f : A — R wiederum total differenzierbar, so liefern die
Linearitat und die Kettenregel (fiir D;f anstatt f)

ZZDkDf (£) (e = x)(yj — %))

j=1 k=1

J. Wengenroth () 24. Juni 2009 6 /13
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6.4 Hohere Ableitungen

(c) Eine Funktion f : A — R mit A C R" offen, heiBt zweimal stetig
differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen D;f : A — R stetig
differenzierbar sind.

Fiir jedes j haben wir dann die n partiellen Ableitungen
D.Djf,...,D,Dif : A— R. Fiir x € A heiBt die Matrix

DiDif(x) DsDif(x) ... DnDif(x)
DoDif(x) DaDof(x) ... DpDof(x)
He(x) = .
DaDif(x) DaDsf(x) ... DnDnf(x)

die Hesse-Matrix von f im Punkt x.
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Kapitel 6: Hohere Ableitungen 6.4 Hoéhere Ableitungen

6.4 Hohere Ableitungen

(d) Bezeichnen wir fiir v = y — x € R" = R™! (Spaltenvektor) mit v?
den entsprechenden Zeilenvektor vt = [vy, ..., v,], so ist die
Doppelsumme in (c) gerade

n

D> DeDif(o(t))vivj = v - He(o(t)) - v

j=1 k=1

(Beachte RIxn Raxn Rax1  RIxn pRpaxl  RpIx1 — R).

(d) Eine Matrix H € R™" heiBt (streng) positiv definit, falls viHv > 0
(beziehungsweise > 0) fiir alle v € R"\ {0}. Wir haben damit gezeigt:
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Kapitel 6: Hohere Ableitungen 6.5 Satz

6.5 Satz

Seien A C R" konvex und offen und f : A — R zweimal stetig
differenzierbar, so dass die Hesse-Matrix Hg(x) in jedem Punkt x € A
positiv definit ist. Dann ist f konvex auf A.
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Kapitel 6: Hohere Ableitungen 6.6 Satz

6.6 Satz

Seien A C R”" offen, f : A — R zweimal stetig differenzierbar und x € A
mit V£ (x) = 0. Ist H¢(x) streng positiv definit, so hat f in x ein lokales
Minimum, das heiBt, es gilt 6 > 0, so dass

f(x) =min{f(y):y € Aund ||y — x| < d}.

Gilt es v und w mit vt H¢(x)v > 0 und wtHw < 0, so hat f in x kein

lokales Extremum.

Beweis. Aus der Stetigkeit von D;Dif folgt die Existenz von § > 0, so dass H¢(y) fiir
jedes y € K(x,d) positiv definit ist. Weil A offen ist, kann man ¢ verkleinern, so dass
K(x,8) C A gilt. Wegen Satz 6.5 ist dann f auf K(x,d) konvex und wegen Satz 6.3 ist

f(x) =min{f(y):y € K(x,9)}.
i
Bemerkung: Falls —Hy(x) streng positiv definit ist, hat f in x ein lokales
Maximum.
WARNUNG: Oft ist es nicht leicht
® alle Punkte x € A mit Vf(x) auszurechnen und

® zu iiberpriifen, ob H¢(x) positiv definit ist.
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Kapitel 6: Hohere Ableitungen 6.7 Beispiel

6.7 Beispiel

Sei f : R? — R definiert durch f(x,y) = exp(—x? — 1 + cos(y)). Dann ist

Dif(x,y) = —2xexp(—x>—1+ cos(y))
Daf(x,y) = —sin(y)exp(—x> — 1+ cos(y))
DiDif(x,y) = —2exp(—x>—1+ cos(y))+ 4x”exp(—x* — 1+ cos(y))
DiDxf(x,y) = 2xsin(y)exp(—x* — 1+ cos(y))
DyDif(x,y) = 2xsin(y)exp(—x* — 1+ cos(y))
DyDyf(x,y) = —cos(y)exp(—x* — 1+ cos(y)) + sin’(y) exp(—x> — 1 + cos(y))

Weil exp keine Nullstellen hat, gilt Vf(x,y) =0 <= x =0 und
sin(y) = 0 und in diesen Punkten ist

[ —2exp(—1+ cos(y)) 0
He(x,y) = 0 —cos(y) exp(—1 + cos(y))
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6.7 Beispiel

Diese Matrix ist von der Form Hr(x,y) = [ g 2 ] mit a <0 und b <0,

falls cos(y) > 0, sowie b > 0, falls cos(y) < 0.
Fiir eine so strukturierte Matrix ist viHv leicht auszurechnen:

[vi, vo] [ g 2 Zl ] = av@ + bv2. Also ist H¢(x, y) genau dann
2

negativ definit, falls cos(y) > 0. Falls cos(y) < 0 hat f in [ 3 ] kein

lokales Extremum.
Beobachtung: In diesem Beispiel gilt D1 D>f(x,y) = D2D1f(x,y). Dass
dies kein Zufall ist, besagt folgender Satz.
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6.8 Satz (Schwarz)

Seien A C R" offen und f : A — R zweimal stetig differenzierbar. Fiir alle
x € Aund j, k € {1,...n} gilt dann Dy D;jf(x) = D;Df(x), das heiBt,
man kann die Ableitungsreihenfolge vertauschen.

Plausibilitat fiir n = 2:

le(X7y+ t) — le(Xay)

D2D1f(X,y) = lm .
— im lim (X sy 4 t) = fOoy + 1) = (Fx+s,y) = f(x,¥))
T t—0s5—0 St
= lim lim [ sy 4 t) = flx+ s y) = (Fx,y + t) = f(x,¥))
s—0t—0 st
- Iimo Paflct Svys) = Delxy) = DiDxf(x,y)
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