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3.1 Beispiel
Sei p = [p1,...,pn] der Vektor der Preise von Giitern mit Nummern
1,...,n. Jedes x = [x1,...,x,] beschreibt einen "Warenkorb”" mit x

Einheiten (Stiick, Liter, Gewicht, ...) des Gutes Nummer k. Dieser
Warenkorb hat dann den Wert

f(x) = p1x1 + paxo + ... + pnxa = (P, X).
Wie schon in Satz 1.9 bemerkt, ist dann
f(ax) = af(x) (der a-fache Warenkorb ist das a-fache wert) und

f(x+y) = f(x)+f(y) (der Wert von zwei Korben ist die Summe der Werte).

(Beachte, dass auch dieses Modell eine Vereinfachung ist. Tatséchlich
wiirde man wohl Rabatte aushandeln, wenn man viel einkauft.)
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3.2 Definition

Eine Abbildung f : R” — R heiBt linear, wenn fiir alle x, y € R" und
a € R gelten:

f(ax) = af(x) und f(x+y) = f(x) + f(y).
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3.3 Satz

(a) f:R"” — R™ ist genau dann linear, wenn fiir alle x,y € R" und
a, b € R gilt f(ax + by) = af (x) + bf(y).
(b) Ist f:R" — R™ linear, so gilt fiir alle x1,...,xP € R" und

P _ P .
ai,...ap € R, dass f ( ajxf> = > ajf (/).
j=1 j=1
(Linearkombinationen)

(c) f=1[A,...,fm] : R" — R™ ist genau dann linear, wenn alle
Komponentenfunktionen fi : R” — R linear sind.

(d) Summen, Vielfache, Zusammensetzungen und Kompositionen linearer
Abbildungen sind linear (natiirlich, falls sie definiert sind).
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Beweis

(a) " =" folgt aus f(ax + by) = f(ax) + f(by) = af (x) + bf(y).
" <" folgt mit b=0bzw. a=b=1.

(b) folgt induktiv aus (a)

(c) folgt aus der komponentenweisen Definition von Summen und
Vielfachen von Vektoren.

(d) Die Linearitat von f + g, [f, g] und af rechnet man direkt nach. Fiir
f:R"N = R™und g : R™ — RP beide linear ist
g(f(ax + by)) = g(af (x) + bf(y)) = ag(f(x)) + bg(f(y)).
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3.4 Satz (Darstellungssatz)

Jede lineare Abbildung f : R” — R ist von der Form f(x) = (p, x) mit
p = [f(el),...,f(e")] € R" und den Einheitsvektoren el,..., e".

Beweis: Wegen 1.6 (a) ist x = 5 xxeX fiir jedes x = [xq,. .., x,]. Mit 3.3
k=1
(b) (fiir ax = xx) folgt also

F(x) =D xif(e") = xupi = (x,p) = {p, x).
k=1 k=1
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3.4 Satz (Darstellungssatz)

(a) Bemerkung: Eine lineare Abbildung R” — R ist also durch die n
Werte f(el),...,f(e") der Standardbasis eindeutig bestimmt und
damit sehr leicht auszurechnen. (Ist z1, ..., z" irgendeine Basis des
R", so ist f auch durch f(z1),...,f(z") eindeutig bestimmt, aber

nur dann leicht auszurechnen, wenn man die Koeffizienten in
n

x = 3 ayz* effektiv bestimmen kann).
k=1

(b) Anschaulich (n = 2) bedeutet 3.4, dass der Graph
M = {[x1, x2, f(x1, x2)] : [x1, x2] € R2}
die Ebene in R3 ist die [1,0, f(1,0)],[0, 1, f(0,1)] und den Ursprung
[0,0,0] = [0,0, £(0, 0)] enthilt.
(c) Interpretation von py = f(eX) : Dies ist der Faktor (Preis) mit dem

die k-te Komponente xx von x =[xy, ..., x,] zum Funktionswert f(x)
beitragt.
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3.5 Beispiel

Ein Unternehmen produziere aus 3 Rohstoffen zwei Produkte.

Input: x; Menge der ersten, xo Menge des zweiten, x3 Menge des dritten
Rohstoffs.

Output: fi(x1, %2, x3) produzierte Menge des ersten Produkts bei Einsatz
X1,X2,X3.

fr(x1, x2, x3) produzierte Menge des zweiten Produkts bei Einsatz xq, x2, x3.
Modell: f = [, f] : R3 — R2.
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3.6 Matrizen

(a) Sei f:R" — R™ eine lineare Abbildung mit Komponentenfunktionen
fi,...,fm : R" = R, das heiBt fj(x) ist die j-te Komponente des
Vektors f(x) € R™. Die fi sind wieder linear (wegen Satz 3.3(c)) und
deshalb gibt es nach Satz 3.4 fiir jedes j = 1,2,..., m einen Vektor

p = [p{,pé', ..., ph] € R" (namlich pf( = f,(e¥)), so dass
f;-(x):p{xl—l—péxz—l—...—i—p{;xn
(b) Die lineare Abbildung f ist also durch die n m Zahlen

pli,....,pla, p21,...,p2pn,...,p",. .., py eindeutig bestimmt und
leicht auszurechnen. Es bietet sich an, diese Zahlen in eine Tabelle zu

schreiben:
pli pla ... pl,
p_ .le p2y ... P2,
pi Py pn'
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3.6 Matrizen

(b) Eine solche Tabelle heiBt m x n-Matrix.
Die Vektoren p/ = [p’l, e ,pf,] € R" heiBen Zeilen von P und die
plk
Spaltenvektoren : heiBen Spalten von P.

P
Eine m x n-Matrix hat also m Zeilen und n Spalten. Mit dem Symbol

R™*" bezeichnen wir die Menge aller m x n-Matrizen.

(c) Alternative (iibliche) Schreibweise: pi = pj k- Der erste/obere Index j
ist die Zeilennummer und der zweite/untere Index k ist die

Spaltennummer. Oft schreibt man P = [pj «]jeq1,...my oder nur
ke{l,...n}

P = [pj«], falls die Dimensionen n und m klar sind.
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3.6 Matrizen

(d) Die Unterscheidung zwischen Zeilen und Spalten ist ab jetzt
wesentlich, und wir fassen ab jetzt Vektoren immer als SPALTEN auf,
das heiBt R" = R"*1,

(e) Zusammenfassung:
Ist f: R" — R™ eine lineare Abbildung und zugehdriger Matrix
P = [pjx] (wobei p; x die j-te Komponente von f(e*)), so gilt fiir
X1

Xn

prix1 +pi2xe + ...+ pP1.nXn

Pm,1X1 + Pm2X2 + ...+ Pm,nXn
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3.6 Matrizen

(f) Wir definieren deshalb fiir P € R™*" und x € R" das Produkt
p1,1x1 + p12x2 + ...+ p1,naXn
P-x= : € R™
Pm1X1 + Pm2X2 + ...+ Pm,nXn
(g) Jede lineare Abbildung R” — R™ ist also von der Form x — P - x.
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3.7 Beispiel

In der Situation von Beispiel 3.5 sei konkret

filx,x,x3) = 2x1+4x+x3
h(xi,x2,x3) = 6x1+x +2x3
2 41 :
Dann hat man also P = 6 1 2| Das Unternehmen erhalte eine
Anfrage, ob es y; Stiick von Gut 1 und y» Stiick von Gut 2 liefern konne.
X1
Die Geschéftsfiihrung frag sich dann: Gibt es Input x = | x» |, so dass
X3

f(x):y:[ﬁ ],also

(1) 2x1+4x0+x3 =y1

?
(2) 6x1 + x2 + 2x3 = y»
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3.7 Beispiel

Subtraktion des dreifachen der ersten Gleichung von der zweiten liefert,
dass das Gleichungssystem dquivalent ist zu

(1) 2x1 +4x0 + x3
(3) —]_1X2 — X3

b4
y2 — 3y1.

Dieses neue System kann man nun explizit auflésen:
o Waihle irgendein x3 € R
@ Definiere )
x2 = —7(y2 —3y1+ x3)
x1 = 3y —x3—4x3)
Es gibt also sehr viele Losungen, und man kann die Anfrage positiv

beantworten (und sich dann iiberlegen, welches x3 zu einer Losung mit
weiteren giinstigen Eigenschaften fiihrt).
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3.7 Beispiel

Bemerkungen:
@ In realistischen Beispielen hat man viel mehr Variablen xq, ..., x, und
viel mehr Gleichungen.
o Die Menge der Losungen {x € R" : f(x) = y} ist also eine
Niveaumenge zu Niveau y.

@ Weil man 3 Unbekannte und 2 Gleichungen hat, ist es nicht
iberraschend, dass es viele Losungen gibt.

" (2 41 2x1 + 4xo + x3
@ Vorsicht: IstQ—{4 8 2],50hat 4x; +8x0 +2x3 = 1

Losung. (Die zweite Zeile von Q ist ein Vielfaches der ersten Zeile).

keine
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3.8 Lineare Gleichungssysteme (LGS)

(a) Fiir eine m x n-Matrix P = [pjx] und y € R™ heiBt die Gleichung
P-x=y

ein LGS mit m Gleichungen und n Unbekannten oder LGS, .
Jedes x € R”, das diese Gleichung erfiillt heit eine Losung des LGS.
L(P,y) ={x €R": P-x =y} heiBt Losungsmenge.

(b) P-x =y ist eine kurze und elegante Schreibweise fiir

p11X1+pi2Xo+ ...+ pianXn = N

Pm1X1 + Pm2X2 + ...+ PmanXn = Ym
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3.8 Lineare Gleichungssysteme (LGS)

(c) LGS treten sehr oft mit riesigen Dimensionen n und m auf
(Computertomographie: n ~ m ~ 106)

(d) Hat P die Spalten p1,...,p", soist P-x =xipl+...,+x,p". Es
gibt also genau dann eine Lésung von P - x =y, wenn y eine
Linearkombination der Spalten ist.

(e) Fir y = O € R™ gibt es immer mindestens eine Losung, namlich
x = O € R". Oft gibt es aber auch x # O mit P-x = O.
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3.9 Rekursive Algorithmen

(a) Der GauBsche Algorithmus (Eliminationsverfahren) ist eine einfache
Methode, wie man das Problem , Finde alle Lésungen des
LGSmxn P-x = y" auf ein , kleineres” LGS(p,_1)x(n—1) zurlickfiihrt.
Das neue Problem wird mit der selben Methode auf ein noch kleineres
LGS(m—2)x(n—2) zurlickgefiihrt, bis man schlieBlich entweder ein
LGSy,q oder ein LGS, 1 erhilt (das man leicht I6sen kann).
So eine Methode nennt man rekursiven Algorithmus.
(b) Tiirme von Hanoi
o Gegeben: Drei Stabe, auf einem davon n Scheiben nach der
(verschiedenen) GréBe geordnet.
o Ziel: Stapel von einem Stab a auf anderen ¢ bewegen.
o Erlaubte Ziige: Oberste Scheibe eines Stabs auf einen anderen legen, so
dass nie eine groBere Scheibe iiber einer kleineren liegt.
Algorithmus:
o Verschiebe (n — 1) Scheiben von a (iiber ¢) nach b.
o Verschiebe oberste (einzige) Scheibe von a nach c.
o Verschiebe (n — 1) Scheiben von b (iiber a) nach c.
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3.10 Der GauB-Algorithmus

Gesucht sind alle Losungen x € R” das LGS;,,«n P - x = y fiir gegebene
Matrix P € R™" und y € R™, also

p11X1+p12Xe+ ...+ Pp1aXn = N

Pmi1X1 + Pm2X2 + ...+ PmnXn = Ym-

Losungsstrategie: Elimination der Unbekannten x, aus den ersten (m — 1)
Gleichungen durch Addition geeigneter Vielfacher der letzten Gleichung zu
den iibrigen. Das geht, falls der Koeffizient pp, , ungleich 0 ist. Sonst
Vertausche die Reihenfolge der Gleichungen.
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3.10 Der GauB-Algorithmus

I, Vertausche gegebenenfalls die Zeilen, so dass pp , # 0. (Falls nicht
moglich, gehe zu V,).

I, Firj=1,. — 1 setze o = —Pinynd addiere das aj-fache der
letzten Ze|Ie zurj _ten Zeile. Dies liefert das LGS« mit der selben
Losungsmenge

p1,1x1 +.. + Pra—1Xn-1 = hn
: : P.x=y
Pm-1,1X1 +...+Pm-1n-1Xn—1 = ¥Yn-1

Pmixt + ...+ Pmn—1Xn—1 + Pm,nXn = Yn

mit Bjk = Pjk + ajpmk und §; = yj + ajym.
IIl, Lose durch die Schritte |,_1 bis IV,_1 das kleinere LGSp—1 n—-1.
IV, Dann l6st x = [x1,...,x,] das LGS P-x =y

— X=[x1,...,xp_1] I6st P- % =y und
Xn = ()/n — Pm,1X1 — Pm2X2 — ... — pm,nflxnfl)

Pm,n
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3.10 Der GauB-Algorithmus

V, Falls p1.n = pon = ... = pm,n = 0 ist Schritt |, nicht durchfiihrbar. In
diesem Fall gilt: x = [x1,...,xy] 185t P-x =y <=
% =[x1,...,Xxp—1] l6st das LGS, ,—1 PX =y mit
P11 .-+ Pin-1
P= : (und x, ist beliebig).

Pm1i ... Pmpn-1
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3.11 Bemerkung zum GauB-Algorithmus

(a) Die Schritte IV und V besagen, dass man fiir jede Lésung X des
kleineren System eine (IV) beziehungsweise unendlich viele (V)
Losungen des Ausgangssystems erhilt.

(b) Es ist moglich, dass das kleinere System keine Lésung hat. Dann hat
auch das Ausgangssystem keine Lésung, das System heiBt dann
inkonsistent.

(c) Durch Umbenennen der Variablen xi, ..., x, und Vertauschen der
Zeilen (Pivotieren) erhdlt man Varianten des Algorithmus. In der
Literatur oft zuerst: x; aus Gleichungen 2 bis n eliminieren.

(d) Losen von LGSy, p1x1 + ...+ pnXx, =y ist einfach:

Wahle k mit px # 0 und beliebige x, € R fiir £ # k und 16se nach x
auf.
p1ix1 =n
(e) Losen von LGSy, 1 : ist auch einfach: Lose eine Gleichung

PnXn = Yn
und iberpriife die anderen.
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3.12 Beispiel a

X1 UXo X3 = —
2x1+x0+x3=0
2x1 +X2+%X3 =2

I3 Keine Vertauschung nétig.
3 a1 = —% =4 ay= —ﬁ = —2. Das neue LGS ist

—7X1 - 4-X2 =-9
—2x1 — xp = —4
2x1 + xo + 1/2X3 =2

} «— Px=y

113 Losen des LGSyx» in ll3: I, Wieder keine Vertauschung nétig.

lly a1 = —:—‘1‘ = —4. Das neue LGS ist
(=7—-4(-2)x1 = —-9—-4(-4)<=x1=7
—2x1 — X0 = —4

[l Das LGS in Il hat Losung x; = 7.
IV, Das LGS in ll3 hat Lésung x; = 7, x0 = —10.
IV3 Das LGS3x3 P-x =y hat Losung x1 =7,x0 = —10,x3 = 4
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3.12 Beispiel

(b) Gesucht sind alle Lésungen des LGS3x3

X1+ X0 — X3 =0
x| —Xo+2x3 =
3x1 + xo =1

I3 p3,1 = 0. Vertausche 1. und 3. Zeile. Neues LGS3y3.

3x1 + X2 =1

X]_—X2+2X3 = 3

X1+ X2 — X3 =0

||3~ a1 = —% = 0,0[2 = —%1 = 2. Neues LGS3><3
3X1—|—X2:1 Do o~
3X1+X2:3} — Px=y

x1+x —x3=0
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3.12 Beispiel

|||3 Lose LGSzx2 in ||3

l>- Keine Vertauschung nétig.
Il a3 = 1. Das neue LGS,y ist
Oxx =-2 1} P.x=y
3x1+x = 3.
Il Das LGSix1 in Il; hat keine Losung.
[V, Das LGSy«5 in ll3 hat keine Lésung.

IV3 Das LGS3x3P - x = y in I3 hat keine Losung.
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3.13 Simultanes Ldsen von LGS

@ Gegeben seien eine m x n Matrix P und s Vektoren y1,...,y° € R™.
Gesucht sind Losungen x1,...,x°5 € R" von P - x! = y* fiir alle
{=1,...,s.

@ Eine Méoglichkeit: s mal GauB-Algorithmus durchfiihren.

o Bessere Variante: Die Matrix P im Schritt Il hangt nicht von der
rechten Seite ab, also sind alle kleineren Probleme wieder von der
Form P . x! = yt.

@ Nur IV hingt von y! ab.

@ Schreibt man x1,...,x® als Spalten einer Matrix Q € R"** (also

g = xf) und y1,...,y1 als Spalten einer Matrix R € R™** (also
rie = yf), so ist

e =y =[P-x]j=pj1x{ + ...+ pjnxn
= Ppj1qie~+ ...+ PjnGne
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3.14 Matrix-Multiplikation

(a) Fir m,n,q € N und Matrizen P € R™*" und Q"** definieren wir das
Produkt R = P - @ € R™*S durch

n
[P Qlie =Y PikGe = Pjadre+ - -+ PnGne.
k=1

(b) Das Element in der j-ten Zeile und ¢-ten Spalte von P - Q ist also das
Skalarprodukt der j-ten Zeile von P und der /-ten Spalte von Q.
AuBerdem ist die /-te Spalte von P - @ gleich dem Produkt von P mit
der /-ten Spalte von Q.

(c) Die j-te Zeile von P - Q ist gleich dem Produkt der j-ten Zeile
pj € R™" von P mit @ € R™™.
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3.14 Matrix-Multiplikation

(d) Seien f :R"™ — R™ linear, also f(x) = P - x, wobei P € R™*" die
Spalten f(el),...,f(e") hat, sowie g : R — R" linear, also
g(y) = Q -y, wobei Q € R"*9 die Spalten g(el),..., g(e?) hat.
Dann ist f o g : R9 — R™ linear und

(fog)(e’) = f(g(e')) = P- g(e’) = P - {-te Spalte von Q.

Also: fog(y)=(P-Q)-y.
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3.15 Satz

(a) Ae R™" B e R™9,C e RI*'
= (A-B)-C=A-(B- () Assoziativitat

(b) AcR™" B, CeR™ —= A-(B+C)=A-B+A-C
Distributivitdt (wobei die Summe von Matrizen gleicher Dimension
komponentenweise erklart ist).
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3.16 Beispiel

(a) Fir Ac R™" und B € R"9 mit g # m ist kein Produkt B mit A
definiert!

(b) Selbst wenn A- B und B - A definiert sind, ist sehr oft A- B # B - A.

10 11
cwan= 3 0] 8= 2 1]

11 1 2
A-B—[O 2} aberB-A—[0 2]
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3.17 Inverse Matrizen

1 0 ... 0
0 1 O 0

(a) Fir ne N heiBt E, = | . . .| e R™”
0 ... 1

die n x n-dimensionale Einheitsmatrix (nur auf der Diagonalen Einsen
sonst Nullen).

Fir Ae R™*" gilt dann A- E, = Aund E,,- A= A.

(b) Eine quadratische Matrix A € R"*" heiBt invertierbar, wenn es
B € R™" gibt mit A- B=E,.

(c) Satzz A-B=E, = B-A=E,.
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3.17 Inverse Matrizen

(d) Folgerung: A-B=E,und A-C=E,— B=_C.

Beweis:
(1) A-(B—C)=A-B-A-C=E,—E, =0
(2) B-C=E,(B—C)=(B-A)-(B—C)=B-(A-(B—C))=B-0=0.
(38) B=C

(e) Ist also A € R™ " invertierbar, so gibt es genau eine Matrix B € R"*"
mit B - A = E,,. Diese Matrix heiBt Inverse von A, und wir schreiben
dann B = A"1

(f) A= [ 12 } ist invertierbar mit A=! = [ L -3 ]

0 3 0 1/3 |

(g) M= [ zl; 2 ] ist nicht invertierbar.

-1
x=M"1.M-.x =0, was nicht der Fall ist.

X = [ 2 } = M- x = 0. Wiare M invertierbar, folgte
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3.18 Satz

Sei A € R"*" eine quadratische Matrix.

(a) Ist A invertierbar, so besitzt das LGS, A - x = y fiir jedes y € R”
genau eine Losung, nimlich x = A=! . y.

(b) Sind alle n LGS,x, A-x = e¥ (k-ter Einheitsvektor) l6sbar mit Lésung
xK € R", so ist A invertierbar und x1,...x" sind die Spalten von AL
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3.18 Satz

Beweis.

(a) x=A"1.y ist eine Lésung, weil
A-(A1.y)=(A-A1).y=E, -y =y.Ist z€ R" irgendeine
Lésung, so folgt aus Satz3.17 (c) z=A"1-A.z=A"1.y.

(b) Nach Definition der Matrixmultiplikation sind A - x* = e die Spalten
von A-[x1,...,x"]. Andererseits hat E, gerade die Spalten

n

el,...,e". O
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