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Aufgabe 12 (3+1+1 Punkte)
Sei (X, <) eine geordnete Menge. Auf X x X definieren wir eine Relation <
durch (a,b) < (z,y) falls a < z oder (& =z und b < y).

(a) Zeigen Sie, dass dadurch eine Ordnung auf X x X definiert ist.

(b) Im Fall X = R fassen wir R x R als eine Zeichenebene auf. Skizzieren
Sie die Menge

{(z,y) e RxR: (x,y) <(1,2)}.

(c¢) Ist R x R mit der Ordnung < ordnungsvollsténdig?
(Besitzt A = {(z,y) € R x R: 2 < 1} eine kleinste obere Schranke?)

Aufgabe 13 (3 Punkte)
Sei X ein geordneter Korper und e : Z — X der zugehorige Ringmorphismus.
Zeigen Sie fiir n € N und ¢ > —1 die BERNOULLISCHE UNGLEICHUNG

(I+2z)">14e(n)x,
wobei (1 + x)™ als Produkt der n Faktoren 1 + x definiert ist.

Aufgabe 14 (5 Punkte)
Wir versehen Q x Q mit den Operationen

(a,b) ® (¢,d) = (a4 ¢,b+ d) und (a,b) ® (¢,d) = (ac + 2bd, ad + be).
Zeigen Sie, dass damit Q x Q ein Korper ist und die Gleichung
(a,b) ® (a,b) =: (a,b)® = (2,0)

eine Losung besitzt.

(Fir den Nachweis des Kdrpers reicht es, wenn Sie die Assoziativitit der
Multiplikation © wverifizieren, die neutralen Elemente und das multipliaktive
Inverse (a,b)™" von (a,b) € Q x Q\ {(0,0)} bestimmen.)

Aufgabe 15 (3+3+1 Punkte)
Seien A, B nicht leere nach oben beschrinkte Teilmengen eines geordneten
Korpers, die Suprema sup A beziehungsweise sup B besitzen. Zeigen Sie

(a) —A:={—a:a € A} besitzt ein Infimum und es gilt inf(—A) = —sup 4,

(b) A+ B:={a+b:ac A, be B} besitzt ein Supremum und
sup(A + B) = sup A + sup B.

(c¢) Gilt sup(A — B) =sup A — sup B?



