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Aufgabe 53 (5 Punkte)

(a) Zeigen Sie f : C→ C, z 7→

{
sin(z)/z , z 6= 0

1 , z = 0
ist eine stetige Funktion.

(b) Für x ∈ R sei Ln(x) =
n∑

k=1

| exp(ixk/n)− exp(ix(k−1)/n)|. Interpretieren

Sie Ln(x) für x ∈ [0, 2π[ geometrisch und zeigen Sie für alle x ∈ R, dass
Ln(x) = 2n| sin(x/(2n))| sowie Ln(x)→ |x| für n→∞.

Aufgabe 54 (6 Punkte)

(a) Skizzieren Sie A = {z ∈ C : Re(z) Im(z) > 1} und bestimmen Sie A.

(b) Bestimmen Sie Q + iQ.

(c) Zeigen Sie {z ∈ C : f(z) < 1} ⊆ {z ∈ C : f(z) ≤ 1} für eine stetige Abb.
f : C→ R und geben Sie ein Beispiel an, in dem hier keine Gleichheit gilt.

Aufgabe 55 (8 Punkte)
Eine Teilmenge A ⊆ X eines metrischen Raumes (X, d) heißt wegzusam-
menhängend (wegzshgd.), falls ∀a, b ∈ A, ∃ f : [0, 1]→ A stetig mit f(0) = a
und f(1) = b (solch ein f heißt Weg von a nach b). Zeigen Sie:

(a) Für I ⊆ R gilt: I wegzshgd. ⇐⇒ I Intervall.

(b) A,B wegzshgd. und A ∩B 6= ∅ ⇒ A ∪B wegzshgd.

(c) Für α ∈ R2 ist R2 \ {α} wegzshgd.

(d) A wegzshgd. und g : A→ Y stetig wobei (Y,D) metrischer Raum
⇒ g(A) wegzshgd.

(e) Es gibt keine Bijektion f : R→ R2, so dass f und f−1 stetig sind.

Aufgabe 56 (8 Punkte)

Für a, b ∈ C sei D(a, b) =

{
|a− b| falls {a, b} linear abhängig

|a|+ |b| sonst.

(a) Zeigen Sie, dass D eine Metrik auf C definiert.

(b) Skizzieren Sie Kugeln BD(1, ε) für 0 < ε < 1 und ε > 1.

(c) Zeigen Sie id : (C, D)→ (C, | · |), x 7→ x ist stetig, aber id−1 ist es nicht.

(d) Charakterisieren Sie Folgen (xn)n∈N ∈ CN mit xn → 1 in (C, D).


