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KAPITEL 1

Mathematische Sprache

1.1 Was ist Mathematik? Diese Frage lésst sich nicht in ein paar Sdtzen beantworten, aber
es ist zu hoffen, am Ende dieser Vorlesung vielleicht keine Antwort aber doch ein Ahnung
zu haben. Mathematik unterscheidet sich in zwei Aspekten von anderen Wissenschaften: Die
Untersuchungsgegenstinde sind keine realen Phénomene, sondern abstrakte Dinge wie Zahlen,
Mengen, Funktionen oder Strukturen, und die Methode, um wahre Aussagen iiber diese Dinge
zu treffen, beruht nicht auf Beobachtungen sondern auf Beweisen.

Die Schulmathematik vermittelt nur ein sehr eingeschrénktes Bild dessen und unterschei-
det sich erheblich von den Vorlesungen an der Universitédt. Die Universitdtsmathematik ist
jedenfalls KEINE Rezeptsammlung fiir Aufgaben eines bestimmten Typs.

1.2 Missstdnde der Umgangssprache. Der Satz Vidgel konnen fliegen meint nicht, dass
alle Vogel fliegen kénnen (zum Beispiel kénnen Pinguine nicht fliegen), sondern eher, dass
Vogel typischer Weise fliegen kénnen (so etwas kénnte man eine generische Aussage nennen).
Fiir diesen und viele andere umgangssprachliche Sétze gilt dann der Modus ponens nicht:

Vogel konnen fliegen. Pinguine sind Végel. Also kénnen Pinguine fliegen.
ist offenbar falsch. Man konnte sagen, dass der umgangssprachliche Satz logisch nicht belastbar
ist und fiir die Mathematik deshalb ungeeignet.

Horst Kéhler ist Bundesprisident bedeutet nicht HK = BP (wenn man das Gleichheits-
zeichen so gebraucht wie die Mathematik es erfordert), man kann ja nicht zum Beispiel in
allen Gesetzestexten BP durch HK ersetzen, ohne deren Sinn zu entstellen (,,die Bundesver-
sammlung wihlt HK“). In der Mathematik wird Gleichheit so ernst genommen, dass man in
Aussagen Ersetzungen vornehmen kann, ohne den Wahrheitsgehalt zu dndern. Aber selbst in
anscheinend mathematischen Kontexten ist Vorsicht geboten:

Philipp, mein fast vierjihriger Sohn, weifS, dass 14+1 = 2. Es gilt 1 = sin(w/2). Aber
Philipp weif$ nicht, dass 1+ sin(7/2) = 2.

Man muss also vorsichtig auswihlen, welche Aussagetypen man fiir das Ersetzungsprinzip
und damit fiir die Mathematik zulésst.

Wir werden im Laufe der Vorlesung viele neue Begriffe definieren, ohne zu sagen, was eine
Definition letztlich ist. Folgendes Beispiel zeigt, dass hier tatséichlich ein Problem besteht (die
Grelling-Nelson-Antinomie): Ein Adjektiv heifle autologisch, wenn es auf sich selbst zutrifft
(wie z. B. dreisilbig), und heterologisch, wenn nicht (z. B. einsilbig). Das Adjektiv heterologisch
kann dann weder auto- noch heterologisch sein. Das Problem ist hier, dass nicht schon alle
Adjektive gegeben sind und in zwei Klassen eingeteilt werden, sondern dass die Definition
auch auf sich selbst angewendet werden miisste.

Ein letztes Beispiel fiir die Verwirrung, die die Umgangssprache stiften kann, sind die
bestimmten Artikel. Einfach dadurch, dass einem Nomen ein bestimmter Artikel vorangestellt
wird, wird suggeriert, es gidbe ein solches Ding. Leider ist Papier geduldig und kann sich nicht
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gegen die grammatisch korrekten Ausdriicke die grofite Primzahl oder die Menge aller Mengen
wehren.

Wir werden Mathematik weitgehend umgangssprachlich formulieren. Was uns die ange-
deuteten Misssténde lehren kénnen, ist, dass wir vorsichtig und redlich mit mathematischen
Begriffen umgehen miissen.

1.3 Mathematische Sprache. Um die umgangssprachlichen Fallen zu umgehen, miissen
wir viele Begriffe (insbesondere alle, es gibt, gleich, impliziert) in einer sehr pedantischen
Weise benutzen, insbesondere so, dass die Bedeutung nicht vom Kontext abhingt (in der
Umgangssprache kann zum Beispiel oder sowohl ein- als auch ausschliefSlich gemeint sein, bei
uns jedoch stets einschliefllich). Gelegentlich benutzt man stenographische Zeichen:

3 anstatt es gibt (Existenzquantor)

V anstatt fir alle oder jedes (Allquantor)

= anstatt wenn..., dann... (Implikation)

& anstatt genau dann, wenn (Aquivalenz)

— anstatt gilt nicht (Negation), gelegentlich streicht man ein Symbol auch durch,
um die Negation zu bezeichnen (etwa x # y)

e Das Komma bedeutet oft und.

Der Gebrauch dieser Kurzschrift ist nicht das Wesentliche der Mathematik, schafft aber
wegen der Kiirze oft eine Ubersicht, die umgangssprachlich nicht so leicht zu erzielen ist.
Wir werden die Bedeutung der Zeichen nicht weiter erkldren, sondern benutzen sie so wie
im Alltag. Um sich die Bedeutung der logischen Zeichen zu verdeutlichen (und auch in der
mathematischen Praxis), ist es oft niitzlich, zu iiberlegen, was die Negation einer Aussage
bedeutet. Zum Beispiel ist Alle Gespenster konnen fliegen wahr, weil die Negation FEs gibt
ein Gespenst, das nicht fliegen kann falsch ist (da es iiberhaupt Gespenster nicht gibt). Die
Negation von A = B ist A und —B — in der Umgangssprache sagt man dann aber, wobei
der Unterschied zum wund nicht logischer sondern psychologischer Natur ist. Man beachte,
dass die Negation von =B = —A ebenfalls A und —B ist, weshalb A = B und =B = —-A
gleichwertige Aussagen sind, das heifit, die eine ist genau dann wahr, wenn es die andere ist.
In der Praxis nennt man dies Kontraposition.

1.4 Beweise. Mathematik hat nicht nur den Anspruch, lediglich wahre Aussagen zu produ-
zieren, sondern auch ein Kriterium dafiir, welche Aussagen wahr sind, ndmlich die bewiese-
nen, die man dann Sditze oder Theoreme oder gelegentlich auch Propositionen oder Lemmata
nennt. Ein Beweis ist die logische Deduktion der Konklusion aus der Hypothese unter Be-
nutzung von anerkannten Schlussregeln, Axiomen und schon bewiesenen Aussagen. Was das
genau bedeutet, werden wir im Laufe der Vorlesung sehen. Man sollte aber stets auch die
Funktion von Beweisen im Auge behalten: Es geht darum, ein Gegeniiber (also Zuhorer oder
Leser) von der Wahrheit einer Aussage auf redliche Weise zu diberzeugen (namlich durch Ar-
gumente, von denen man selbst iiberzeugt ist). Wie iiberzeugend ein Beweis ist, hingt dabei
natiirlich auch vom Gegeniiber ab. Hier ein erstes Beispiel:

1.5 Satz.
Fiir jeden Bruch q = n/m aus natiirlichen Zahlen n und m gilt ¢* # 2.
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BEWEIS. Durch Kiirzen des Bruchs kénnen wir erreichen, dass n und m nicht beide gerade
sind. Wir nehmen nun ¢? = 2 an (und wollen daraus einen Widerspruch herleiten). Dann ist
n? = 2m? gerade und daher auch n gerade, weil das Quadrat einer ungeraden Zahl ungerade
ist. Also ist n? durch 4 teilbar, so dass m? = n?/2 gerade ist. Also sind sowohl m als auch n
gerade. Dies widerspricht der Tatsache, dass n und m nicht beide gerade sind. O

1.6 Bemerkungen zu diesem Beweis

(a) Das Symbol O bedeutet, dass der Beweis zu Ende ist, oder genauer: Der Autor hilt nun
seine Argumente fiir hinreichend iiberzeugend. Das friiher iibliche ¢.e.d. wird nicht mehr
benutzt.

(b) Am Anfang des Beweises haben wir eine Reduktion vorgenommen, nimlich auf eine ein-
fachere, spéter niitzliche Situation. Dabei haben wir offenbar schon einiges iiber die Bruch-
rechnung benutzt — der Beweis ist also relativ zu diesen Kenntnissen: Nur ein Leser, der
kiirzen kann, wird iiberzeugt werden kénnen.

Solche Reduktionen kommen in Beweisen sehr oft vor, und es gibt verschiedene Sprech-
weisen wie FEs reicht, den Fall zu beweisen, dass..., Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
sei..., oder kiirzer 0.B.d.A. sei.... Der Imperativ sei in dieser Formulierung ist linguistisch
und logisch sehr fragwiirdig — es ist zum Beispiel gar nicht klar, an wen er sich richtet. Trotz-
dem beginnt der Beweis eines Satzes iiber alle natiirlichen Zahlen oft mit Sei n € N. Gemeint
ist damit so etwas wie Fiir jede natirliche Zahl gilt, sofern wir sie n nennen, dass....

(c) Das Verfahren im Beweis zu 1.5 nennt man einen Widerspruchsbeweis, das heifit, um die
Wahrheit einer Aussage zu begriinden, deduziert man aus der Negation einen Widerspruch.
Dies ist dasselbe wie die 1.3 angesprochene Kontraposition und oft einen Versuch wert, wenn
man keine Idee fiir einen direkten Beweis hat.

(d) Wir haben den Beweis umgangssprachlich formuliert und insbesondere auf Implikations-
pfeile = verzichtet. Falls man doch dieses logische Symbol benutzt, ist darauf zu achten,
dass in einem mathematischen Beweis mit A = B nicht blof} die sogenannte materiale Im-
plikation gemeint ist (A = B ist genau dann wahr, wenn B oder = A wahr ist), sondern dass
man gute Griinde dafiir hat, B aus A zu folgern.

Es wére an dieser Stelle noch so manches iiber mathematische Logik zu sagen, aber das
ist nicht unser eigentliches Thema, und es ist sehr wahrscheinlich, dass ein weiteres Eingehen
darauf fiir den angehenden Mathematiker etwa so hilfreich wére, wie eine Vorlesung {iber
Akustik fiir jemanden, der Geige spielen lernen will. Oder wie Wittgenstein schreibt: Die
Kinder miissten, um das Rechnen der Volksschule zu verstehen, bedeutende Philosophen sein,
in Ermangelung dessen brauchen sie Ubung.






KAPITEL 2

Mengen und Abbildungen

2.1 Mengen

(a) So wie in der Geometrie von Euklid die grundlegenden Begriffe Punkt und Gerade nicht
explizit definiert sondern nur implizit durch Regeln beschrieben werden, versuchen wir uns
auch nicht an einer Definition von Flementen und Mengen. Einen Ausdruck

zeM

lesen und interpretieren wir so, dass M eine Menge ist und x ein Element von M. Gelegentlich
sagt man auch, dass M das Element x enthélt, und schreibt M > x.

(b) Natiirlich haben wir eine Vorstellung davon, was eine Menge ist. Der Begriinder der
Mengenlehre, Georg Cantor, schreibt:
Unter einer ,Menge“ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (wel-
che die ,Elemente“ von M genannt werden) zu einem Ganzen.
Dies ist eine gute Beschreibung dessen, was man sich vorstellen sollte, taugt aber nur sehr
bedingt als Definition. Erstens kann man einwenden, dass blof} ein undefinierter Begriff
(Menge) durch einen anderen (Zusammenfassung) ersetzt wird. Gravierender ist aber, dass
nicht nidher bestimmt ist, was fiir Objekte zugelassen sind. Anscheinend alles, was man sich
so denken kann — und das ist zu viel, wie die folgende beriihmte Russelsche Antinomie zeigt:

(c) Sei M die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten. Dann gilt
M € M genau dann, wenn M ¢ M: Ist ndmlich M € M, so muss M die Bedingung fiir die
Zugehorigkeit zu M erfiillen, ndmlich sich nicht selbst als Element zu enthalten, also folgt
M ¢ M. Ist andererseits M ¢ M, so erfiillt M die Bedingung zur Zugehorigkeit, und es folgt
M e M.

(d) Ein Ausweg aus der Russelschen Antinomie besteht darin, sehr genau die Regeln zu
beschreiben, wie man mit x € M umgehen darf. DAS MACHEN WIR HIER NICHT, weil diese
azriomatische Mengenlehre fiirchterlich kompliziert ist und fiir Neumathematiker verwirrend
sein diirfte. Stattdessen vertrauen wir darauf, dass die Operationen, die wir gleich fiir Mengen
einfiihren, nicht zu Widerspriichen fiithren. Trotzdem wollen wir darauf hinweisen, dass eines
der Probleme bei der Russelschen Antinomie die Benutzung des bestimmten Artikels ist.
Liest man x € M als das Buch x wird im Katalog M aufgefiihrt, so stellt man wie eben
fest, dass man gar keinen Superkatalog erstellen kann, der genau die Kataloge auffiihrt, die
sich nicht selbst auffithren. Hier ist also nichts, was man mit der Katalog mit... bezeichnen
konnte — und nirgends ist ein Widerspruch.

(e) Fiir zwei Mengen M und N schreiben wir M C N und nennen M eine Teilmenge von
N, falls jedes Element von M auch Element von N ist, also x € M = x € N. Gelegentlich

5
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sagt man dann auch M ist in N enthalten oder N umfasst M oder N ist Obermenge von
M, und man schreibt dann auch N O M.

(f) Zwei Mengen M und N heiflen gleich und wir schreiben dann M = N, wenn sie dieselben
Elemente haben, also falls M C N und N C M.

(g) Wir haben nichts iiber die Art mathematischer Objekte als potentielle Elemente gesagt
und werden uns dariiber auch nicht auslassen. Auf jeden Fall soll aber aus x = y und x € M
stets y € M folgen, das heifit, es kommt nicht auf die Art der Beschreibung von x an. Dies
scheint offensichtlich zu sein, ist aber eines der Probleme der autologischen Adjektive aus 1.2.

2.2 Beschreibung von Mengen

(a) Eine sehr spezielle Menge ist die leere Menge (), die gar kein Element enthilt. Fiir die ist
also die Aussage x € () immer falsch.

(b) Eine oft benutzte Darstellung ist die aufzidhlende Beschreibung von Mengen. Dies ge-
schieht in der Form

{Liste der Elemente}

Zum Beispiel ist {1,2,3,4, 5} die Menge der fiinf ersten natiirlichen Zahlen. Hierbei kommt es
auf die Reihenfolge nicht an, und es ist auch nicht ausgeschlossen, dass ein Element mehrfach
aufgefiithrt wird.

(c) Oft wird statt der vollstdndigen Liste eine Hinweisdefinition mit Hilfe von ... gegeben,
wenn klar ist, wie die Piinktchen aufgefiillt werden miissen. Zum Beispiel schreibt man

{1,2,3,4,...,20}

fiir die Menge der ersten zwanzig natiirlichen Zahlen. Weil es zu jeder Zahlenfolge eine
Regel gibt, die genau diese Folge beschreibt, ist die Benutzung von ... gefdhrlich und sollte
weitestgehend vermieden werden.

(d) Oft wird aus einer gegebenen Menge M eine Teilmenge ausgesondert. Ist E eine Eigen-
schaft, die Elemente von M haben kénnen, so schreibt man fiir die Menge der Elemente von
M, die die Eigenschaft tatséchlich haben:

{z € M : z hat E}.

Unter Vorgriff auf die reellen Zahlen R wire etwa {z € R : x > 0} die Menge der positiven
reellen Zahlen.

(e) Manche Mengen werden mit einem exklusiven Symbol bezeichnet (wodurch sie natiirlich
noch nicht definiert sind, was wir spater nachholen werden):
e N Menge der natiirlichen Zahlen 1,2, 3, ...
Z: Menge der ganzen Zahlen ... —2,—1,0,1,2,...
Nop Menge der positiven ganzen Zahlen 0, 1,2, ...
Q Menge der rationalen Zahlen
R Menge der reellen Zahlen
C Menge der komplexeren Zahlen.

2.3 Operationen fiir Mengen Aus zwei oder mehreren Mengen kann man durch folgende
Konstruktionen neue gewinnen. Seien M und N Mengen.
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(a) Der Durchschnitt M NN ist die Menge aller Objekte, die sowohl Element von M als auch
von N sind, also M NN ={zx € M :x € N}. Falls M NN = (), heilen M und N disjunkt.

(b) Die Vereinigung M U N ist die Menge aller Objekte, die Element von M oder Element
von N sind (wobei, wie gesagt, das oder einschlielich gemeint ist).

(c) Offenbar ist M NN die groBte Menge, die sowohl in M als auch in N enthalten ist. Genauer
heifit das: Ist K eine Menge mit K C M und K C N, so gilt K C M N N. Analog ist M UN
die kleinste Menge, die sowohl M als auch N umfasst.

(d) Die Differenz M\ N = {x € M : x ¢ N} liest man M ohne N.Ist N C M, so nennt man
die Differenz auch das Komplement von N in M. Falls M durch den Kontext zweifelsfrei
bestimmt ist, schreibt man auch N¢ = M \ N. Dies ist aber gefihrlich, weil in der Notation
N°€ die Menge M nicht vorkommt, obwohl die Menge N¢ vom M abhéngt.

(e) Fiir zwei Objekte x und y definieren wir das (geordnete) Paar (z,y) mit den Komponenten
x und y durch die Forderung, dass zwei Paare genau dann gleich sind, wenn die jeweiligen
Komponenten gleich sind, also

(x,y) =(a,b) <= zr=aund y =0.%

Das (kartesische) Produkt M x N von M und N ist die Menge aller geordneten Paare
(x,y) mit X € M und y € N.

(f) Es gelten eine Reihe Regeln fiir diese Operationen, die alle sehr leicht zu beweisen sind:

(1) MNN=NNMund MUN = N UM (Kommutativitét)

(2) MN(NNP)=(MnNN)N P und gleiches fiir U (Assoziativitét)
B MN(NUP)=(MnNN)U(MNP)

(4 MU(NNP)=(MUN)N (MU P) (Distributivgesetze)

(5) M\ (N P) = (M\ N)U(M\P)

(6) M\ (N UP)=(M\N)Nn(M\ P) (Regeln von de Morgan)

(1) (M xN)N(AxB)=(MnNA)x (NNB)

Vorsicht ist allerdings bei der Vereinigung kartesischer Produkte geboten. Das kartesische
Produkt der Vereinigungen ist oft sehr viel grofler als die Vereinigung der kartesischen Pro-
dukte.

BEWEIS. Beweis des zweiten Distributivgesetzes:

Wir zeigen zuerst M U (NN P) C(MUN)N(MUP). Sei dazu x € M U (N N P).

1. Fall: x € M. Dann ist z € M UN und z € M U P, also auch x € (M UN)N (M U P).

2. Fall: z € NNP.Dannist z € MUN und x € MUP, also wieder z € (MUN)N(MUP).

Fiir die umgekehrte Inklusion sei z € (M UN) N (M U P).

1. Fall: x € M. Dann ist natiirlich z € M U (N N P).

2. Fall: ¢ M. Wegen x € M UN ist dann € N, und aus gleichem Grund ist z € P.
Also ist x € M U (N N P). O

*Eine Mbglichkeit diese implizite Definition zu vermeiden, ist eine explizite Definition (z,y) =
{{z},{z,y}}. Dieser Vorschlag stammt von Kuratowski, aber wir verzichten auf den Beweis, dass er das
Gewtinschte liefert.
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2.4 Mengensysteme

(a) Eine Menge 9, deren sémtliche Elemente selbst Mengen sind heifit ein Mengensystem.
Beispiele sind {0}, {0,{0}} oder (z,y) = {{z}, {x,y}} im Kuratowskis Definition des geord-
neten Paares. Man kann sogar Mathematik so machen, dass jedes mathematische Objekt
eine Menge ist — dann wéren Menge und System synonyme Begriffe.

(b) Ein wichtiges Beispiel ist die Potenzmenge &2 (M) einer Menge M, deren Elemente alle
Teilmengen von M sind. Zum Beispiel ist

2({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}
und 2 () = {0} — diese Menge ist also nicht leer.

(c) Ist 90 ein Mengensystem, so ist die Vereinigung | 9 die Menge aller Objekte, die Element
eines M € 9 sind, also

Uﬂﬁ:{x: es gibt M € M mit z € M}.
Ist 90 nicht leer, so ist der Durchschnitt

()2 = {x: fir alle M € M gilt = € M}.
(d) Ist M = {A, B}, so erhalten wir (J9M = AU B und M = AN B.

(e) Ist M von der Form {A; : i € I}, wobei I eine sogenannte Indexmenge ist und A; fir
jedes i € I eine Menge, so schreibt man

U{A,lGI}IUA, und ﬂ{AZZEI}:ﬂAZ
iel icl
Was genau es mit der Zuordnung i ~ A; auf sich hat, fiihren wir im Punkt 2.6 ein.
Wichtig ist, dass die Vereinigung nicht von der konkreten Beschreibung des Systems abhéingt,

insbesondere gilt
Uai=U4:= U 40
icl z€l Vel

2.5 Relationen Seien X,Y zwei Mengen.

(a) Jede Teilmenge R C X x Y heifit eine Relation von X nach Y. Falls (z,y) € R sagt man,
dass x in der Relation R zu y steht. Auch wenn X und Y durch die Menge R nicht eindeutig
festgelegt sind, betrachten wir sie als Daten, die zur Definition der Relation gehéren.

Fiir ein nichtmathematisches Beispiel denke man etwa an X = Y = Menge aller Men-
schen und R = {(z,y) € X x Y : z ist Kind von y}.

(b) Fiir jedes z € X ist dann der Schnitt in x
Rzl ={y €Y : (z,y) € R}

die Menge der in Relation zu « stehenden Elemente von Y, in obigem Beispiel also die Menge
der Eltern von .

Offenbar ist die Relation durch die Angabe aller Schnitte R[z] eindeutig bestimmt (weil
(x,y) € R < y € Rlz]).

(c) Relationen bringen eine gewisse Dynamik in die Mengenlehre, wenn man sich vorstellt,
dass die Relation jedem x den Schnitt R[z]| zuordnet.
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2.6 Abbildungen

(a) Eine Relation f von X nach Y heiit Abbildung oder Funktion von X nach Y, falls alle
Schnitte f[x] einelementig sind. Anders ausgedriickt: Fiir jedes z € X gibt es genau ein
y € Y, das in Relation f zu z steht.

Dieses eine Element von f[x] wird dann f von x genannt und sehr oft mit f(z) bezeichnet.
Man schreibt dann

f: X —>Y xzw f(x) oder auch nur f: X — Y.

(b) Die Schreibweise ist insbesondere dann sehr niitzlich, wenn f(z) durch eine Formel gege-
ben ist, zum Beispiel f : R — R,z +— (2 + 1)2. In der Schulmathematik werden die Begriffe
Formel und Funktion mehr oder weniger synonym benutzt, was in unserer Mathematik in
die Irre fithrt. Vielmehr stelle man sich unter einer Funktion so etwas wie eine Maschine
(oder ein Orakel) vor, die fiir jeden Input x € X einen Output f(z) € Y produziert. Wie
diese Transformation passiert, ist irrelevant.

(c¢) Eine Funktion ist nach unserer Definition eine Teilmenge von X x Y mit gewissen Eigen-
schaften. In der dlteren mathematischen Literatur hingegen wird oft die Zuordnungsvorschrift
x +— f(z) Funktion genannt. Die Menge

{(z,y) e X xY :y= f(x)}
heiffit dann Graph der Funktion. Bei uns ist also der Graph dasselbe wie die Funktion.

(d) Fiir eine Funktion f von X nach Y nennt man X auch Definitionsbereich oder Quelle von
f und Y Wertebereich oder Ziel von f. Ein Element x € X heifit dann auch ein Argument
fiir f und f(z) heifit Wert von x unter f.

(e) Auch wenn es aus der Definition folgt, lohnt es sich anzumerken, dass zwei Abbildungen
f von X nach Y und g von X — Y genau dann gleich sind (man schreibt dann f = ¢), wenn

X =X,Y =Y und f(z) = g(z) fiir alle z € X.

Insbesondere sind zwei Abbildungen mit verschiedenen Zielen verschieden.

(f) Zwei sehr einfache Beispiele: Fiir ein festes Element ¢ € Y heifit
f: X—=Yz—ec

(also f ={(z,y) € X xY :y =c}) die konstante Abbildung von X nach Y mit Wert c.
Die Abbildung idx : X — X,z +— x heifit Identitit auf X (hier ist also idy = {(x,y) €
X xX:z=y}).

(g) Die Bezeichnung f(z) fiir den Wert des Arguments z ist {iblich, solange man allgemeine
Theorie betreibt. In der Praxis wird der Wert unter konkreten Abbildungen aber oft auch
anders bezeichnet, zum Beispiel f, = f(x) und man nennt das Argument dann auch Index
und den Definitionsbereich die Indexmenge. Ist der Definitionsbereich ein Produkt A x B, so
schreibt man f(a,b) = f((a,b)) — man beachte, dass die Klammern hier zwei verschiedene
Bedeutungen haben: Das innere Klammerpaar bedeutet das geordnete Paar und das duflere,
dass x = (a,b) als Argument in f eingesetzt wird.

In dieser Situation schreibt man auch afb, was Ihnen womdglich komisch vorkommt,
Sie aber selbst schon oft getan haben: Das Bilden der Summe natiirlicher Zahlen ist eine
Abbildung + von N x N nach N, und jedes Kind schreibt n + m anstatt +((n,m)).
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(h) Wir haben Funktionen als spezielle Relationen definiert. Jetzt konnen wir auch jede Re-
lation R von X nach Y als eine Funktion von X nach Z(Y) auffassen, nédmlich f : X —
2(Y),x — R|x].

2.7 Operationen fiir Abbildungen.
(a) Seien f: X — Y und g : Y — Z zwei Abbildungen mit Y C Y. Dann heift die Abbildung
gof: X —=Z zg(f(z))

die Komposition von g und f. Gelegentlich nennt man dies g nach f oder auch g von f und
schreibt g(f) =go f.

von g enthalten ist!

AcHTUNG: Die Komposition g nach f ist nur dann definiert, wenn das Ziel von f in der Quelle

(b) Als Relation ist go f = {(z,2) € X x Z: es gibt y € Y mit (y,2) € g und (z,y) € f}, und
das kann man fiir beliebige Relationen so definieren.
(c) Fir A C X heiit iq x : A — X, a — a die Inklusion von A nach X. Dann nennt man
foiax:A—Y, a— f(a) auch Restriktion von f auf A und schreibt f|4 = foia x.
(d) Fiir zwei Funktionen f: X — Y und g : X — Z mit gleicher Quelle heifit
fxg: X =Y xZ x— (f(z)9(x))
kartesisches Produkt von f und g.

(e) Ist dann h : Y x Z — W eine weitere Abbildung, so haben wir die Komposition ho(f x g) :
X — W,z — h((f(z),g(x)). In dieser Situation schreibt man fast immer A(f, g) oder speziell
zum Beispiel fiir h = 4+ auch f + ¢g. Zur Verdeutlichung sagt man gelegentlich, dass h(f, g)
argumentweise erklért ist (ndmlich durch x — h(f(z), g(z)).

2.8 Bilder und Urbilder Im Folgenden sei R eine Relation von X nach Y.
(a) Fir A C X mit B CY heilen
R(A) ={y €Y : esgibt z € A mit (x,y) € R} das Bild von A unter R und

RY(B)={z € X : esgibt y € Bmit (z,y) € R} das Urbild von B unter R.

Ist f: X — Y eine Abbildung, so schreibt man oft {f(z) : z € A} statt f(A).

Ist als halb-mathematisches Beispiel X die Menge aller Menschen, Y die Menge aller
Biicher und (z,y) € R die Relation, dass = das Buch y gelesen hat, so sind R(A) die Menge
der Biicher, die mindestens eine Person 2 € A gelesen hat, und R~!(B) ist die Menge der
Personen, die mindestens eines der Biicher y € B gelesen haben.

(b) Durch R~! = {(y,7) € Y x X : (z,y) € R} ist die Umkehrrelation R definiert. Dann ist
das Bild von B C Y unter R~! gleich dem Urbild von B unter R, so dass nichts gegen die
Verwendung des selben Symbols spricht.

(c) ‘WARNUNG: Die Umkehrrelation einer Funktion ist sehr oft keine Funktion!

|

Die Umkehrrelation der konstanten Funktion f : X — Y,z + c ist nimlich f~! =
{(y,7) €Y x X : y = ¢} und dann ist f~1[c] = X und f~![y] = 0 fiir alle y # c. Falls also
nicht X und Y beide bloB einelementig sind, ist f~! keine Funktion.
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(d) Die Relation R von X nach Y heifit injektiv, falls fiir alle ,Z7 € X und y € Y mit
(x,y) € R und (Z,y) € R stets x = T gilt. Speziell fiir Funktionen bedeutet dies, dass
verschiedene Argumente stets verschiedene Werte haben.

Die Relation heifit surjektiv, falls jedes y € Y in einem Schnitt R[x] liegt, das heifit, dass
es x € X mit (x,y) € R gibt.
Die Umkehrrelation von R ist genau dann eine Funktion, wenn R injektiv und surjektiv
ist.

BEWEIS. Ist R~! = {(y,2) € Y x X : (x,9) € R} eine Funktion, so ist R™![y] = {z €
X : (z,y) € R} fiir jedes y € Y einelementig, so dass es genau ein z € X mit (z,y) € R gibt.
Also is R injektiv und surjektiv. Ist dies andererseits der Fall, so ist R~1[y] fiir jedes y € Y’
einelementig, also ist R~! eine Funktion. O

(e) Wir werden die Begriffe injektiv und surjektiv fast ausschlieBlich fiir Funktionen f: X —
Y benutzen. Die Funktion heiflt bijektiv oder eine Bijektion, falls sie injektiv und surjektiv
ist. Genau in diesem Fall ist also f~! eine Funktion, die dann Umkehrfunktion heifit und
jedem y € Y genau dasjenige Element x € X zuordnet, das f(z) = y erfiillt. Es gilt also

f@)=y=z=f""(y).
Die Umkehrfunktion ist wiederum bijektiv.

(f) Es ist zu beachten, dass Injektivitét und Surjektivitét nicht blofl von der Zuordnungsvor-
schrift « — f(z) abhéngen sondern erheblich auch Quelle und Ziel. Unter Vorgriff auf die
Mengen R und R der reellen beziehungsweise positiven reellen Zahlen verdeutlicht man sich
das leicht mit folgenden Abbildungen:

f: R—=R, z—a?
g: R—R,, x>
h: Ry - Ry, z— a2
i: Ry—R, z— 22
Dieselbe Formel x — 22 liefert hier alle méglichen Kombinationen.

(g) Sind f: X - Y undg:Y — ZmitY C Y beide injektiv, so ist auch go f injektiv. Sind
f und g beide surjektiv und Y =Y, so ist auch g o f surjektiv.

2.9 Natiirliche Zahlen. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist
N={1,2,3,...}.

Daran hat man sich von Kind an gewthnt, und die wenigsten Menschen werden ein Problem
mit den Piinktchen haben. Trotzdem einige Bemerkungen, wie man N genauer fassen kann
(ohne auf die Details einzugehen, die Konstruktion hier stammt von J. von Neumann).

(a) Man kann eine Zahl stets als Anzahl der Elemente einer Menge auffassen, und daher ist
die Definition 0 = () sinnvoll (eben weil () null Elemente hat). Als Eins definiert man nun eine
Menge mit genau einem Element, also zum Beispiel 1 = {0} = {0}, und als Zwei eine Menge
mit zwei Elementen 2 = {0,1} = {0, {0}} = 1 U {1}. So will man nun fortfahren, aber ein
schlichtes und so weiter ist unbefriedigend. In Analogie zu 2 = 1 U {1} betrachtet man fiir
eine beliebige Menge den Nachfolger AU {A}. Wir wiirden gerne eine Nachfolger- Abbildung
definieren — aber dazu fehlt uns noch ein Definitionsbereich! Das Unendlichkeitsaxiom der
Mengenlehre besagt, dass es einen geeigneten Definitionsbereich gibt, also
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Es gibt ein System S mit ) € S und AU {A} € S fiir alle A € S.

Dann ist ¢ : S — S, A — AU {A} tatsichlich eine Abbildung. Eine Teilmenge M von
S heiit induktiv, falls p(A) € M fiir alle A € M. Insbesondere ist S selbst induktiv und
daher ist M = {M C S : M induktiv und () € M} ein nicht-leeres Mengensystem. Dessen
Durchschnitt Ny ist die kleinste induktive Menge, die 0 = () enthélt. Man kann nun zeigen,
dass jedes Element von N = Ny \ {0} genau einen Vorgénger hat, und somit N genau der
kindlichen Vorstellung der natiirlichen Zahlen entspricht. Auflerdem kann man Addition und
Multiplikation in N so definieren, dass die Rechenregeln der Grundschule erfiillt sind, wobei
insbesondere n + 1 = ¢(n). Dann haben wir auch die Ordnung in Ny, also n < m, falls es
k € Ng gibt mit m =n + k.

(b) Folgendes Induktionsprinzip war der zentrale Punkt in der oben angedeuteten Definition
von Np:

Seien M C Ng und k € M, so dass fiir allen > k gilt: n€ M = n+1€ M. Dann ist n € M
fir alle n > k.

In konkreten Fillen muss man also zwei Dinge zeigen: Den Induktionsanfang k € M und
den Induktionsschritt n € M = n+1¢€ M.
(c) Hier ein Beispiel, dass C.F. GauB} schon als Schuljunge gekonnt hat:
n(n+1)
—

BEWwEIS. Wir betrachten die Menge M derjenigen n € N, fiir die die Formel wahr ist. *
Dann gilt 1 € M, weil auf der linken Seite nur der eine Summand 1 steht und auf der rechten
% = 1. Sei nun n € M, das heifit die Formel stimmt fiir n. Wir miissen die Formel fiir n + 1
zeigen. Die Summe der ersten n + 1 Zahlen ist aber n + 1 plus die Summe der ersten n, also
gleich

1+2+3+---4n=

n(n+1)
2

2+n) _ (m+1)(n+1+1)

=+ D(1+3) =+ 1) (= :

n+1+ 5

O

(d) Wir haben in (c) bereits die Multiplikation in Ny und sogar eine Division benutzt, und wir
gehen in der Tat davon aus, dass die Bruchrechnung bekannt ist (unten werden wir zwar eine
Definition in Q angeben, die aber nicht die Routine ersetzt, die man bei der Bruchrechnung
haben sollte).

(e) Das Induktionsprinzip impliziert, dass Ng wohlgeordnet ist:

’J ede nicht-leere Teilmenge A von Ny hat ein kleinstes Element.

Dieses kleinste Element heifit Minimum von A und wird mit min A bezeichnet. Den
Beweis lassen wir als Ubungsaufgabe (hat A kein kleinstes Element, so zeige man, dass
M =Ny \ A induktiv ist).

2.10 Endliche Mengen. Auch wenn in der in 2.9 (a) angedeuteten Konstruktion die natiirli-
chen Zahlen Mengen sind, wollen wir im Folgenden auch die Vorstellung zulassen, dass
1,2,3,... andersartige Objekte sind, und deshalb betrachten wir als typische n-elementige

*Wem diese Definition von M zu vage ist, der definiere zwei Funktionen ¢,r : N — N durch die linke
beziehungsweise rechte Seite der behaupteten Gleichheit und setze M = {n € N: £(n) = r(n)}.
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Menge nicht n selbst sondern {1,...,n} (obwohl das wegen der ... einen Riickschritt an
Prézision bedeutet). Fiir n =0 ist {1,...,0} = 0.

(a) Eine Menge M heifit endlich, wenn es n € Ny und eine injektive Abbildung f : M —
{1,...,n} gibt. Dann heift

|M| = min{n € Ny : es gibt Injektion M — {1,...,n}}
die Anzahl der Elemente von M oder Kardinalitiat von M.

(b) Wir haben hier tatséchlich Endlichkeit und Kardinalitéit definiert ohne einen naiven Be-
griff davon zu benutzen. Ist M nicht endlich, so schreiben wir |[M| = oco. Die folgenden
Aussagen sind sehr plausibel. Wir iiberlassen die (gar nicht so einfachen) Beweise dem in-
teressierten Leser als Ubung.

(Die Beweise diirfen natiirlich nur die Definition der Kardinalitdt und keinen intuitiven
Begriff der Anzahl benutzen. Ein typisches Problem ist dann |{1,...,n}| = n zu zeigen, das
heifit insbesondere, dass es keine Injektion von {1,...,n} nach {1,...,n — 1} geben kann.)

(c) Seien A, B Mengen und m € Nj.

(1) |A| = m < Es gibt eine Bijektion A — {1,...,m}
(2) Falls es eine Bijektion A — B gibt, so gilt |A| = |B|, und falls eine der Mengen endlich

ist, gilt auch die umgekehrte Implikation.
(3) Falls AN B =0, so ist |AU B| = |A| + |B].

2.11 Kombinatorik. Kombinatorik ist die Lehre vom geschickten Zahlen. Wir beschrianken
uns hier auf einige sehr einfache Probleme. Im folgenden seien stets M und N zwei endliche
Mengen mit |M| = m und |N| = n.

(a) | IM x N| = [M]|N].

BeEwers. Ist f: N — {1,...,n} eine Bijektion, so ist M x N — M x{1,...,n}, (z,y) —
(x, f(y)) eine Bijektion, so dass es reicht, den Fall N = {1,... ,n} zu zeigen, was wir durch
Induktion tun. Fiir n = 0 ist M x ) = () und hat daher Kardinalitit 0 = m0. Fiir den
Induktionsschritt schreiben wir

MxN=AUBmit A=M x{1,...,n—1} und B= M x {n}.

Dann ist die Vereinigung disjunkt und mit der Induktionsvoraussetzung, 2.10(c3) und |B| =
| M| erhalten wir

|M x N|=|A|+|B|=m(n—1)+m=mn. O

(b) ||[{f : M — N Abbildung}| = |N|M!I, wobei n® = 1 fiir alle n € Ny.

Fiir diese Menge aller Abbildungen von M nach N schreibt man N, so dass |[NM| =
|N|IMI,

BewEIs. Fiir M = () gibt es genau eine Abbildung M — N (jede Relation von () nach
N ist @ C () x N, und diese leere Relation ist eine Abbildung). Ist M # (), so wiihlen wir ein
Element z € M und betrachten die Abbildung

F:NM — NME SN, f o (flangeys f(2))
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Dann ist F' eine Bijektion und wir erhalten mit (b) und Induktion

INM| = INMMEH | N| = 7 ln = 0™, O

(¢) | Fiir jede endliche Menge M gilt |22(M)| = 2IM,

, . . 1, fallsz € A . .
Bewers. Fir A C M heifit I4 : M — {0,1}, 2 — { 0, falls = ¢ A Indikatorfunktion
von A. Damit ist F': (M) — {0,1}M, A s I, eine Bijektion, und mit (b) folgt |2 (M)| =
{0, 11| = 21 .

(d) Fiir n € Ny definieren wir die Fakultit 0! = 1und n! =1-2-...-n,so dass n! = (n—1)!n.
Fiir n € Ng und k& € N heifit (Z) = W Binomialkoeffizient n iiber k, im Zahler
des Bruchs stehen also k Faktoren. Auflerdem setzen wir noch (8) =1 fiir n € Ny.

Durch Erweitern des zweiten Ausdrucks mit & und Ausklammern erhilt man sofort

n n n+1 .
<k> + <k - 1> = ( P ) (PascavLsches Dreieck).

(e) |Fir Z(N) = {A € P(N): |A| = k} gilt | Z:(N)] = (3).

BEWEIS. Fiir n = 0 und & € N ist 22 (0) = 0, und auBerdem ist Zy(0) = {0}. Also
stimmt die Aussage fiir n = 0. Fiir N # () sei z € N. Dann ist

P(N) = Zy(N\ {2}) U{A € Zy(N): z € A}

eine disjunkte Vereinigung, und weil A — A\ {z} eine Bijektion zwischen der zweiten Menge
und Zj_1(N \ {z}) ist, folgt induktiv

20 = |2\ D+ 2 = (M) (2] = () o

2.12 Satz.
Seien M und N zwei nicht-leere Mengen. Es gibt genau dann eine injektive Abbildung f :
M — N, wenn es eine surjektive Abbildung g : N — M gibt.

BEWEIS. Seien f: M — N injektiv und a € M. Dann ist

z, falls f(z) =y
a, falls y ¢ f(M)

eine surjektive Abbildung (weil x = g(f(x)) fiir jedes x € M).

Sei andererseits g : N — M eine Surjektion. Fiir jedes y € M gibt es also ein x € N mit
g(x) = y, und wir nennen nun eines dieser Elemente f(y). Dann ist f : M — N,y — f(y)
eine injektive Abbildung, weil fiir y # g stets g(f(y)) = y und g(f(9)) = g gilt, so dass f(y)
und f(g) verschieden sind. O

g:N—>M,y»—>{

Im zweiten Teil des Beweises haben wir geschummelt, weil wir nicht sagen kdénnen, welches
der x € N mit g(z) = y wir als Funktionswert f(y) wéhlen. In einer axiomatischen Mengenleh-
re formuliert man das benutzte Argument (oder eine dquivalente Aussage) als Auswahlaziom.
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Ist allerdings N = Ny, so kann man konstruktiv einen Funktionswert f(y) angeben, ndmlich
f(y) = min{zx € Ny : g(z) = y}. Dann braucht man also kein zusétzliches Axiom.

2.13 Abzihlbarkeit

(a) Eine Menge M heifit abzdhlbar, wenn es eine Injektion f : M — N gibt. Andernfalls
heifit sie uberabzihlbar. Wegen 2.11 ist eine nicht-leere Menge M genau dann abzihlbar,
wenn es eine Surjektion N — M gibt. Auflerdem erhélt man aus der Tatsache, dass Kom-
positionen injektiver (bzw. surjektiver) Abbildungen injektiv (bzw. surjektiv) sind, folgende
Stabilitdtseigenschaften:

(b) Seien M eine abzihlbare Menge, f : N — M injektiv und g : M — K surjektiv. Dann
sind N und K ebenfalls abzéhlbar.

(c) ‘N x N ist abzahlbar.

BEWEIS. Stellt man sich N x N als Matrix vor, so sind sowohl Zeilen als auch Spalten
unendlich lang, und man kann nicht einfach eine Zeile nach der anderen durchzihlen. Der
Trick ist, die Diagonalen D,, = {(j,k) € NxN: j+k = n+ 1} durchzuzihlen. Offensichtlich

ist |Dy,| = n und die D,, sind paarweise disjunkt mit (J D,, = N x N. Die ersten n Mengen
neN

Dy, ..., D, haben zusammen N(n) = w Elemente, und man benutzt dann die Zahlen

N(n)+1,...,N(n) +n+ 1, um D, zu numerieren. Schreibt man D, = {n1,...,Znn},

so ist also
f:N— U Dy k— xpp1 fiir k= N(n)+fmit £ € {1,...,n+1}
neN
eine surjektive Abbildung N — N x N. 0

(d) ‘Abzéthlbare Vereinigungen abzahlbarer Mengen sind abzéhlbar.

Genauer heifit das: Ist 991 ein abzéhlbares Mengensystem, so dass jedes M € 91 eine
abzdhlbare Menge ist, so ist |9t abzéihlbar.

BewELs. Wir kénnen 9 # () und () ¢ 91 annehmen. Wegen Satz 2.11 gibt es F' : N — 9
surjektiv. Weil jede Menge F'(n) € 9t abzihlbar ist, gibt es surjektive Abbildungen g, : N —
F(n). Dann ist G : N x N — [, (n,m) — g,(m) eine surjektive Abbildung, und weil
N x N abzéhlbar ist, ist auch [J9t abzéihlbar. O

(e) ‘Produkte M x N abzidhlbarer Mengen M und N sind abz#hlbar

BEwEIS. Fiir Surjektionen f : N — M und g : N — Nist h : Nx N —- M x N,
(n,m) — (f(n), g(m)) surjektiv. O

(f) Folgende Mengen sind abzihlbar: Z, Q, Q x Q.

(g) | Z(N) und {0, 1}" sind nicht abzihlbar.

BEWEIS. Wir zeigen mit Hilfe der der Russelschen Antinomie zugrunde liegenden Idee fiir
jede Menge M und jede Abbildung f : M — (M), dass f nicht surjektiv ist. Andernfalls
wére die Menge R = {x € M : x ¢ f(x)} gleich einen f(y) mit y € M. Fiir dieses y wire
dann wegen R = f(y)

yeERey¢ fly oyé¢ R
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Die zweite Aussage folgt aus der ersten, weil Z(N) — {0,1} A s I, eine bijektive
Abbildung ist. O

(h) All die Kunststiicke dieser Nummer stammen von Georg Cantor, der auch gezeigt hat,
dass es eine bijektive Abbildung zwischen &7(N) und der Menge R der reellen Zahlen gibt
(was nicht besonders schwer ist, sobald man die reellen Zahlen eingefiihrt hat).

Also ist R iiberabzéhlbar und daher ,,viel grofler” als Q. Ein Problem konnte er allerdings
nicht 16sen, und das hat ihm mental sehr zugesetzt (um es dramatischer zu formulieren — in
den Wahnsinn getrieben): Gibt es zu jeder iiberabzéhlbaren Teilmenge M C R eine Bijektion
M — R?

Erst lange nach Cantors Tod, hat Paul Cohen 1963 gezeigt, dass diese sogenannte Kon-
tinuumshypothese aufgrund der Axiome der Mengenlehre unentscheidbar ist.

2.14 Aquivalenzrelationen

(a) Eine Relation R von X nach X (dann sagt man auch Relation in X) heifit eine Aquiva-
lenzrelation in X, falls fiir alle x,y, z € R folgende drei Bedingungen gelten:

(Al) (x,x) € R (Reflexivitét)
(A2) (z,y) €eR=(y,z) €R (Symmetrie)
(A3) (z,y) € Rund (y,2) € R= (z,z) € R (Transitivitét).

In diesem Fall schreibt man z ~g y oder blofl x ~ y anstatt (z,y) € R. Die Schnitte
Rlz] ={y € X : (z,y) € R} heiBlen dann Aquivalenzklassen beziiglich R und man schreibt

[z] = [z]r = [z]~ = /R = x/~ anstatt R]x].

WARNUNG: Es gibt in der Regel viele verschiedene Elemente, die dieselbe Aquivalenzklasse
erzeugen.

(b) Genauer gilt ndmlich [z]. N[y]~ 0 & z ~y & [z] = [y]~.

BeweIs. Ist ndmlich z € [z]. N[y]~, so gelten wegen der Symmetrie x ~ z und z ~ y, so
dass x ~ y wegen der Transitivitit. Die zweite Aussage impliziert die dritte ebenfalls wegen
der Transitivitit, und die erste folgt aus der dritten, weil wegen = ~ z die Aquivalenzklasse
[x]~ nicht leer ist. O

Will man Aussagen iiber eine Aquivalenzklasse K treffen, so kann man K = [z]. be-
nutzen, aber die Aussage darf dann nicht von dem speziellen = (einem Reprisentanten der
Klasse) abhingen. Zur Verdeutlichung ein wichtiges Beispiel:

(c) Wir betrachten X = ZxZ*, wobei Z* = Z\{0} und R = {((n,m), (p,q)) : nq = pm}. Zwei
dquivalente Paare ganzer Zahlen nennt man auch werhdltnisgleich, und in dieser Situation
schreibt man ;> oder n/m anstatt [(n,m)]r und nennt diese Aquivalenzklasse einer rationale
Zahl. Zwei solche Zahlen n/m und p/q sind also genau dann gleich, wenn ng = pm. Der
Ausdruck x ist eine rationale Zahl mit ungeradem Nenner ist keine sinnvolle Aussage: Es
gilt % = % aber einmal ist der Nenner ungerade und das andere mal gerade. Aus gleichem
Grund liefert die Formel n/m ®p/q = %ﬁ; KEINE Abbildung von Q x Q nach Q (geschweige
denn so etwas wie die Addition rationaler Zahlen).
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Was wir hier gemacht haben, ist eines der wichtigsten und genialsten Prinzipien der
Mathematik: Man fasst die Aquivalenzklassen als eigenstédndige Objekte auf und vergisst
spéter, dass es sich um Klassen handelt:

(d) Fiir eine Aquivalenzrelation R in X nennt man das System der Aquivalenzklassen den
Quotientenraum modulo R und schreibt

X/R=X/~={K C X : esgibt z € X mit K = [z]g}.

Der Quotientenraum X /R ist eine Zerlegung von X, das heifit fiir jedes = € X gibt es genau
ein K € X/R mit x € K. Andererseits liefert jede Zerlegung 9t von X eine Aquivalenzrela-
tion Rop = {(z,y) € X x X : es gibt M € M mit {x,y} C M}, so dass M = X/Rop.

(e) Fiir eine surjektive Abbildung f: X — Z ist durch Fy = {(z,y) € X x X : f(z) = f(y)}

eine Aquivalenzrelation definiert, so dass der Quotientenraum
X/Ry = {f 7] : 2 € 2)

gerade die Menge der Fasern f~1[z] = {x € X : f(x) = 2} ist. Fiir die Quotientenabbildung
qr : X — X/R, x — [z]g erhilt man, dass jede Aquivalenzrelation von dieser Form ist.
Man kann f als Zuordnung einer Eigenschaft interpretieren, so dass die Aquivalenz gerade
bedeutet, die selbe Eigenschaft zu haben.

(f) Seien f : X — Y eine Abbildung und F eine Aquivalenzrelation in X. Héufig will man
eine Abbildung
X/R =Y, [t]g — f(z)
als die Relation S = {(K,y) € X/R x Y: es gibt x € K mit f(z) = y} definieren. Diese
Relation ist aber oft keine Abbildung, so dass die fiir Abbildungen reservierte Symbolik
[x]~ — f(z) nicht zuldssig ist. Zum Beispiel ist

Q—2Z,n/m—n+m

keine Abbildung, weil (1/2,3) € S und wegen 1/2 = 2/4 auch (1/2,6) € S gilt. Ist §
tatséchlich eine Abbildung, so sagt man, dass durch X/R — Y, [z]r — f(z) eine Abbildung
wohldefiniert ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir alle x ~ y stets f(z) = f(y) gilt,
das heifit f ist auf den Aquivalenzklassen konstant.

(g) Seien wieder X = Z x Z*, R die Aquivalenzrelation aus (c) und Q = X/R. Dann sind
ng+m
8:QxQ—Q ((nm), (p.g) » L
n
©:Qx Q= Q ((n,m), (p,q)) = —=

wohldefinierte Abbildung.

(Hier wird das Prinzip aus (f) fiir die Relation R x R in X x X benutzt.) Hat man
erst einmal diese Addition und Multiplikation rationaler Zahlen wohldefiniert, so sind die
Rechenregeln wie zum Beispiel das Distributivgesetzt - © (% <) g) =0 % © 7 © % leicht
nachzurechnen, indem man die Rechenregeln in Z auf Reprisentanten anwendet (man muss
hier bloB die Aquivalenz von (n(ps + gr), mgs) und (npms + nrmq, mgms) zeigen).

Wir identifizieren von nun an jede ganze Zahl z € Z mit der rationalen Zahl z/1, so dass
also wie gewohnt Z C Q gilt. Aulerdem schreiben wir x +y und x -y anstatt x @y und x ®©y.

nd






KAPITEL 3

Reelle und komplexe Zahlen

Wir haben in Satz 1.5 gezeigt, dass es keine rationale Zahl mit ¢ = n/m mit ¢> = 2
gibt. Anders ausgedriickt: Die Gleichung 2% = 2 hat in Q keine Losung. Weil viele Probleme
auf das Losen von Gleichungen hinauslaufen, wollen wir Q so vergréfiern, dass man einerseits
weiterhin so rechnen kann, wie in der Schule gelernt, und andererseits mehr Gleichungen
16sen kann. Damit klar ist, was genau wir eigentlich suchen, ist es niitzlich, die Rechenregeln
in Q prézise zu formulieren. Um die Definition kurz zu halten, erinnern wir an den Begriff
der abelschen Gruppe aus der linearen Algebra: Dies ist eine Menge M zusammen mit einer
Abbildung M x M — M, (z,y) — <y, so dass <Oy = y<Or (Kommutativitdt) und
(xCy) Oz =20 (y< z) (Assoziativitit), und es ein neutrales Element e gibt mit e Gz = z,
fiir das die Gleichung x < a = e fiir jedes a € M (eindeutig) losbar ist. In dieser Situation sagt
man: (M, &) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e. Zwei interessante Beispiele
sind (Q,+) und (Q\ {0}, -) mit den neutralen Elementen 0 beziechungsweise 1. Wie am Ende
des 2. Kapitels gesehen, vertragen sich die beiden Operationen.

3.1 Korper

(a) Eine Menge K zusammen mit zwei Abbildungen + und - von K x K — K und zwei
verschiedenen Elementen 0 und 1 heifit ein Kérper, falls (K,+) und (K \ {0},) abelsche
Gruppen mit neutralen Elementen 0 beziehungsweise 1 sind und fiir alle x,y,z € K das
Distributivgesetz x - (y +2) = (z - y) + (z - 2) gilt.

(b) Der wichtigste Kérper im Moment ist natiirlich Q mit der Addition und Multiplikation
aus 2.13 (g).

(¢) Auch wenn man die Addition und Multiplikation so gut wie immer (meistens stillschwei-
gend) mit 4+ und - bezeichnet, kénnen sie in verschiedenen Kérpern ziemlich unterschiedlich
aussehen. Hier ein exotisches Beispiel: K = {0,1} versehen mit den Operationen

01 +10 1
0/0 O und 00 1 istein Korper,in dem 1+ 1 =0 gilt!
110 1 111 0

Das Beispiel verliert seinen Schrecken, wenn man 0 = gerade und 1 = ungerade liest — die
Summe ungerader Zahlen ist nun einmal gerade. Dieser Korper K ist fiir unsere Vorlesung
nicht so besonders wichtig. Er zeigt aber zum Beispiel, dass man fiir den Beweis von 141 £ 0
in Q (was natiirlich wahr ist) weitere Eigenschaften braucht als die in der Definition von
Korpern formulierten (ndmlich zum Beispiel die Ordnung der rationalen Zahlen).

(d) Wir vereinbaren wie in der Schule Punkt- vor Strichrechnung, so dass man im Distributiv-
gesetz zwei Klammerpaare einsparen kann. Wegen der Assoziativgesetze brauchen wir auch
in(x+y)+z=z+y+z) und z-(y-2) = (x-y) -z keine Klammern, und wir lassen meistens
den Multiplikationspunkt weg. AuBlerdem schreiben wir 1/x oder = fiir das multiplikati-
ve Inverse von z, —z fiir das additive Inverse sowie z/y = z(y™!) und x —y = x + (—v).

19
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Schliellich schreiben wir 2 = 1 und 2" = z - - - z fiir die n-te Potenz (also dem Produkt mit
n Faktoren, die alle gleich x sind).

3.2 Satz.
Seien K ein Korper und x,y,z € K.

(o) x+y=z+2z=>y=z2,

(b) 0z =0,

(c) vy =2z =2 =0 odery = z,

(d) (—2)y = —(2y) und (—z)(=2) = zz.

BEWEIS.
(a) folgt durch Addition des additiven Inversen von x auf beiden Seiten.

(b) Wegen des Distributivgesetzes ist 0z + 0z = (04 0)z = 0z = 0x 40 und mit (a) fir z =0
folgt Ox = 0.
(c) ist & # 0, so kann man beide Seiten mit z—! multiplizieren.
(d) Esist (—z)y + 2y = (—z + x)y = 0y = 0, so dass (—z)y das additive Inverse von zy ist.
Der zweite Teil folgt aus (—z)(—y) = —(z(—2)) = —((—2)z) = —(—(22)) = z=.
(|

3.3 Endliche Summen

(a) In einer abelschen Gruppe (K, +) kommt es auf die Summationsreihenfolge nicht an. Um
also die Summe endlich vieler Elemente z; mit £ € M (das heifit genauer: z : M — K
ist eine Abbildung mit xx = z(k) und einer endlichen Menge M) zu definieren, wihlt man
irgendeine Bijektion (Reihenfolge) ¢ : {1,...,m} — M und setzt

Z Tk = Tp(1) +...+ To(m)-
keM
Meistens ist M = {a,a+ 1,...,b} mit a,b € N, und dann schreibt man
b b
S =Y m=Y
keM n=a O=a

m
(b) Streng genommen handelt es sich bei der Summe ) z,(,) um eine rekursive Definition:

n=1
Fiir M = () definiert man Y  x = 0 (das neutrale Element der Gruppe) und fiir m € N

z€l
m m—1
definiert man ) @,(m) = Tp(1)+ 2. Ty(n)- Der Vorteil dabei ist, dass man keine Piinktchen
n=1 n=1

braucht.

(¢) Aus den Assoziativ- und Kommutativgesetzen erhélt man

S lartue) = (> zk)+ (D m),

keM keM keM
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und ist K ein Korper, so liefert das Distributivgesetz
Z alp = a Z T.
keM keM

(d) Manche Summen kann man ausrechnen, indem man geschickt die Summationsreihenfolge
dndert. Zum Beispiel gilt

m m
=142+ 4m=mtm-1+...+1=> m-n+1
n=1 n=1

und mit (c) folgt

m m m m
22n=2n+2(m—n+ Zm+1 m(m+ 1),
n=1 n=1 n=1 n=1

weil die Summanden nicht vom Summationsindex abhéngen.

(e) Ein weiterer Trick ist, die Summanden als x,, = ¥, — Yn+1 zu schreiben. Dann ist

an—z Y1) =YL Yt 2 — Y3 Ya et Yo — Yol = Y1~ Y

n=1

Man nennt _ vy, — yn4+1 eine Teleskopsumme.
n=1

(f) Ein konkretes Beispiel:

m m
Z 1 Z 1 1 1
Znn+1l) —=\n n+l m+1 m+1

(g) Endliche Produkte [] xj definiert man analog zu Summen (wobei [[ zp =1).
keM ke

3.4 Satz (Geometrische Summe).
Seien K ein Korper, g € K und n € Ng. Dann gilt

n
1-q)) ¢"=1-¢""
k=0

BEwEIs. Mit dem Distributivgesetz erhalten wir eine Teleskopsumme:

1_‘12‘1 qu_qk+1:1_qn+1' =

k=0

Ist ¢ # 1 so kann man in der geometrischen Summenformel durch 1 — ¢ teilen und erhélt

zq

1-q

n
Fiir ¢ = 1 hingegen ist Y. ¢* =n + 1.
k=0
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3.5 Satz (Der Binomialsatz).
Seien K ein Korper, a,b € K und n € Ng. Dann gilt

(a+b)" = Zn: <Z> akorF.

k=0

In den fiir uns wichtigen Fillen ist K der Korper der (noch zu definierenden) reellen oder
komplexen Zahlen, und dann ist (Z) a*b"* das gewohnliche Produkt. In exotischen Kérpern
wie K = {0,1} ist allerdings mx als Summe z + - - - + £ mit m Summanden zu interpretieren
(und dies ist in K = {0,1} entweder = z, falls m ungerade, oder = 0, falls m gerade).

BEWEIS. Die Binomialkoeffizienten (Z) haben wir in 2.11(f) eingefiithrt und gezeigt, dass
(Z’) die Kardinalitéit des Systems der k-elementigen Teilmengen von N = {1,...,n} ist. Fiir
beliebige ag, by, entsteht beim Ausmultiplizieren von (ay + b1) - - - (a,, + b,) eine Summe iiber

alle Produkte [] a; [[ b; mit £ C N (was man zur Not durch Induktion zeigt), also gilt
JjEE  jeEc

[T +0)=>" [T I 0
k=1

ECN jeE  jekc

In unserem Fall sind a; = a und b; = b, und fiir |[E| = k ist der entsprechende Summand
a®b"=* der nur von k aber nicht von dem speziellen E mit |E| = k abhingt. Damit erhalten
wir also

(a+b)" = zn: Y drh = kznjo P (N)|akonF = Zn: <Z> akonF. O

k=0 |E|=k k=0

Als Ubungsaufgabe empfehlen wir, den Binomialsatz induktiv zu beweisen. Der Fall n = 2

enthélt wegen (g) = (g) =1 und (f) = 2 die binomischen Formeln der Schulmathematik

(a+0)*> = a® + 2ab + b* und (a — b)? = a® — 2ab + b*.

Auch die dritte binomische Formel a? — b? = (a + b)(a — b) hat eine Verallgemeinerung:
n
an+1 o bn+1 — (a _ b) Zakbn_k.
k=0

Dies beweist man so, wie die geometrische Summenformel, oder man wendet sie auf ¢ = a/b
an und multiplizert mit o1,

Wir verfolgen nun wieder das Ziel, Q so zu vergroBern, dass die Gleichung z? = 2 lésbar
wird. Dazu betrachten wir die Ordnung in Q und untersuchen die Menge A = {a € Q :
a®? < 2}. Diese Menge hat kein grofites Element (was aber nicht ungewohnlich ist: {z €
Q : x < 0} hat auch kein grofites). Schlimmer aber ist, dass die Menge S = {s € Q :
fiir alle a € A ist a < s} kein kleinstes Element hat. Wir werden némlich spéter sehen, dass
so ein kleinstes Element von S die Gleichung x? = 2 16sen wiirde: Die Vergréfierung von Q

wird darin bestehen, solche Elemente zu ,erfinden“ und zu Q hinzuzufiigen.
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3.6 Ordnung

(a) Eine Relation R in einer Menge X heifit Ordnung (oder genauer: Totalordnung), falls fiir
alle z,y, z € X die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(01) (z,y) € Rund (y,2) € R = (z,2z) € R (Transitivitét)
(02) (x,y) € Roder (y,z) € R (Vergleichbarkeit)
(03) (z,y) € Rund (y,z) e R = zx=y (Antisymmetrie)

In diesem Fall schreibt man sehr oft z < y oder y > z anstatt (z,y) € R sowie x < y
oder y > z, falls x < y und = # y. Die Aussage x < y liest man als z ist kleiner gleich y.
Falls x < y und y < z, schreibt man x < y < z, die Transitivitat impliziert dann z < z.

Eine Relation, die bloff (O1) und (03) sowie = < x erfiillt, heifit Halbordnung.

(b) Zwei Beispiele sind Z mit n < m, falls es k € Ny mit m = n + k gibt, und Q mit
n/m < p/q, falls es k € Ny und ¢ € N gibt mit n/m + k/¢ = p/q. (Falls m und ¢ in N sind,
ist dies dquivalent zu gn < mp — allerdings ist zu beachten, dass man jeden Bruch sowohl

mit positivem als auch mit negativem Nenner schreiben kann.)
Die Relation A C B in Z(M) ist eine Halbordnung aber keine Ordnung.

(c) Fir a,b € X heilen Mengen der Form

la,b] = {re€X:a<z<b},
[a,b] = {reX:a<z<b},
la,b) = {re€ X :a<z<b}und
[a,b) = {reX:a<z<b}

Intervalle. Oft findet man auch die Bezeichnung (a,b) statt ]a,b[. Wir bevorzugen letztere,
um Verwechslungen mit geordneten Paaren auszuschlieflen.

(d) Sind (X, <) mit (Y, <) zwei geordnete Mengen, so heifit eine Abbildung: f : X — Y
(streng) monoton wachsend, falls ¢ < y = f(x) < f(y) (beziehungsweise f(z) < f(y)) fiir alle
z,y € X gilt. Falls z < y immer f(x)> f(y) (beziechungsweise f(x) > f(y)) impliziert, heif}t
f (streng) monoton fallend. Monoton wachsende oder fallende Funktionen nennt man auch
1soton beziehungsweise antiton.

(e) Eine Teilmenge A der geordneten Menge (X, <) heift nach oben beschrdnkt, falls es ein
m € X gibt mit a < m fiir alle a € A. Jedes solche m € X heifit dann eine Majorante von
A (beziiglich <). Ein Element s € X heifit Supremum von A, falls s die kleinste Majorante
von A ist, das heif}t s ist eine Majorante von A und fiir jede Majorante m von A gilt s < m.

(f) | s € X ist genau dann ein Supremum von A, wenn
(1) a < s fiir alle a € A und (2) fiir alle x < s gibt es a € A mit = < a.
Jede Menge hat hochstens ein Supremum.

BEwEISs. Die Bedingung (1) besagt gerade, dass s eine Majorante ist, und die Bedingung
(2), dass jedes echt kleinere Element keine Majorante ist. Sind s und ¢ zwei Suprema, so gilt
s < t, weil s kleiner als die Majorante t ist, und aus gleichem Grund ist < s. Wegen der
Antisymmetrie ist also s = t. U

(g) Wegen der Eindeutigkeit, konnen wir fiir jede Menge A, die ein Supremum besitzt, diesem
Supremum einen Namen geben, und es mit sup A bezeichnen. Wann immer man dieses
Symbol benutzt, muss man also zeigen, dass das Supremum tatséchlich existiert.
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(h) Ist a € A eine Majorante von A, so gilt a = sup A. In diesem Fall nennt man a das
Mazximum von A und schreibt

sup A = max A.

Weil je zwei Element vergleichbar sind, hat jede zweielementige Menge ein Maximum (und
also auch ein Supremum), und mit vollstdndiger Induktion zeigt man, dass endliche Mengen
stets ein Maximum besitzen.

(i) Das Beispiel A = {a € Q : a < 0} zeigt, dass ein Supremum (nédmlich sup A = 0) nicht in
der Menge zu liegen braucht. Die Eigenschaft von Q, die man dazu benétigt ist die sogenannte
Dichtheit: Fiir alle a,b € Q mit a < b gibt es ¢ € Q mit a < ¢ < b (die Zahl ¢ = GTH’ erfiillt

die Bedingung, weil ¢ = a + b_T“ >aund b=c+ b_Ta > ¢).

(j) | Die Menge A = {a € Q : a® < 2} hat kein Supremum in Q.

BEwEIS. Wir werden spéter sehr leicht zeigen kénnen, dass ein Supremum s von A die
Gleichung s? = 2 16st, was Satz 1.5 widerspricht. Hier benutzen wir fiir a, b > 0 die Tatsache,
dass a < b < a? < b?, was insbesondere zeigt, dass jedes m > 0 mit m? > 2 eine Majorante
ist.

Wir nehmen nun an, dass es s = sup A gibt, und zeigen, dass beide Fille s? < 2 und
52 > 2 unmoglich sind.

Annahme, es gilt s> < 2. Dann gibt es ein § > 0 mit (s + §)? < 2, ndmlich zum Beispiel

_ 2-s?
0 = s—i-SQ
von z — x2, kennenlernen, das uns den listigen Nachweis erspart, dass dieses § geeignet ist:

man rechnet hier einfach (s 4 6)? —2 = 2(s> —2)/(2+ s)? aus). Dann gilt also s +6 € A und
s+ 0 > s im Widerspruch dazu, dass s eine Majorante von A ist.

Annahme, es gilt s2 > 2. Dann gibt es ein o € |0, s[ mit(s — 0)? > 2, so dass s — o eine
Majorante von A ist, die echt kleiner ist als s, was der Tatsache widerspricht, dass s kleiner
ist als jede Majorante. O

(spéter werden wir ein sehr viel allgemeineres Argument, nédmlich die Stetigkeit

(k) Analog zu den Begriffen Majorante, Supremum und Maximum definieren wir Minoranten,
Infima und Minima, indem wir iiberall < durch > ersetzen. Im Falle der Existenz ist also das
Infimum inf A von A die grofite Minorante, und falls es eine Minorante a € A gibt, schreiben
wir inf A = min A.

(1) Wir wollen nun fehlende Suprema zu einer geordneten Menge hinzufiigen und dabei so
okonomisch wie moglich vorgehen, das heifit, falls zwei Mengen die gleichen oberen Schranken
haben (wie zum Beispile A aus (g) und B = {a € A : a > 0}), so sollen sie das selbe
Supremum besitzen.

Eine Menge o C X heifit (Dedekindscher) Schnitt in (X, <), falls
(D1) a# 0 und o # X,
(D2) fiir allea € @ und b € X mit b < a gilt b € «,
(D3) « hat kein grofites Element (= Maximum).
Zum Beispiel ist fiir jedes x € Q die Menge {g € Q : ¢ < z} ein Schnitt in Q.
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3.7 Satz (Ordnungsvervollstéindigung).

Sei (X, <) eine geordnete Menge ohne kleinstes Element, so dass fir alle x < z einy € X
mit v <y < z existiert.

Dann ist X = {a < X : a Dedekindscher Schnitt} versehen mit der Relation o C [ eine
geordnete Menge, so dass jede nach oben (unten) beschrinkte Menge A # () ein Supremum
(Infimum,) besitzt. Auferdem ist p : X — X,z +— {a € X : a < x} eine injektive Abbildung
mit den Figenschaften:

(a) Fir alle z,y € X gilt x <y < p(z) C p(y) und
(b) Fiir alle o, 3 € X mit o C (3 gibt es & € X mit o C p(z) C .

Fassen wir, wie im Satz, die Inklusion A C B als Ordnung auf, so ist A C B die strikte
Inklusion A C B und A # B. Weil in der Literatur C oft als gew6hnliche Inklusion definiert
wird, schreiben wir spéter lieber A C B.

BEWEIS. Wir werden mehrmals folgende Konsequenz aus (D2) benutzen:
Firae X und z € X gilt z ¢ a < fiir alle a € a ist a < z.(*)

Wir zeigen nun zuerst, dass X durch die Inklusion geordnet ist. Die Bedingungen (01)
und (03) sind klar, und fiir den Beweis von (O2) betrachten wir o, 3 € X, so dass es b € 3\ «
gibt. Wegen (*) ist dann a < b fiir alle a € a, was wegen (D2) o C 3 impliziert.

Also ist (X, C) eine geordnete Menge. Seien nun §) # A C X nach oben beschrénkt und
v E X eine Majorante. Wir zeigen, dass o = |J A ein Schnitt ist: Wegen A # () und a # ) fiir
jedes a € A ist o # (), und wegen o C v und v # X ist auch o # X. Ist a € 0 und b < a, so
gibt es &« € A mit a € «, was b € o C ¢ impliziert. Schliellich hat ¢ kein Maximum, weil das
dann Maximum eines Schnitts a € A wire.

Offenbar ist o die kleinste Menge (also insbesondere auch der kleinste Schnitt), die alle
a € A enthilt und daher ein Supremum von A.

Ist andererseits B # () nach unten beschriinkt, so ist A = {o € X : & Minorante von B} #
(0, und sup A = |J A4 ist wieder eine Minorante und offenbar die Grofite.

Wir zeigen als néchstes, dass die Mengen ¢(z) = {a € X : a < z} tatséchlich Schnitte
sind, so dass ¢ eine Abbildung X — X ist.

(D1) folgt aus = ¢ () und der Voraussetzung, dass X kein Minimum hat. (D2) folgt aus
der Transitivitdt der Ordnung und (D3) aus der Voraussetzung, dass zwischen zwei Elementen
stets ein weiteres liegt. Ist x < y, so gilt ¢(x) C ¢(y) wegen der Transitivitédt und p(z) # ¢(y),
weil z € ¢(y) \ ¢(z). Insbesondere ist ¢ injektiv, und die Implikation < in (a) folgt aus der
Definition von ¢(y) (aus y < z wiirde der Widerspruch y € ¢(z) C ¢(y) folgen). Sind
schliefllich «, # zwei Schnitte mit o C f und b € 8\ a, so folgt o C p(b) C [ aus (*). O

3.8 Reelle Zahlen

(a) Wir defnieren R als die Ordnungsvervollstéindigung Q von Q versehen mit der in 3.6(b)
eingefithrten Ordnung. Dann ist also (R, C) eine wvollstindig geordnete Menge, das heiit jede
nicht-leere nach oben oder unten beschrinkte Menge hat ein Supremum beziehungsweise
Infimum.

(b) Ist A C R nicht nach oben beschrénkt, so gilt | JA = Q — und dies ist zwar die kleinste
Obermenge aller a € A aber kein Dedekindscher Schnitt wegen (D1). Analog ist fiir eine
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nicht nach unten beschriankte Menge B C R die leere Menge die grofite Teilmenge aller o € A
aber wiederum kein Schnitt.

Man benutzt gelegentlich die Schreibweisen sup A = oo und inf B = —oo, um kurz
auszudriicken, dass A bzw. B nicht nach oben bzw. unten beschrénkt sind. (Mit co = Q und
—oo = () wiirde dies perfekt zur Konstruktion mittels Dedekindscher Schnitte passen, aber
diese Definitionen sind nicht iiblich.)

(¢) Wir vergessen im Folgenden schnell wieder, dass die Elemente von R Dedekindsche Schnit-
te sind, und schreiben = < y anstatt x C y. Auflerdem fassen wir Q als Teilmenge von R
auf, das heifit, wir betrachten ¢(Q) statt Q. Die Eigenschaft (a) besagt dann, dass es egal
ist, ob man p < ¢ so wie in 3.6 (b) oder als die Relation in R versteht. Die Eigenschaft (b)
besagt, dass es zwischen zwei Elementen von R immer eine rationale Zahl gibt. Auflerdem
hat R weder Maximum noch Minimum.

Hier zwei wichtige Konsequenzen der Ordnungsvollstindigkeit von R:

(d) | INTERVALLSCHACHTELUNG: Seien I, = [ay,b,] C R nicht-leere Intervalle mit I,,41 C I,

fiir alle n € N. Dann ist () I, # 0.
neN

BEwEIs. Fiir alle n < m gilt I, C I, und daher a, < a,, < b, < b,. Also ist jedes b,
eine Majorante von {a,, : m € N}, so dass a = sup{a,, : m € N} < b, fiir alle n € N. Weil «
eine Minorante von {b, : n € N} ist, folgt o < 8 = inf{b,, : n € N}. Also ist [«, 3] nicht leer
und aulerdem Teilmenge alle I,,. O

(e) ’R ist iiberabzéhlbar.

BeEWEIS. Andernfalls géibe es eine surjektive Abbildung f : N — R. Wir setzen Iy = [0, 1]
und konstruieren induktiv Intervalle I,, = [ay,b,] mit a,, < by, Iny1 C I, und f(n) ¢ I,.
Sind Iy, -+, I,—1 schon konstruiert, wihlen wir ¢, € ]ay,b,[ mit ¢, # f(n + 1). Dann ist
entwerder f(n+1) ¢ [an, c,] oder f(n+1) ¢ [cy, by], und wir definieren dann I, 11 als [an, ¢,
beziehungsweise [cy,, by].

Wegen des Intervallschachtelungsprinzips ist Durchschnitt aller I,, nicht leer, und jedes
Element = dieses Durchschnitts ist von allen f(n) verschieden (weil x € I, und f(n) ¢ I,,).
Dies widerspricht der Surjektivitdt von f. O

Bisher haben wir nur die Ordnung von Q fortgesetzt (vervollstindigt) aber noch nicht
die Korperoperationen. Um dies tun zu kénnen, brauchen wir folgende Vertriglichkeitsbe-
dingungen:

(f) Ein Korper K versehen mit einer Ordnung < heifit ein geordneter Korper, falls fiir alle
z,y, z € K folgende Bedingungen gelten

(VA) z<y=z+z<zx+z

(VM) z>0undy > 0= xy > 0.

(g) Als wichtigstes Beispiel halten wir fest, dass Q ein geordneter Korper ist. Das exotische
Beispiel K = {0,1} mit 1 + 1 = 0 hat zwar zwei Ordnungen, aber keine davon macht K zu
einem geordneten Korper: Falls 0 < 1, folgt (mit 2z =1in VA) 1=0+1<1+4+1=0, und
die Antisymmetrie liefert 0 = 1. Genauso folgt aus 1 < 0 ein Widerspruch.
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(h) |In jedem geordneten Korper gelten
(1) a<bund y > 0= ay < by,
(2) a<b= —-b< —aq,

(3) a<bund y <0= ay > by.

BeEwEIS. Wegen (VA) mit z = —a ist x = b—a > 0, was wegen (VM) yb —ya =yx >0
impliziert. Wiederum (VA) liefert yb > ya. (2) erhdlt man aus (VA) mit z = —b—a, und (3)
folgt aus (1) und (2). O

(i) Wir definieren nun eine Addition in R durch

r@y=sup{p+q:p,q€Q,p<w qg<y}
Dann gelten fiir x,y, z € R folgende Aussagen:
D z<y=202z<ydz,
(2) z,yeQ=2dy=x+y
B)rzdy=ydrund (zBy)B2z=2® (yd 2),
(4) 0 ist neutrales Element
(5) z=inf{r e Q: —r <z} erfiilllt x &z = 0.

BEWEIS. Man stellt zunéchst leicht fest, dass die Menge in der Definition von x &y nicht
leer und nach oben beschrénkt ist.

Die reelle Summe ist also tatsichlich eine Abbildung R x R — R. Im folgenden Beweis
seien p, q, 1, s,t stets rational.

Fiir (1) reicht es zu bemerken, dass {p+q:p < x,¢ <z} C{p+q:p <y,q < z} gilt. Die
Aussage (2) folgt aus (VA) fiir die rationalen Zahlen (das Supremum ist das Maximium), und
die Kommutativitét in (3) ist klar. Fiir die Assoziativitdt nehmen wir (z@®y)®z < 2B (yP2)
an und finden wegen der Dichtheit ein v € Q mit (z®y)®z < u < 2@ (y®z). Fir alle p < z,
q <yundr < zist dann p+q+r < u, und somit g+r < u—p, was y D z < u — p impliziert.
Firallep <z und s <y @z ist daher p+s<wu,sodassz® (ydz2) <u<z®(y+ z), im
Widerspruch zur Antisymmetrie. Genauso erhélt man aus z @ (y @ z) < (z @ y) @ z einen
Widerspruch.

Die Aussage (4) ist klar, und fiir (5) zeigen wir zuerst & £ < 0: Sind p < z und
q < Z,so0ist —(—p) < z, und daher ¢ < = < —p, was p+ ¢ < p+ (—p) = 0 zeigt. Fiir die
andere Ungleichung x @ & > 0 reicht es zu zeigen, dass x + = > s fiir jedes s < 0 gilt (dies
impliziert ndmlich  + z > sup{s : s < 0} = 0). Wegen (1) gilt @ s < x, und daher gibt
esp € Qmit x®s <p<ux, sodass x < p— s wegen der Assoziativitit. Fiir jedes r € Q
mit —r < z ist also —r < p — s, so dass r > s — p und daher z > s — p. Mit (1) folgt also
T@x>(s—pdr=sd(—pdx)>s. O

(j) Bei der Definition des Produkts muss man beachten, dass das Produkt negativer Zahlen
positiv ist. Deshalb definieren wir die Multiplikation zunéchst fir Ry = {z € R : x > 0}:
Mit Q1 = QN R4 setzen wir fiir x,y € Ry

zOy=sup{pg:p,qg€Qy, p<uz q<y}

Dann beweist man sehr dhnlich wie in (g) folgende Aussagen fiir z,y,z € R;:
N z<y=202z<y0z

(2) zoy=yorumd (zOY) Oz=206 (yo2),

(3) r,y € Q=x0y=uy,

(4) 1 ist neutrales Element,
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(5) firz > 0ist Z =1inf{r € Q: 7 >0, 1/r <z} invers zu z, das heifit z © T = 1.
Fiir beliebige =,y € R definieren wir schliellich

rOy = 0Oy, fallsy > 0 und = <0,
xOy = x0Oy, fallsz > 0 und y <0, sowie
xOy = 20Oy, fallsz <0und y <0

Dann zeigt man durch geduldige Fallunterscheidungen, dass (R\{0}, ®) eine abelsche Gruppe
ist, und schliefflich, dass das Distributivgesetz gilt. Man hat dann also auch die Kérperope-
rationen von Q nach R fortgesetzt. Wir formulieren all dies im folgenden Satz:

3.9 Theorem
R versehen mit den Operationen @ und ® ist ein vollstindig geordneter Korper, der Q enthdlt,
so dass die Operationen auf Q mit den tblichen tbereinstimmen und Q dicht ist.

Wir nennen die Elemente von R reelle Zahlen und schreiben ab jetzt x 4y und xy anstatt
x @y und x © y. Wegen der Eigenschaften (2) in 3.8 (g) und (h) ist es egal, ob man in Q
rechnet und das Ergebnis als relle Zahl auffasst oder ob man direkt in R rechnet. Man nennt
deshalb Q einen Unterkérper von R.

3.10 Satz (Wurzeln).
Fiir alle y € R mit y > 0 und alle n € N gibt es genau ein s € R mit s > 0 und s™ =y. Wir
schreiben dann s = /y.

BEwEIS. Die Abbildung f : Ry — R,z — z" ist streng monoton wachsend und daher
injektiv, was die Eindeutigkeit impliziert. Fiir die Existenz betrachten wir A = {a € R} : a" <
y}. Dann ist 0 € A # 0, und A ist nach oben beschrinkt, weil zum Beispiel ¢ = max{y, 1}
eine Majorante ist. Fiir s = sup A zeigen wir s" > y und s" < y:

Wir nehmen zuerst s = f(s) < y an, und suchen dann ¢ €]0,1[ mit (s + 6)" < y. Dies
widerspricht der Tatsache, dass s eine Majorante von A ist. Um J zu finden, benutzen wir die

n—1

Folgerung aus der geometrischen Summenformel a” — b" = (a —b) >_ a*b" %=1 fir a = s +§
k=0

und b = s:

(s+0)" Zs+5k"k1<526+1 e+ 1) F 1 =sn(c+ 1)t
k=0

Fiir 6 = (7;1 ist dann also (s +0)" < .

Ganz dhnlich fiihrt die Annahme s™ > y zu einem Widerspruch, indem man § €]0, s|
findet mit (s — ¢)™ > y. Dann wére namlich s — ¢ eine Majorante von A, die echt kleiner als
s ist. U

Der Zwischenwertsatz aus dem 5. Kapitel liefert ein dhnliches aber sehr viel eleganteres
Argument fiir die Existenz von Wurzeln.

3.10 besagt, dass f: Ry — R,z — z" eine streng isotone Bijektion ist. Die Umkehrab-
bildung R, — Ry, y — {/y ist dann ebenfalls streng isoton.
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3.11 Der Betrag
(a) Fiir z € R definieren wir den Betrag von z als

2| = x , fallsz>0
| —z , fallsz <0

Alternative Darstellungen sind |z| = max{xz, —x} oder |z| = Vx2.

(b) Fiir x,y € R heiit d(z,y) = |x — y| Abstand zwischen x und y. Dieser und allgemeinere
Absténde spielen eine herausragende Rolle in den folgenden Kapiteln.

(c) |Fiir alle z,y, z € R gelten |z + y| < |z| + |y| und d(z, 2) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksun-
gleichungen).

BEWEIS. Wegen z < [z| und y < |y| ist z +y < |z| + |y|. AuBerdem folgt aus —z < |z|
und —y < |y| auch —(z +y) = —z + (—y) < |z| + |y|. Die Dreiecksungleichung fiir den
Abstand folgt aus |z — 2| =|(z —y) + (y — 2)| < |z —y| + |y — 2] O

3.12 Die komplexen Zahlen

(a) In R konnen wir (wie in jedem Korper) die (affin-)linearen Gleichungen ax 4+ b = ¢ mit
a # 0 stets eindeutig losen (ndmlich durch x = a=!(c — b)), und auBerdem wegen Satz 3.10
die Gleichungen x™ = y fiir y > 0.

Allerdings hat die Gleichung x? = —1 keine Losung in R, weil 22 > 0 fiir jedes 2 € R
gilt.

(b) Wir wollen nun R so vergroBern, dass wir einerseits wie gewohnt rechnen kénnen (das
heifit, die VergréBerung soll ein Korper sein) und andererseits auch die Gleichung x? = —1
l6sbar wird.

Das Argument fiir die Unlésbarkeit der Gleichung R zeigt, dass wir einen Preis bezahlen
miissen: Der neue Kérper kann kein geordneter Korper sein. Wir werden aber sehen, dass es
sich lohnt, diesen Preis zu bezahlen.

Wir nehmen an, wir hitten einen Oberkérper K O R und ein Element i € K mit % = —1.
Dann enthélt K insbesondere alle Ausdriicke = + iy mit x,y € R. Fiir alle z,y,a,b € R sind
dann

(a +ib)(z + iy) = ax + tbx + aiy + ibiy = (ax — by) + i(ay + bz) und
(a+ib)+ (x+iy) = (a+z)+i(b+y)

wieder von der Form « + ¢3 mit o, 8 € R.
Fiir « # 0 oder y # 0 ist auch das Inverse von x + iy von dieser Gestalt, weil

x oy o @iy @tiy) 2= (iy)?
22 21yl (z +iy) = = =1.

1’2 + y2 1’2 + y2
Wir haben damit gezeigt, dass — wenn es {iberhaupt einen Korper K O R und ¢ € K mit
i? = —1 gibt — auch
L ={z +iy: 2,y € R} ein solcher Korper ist.

Fiir die Existenz eines solchen Korpers ,erfinden“ wir ein Objekt ¢ und definieren dann
L sowie die erweiterte Addition und Multiplikaton so wie eben. Um diese Erfindung konkret
zu machen, wéhlen wir folgende Definition:
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(c) Wir definieren C = R x R und fiir (a,b), (z,y) € C, (a,b) + (z,y) = (a + z,b + y) sowie
(a,b) - (z,y) = (ax — by,ay + bx). Die Elemente von C heien kompleze Zahlen, und fiir
z = (z,y) € C heiflen x = Rz und y = Sz Real- bezichungsweise Imagindrteil von z.

(d) ‘C ist ein Koérper mit neutralen Elementen (0,0) und (1,0).

BEWEIS. Die Assoziativitit und Kommutativitit der Addition und Multiplikation sowie
das Distributivgesetz rechnet man leicht nach. Auflerdem stellt man leicht fest, dass (0,0)
und (1, 0) neutrale Elemente sind, und dass (x,y) das additive Inverse (—z, —y) und im Fall

x # 0 oder y # 0 das multiplikative Inverse (gEQ‘”TyQ, ﬁ) hat. O

(e) Mit ¢ = (0,1) konnen wir jedes z = (z,y) als z = (2,0) + i(y,0) schreiben. Wir haben
jetzt tatséichlich einen Korper C konstruiert, in dem 72 das additive Inverse des neutralen
Elements der Multiplikation ist. Allerdings enthélt C den reellen Korper nicht als Teilmenge.
Um diesen Defekt zu beheben, betrachten wir die Abbildung ® : R — C,z — (z,0).

Dann gelten ®(x + y) = ®(x) + ¢(y) und ¢(xy) = ¢(z)P(y) und P bildet die neutralen
Elemente von R auf die neutralen Elemente von C ab. Das heifit, es ist egal, ob wir in R
rechnen und dann das Ergebnis mittels ® als komplexe Zahl auffassen, oder ob wir direkt in
C rechnen. Im folgenden schreiben wir stets z anstatt ®(x), das heifit genauer: Wir vergessen,
unsere bisherige Konstruktion von R und definieren R = {z € C : 3z = 0}. Dann ist also
tatséichlich R C C und die Kérperoperationen von C stimmen auf R mit denen von R iiberein.

Jedes z € C schreibt sich nun tatséchlich als z = x+ iy mit z = Rz € Rund y = 3z € R.

(f) In C gibt es keine Ordnung, die C zu einem geordneten Kérper macht. Wenn man trotzdem
x < y schreibt, so heifit das, dass ¢ € R und y € R und =z < y (diese Relation {(z,y) €
CxC:zye Rz <y} ist zwar transitiv und antisymmetrisch aber keine Ordnung und
noch nicht einmal eine Halbordnung, weil z. B. ¢ nicht mit sich selbst vergleichbar ist).

(g) Auch wenn es keine guten Ordnungen in C gibt, kann man doch den Betrag von R nach
C fortsetzen, weil die Darstellung |z| = V22 die Ordnung in R nicht benutzt: Fiir 2 = z + iy
mit z,y € R definieren wir den Betrag von z durch

2| = Va2 + 32

Nach Definition der Wurzel ist |z| als diejenige reelle Zahl » > 0 mit 72 = 22 + 2. Fiir reelles
z stimmt diese neue Definition mit der aus 3.11 {iberein, so dass die Verwendung des gleichen
Symbols legitim ist.

(h) Weil Wurzeln von Summen nicht so leicht zu berechnen sind, erweist sich folgende Defi-
nition als iiberaus niitzlich: Fiir z = x + iy € C mit x,y € R heifit

Z=x—1y

die zu z konjugierte Zahl, die also den selben Realteil hat wie z und dessen negativen Ima-
ginérteil.
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3.13 Satz.
Fiir z,w € C gelten

(a) Rz = 3(2+ 2) und Sz = £ (2 — 2),
(b) z+w=z+w,

(c) zw = zw,

(d) 2z = |2,

(¢) |zw| = |2] wl],

(f) |z + wl| < |z] + [w].

BeEwEIs. Die Eigenschaften (a) - (d) sind sehr leichte Ubungsaufgaben, und (e) folgt aus
der Eindeutigkeit der Wurzeln und

|zw|? = 2075 = 2wzw = 22w = |22 |w|? = (2] |w])?
Fiir (f) berechnen wir zunéchst
lz+w? = (z+w)(zFw) =22+ w2 + 20 +wd = |22 + 2Rzw + |w|?.
Wegen der Monotonie der Wurzel gilt fiir alle u = @ 4 b mit a,b € R
Ru=a< Va2 < \/m:\u],

so dass wir weiter abschitzen konnen:

|2+ wl? < [z +22] w] + [w]? = (2] + |w])*.
Erneut mit der Monotonie der Wurzel folgt |z + w| < |z| + |w]. O
3.14 Die Gauflsche Zahlenebene

(a) Jede komplexe Zahl z reprisentiert einen Punkt der Ebene R x R mit Koordinaten z = Rz
und y = $z. Die Addition kann man als Vektoraddition interpretieren:

(b) Die Konjugation entspricht der Spiegelung an der reellen Achse.

(c) Die Multiplikation mit = > 1 ist eine Streckung, die mit 0 < x < 1 eine Stauchung und
die mit —1 eine Ursprungsspiegelung.
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(d) Die Multiplikation mit w € C und |w| =1 ist eine Drehung — allerdings kénnen wir noch
nicht sagen, was der ,,Drehwinkel* ist.



KAPITEL 4

Folgen und Reihen

4.1 Dezimaldarstellung

(a) Man ist daran gewohnt, positive reelle Zahlen in Dezimaldarstellung x = xg, x12923 . . .,
also m = 3,141592653 . .. mit 29 € Ny und z € {0,1,...,9} anzugeben. Das heifit

x = 20+ 21/10 + 22/100 + 23/1000 + - - - (*)

Die Ziffern zj, kann man rekursiv als g = max{n € Ny : n < z} und

n

Tpy1 = max {r €{0,...,9}: Zxk/lok + /10" < x} definieren.
k=0

(b) Mit der bisher entwickelten Theorie kann man () als

T = sup {Zxk/l()k n e No}

k=0

n
prézisieren, was aber die Idee, dass sich die Summen s, = > z1/ 10% der Zahl z immer mehr
k=0
anndhern, nicht besonders klar zum Ausdruck bringt. Besser ldsst sich die Idee mit Hilfe des

Abstands d(z,y) = |z — y| formulieren: Fiir jede Toleranz € > 0 sind die Fehler d(z, sy,) fiir
alle geniigend groflen n € N kleiner als ¢.

4.2 Zahlenfolgen

(a) Abbildungen von N oder Ny (oder gelegentlich {n € N : n > ng}) nach X nennt man
Folgen in X . Ublicherweise tauft man solche Abbildungen z,y oder z und schreibt z,, = 2(n)
fiir den Wert des Arguments n € N sowie © = (z,,)nen. Letztere Notation ist praktisch, wenn
die Folge durch eine explizite Formel gegeben ist, wie zum Beispiel z = (n?),cy. Die Menge
aller Folgen in X ist X

(b) Fiir Folgen gibt es auler der expliziten Konstruktion die Moglichkeit der rekursiven Defi-
nition: Fiir eine Abbildung f : N x X — X und jedes a € X gibt es genau eine Folge x in X
mit g = a und 41 = f(n,zy) fir alle n € Ny (ndmlich 1 = f(1,2),z2 = f(2,21),23 =
f(37$2)a - ) ’

Ein interessantes Beispiel ist die durch zp = z und z,11 = %(mn + ﬁ) definierte Folge
mit z > 0 (Heron-Verfahren oder babylonisches Wurzelziehen). Wir werden spéter sehen,

*Angesichts der von Neumannschen Konstruktion der natiirlichen Zahlen kénnte man das Bediirfnis nach
einer priziseren Konstruktion ohne die ... verspiiren. Dazu nennt man A C Ny x X eine f-Menge, falls
(0,a) € A und (n,z) € A = (n+1, f(n,z)) € A. Dann ist tatséchlich der Durchschnitt des Systems aller
f-Mengen eine Abbildung mit der gewiinschten Eigenschaft.

33
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dass sich diese Folge 1/z annéhert. Fiir z = 2 erhélt man z. B.
xo = 2,21 = 1.5, 29 = 1.41666 . .. ,x3 = 1.414215. ..

(c) || Eine Folge = € CN heifit konvergent gegen x € C, falls
Ve>03dN eNVn >N gilt |z, — 2| < &.
In diesem Fall heiBt o, Grenzwert oder Limes der Folge!, und man schreibt

T — Too Oder T, — Too fir n — 00 oder o = limx oder £ = lim z,.
n—oo

Folgen, die nicht konvergieren, heiflen divergent.

(d) Um die drei Quantoren in der Definition iibersichtlich zu halten, haben wir etwas lax
e > 0 statt ¢ € R und € > 0 geschrieben sowie n > N anstatt n € N und n > N. Verbal
ausgedriickt bedeutet die Konvergenz: Fiir jede Toleranz gibt es eine Stelle, ab der die Fehler
|y, — Xoo| die Toleranz einhalten. Diese Stelle héingt natiirlich von € ab und wird oft auch N
oder N(e) genannt. Anders formuliert: Fiir jedes € > 0 sind alle bis auf endlich viele Fehler
kleiner als €. Statt alle bis auf endlich viele sagt man auch fast alle.

(e) Die Konvergenz einer Folge hingt nur vom Ende der Folge ab, also nicht von den ersten
zum Beispiel 1000 Folgengliedern. Deshalb #ndert sich nichts an der Definition, wenn man
Folgen x : {n € N:n > ng} — C fiir ein ng € N betrachtet.

(f) Beispiel: 2 — 0 fiir n — oc.
Zum Beweis sei € > 0. Dann gibt es N € N mit N > %.i Fiir jedes n > N gilt dann
L —0]=1/n<1/N <e.

(g) Um die Bezeichnung =, = lim x, zu rechtfertigen, muss man zeigen, dass der Limes
n—oo

einer konvergenten Folge eindeutig ist:

‘xnﬁxooundxnﬁzﬁxoo:z. ‘

BEWEIS. Wir nehmen 2+ # z an und betrachten € = |z, —z|/2. Dann gibt es N, M € N
mit |z, — Teo| < € fiir alle n > N und |z, — 2| < ¢ fiir alle n > M. Fiir n = max{N, M}
gelten dann beide Ungleichungen, und mit der Dreiecksungleichung folgt der Widerspruch

26 = |Too — 2| < oo — Tp| + |Tn — 2] < e+ € =2e. O

(h) Um die Konvergenz einer konkreten Folge mittels der Definition nachzuweisen, muss man
den Limes schon kennen oder erraten. Das kann leicht sein (wie im Fall z,, = 1/n), von mo-
derater Schwierigkeit (wie in den wichtigen Beispielen 4.4), sehr schwierig (wie im Fall z,, =

n n
>~ 1/k?) oder unméglich (bisher kennt niemand den Grenzwert der Folge z, = Y 1/k3).
k=1 k=1
Beim Nachweis der Konvergenz konkreter Folgen sollte man stets zu vermeiden versuchen,
die Defintion anzuwenden, und stattdessen Kriterien wie im folgenden Satz benutzen, um

Probleme auf bekannte Beispiele zuriickzufiihren.

TDie Bezeichnung z. fiir den Grenzwert ist suggestiv aber nicht zwingend und noch nicht einmal sehr
verbreitet. Giinstig ist jede Bezeichnung, die die Zugehorigkeit zu der Folge x in Erinnerung ruft, also zum
Beispiel € als griechisches Pendant zu x. In der Literatur findet man leider oft auch die Bezeichnung x fiir den
Grenzwert, was allerdings logisch ziemlich fragwiirdig ist, wenn  der Name der Folge ist.

Das ist das sogenannte Archimedische Prinzip, das man zum Beispiel so beweist: Weil Q in R dicht ist,
gibt es N, M € Nmit 1/e < N/M < 1/e + 1. Dann ist N > 1/e.
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(i) Eine Folge x € CN heifit beschrdnkt, falls sup{|z,| : n € N} < oo, das heiBt gemiB 3.8(b),
dass {|z,| : n € N} nach oben beschrinkt ist. Fiir z € RY ist dies dquivalent dazu, dass
{zy, : n € N} nach oben und nach unten beschrankt ist.

4.3 Satz.

Seien x,y,z € CN drei Folgen und Zso, Yoo € C.

(a) Tn — Too und Yn — Yoo impliziert Tp + Yn — Too + Yoo UNd TpYn — TooYoo, und falls
auferdem y, # 0 fir alle n € NU {oco} auch xy,/yn — Too/Yoo-

(b) xp — xoo = x beschrdankt.
(c) xp, — 0, und y beschrinkt = x,y, — 0.
(d) z konvergiert genau dann, wenn (Rzp)nen und (Szn)nen beide konvergieren, und dann

gilt lim z, = lim RNz, +i lim Sz,.
n—oo n—oo n—oo

(e) Sind zp,yn, 2n € R mit z, <y, < 2, fiir alle n € N und konvergieren x und z gegen den
selben Limes, so konvergiert auch y gegen diesen Limes (EINSCHLIESSUNGSKRITERIUM. )

BEWEIS.
(b) Zue =1gilt es N € Nmit |z, — x| < 1 fiir alle n > N, so dass |2, | < [Ty — Too| +|Too| <
1+ |20l fiir n > N. Damit folgt sup{|z,|: n € N} <max{l + |zc|, |21], ..., |xNn_1]}.
(c) Sei ¢ = sup{|yn| : n € N}. Fiir jedes € > 0 ist dann auch € = ¢/(c+1) > 0, und daher gibt

es N € N mit |z,| < € fir alle n > N. Fiir diese n > N gilt dann |z, y,| = |z, |yn] < éc < e,
so dass x,y, — O.

(a) Mit ¢ > 0 ist auch € = £/2 > 0, und daher gibt es N, M € N mit |z, — xo| < € fiir alle
n > N und |y, — Yoo| < € fiir alle n > M. Fiir K = max{N,M} und n > K gelten dann
beide Ungleichungen und mit der Dreiecksungleichung folgt

[(Zn + Yn) = (Too + Yoo)| < [T — Too| + [Yn — Yool <E+E=¢.
Fiir die zweite Aussage schreiben wir in ,,genialer Weise®

InYn — LoolYoo = (‘rn - -Too)yn + xoo(yn - yoo)

Wegen z,, — oo — 0 und y, —yoo — 0 konvergieren nach (b) und (c) beide Summanden gegen
0, also auch x,¥n — TxoYoo Wegen der schon bewiesenen Aussage. Also folgt Tpyn — ToolYoo-
Fiir die Aussage iiber Quotienten miissen wir noch 1/y, — 1/y. beweisen, wozu es

wegen
1

YnYoo

1/yn - 1/yoo = (yoo _yn)

und (c) zu zeigen reicht, dass (1/(ynyoo)) . beschrénkt ist. Wegen yoo # 0ist € = |yoo|/2 >
€

n
0, und es gilt N € N mit |y, — yoo| < € fiir alle n > N. Fiir solche n folgt wegen |yoo| <
[Yoo — Yn| + |yn| die Ungleichung |yn| > |yoo| — £/2 = |yoo|/2. Dies liefert

2 1 1
sup{ ’:nEN}gmaX{ 5 Y }
[Yoo|? " [Y1Yo0| [YN-1Yoo|

YnYoo
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(d) Falls 2z, — zoo, so gilt Rz, — Rzoo, weil Rz, — Rzoo| = [R(2n — 200)| < |20 — 20|, und
aus gleichem Grund gilt Sz, — $2sc-
Andererseits folgt aus der Konvergenz von Rz, und &z, die von z, = Rz, + iS5z, wegen
(a) und der Konvergenz der konstanten Folge vy, = i.

(e) Fir 200 = lim x, = lim 2z, gilt |y, — Too| < max{|z, — Too|, |2n — Tool|}, und dies
n—oo n—oo

impliziert ¥, — Too. O

4.4 Beispiele

(a) Seien ag,...,ap, bo,...,by € Cmit ayb, # 0, so dass der Nenner im folgenden Bruch stets

# 0 ist. Die Folge
_apnf + ap_lnp_l +---+an+ag

N bqnq + bqflnqil + o + bln + bO

konvergiert genau dann, wenn ¢ > p, und dann ist der Grenzwert = 0, falls ¢ > p, und
= ap/by, falls p = q.

n

P q

Bewers. Die Folge y, = <E ak/npk> / (Z bk/nqk> konvergiert wegen 1/n — 0
k=0 k=0

und Satz 4.3(a) gegen a,/b;, # 0. AuBerdem gilt z,, = nP~%y,. Falls ¢ > p, folgt damit die

Konvergenz gegen den angegebenen Grenzwert, und falls p > ¢, ist (2, )neny unbeschrinkt

und daher divergent. O

(b) |Fiir alle c € R mit ¢ > 0 gilt /e — 1.

BEWEISs. Wegen {/1/c = 1/{/c reicht es, den Fall ¢ > 1 zu beweisen. Wir miissen also
zeigen, dass y, = {/c — 1 gegen 0 konvergiert. Wegen y,, > 0 und des Binomialsatzes ist

n

n
c=(m+1)" =) <k)y’“ > Ny

k=0

Also gilt 0 < y,, < ¢/n, und das EinschlieBungskriterium liefert wie gewiinscht y, — 0. O

(c) {‘/ﬁ—> 1.

BEwEIs. Wir zeigen, dass y, = /n — 1 gegen 0 konvergiert. Wie in (b) ist
" /n n n(n —1)
n=(y+1)"=> <k>yli > (2>yi ==V
k=0

was y?l < % fiir alle n > 2 impliziert, also 0 < ¥y, < ’/%. Fir e > 0 und N € N mit
N > % +1 gilt also |y,| < € fiir alle n > N (dieses N hat man natiirlich durch Aufldsen der

Ungleichung ,/% < ¢ gefunden). O

(d) ‘Fiir alle z € C mit |z| < 1 und alle p € Ny gilt nPz" — 0.

Das heifit also, dass z™ ,schneller* gegen 0 konvergiert als jede Potenz wichst.
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Bewers. Fiir z = 0 ist die Folge konstant gleich 0, und andernfalls ist |z| = 1—}rr mit

r >0 (nimlich r = g —1). Fiir alle n > 2p ist

(14" = Zn: (Z) k> (pi 1)Tp+1 _nn=1)-(n-p) > (/2P p)

|
k=0 P

1
und damit folgt [nP2"| < 22 P11 0, -

(e) | Fiir alle z € C mit |z| > 1 und alle p € N ist Z—Z divergent.

BEWEIS. Andernfalls wiirden Beispiel (d) mit Z = 1/z und Satz 4.3(c) die Konvergenz

von 1 = (np ﬁ) 2 gegen Null implizieren. ([l

n

4.5 Satz (Monotone Konvergenz).

(a) Eine monotone Folge x € RN konvergiert genau dann, wenn sie beschrinkt ist. Genauer
gilt

lim z, = sup{z, : n € N}, falls x monoton wdchst, und

n—oo

lim z, = inf{z, : n € N}, falls x monoton fillt.

n—oo
(b) Ist A C R nicht leer und nach oben beschrinkt, so gibt es eine monoton wachsende Folge
x in A mit x — sup A.

BeEwEIs. (a) Weil konvergente Folgen nach Satz 4.3(b) stets beschrénkt sind, miissen wir
nur noch die Hinlénglichkeit zeigen. Seien dazu x monoton wachsend und zo, = sup{z, : n €
N}. Fiir jedes € > 0 ist xo, — € keine Majorante von {z,, : n € N}, so dass es ein N € N gibt
mit oo — e < xn. Wegen der Monotonie folgt fiir alle n > N

Too — € <IN < Ty < Too, alSO |Too — x| < €.

Der Beweis fiir monoton fallende Folgen ist analog. Alternativ kann man auch den schon

bewiesenen Fall auf y,, = —z,, anwenden.
(b) Sei s = sup A. Fiir jedes n € N ist s — 1/n keine Majorante, so dass es a,, € A gibt

mit s — 1/n < a, < s. Also ist die durch z,, = max{ay,...,a,} definierte Folge monoton mit
Ty — S. ]
Bemerkung

(a) Man schreibt manchmal kurz x,, /" o und z, \ T, falls x monoton wichst beziehungs-
weise fallt und gegen x~, konvergiert.

(b) Fiir die Untersuchung der Monotonie kann man entweder die Differenzen x,, — 2,1 unter-
suchen oder, falls alle Folgenglieder echt positiv sind, auch die Quotienten x;, /2y 41.

n
(c) x, = Y. 1/k? konvergiert: Die Folge ist nimlich monton wachsend und beschriinkt, weil
k=1

"1 n 1 n 1 1 1
n=1 — <1 — =1 — ] =141-=<2
=1 <Yty =1 () =S
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Dass der Grenzwert 72/6 ist, war ein lange Zeit ungeldstes Problem und wurde zuerst von
Euler gezeigt.

4.6 Babylonisches Wurzelziehen
Seien z > 0, g > /z und 11 = %(azn + i) Dann ist (zp)nen, monoton fallend mit

Tn
Ty — /2.

BEWwEIS. Wir zeigen zuniichst induktiv z;,, > /Z fiir alle n € Ny. Fiir n = 0 ist dies gerade
vorausgesetzt und der Induktionsschritt folgt aus x,, > 0 und

1 1 1
m,QhLl —z= Z(w% + 22422 /22) — 2 = Z(SU,% — 22+ 2% /22) = Z(wn —z/z,)? > 0.

Als néchstes zeigen wir, dass die Folge monoton fallt:

Tn z Tn
g1 = 7(1 + —%) < S+ =a.
Wegen des Satzes iiber monotone Kovergenz existiert also o, = lim x, > /2. Wegen

n—oo

Satz 4.3(a) konvergiert dann y, = %(xn + i) gegen %(azoo + i), aber andererseits gilt

Too
wegen Yy, = Tpi1 auch y, — Ts. Die Eindeutigkeit des Grenzwerts liefert also

1
Too = 3 (a:oo + i) und damit xgo = z. ]

Man beachte die Logik der Argumentation: Die Ordnungsvollstdndigkeit von R liefert mit
dem allgemeinen Satz 4.5 die Existenz des Grenzwerts, und erst dann kann man ihn effektiv
berechnen.

Geometrisch kann das Verfahren folgendermaflen interpretiert werden: x,, und z/z, sind
die Seitenlédngen eines Rechtecks mit Fldcheninhalt z. Um dieses Rechteck ,,quadratischer” zu
machen, betrachtet man im néchsten Schritt das Rechteck dessen eine Seitenldnge x,41 das
Mittel der vorherigen Seitenldngen ist.

4.7 Cauchy-Folgen

(a) ||Eine Folge z € CN heiit Cauchy-Folge, falls
Ve>03dN eNVn >N gilt |z, —an| < e.

(b) Man beachte, dass diese Cauchy-Bedingung nur von den Folgengliedern abhéngt. Im Ge-
gensatz dazu muss man bei der Konvergenz den Grenzwert kennen oder raten.

(c) |z € CN ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn
Ve>03IN eNVn,m > N gilt |z, — x| < &.

Diese Formulierung wird meistens in der Literatur bevorzugt. Deren Hinlédnglichkeit ist
klar (mit m = N) und fiir die Notwendigkeit wenden wir fiir £ > 0 die Bedingung in (a) auf
€ = ¢/2 an. Fiir das zugehérige N und n,m > N gilt dann |z, — x| < € und |2, —2N]| < &,
so dass wegen der Dreiecksungleichung

|Tn, — Tm| < |zn — 2zN| + |Tm — zN| < €+ € = € folgt.
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(d) ‘Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

BEWEIS. Fiir x,, — 2o und € > 0 gibt es N € N mit |z, — 2| < €/2 fiir alle n > N,
was |Tn — oN| < |Tn — Too| + [TN — Too| < € impliziert. O

(e) Beispiel: Die Folge ((—1)"),,cy divergiert.

Fiir jedes N € N ist némlich |(—1)" — (—1)V*!| = 2, so dass die Cauchy-Bedingung nicht
gilt. Ein Beweis der Divergenz ohne das Cauchy-Kriterium ist deutlich unangenehmer, weil
man jede Zahl als potentiellen Grenzwert ausschliefen muss und dafiir verschiedene Fille
unterscheiden muss.

Der folgende Satz ist von herausragender Bedeutung fiir die Mathematik:

4.8 Theorem (Folgenvollstindigkeit von C).
Jede Cauchy-Folge x € CN konvergiert.

BeEwEIS. Wegen |Rz| < |z| und [Jz| < |2| sind die Folgen der Real- bzw. Imaginérteile
wiederum Cauchy-Folgen, und wegen Satz 4.3(d) reicht es, die Konvergenz reeller Cauchy-
Folgen = € RN zu beweisen. Wir zeigen zuniichst, dass  beschriinkt ist: Das zu e = 1 gehorige
N aus der Cauchy-Bedingung liefert

20| < |2 —zn| + 2N < 1+ [2N]
fir alle n > N und damit
sup{|z,| : n € N} <max{l + |zn|, |z1],. .., |zNn-1]}.

Wir definieren nun s, = sup{zy : k¥ > n}. Wegen A C B = sup A < supB ist s,
monoton fallend und beschrinkt, und wegen des Satzes iiber monotone Konvergenz existiert

Seo = lim s,. Wir zeigen nun x,, — Sqo.
n—oo

Sei also € > 0. Wegen & = /3 > 0 liefern die Cauchy-Bedingung 4.7(c) bzw. die Konver-
genz N, M € N mit

|zy, — x| < € fiir alle n,m > N und |s, — soo| < € fiir alle n > M.

Sei K = max{N, M}. Weil sg — ¢ echt kleiner als sx = sup{x,, : m > K} ist, gibt es m > K
mit sxg — & < Ty, was wegen x,, < sk die Ungleichung |sx — x| < € impliziert. Fiir alle
n > K erhalten wir durch zweifache Anwendung der Dreiecksungleichung

|Zn, — Soo| < [T — Tin| + |Tm — SK| + |SK — Soc| <EF+E+E=¢. O

4.9 Beispiele

(a) Die Folge s, = 3 (—1)*/k3 konvergiert.
k=1

BEWEIS. Seien € > 0 und N € N mit N > 1/e. Dann gilt fiir n > N

~ (=D - 1 o1 1 1 1
S PSS N TR I N R S
3 —
k=N+1 k k:N+1k(k+1) kN1 ko k+1 N+1 n+1

|80 — sN| =

0
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(b) Seien z, € C und r,, > 0 mit 7, — 0 sowie K;,, = {w € C: |z, —w| < r,} Kreise in C.
Falls K11 C K, fiir alle n € N, ist (] K, # 0.
neN

BEWEIS. Wegen z, € Ky fir alle n > N ist |z, — zny| < rn, und dies impliziert, dass

(2zn)nen eine Cauchy-Folge ist. Sei zoo = lim z,. Fiir festes m € N und alle n > m ist
n—oo

zn € Ky C Ky, so dass |z — 2n| < 1. Wegen z, — 2o folgt dann |z, — 2e0| < rim, also

Zoo € Ko, O

4.10 Limes superior und inferior

(a) Fiir eine beschrinkte Folge z € RY heifit

limsupx = limsup x,, = lim sup{xy : k > n}
n—00 n—oo
der Limes superior der Folge x (den haben wir im Beweis zu Satz 4.8 benutzt). Ist = nicht
nach oben beschrénkt, so setzen wir lim sup x = oo, und falls die Folge s,, = sup{zy : £ > n}
nicht nach unten beschréankt ist, vereinbaren wir limsup z = —oo.

(b) |Fiir a € R gilt a = limsupz <= Fiir jedes ¢ > 0 ist {n € N : z,, > a + ¢} endlich und
{n € N:x, > a— ¢} unendlich.

BEWEIS. Seien s, = sup{zx : K > n} und s = lim s, = limsupz. Zu £ > 0 gibt es

N € N mit s, — S0 < € fiir alle n > N, und wegen :1:7; %Osn ist dann z,, < so + € fiir alle
n > N, so dass {n € N:z, > so + ¢} endlich ist.

Andererseits ist soo < s, und daher s, — € < s, fiir alle n € N, das heifit s, — € ist
keine Majorante von {zy : k > n}, so dass es ein k > n gibt mit x5 > s. — . Die Menge
{k € N:xp > so — €} ist also unendlich.

Erfiillt nun a die Bedingungen fiir alle € > 0, so zeigen wir s, — a. Ist N das grofite
Element der ersten Menge, so gilt z,, < a+¢ fiir alle n > N 41 und damit s, < a+¢ fiir alle

n > N + 1. Andererseits ist s, > a — ¢ fiir alle n € N wegen der Unendlichkleit der zweiten
Menge, so dass a —e < s, < a+¢ fiir allen > N + 1. O

(c) Analog definieren wir fiir eine beschréinkte Folge 2 € RY den Limes inferior

liminfz = liminf x,, = lim inf{xy : k > n}.

n—oo
Ist x nicht nach unten beschrédnkt, so vereinbaren wir liminfx = —oo, und falls die Folge
inf{xy, : kK > n} nicht nach oben beschrénkt ist, schreiben wir liminf z = cc.
(d) BEISPIELE: Es ist liminf(—1)" = —1 und limsup(—1)" = 1 sowie liminf(—n)" = —oo
n—o0 n—00 n—00
und lim sup(—n)" = co. AuBerdem ist lim inf n? = limsup n? = co.
n—o00 n—oo n—00

(e) | Es gilt liminf(—x,) = — lim sup x,,.
n—00 n— 00

(f) |Fir b € R gilt b = liminfx <= fiir alle ¢ > 0 ist {n € N : x, < b — £} endlich und
{n € N:z, < b+ e} unendlich.

(g) | Eine Folge = € RY konvergiert genau dann, wenn limsup # = liminf z € R, und dann ist
limx = lim sup .
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BeweEIs. Falls x,, — 2, sind {n € N: z, < 2o — €} und {n € N: x,, > 2o, + ¢} beide
endlich fiir alle ¢ > 0 (auch mit < statt <), und daher sind {n € N : z,, > 2o, — ¢} und
{n € N: z, < 2o — ¢} beide unendlich. Mit (b) und (e) folgt zoc = limsupz = liminfx.
Sind andererseits @ = b = limsup z = liminf z, so sind fiir jedes € > 0 die Mengen {n € N :
Tp <b—c}und {n € N: z, > a+ ¢} endlich, so dass {n € N : |z, — b] > ¢} endlich ist.
Daher gilt x,, — b. O

4.11 Reihen
n
(a) Seien z € CN eine Folge und s,, = > 3. Falls diese Folge der Partialsummen konvergiert,
k=1

oo o0 o0
schreibt man soo = >, xp = Y. @, fiir den Grenzwert und nennt > x,, eine konvergente
k=1 n=1 n=1

o0
Reihe. Falls die Folge (sy)nen nicht konvergiert, sagt man, dass die Reihe Y z,, divergiert
n=1
(o]

(was logisch etwas bizarr ist, weil in diesem Fall das Symbol > z,, keine konkrete Bedeutung

n=1
hat).

oo
(b) |Fiir z € C konvergiert die geometrische Reihe ) 2" genau dann, wenn |z| < 1 und dann
n=0

1

1 n __

ist Y 2" = -
n=0

n
BEWEIS. Dies folgt aus kz;o 2k = % fiir z # 1 (fiir |z| = 1 siehe Teil (f)). O
n
(c) Jede Folge y € CN ist eine Partialsummenfolge y, = > (yr —yr—_1) mit yo = 0. Also liefert
k=1
jedes Konvergenzkriterium fiir Reihen auch eines fiir Folgen und umgekehrt. Die néichsten

beiden Aussagen folgen unmittelbar aus dem Satz {iber monotone Konvergenz und dem
Cauchy-Kriterium:

(0.0 n

(d) |Falls z,, > 0 fiir alle n € N, so konvergiert »_ x, genau dann, wenn die Folge s, = > xj
n=1 k=1

nach oben beschrénkt ist.

o
(e) | CAuCHY-KRITERIUM: Fiir # € CY konvergiert Y z, genau dann, wenn
n=0

m
Ve>03INeNVYm>n>N gilt‘Zxk’<5.
k=n

(f) | >° x, konvergent = z,, — 0.

n=1

Dies folgt mit m = n aus dem Cauchy-Kriterium.

o0
(g) | Die harmonische Reihe Y L divergiert.

n=1
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BeEwEes. Wegen > 1> > 4 =3 ist das Cauchy-Kriterium nicht erfiillt. O

(e8] o0
(h) |Falls 3 2, und ) y, beide konvergieren, so gilt

n=1 n=1

o o (oo}
> (azn+byn) =ad zn+b>  yn.
n=1 n=1 n=1

Dies folgt unmittelbar aus Satz 4.3(a).

4.12 Satz (Vergleichskriterien).
Seien x,y € CN und N € N, so dass |v,| < |yn| fir allen > N.

(o0} o
(a) > |yn| konvergiert = > x,, konvergiert (MAJORANTENKRITERIUM )
n=1 n=1

[e.°] o0
(b) > xy divergiert = Y, |yn| divergiert (MINORANTENKRITERIUM )

n=1 n=1

m
BeEWwEIS. Fiir ¢ > 0 gilt es wegen des Cauchy-Kriteriums M € N, so dass Y |yx| < e fiir

k=n
m m m
alle m > n > N. Fiir alle m > n > max{M, N} folgt dann ‘ > xk’ < S ekl <000 vkl <&,
k=n k=n k=n
[e.e]
so dass Y x, konvergiert. Die Aussage (b) ist dquivalent zu (a). O
n=1

4.13 Absolute Konvergenz

(a) Eine Reihe ) x, heiBt absolut konvergent, falls die Reihe ) |z,| konvergiert. Wegen
n=1

n=1
4.12 konvergiert dann auch die Reihe selbst.

o
(b) | Fiir absolut konvergente Reihen gilt die Dreiecksungleichung | > x,
n=1

00
< 2 |l
n=1

m m o0
BEwEIs. Fiir s,, = > z, liefert die Dreiecksungleichung |s;,| < > |z, < > |zpl-
n=1 n=1

n=1

oo
Wegen s, — Soo = Y T gilt die entsprechende Ungleichung auch fiir s. O
n=1

(c) WARNUNG: Die Konvergenz einer Reihe impliziert im Allgemeinen nicht die absolute
Konvergenz!

x (1)
Ein Beispiel dafiir ist die alternierende harmonische Reihe u

n=1 n
Diese Reihe erfiillt ndmlich das Cauchy-Kriterium, weil
i (-D*| |1 1 1 _1
E | |n n+1l n+2 n’
k=n
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(d) Absolut konvergente Reihen verhalten sich sehr &hnlich wie endliche Summen, zum Bei-
spiel kann man die Summationsreihenfolge beliebig verdndern (was im folgenden Satz bewie-
sen wird). Konvergente aber nicht absolut konvergente nennt man auch bedingt konvergent,
und fiir solche Reihen gibt es sehr seltsame Phidnomene, wie der Riemannsche Umordnungs-
satz im Teil (b) der folgenden Nummer.

4.14 Satz (Umordnungssatz).

(&)
(a) Seien Y x, eine absolut konvergente Reihe und ¢ : N — N eine Bijektion. Dann konve-
n=1

o0 o0 o
giert auch ) Ty(n), und es gilt Y Tymy = Y Tn-

o0
(b) Seien Y x, eine bedingt konvergente Reihe mit x,, € R und a,b € [—00,00] mit a < b.
n=1

Dann gibt es eine Bijektion ¢ : N — N, so dass

lim infz Ty(k) = a und limsup Z Tp(k) = b.
k=1

n oo
BEWEIS. (a) Seien s, = > xx und Soo = >, @p. Fiir € > 0 gibt es wegen s,, — S und
k=1 n=1
der absoluten Konvergenz ein N € N mit

(1) |8n — Soo| < /2 fiir alle n > N und (2) Z |zk| < e/2.
N

k
Weil ¢ eine Bijektion ist, gibt es M € Nmit {1,..., N} C{p(1),...,o(M)}. Fiir m > M ist
dann

m m m
Zi%(k) — S60| = |SN — 800 + Z Ty | < [Sn — Sool + Z |Zo)| < e
k=1 k=1 k=1

e(k)>N e(k)>N

(b) Dieser Beweis ist in einigen Details ziemlich technisch, so dass wir uns damit begniigen,
die Konstruktion von ¢ im Fall a,b € R mit a < b anzugeben. Die Idee des Beweises ist, erst
soviele negative Summanden auszuwéhlen, bis die Partialsumme < a ist, dann soviele positive
Summanden, bis die Partialsumme > b ist, dann wieder negative bis die Partialsumme < a
ist und so fort. Mit A = {n € N: x, < 0} und B = {n € N : z,, > 0} setzen wir also

n

¢(1) = min A, und falls p(1),...,¢(n) schon konstruiert sind, definieren wir s, = > z,)
k=1
_J min A\{¢(1),...,¢(n)}, falls (p(n) € A und s, > a) oder s, > b
und p(n + 1) = { min B\{¢(1),...,¢(n)}, sonst =
Die Anwendung des Vergleichskriteriums auf die geometrische Reihe liefert zwei einfache
und fiir die Praxis sehr wichtige Tests fiir die absolute Konvergenz.
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4.15 Satz (Quotienten- und Wurzelkriterium).

(a) Falls esc <1 und N € N gibt mit x,, # 0 und < c fir allen > N, dann konvergiert

Tn+1
Tn

(0.0
> x, absolut.
n=1

> 1 fiir alle bis auf endlich viele n € N, ist > x,, divergent.

n=1

(b) Falls x,, # 0 und

Tn+1
Tn

o0
(c) Falls es ¢ < 1 und N € N gibt mit {/|x,| < ¢ fir alle n > N, so ist > x, absolut
n=1
konvergent.

(d) Falls {/|x,| > 1 fiir unendlich viele n € N, so ist Y. x, divergent.

n=1

Tn+t+1

Zusatz. Falls ¢ = lim existiert, so gelten
n—oo

o0
e ¢ <1= > =z, konvergiert absolut

n=1

o
e ¢>1= > x, divergiert.

n=1

Ist s = limsup {/|zy|, so gelten

n—oo
oo
e s<1= > x, konvergiert absolut
n=1

oo
e s>1= > x, divergiert.

n=1
Im Fall ¢ = 1 oder s = 1 sind sowohl Konvergenz als auch Divergenz moglich. Inder Praxis
ist das Quotientenkriterium oft leichter anzuwenden, aber das Wurzelkriterium ist présizer.

BEWEIS.

(a) Durch Induktion folgt fiir alle n > N die Ungleichung |z,,| < ¢ N|zy| = kc” mit der
Konstanten k = ¢~V |xx|. Der Vergleich mit der geometrischen Reihe liefert also die absolute
Konvergenz.

(b) Falls |zy41/2,] > 1 fiir alle n > N folgt induktiv |z,| > |z x|, so dass (z,,)nen nicht gegen
oo

0 konvergiert. Nach 4.11 (f) ist > z,, divergiert.
n=1

(c) Wegen der Monotonie der Potenz gilt |z,| < ¢" fiir n > N, und wiederum der Vergleich
mit der geometrischen Reihe liefert die absolute Konvergenz.

(d) |xn| > 1 fiir unendlich viele n € N impliziert, dass  nicht gegen 0 konvergiert.

Die Zusétze in der Bemerkung folgen direkt aus dem Satz: Ist ¢ < 1, so gibt es ¢ < ¢ < 1,
w;—:l < c fiir fast alle n € N. Die anderen Félle

und mit € = ¢ — ¢ folgt aus der Konvergenz

erhélt man mit dem gleichen Argument. g
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4.16 Beispiele

(a) | Fiir alle z € C ist die Reihe %nr absolut konvergent.

n=0 """

Fiir z = 0 ist das klar, und fiir z # 0 wenden wir das Quotientenkriterium auf z,, = 2" /n!
an: Es gilt |zp41/2,| = |2|/(n+1) — 0 und daher konvergiert die Reihe absolut. Man kénnte
auch versuchen das Wurzelkriterium anzuwenden, aber der Nachweis 1//n! — 0 ist deutlich
schwieriger. Wir definieren nun die wichtigste Funktion der Mathematik:

(o)
(b) || Die Funktion exp : C — C,z +— >’ ’7277: hei3t Ezponentialfunktion.
n=0 """

o0
(¢) Fiir a € CNo und z € C heifit eine Reihe der Form Y a,,2" eine Potenzreihe, und

n=0
1
R= ——+—
limsup {/|an,|
n—oo
heifit Konvergenzradius der Reihe (die Formel wird oft nach Cauchy und Hadamard be-
nannt), dabei vereinbaren wir % = oo und é = 0. Das Wurzelkriterium liefert in dieser
Situation:

o0
(d) | Fiir |z| < R konvergiert . a,z™ absolut, und fiir |z] > R divergiert die Potenzreihe.

n=0

(e) Die Cauchy-Hadamard-Formel ist in der Praxis oft nicht leicht anzuwenden. Falls alle
an # 0 und die Folge |a,/an+1| konvergiert, so gilt R = lim |ay,/ap+1|. Dies folgt aus dem
n—oo

Quotientenkriterium.

n! (nAD)" T

o0
(f) Die Potenzreihe :—iz” hat Konvergenzradius e = exp(1), weil a,/an1 = 15 AT =

n=0
(1+ %)" und wir jetzt zeigen, dass diese Folge gegen exp(1) konvergiert:

4.17 Satz. "
Fiir alle z € C gilt (1 + %) — exp(z).

n
BewEIs. Fiir n € N seien s, = ) %47 und
k=c

Z\" = (1) 2F - zkk_ln—j
w=(1+7) :Z(k)nk: Y S

k=0

Um die Differenz |s,, —w,,| abzuschétzen, zeigen wir durch Induktion nach k& € N fiir a;,b; € C
k—1

k—1
[T aj— IT b;
j=0

mit |a;| <1 und |bj| < 1 die Ungleichung

Jj=0

k-1
< > laj —bj|]. Fir k =1 ist das
j=0
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klar, und der Induktionsschritt folgt aus

k k k—1 k—1 k-1

Haj—Hbj: Haj—Hbj ak+(ak—bk)Hbj

§=0 j=0 §=0 j=0 j=0
mit Hilfe der Dreiecksungleichung. Fiir a; = % und b; = 1 folgt

n k—1 n n—2
SV R R VL L
wn sl <D T =0 A T w2

k=0 " j=0 k=0 k=0

Also gilt |wy, — s,| < %exp(\z\), so dass w, — s, — 0. Aus s,, — exp(z) folgt also auch

Wy, — exp(z). O

4.18 Satz (Cauchy-Produkt).
(o0} o0

Seien A= ) a, und B = ) by, zwei konvergente Reihen, von denen mindestens eine absolut
n=0 n=0
konvergiert. Dann gilt

o.¢] n
> arbay = AB.

n=0 k=0
n n
BeEwEIs. Wegen ¢, = Y agb,—r = > bga,_x konnen wir annehmen, dass die Reihe der
k=0 k=0
n n
an absolut konvergiert. Wir schreiben A,, = Y ag, B, = Y b und 8, = B — B,,. Fiir alle

k=0 k=0
N € N gilt dann mit M = {(n,k) € {0,...,N}?: k <n}

N—

N n N N N
Z Z agbp_ = Z agbp_p = Z Z agbp_k = Zak by

n=0 k=0 (n,k)eM k=0 n=k k=0 (=

Ea

N N
= Z agBn_p = ANB — Z agBN k-
k=0 k=0

n o0
Wir miissen also noch r, = > arf,—r — 0 zeigen. Fiir ¢ > ) |ag| +sup{|B.| : n € Ng} und
k=0 k=0

o0
e > 0 gibt es N € N mit |38,]| < ¢/2c¢ fiir alle n > N und > |ag| < £/2¢. Fiir n > 2N und
k=N

k < N ist dann n — k > N, und wir erhalten

N n o -
€ e €
7| < § lak| |Brn—k| + E lak||Bn—k| < % E lag| + ¢ E lag| < 5 + 5= c. =
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4.19 Kog)rollar. -
Seien > apz™ und > b,z" zwei Potenzreihen mit Konvergenzradien R, beziehungsweise Ry.

n=0 n=0
Dann gilt fir alle |z| < min{Rq, Rp}

4.20 Die Exponentialfunktion
(a) Fiir z € C hatten wir in 4.16 mit dem Quotientenkriterium die absolute Konvergenz von
o0
exp(z) = >, %7: gezeigt. Statt exp(z) schreibt man oft auch e?.
n=0

b) ’Fﬁr alle z,w € C gilt die Fundamentalidentitéit exp(z + w) = exp(z) exp(w).

L2+ w)" = exp(z + w). O

M8

oo n
BEWEIS. exp(z)exp(w) = Z Z ZF o
v Nt 0

n

) ’Fﬁl‘ alle z € C gilt |exp(z)| = exp(Rz) > 0. ‘

BEWEIS. Wegen s, — Soc = 5p, — Soo gilt exp(z) = exp(2). Damit folgt
| exp(2) Jexp(z) = exp(z + Z) = exp(2Rz).

Xp(z
Fir 2 = z/2 liefert dies exp(%z) > 0, und weil exp(2Rz) = exp(Rz + Rz) = exp(Rz)?,
folgt |exp(z)| = exp(Rz) aus der Eindeutigkeit der Wurzel. Schlieflich ist exp(z) # 0, weil

exp(z) exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1. O

‘ 2

-1

exp(z Z

k=

(d) | Fiir alle z € C und n € N ist T exp(]z\)

BEWEIS.

eote) =330 = [ < B < B S g < S B
' )

p(z k! - = ({+n) !

weil L)t — (“”) > 1. O

(e) ‘ e = exp(1) ist irrational. ‘

BEWEIS. Andernfalls konnte man e = % mit m,n € N und n > e schreiben. Dann ist

n
a=nle— Y Z—,‘ € Z, aber wegen (d) fi O
(f) ‘exp |r : R — R, z +— exp(x) ist streng monoton wachsend.
oo n
BEWEIS. fiir z < y ist gzggy; =exp(ly —z)= >, % > 1. O
n=0
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4.21 Die Zeta-Funktion

(a) Bisher haben wir Potenzen y? fiir y > 0 nur fiir p € Q definiert. Im Vorgriff auf Kapitel
5 benutzen wir fiir p, ¢ € R folgende Regeln yPy? = 4?4 und (y?)? = y9.

o0
(b) Wir wollen nun die Konvergenz der Riemannschen Reihen nip untersuchen. Qotienten-

n=1
und Wurzelkriterium helfen hier nicht. Deshalb ein Trick, der auf Cauchy zuriickgeht:

oo
(c) | Fiir eine monoton fallende Folge z mit =, > 0 konvergiert ) z, genau dann, wenn
n=1

o0
> 2™z konvergiert (VERDICHTUNGSKRITERIUM).
n=0

m m
BEWEIS. Seien s, = > x, und 7, = > 2"xon. Weil  monoton fillt, gilt

n=1 n=0

Som+1 = x1 + (X2 + x3) + (x4 + x5 + 16 + 27) + - - - < 1y, und andererseits

T

DN | =

som =x1+ T2+ (3 +x4) + (25 + -+ 23)+ - > a1+ 22+ 204 + 428 + -+ >

Wegen der Monotonie von s, und r,, folgt daraus, dass (s, )men genau dann beschriankt
ist, wenn (7, )men beschriankt ist, und der Satz {iber monotone Konvergenz liefert die Be-

hauptung. O
o
(d) |Fiir p > 0 konvergiert ((p) = Zl n—lp genau dann, wenn p > 1.
n=
o0 [e.e]
BEWEIS. Die verdichtete Reihe ist eine geometrische Reihe: Zo 2m (27{)? = 20(21_7’)”,
n= n=
also genau dann konvergent, wenn 2P < 1. O

(e) Diein (d) definierte Riemannsche Zeta-Funktion spielt eine herausragende Rolle in vielen
Bereichen der Mathematik und insbesondere der Zahlentheorie.

4.22 Satz (Abel).
Seien a,b € CN, so dass eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist.

o0 o0
(a) > ay konvergiert und > |b, — bpt1| konvergiert,
n=1 n=1

o0
(b) > an konvergiert und b ist monoton und beschrinkt,
n=1

@ {

o0
Dann ist Y anb, konvergent.
n=1

n

> ax

k=1

in € N} ist nach oben beschrinkt und b konvergiert monoton gegen 0.
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n

BEWEIS. Seien A, = > aj. Dann gilt fiir alle n < m die ABELSCHE PARTIELLE SUMMA-

k=1
TIONSFORMEL
m m—1
> arby = Awbm — An—iby+ Y Ap(b = bipa).
k=n k=n

Dies folgt wegen ap = A — Ax_1 aus

m m m m m—1
Z apby = Z Apby, — Z Ap_1by = Z Apby — Z Agbpy.
k=n k=n k=n k=n

l=n—1

Ist nun (a) erfiillt, so folgt aus

m—1 m—1
b, — bp| = ‘ D b bk:-i—l‘ <> Jbe — bega ]
k=n k=n

zunéchst, dass b eine Cauchy-Folge ist und daher konvergiert. Das Cauchy-Kriterium fiir die
[e.°]
Reihe Y a,b, folgt dann aus

n=1

m—1 m—1 m—1
‘ > Ag(bi — bk+1)‘ <O AR b = bega| <> Jbg — brga]
k=n k=n k=n

mit ¢ = sup{|4,|: n € N} < co.

7

Die Bedingung (b) impliziert die Bedingung (a), weil fiir monotone Folgen > |bx—byy1| =

k=1

|by — bp+1| wegen des Satzes iiber monotone Folgen konvergiert. Im Fall (c¢) erhélt man

m—1 m—1
‘ > Aplbr = b)) < e ok = i = b — bl
k=n k=n

fiir jede Majorante ¢ von {|A,| : n € N}, und wegen b,, — 0 gilt wieder die Cauchy-Bedingung.

0

4.23 Anwendungen

(a)

o0
LEIBNIZ-KRITERIUM: Fiir jede monotone Nullfolge = ist > (—1)"x,, konvergent.
n=1

Bewers. Dies folgt mit a,, = (—1)" und b,, = x,, aus der Bedingung (c) im Satz 4.21. O

o0
(b) > (=1)"/n? konvergiert fiir alle p > 0.
n=1

()

[e.°]
Sei Y ¢p2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 1, so dass die Koeffizienten ¢, reel

n=
sind und monoton gegen 0 konvergieren. Dann konvergiert die Reihe fiir alle z € C mit
|z| =1 und z # 1.
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BEWEIS. Dies folgt wiederum aus der Bedingung (c) mit a,, = 2™ und b,, = ¢, weil

S el (L=t 2
ZZ - 1 = 1 )
— -z 12|




KAPITEL 5

Stetigkeit

5.1 Metrische Riume

(a) Bei vielen Aussagen des vierten Kapitels haben wir nur einen einzigen Aspekt reeller
und komplexer Zahlen benutzt, ndmlich die Dreiecksungleichung fiir den Betragsabstand
d(z,y) = |z — y|. Weil dies in diesem Kapitel dhnlich sein wird, definieren wir zunéchst
allgemeine Abstandsfunktionen.

(b) Sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — Ry (mit Ry = {a € R: a > 0}) heifit
eine Metrik auf X, falls fir alle z,y, z € X folgende Bedingungen gelten:

(M1) z =y <= d(z,y) =0,

(M2) d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie) und

(M3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung).
In dieser Situation heifit das Paar (X,d) ein metrischer Raum, und die Zahl d(z,y) heifit
Abstand zwischen z und y. Fiir x € X und r > 0 heiflen

B(x,r)={y € X :d(z,y) <r} und B(z,r) ={y € X : d(z,y) <r}

offene bzw. abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt x und Radius r. Falls d nicht durch den
Kontext klar ist, schreiben wir gelegentlich auch By(x,r) oder Bx (z,r) statt B(z, ).

(¢) Sind A C X und d eine Metrik auf X, so ist d4 = d|4x4 eine Metrik auf A. Ist A C C,
so betrachten wir (sofern nicht anderes gesagt wird) immer die vom Betrag erzeugte Metrik
d(z,y) = |z — y|. Die Kugeln Bg(z,r) =]Jr —r,2 +r[ und Be(z,r) ={y € C: |z —y| <7}
sind dann reelle Intervalle beziehungsweise Kreisscheiben in C.

1, fallsz #y

0, fallsz=y

X. Hier sind die Kugeln immer entweder einelementig, also sehr klein, oder gleich X, also

sehr grof. Insbesondere sind Bs(z,1) = {#} und Bs(z,1) = X sehr unterschiedlich.

(d) Ein exotisches Beispiel ist die diskrete Metrik §(z,y) = { auf einer Menge

n 1/2
(e) |Fir x € C™ erfilllt die euklidische Norm ||z||s = (Z |zk|2> die Cauchy-Schwarz-

Ungleichung Z |zryx| < ||z||2]|y|l2 und die Dreiecksungleichung ||z 4+ y|l2 < ||z|l2 + ||y||2,

und da(z,y) = ||:r — 9|2 ist eine Metrik auf C™.

BeEWwEIS. Durch Betrachten von zp = x/||zk||2 und gk = yr/||yk||2 sieht man, dass es
reicht die Cauchy-Schwarz-Ungleichung im Fall ||z|l2 = ||y]l2 = 1 zu zeigen, und dies folgt
durch Aufsummieren aus

2 2 2
0. < (el = ol ) = ol — 2yl + el

51
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Die Dreiecksungleichung erhalten wir damit aus

n
2
lz +yl3 < llll3 +2 ) lewynl + 1913 < llll3 + 2lellzlyll2 + lyll3 = (Hﬂf!h + HyH2> :

k=1
Die Bedingungen (M1) und (M2) fiir dy sind klar, und (M3) folgt aus
do(z,2) = [(z —y) + (y = 2)ll2 < [l = yll2 + [ly = z[l2- m

(f) Fiir eine Menge I # () seien
loo(I) ={f:I— C:{|f(t)] : t € I} nach oben beschrénkt }
die Menge der beschrdnkten Funktionen auf I, und fir f € € (1) sei

[flloc = sup{[f(£)] - ¢t € I}.

Dann gilt ||f + glloo < ||fllco + [|9]lco fiir alle f, g € loo(I), und doo(f, 9) = || f — gl/co ist eine
Metrik auf loo(I). Fiir f € loo(I) und 7 > 0 gilt

B(f,r) ={g € lo(I) : |f(t) — g(t)| < r fiir alle t € I}.

BeEwEis. Fir alle t € I gilt |f(t) + g(t)| < [f(®)| + g()] < [[fllc + [[9]lc und damit
£+ glloo < I flloe + |9lloo- Dies impliziert die Bedingung (M3) fiir de. O

5.2 Stetigkeit

(a) ||Seien (X, d) und (Y, d) zwei metrische Rdume, f : X — Y eine Abbildung und £ € X.
Die Abbildung f heifit stetig in &, falls

Ve >0360 >0Vaz € X gilt (d(&z) <d = D(f(&), f(z)) <e).

(b) Stellt man sich f : X — Y als eine Maschine vor, so bedeutet die Stetigkeit in £ € X,
dass es fiir jede Fehlertoleranz € > 0 eine Inputtoleranz § > 0 gibt, so dass jeder Input z,
der die Toleranz ¢ einhilt, zu einem Output mit Fehler < ¢ fiihrt.

(¢) Jede der folgenden Bedingungen ist dquivalent zur Stetigkeit in £ € X:

e Ve >035 >0sodass f(B(&0)) C B(f(§),¢)

e Ve >035 >0sodass f(B(£9)) C B(f(§),¢)

e Ve >030 >0sodass B(£,6) C fHB(f(6),¢))
Nennt man eine Menge U C X Umgebung von &, falls es r > 0 mit B(&,r) C U gibt, so ist
eine weitere dquivalente Bedingung

e Das Urbild unter f jeder Umgebung von f(&) ist eine Umgebung von &.

(d) Sind AC X und f: A — Y eine Abbildung, so heifit f stetig auf A, falls f als Abbildung
von (A,d4) nach (Y, D) in jedem Punkt & € A stetig ist, das heifit

VE €A,e>036 >0Va € Agilt (d(§,x) <d = D(f(&), f(z)) < e).

WARNUNG: Ist f: X — Y stetig in jedem £ € A, so ist f|4 : A — Y stetig auf A, aber
die umgekehrte Implikation gilt nicht (z. B. A = {{})

(e) BEISPIELE.
e Konstante Abbildungen sind iiberall stetig (§ = 1).
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0  falls 2 = 0 ist stetig in jedem £ # 0 und unstetig in 0.

e exp: C — C ist in jedem Punkt stetig.

0f:R—>R,x|—>{ z/lz] , fallsz#0

BeEwEIS. In 4.20(d) haben wir |exp(z) — 1| < |z] exp(|z|) gezeigt. Fiir alle £,z € C folgt
damit

|exp(§) — exp(x)| = [exp(§)[ | exp(z — §) — 1| < |z — &] | exp(&)| exp(|z — &])
< |z =&l fexp(§)]e = |o — [ exp(RE + 1)
falls |z — &| < 1. Fiir e > 0 und § = min{1,¢/|exp(RE + 1)} folgt dann
|exp(§) — exp(x)| < e fiir alle |€ — x| < 4.

O

(f) Eine Folge = = (2,)neny € XY heiBt (beziiglich der Metrik d) konvergent gegen zo, € X,

falls d(xoo, 2n) — 0. In diesem Fall schreibt man z, — x. oder xo = lim z,. Letztere
n—oo

Schreibweise ist gerechtfertigt, weil genau wie in 4.2 (g) aus der Dreiecksungleichung und
(M1) die Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt.

5.3 Satz (Folgenkriterium).
Seien (X,d) und (Y, D) metrische Riume und £ € X. Eine Abbildung f : X — Y ist genau
dann stetig in &, wenn fir jede Folge x € XN mit x,, — & auch f(z,) — f(€) gilt.

BEWEIS. Seien zuerst f stetig in £ und 2 € XV eine Folge mit x,, — £&. Um f(z,) — f(£)
zu zeigen, fixieren wir £ > 0. Dann gibt es § > 0 mit f(B(£,0)) C B(f(§),e). Wegen z,, — &
gibt es N € N, so dass d(&,z,) < 9 fiir alle n > N, also z,, € B(&,6). Fiir n > N gilt dann
F(a) € BU(E),2), also D(F(©), f(a)) < =.

Sei nun andererseits das Folgenkriterium erfiillt. Wir nehmen an, dass f unstetig in ¢
ist. Dann gibt es ¢ > 0, so dass fiir alle 6 > 0 ein y(d) € X existiert mit d(&,y(J)) < ¢
aber D(f(), f(y(9))) > e. Fiir jedes n € N setzen wir z,, = y(1/n). Dann gilt =, — &,
weil d(§,x,) < 1/n, aber f(x,) konvergiert nicht gegen f(&), weil D(f(§), f(z)) > ¢ fiir alle
n € N. 0

Mit Hilfe dieses Kriteriums und Satz 4.3 erhélt man nun leicht folgenden niitzlichen Satz,
mit dessen Hilfe man die Stetigkeit vieler konkreter Abbildungen zeigen kann, ohne die defi-
nierende Bedingung nachzuweisen:

5.4 Satz.
Seien (X, d) ein metrischer Raum, £ € X und f,g: X — C zwei Abbildungen, die beide in £
stetig sind, sowie a,b € C. Dann sind auch

af +bg: X - C,z— af(x)+bg(x) und fg: X — C,z— f(z)g(z)
stetig in &. Falls g(z) # 0 fir alle x € X ist auch folgende Abbildung stetig in &:
flg: X —-Cx f(x)/g9(x).
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Als Anwendung dieses Satzes erhalten wir zum Beispiel ohne jede Rechnung die Stetigkeit
auf C von Polynomfunktionen

P
P:(C—>(C,z»—>2anz”.

n=0

Ein weiteres niitzliches Kriterium ergibt sich ebenfalls direkt aus dem Folgenkriterium:

5.5 Satz (Kompositionen).
Seien (X,d), (Y, D) und (Z,A) drei metrische Riume, { € X und f: X =Y sowieg:Y — Z
zwei Abbildungen. Sind f stetig in € und g stetig in f(£), so ist auch go f stetig in &.

Zum Beispiel liefert dies die Stetigkeit auf C der Funktion
C — C, z — exp(2?).

5.6 Satz (Stetigkeit von Potenzreihen).
o0

Sei f(z) = anz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist f : Bc(0,R) — C
n=0
stetig.

BEWEIS. Seien £ € B¢ (0, R) und r € R mit || < r < R. Fiir alle z € C mit |z| < r gilt
dann

© et n—1
1) = £ €Y lanl[6" = 2" = Y lanl 6 = 2| | D 65"
n=1 n=1 k=0
<€~ 2| in\an!r”‘l
n=1

oo
Wegen {/n — 1ist limsup {/n|a,| = limsup {/|a,|, und deshalb hat die Potenzreihe ) naz"
n—oo n—oo n=0
o0

ebenfalls Konvergenzradius R. Also ist ¢ = Y n|a,|r"~! eine reelle Zahl, so dass fiir alle
n=1
|z| < r die Ungleichung |f(§) — f(z)] < c|¢ — z| gilt. Dies liefert die Stetigkeit von f in ¢. O

Wir erhalten mit Satz 5.6 insbesondere einen weiteren Beweis der Stetigkeit der Expo-
nentialfunktion (ohne die Fundamentalidentitét zu benutzen).

5.7 Satz (Zwischenwertsatz).
Seien I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Dann ist f(I) wieder ein Intervall.

Der Name des Satzes rechtfertigt sich dadurch, dass nur Intervalle J C R die Zwischen-
werteigenschaft
a,beJunda<c<b=celJ
haben. Tatséchlich ist so eine Menge ein Intervall mit Randpunkten « = inf J und 8 = sup J,

wobei wir auch |—oo, [ = {z € R : z < 3} und die analog definierten Mengen | — oo, 3], Ja, 0]
und [a, oo[ als Intervalle auffassen.
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BeEweIs. Seien J = f(I) = {f(z) : * € I},a,b € J und a < ¢ < b. Dann gibt es
a,f € I mita= f(a) und b = f(8), und wir kénnen (nach eventueller Umbenennung) o < 3
annehmen. Dann ist A = {z € [a, 8] : f(z) < ¢} nicht leer, weil a € A, und nach oben (etwa
durch ) beschriankt. Fiir £ = sup A zeigen wir ¢ = f(£). Wegen Satz 4.5(b) gibt es eine
Folge (zp)nen in A mit z,, — &, und das Folgenkriterium impliziert f(§) = nh—>nolo flzn) <ec.

Insbesondere ist £ < # und wegen y,, = £+ % > st yy, ¢ A, also f(yn) > c. Wegen y, — &
folgt wieder mit dem Folgenkriterium f(£) = lim f(yn) > c. O
n—oo

5.8 Anwendungen

(a) Ein Radfahrer fihrt (mit verédnderlicher Geschwindigkeit und womdglich sogar Pausen)
innerhalb einer Stunde 20 km. Dann gibt es ein Zeitintervall von 30 Minuten, in dem der
Radfahrer genau 10 km féhrt.

Bewers. Die Funktion f : [0,1] — R beschreibe die zur Zeit t € [0,1] zuriickgelegte
Wegstrecke, so dass f(0) = 0 und f(1) = 20. Wir gehen davon aus, dass f stetig ist. Dann
ist auch g : [0,1/2] — R, t — f(t+1/2)— f(t) stetig, und wir miissen zeigen, dass g den Wert
10 annimmt. Wegen ¢g(0) = f(1/2) und g(1/2) = 20 — ¢(0) ist aber 10 eine Zahl zwischen
9(0) und g(1/2) (weder kénnen beide kleiner als 10 sein noch beide gréfier als 10), und daher
folgt die Behauptung aus dem Zwischenwertsatz. ([

(b) ‘ Eine stetige Funktion f : [a,b] — R ist genau dann injektiv, wenn sie streng monoton ist. ‘

BEWEIS. Die strenge Monotonie impliziert die Injektivitat, und fiir die andere Implika-
tion reicht es, den Fall f(a) < f(b) zu beweisen. Wir zeigen zunéchst fir x €|a,b], dass
fla) < f(x) < f(b) gilt. Falls ndmlich f(x) < f(a), gibt es wegen des Zwischenwertsatzes
fiir flj,p ein § € [z,b] mit f(§) = f(a), was der Injektivitit widerspricht. Genauso fiihrt
die Annahme f(z) > b zu einem Widerspruch. Sind nun z,y € [a,b] mit z < y, so gilt
f(a) < f(y) und die eben gezeigte Aussage fiir b = y liefert f(z) < f(y). Also ist f streng
monoton wachsend. g

(c) Hier nun der im dritten Kapitel versprochene einfache Existenzbeiweis fiir die n-te Wurzel
aus y > 0 (Satz 3.10): Die Funktion f: Ry — Ry, x — x™ ist stetig mit f(0) <y < f(1+y)
und der Zwischenwertsatz impliziert y = £™ fiir ein £ > 0.

5.9 Der Logarithmus und allgemeine Potenzen

(a) ’ Die reelle Exponentialfunktion exp : R — ]0, oo] ist bijektiv. ‘

BEWwEIS. Wegen exp(z) = exp(Rz) = |exp(z)| > 0 fiir z € R, ist exp|r tatsdchlich
eine Abbildung von R nach ]0,00[, die als streng isotone Funktion injektiv ist. Fiir die
Surjektivitédt fixieren wir y > 0. Wegen exp(n) > n und exp(—n) = 1/e" — 0 gibt esn € N
mit exp(—n) < y < exp(n), und der Zwischenwertsatz impliziert, dass y = exp(x) fiir ein
x € [-n,n] gilt. O

(b) || Die Umkehrfunktion von exp |g : R — ]0, oo[ heiit (natiirlicher) Logarithmus und wird
mit log : |0, 00] — R bezeichnet.
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(© (1) log(exp(x)) = = fiir alle x € R,
(2) exp(log(y)) = y fiir alle y > 0,
(3) log(zy) = log(x) + log(y) fur alle z,y > 0,
(4) log(z/y) = log(x) — log(y) fiir alle z,y > 0.

BeEWwEIS. (1) und (2) folgen aus der Definition der Umkehrfunktion und (3) und (4) aus
der Fundamentalidentitdt und der Injektivitit von exp |r, weil

exp(log(z) + log(y)) = exp(log(z)) exp(log(y)) = zy = exp(log(zy)). O

(d) ’Fﬁr x>0 und p € C definieren wir 2P = exp(plog(x)). ‘

(e) |Fiir alle z,y > 0, p,q € C und r € R gelten
(1) aPad = 2PHa,

(2) 2Py = (zy)?,

(3) (&")P ==,

(4) log(z") = rlog(z).

BEWEIS. (1) 2Pz? = exp(plog(z)) exp(glog(x)) = exp((p + ¢) log(x)) = aP™1.
(2) 2PyP = exp(plog(x)) exp(plog(y)) = exp(p(log(z) +log(y)) = exp(plog(zy)) = (zy)’.
(3) Fiir r € R ist 2" = exp(rlog(x)) > 0, was (4) zeigt, und weiter ist

(a7} = exp(plog(a”)) = exp(prlog(x)) = 2"
U

Warnung. Falls » € C ist (z")P im Allgemeinen gar nicht definiert, weil 2" nicht reell
und positiv ist, und selbst wenn dies zuféllig der Fall ist, gilt oft (2")? # z"P. Fiir ein Beispiel
greifen wir etwas vor und benutzen e*™ = 1 und €™ = —1. Fiir » = 27 und p = 1/2 erhalten
wir damit ein Gegenbeispiel.

(f) |Fiir alle 2,y > 0 und p,q > 1 mit 3 + 2 = 1 gilt

1 1
lzy| < =|z|P + =|y|9.
p q

BEwWEIS. Wir zeigen zunéchst die Konvezitit der reellen Exponentialfunktion, das heifit
exp(Ar + (1 — N)y) < dexp(x) + (1 — ) exp(y) fiir alle z,y € R und A € [0, 1].

Dazu reicht es (wegen A = 1 — \ € [0,1]) den Fall y < 2 zu beweisen. Wegen X" < \ fiir alle
n € N gilt

exp(A(z —y) —1—2)\”:6_ </\Z (x—y Aexp(z —y) — 1),

also exp(A(xz —y)) < Aexp(z — y) +(1—2XA), und Multlphkatlon mit exp(y) > 0 liefert wegen
der Fundamentalidentitéit die Konvexitdt. Damit folgt nun

1 1
|yl = exp(log [z] +logy|) = exp (5 logla[’ + - log !y\q)

1 1
< = exp(log []") + + exp(log [y|?) = ~|af? + Iqu- O
p q p
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(g) Mit Hilfe dieser Ungleichung erhalten wir ein weiteres wichtiges Beispiel einer Metrik.
Wir definieren noch 0P = 0 fiir p > 0 und schreiben fiir einen Vektor z € CY und p > 1

N 1/p
z]lp = (Z !$n|p> :
n=1

Aus folgendem Satz erhalten wir dann, dass dp(z,y) = ||z — y||, eine Metrik auf C¥ ist

5.10 Satz (Holder- und Minkowski-Ungleichung).
Fiir alle z,y € CN und p,q > 1 mit % 4 % =1 gelten

N
> zayal < lellpllylly und e +yllp < lzllp + llyllp.

n=1

Bewers. Durch Ubergang zu &, = x,/||z||, und @, = yn/||y|l4 reicht es, die erste Unglei-
chung im Fall ||z||, = ||y|lq = 1 zu zeigen. Die folgt aber direkt aus 5.9 (f):

N 1 1 1 1
S aynl < =D laalP = lynl? = =ll2llh + = lly)lE = 1.
n=1 pn:l qn:l p q

Im Fall p = 1 folgt die zweite Ungleichung aus der Dreiecksungleichung, und falls p > 1,
wenden wir die Holder-Ungleichung auf ¢ = p = an und erhalten

N N
|z + y||§ < Z |Zn| |20 + yn|p_1 + Z Yl lzn + yn|p_1

n=1 n=1

< llllpllz +yIP~ g + Iyllplla +yP~ g
N 1/q
= ([lz[lp + [lllp) <Z |z + ynl(p_l)q> = (l=llp + lyllp) lz + wll~*
n=1

Dies impliziert die Minkowski-Ungleichung durch Multiplikation mit ||z + y||11fp . O

5.11 Trigonometrische Funktionen
(a) Fiir z € C definieren wir Cosinus und Sinus durch
o0

'LZ + 6_123
cos(z) =——— = Z 2n T

2n+1

sin(z) =——;— = Z "t

Die Reihendarstellungen erhélt man durch Einsetzen in die Exponentialreihe.
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(b) |Fiir alle z,w € C gelten

(1) € = cos(z) + isin(z) (Eulersche Identitit),
(2) COS(Z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w),
(3) sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w),
(4) cos?(z) + sin?(z) = 1.

'BeEWwEIs. (1) ist banal, und (2) - (4) folgen aus der Fundamentalidentitét: Fiir a = e, b =
e %, c=e" und d = e " ist ndmlich cos(z + w) = (ac + bd)/2 und die rechte Seite in (2)
ist
2 2 2 2 2
Eine analoge Rechnung zeigt (3), und (4) folgt aus

a+172 a—b\2
= =1.
() (%) =

a+bec+d a—-bc—d ac+bd

(c) ‘COS(2) < 0.

BEwEIs. Fiir alle n € N ist % > %, weil diese Ungleichung &dquivalent zu der

offensichtlichen (2n + 2)(2n + 1) > 4 ist. Damit folgt

22 24 26 28 210 212
cos(2) =1- +4'_<6!_8!>_<10!_12!>_
22 24 2 1

<1-— St 1—2+ 3= 3

O

(d) cos o9 : [0,2] — R ist stetig, und der Zwischenwertsatz impliziert wegen cos(0) = 1 und
cos(2) < 0, dass es eine Nullstelle des Cosinus in [0, 2] gibt.

(e) ’7—21nf{x€[0 2] : cos(z) = 0}. ‘

(f) Die Stetigkeit des Cosinus impliziert cos(m/2) = 0, und es gilt cos(x) > 0 fir = € [0, 7/2].
(g) [sin(r/2) = 1. |

BEWEIS. Wegen cos? +sin? = 1 gilt |sin(7/2)| = 1, und wir miissen noch sin(7/2) > 0
zeigen. Wegen 7/2 < 2 folgt dies aus der fiir alle z € [0, 2] giiltigen Ungleichung

, 23 > a2’ 3 z?
s1n(a:)—x—+<5‘ 7!>+ >x—3‘_m<1—>20. O

(h) Die Additionstheoreme (b) liefern nun weitere Werte von Sinus und Cosinus:
cos(m) = —1, sin(m) = 0, cos(2m) = 1, sin(27) = 0.

Wegen cos(22) = cos?(z) —sin?(z) gilt aulerdem 0 = cos(7/2) = cos?(7/4) — sin?(r/4). Weil
Cosinus und Sinus in [0, 7/2] positiv sind, folgt aus cos? 4 sin? = 1

cos(m/4) = sin(r/4) = 1/V/2.
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(i) |Fiir alle z € C gelten
sin(z 4+ 7/2) = cos(z), cos(z + 7/2) = sin(z + 7) = —sin(z), cos(z + 7) = — cos(z),

sin(z 4 27) = sin(z) und cos(z + 27) = cos(z) sowie exp(z + 27i) = exp(z).

() ‘{ze(Czsin(z)zo}:{mr:nEZ} und {z € C:cos(z) =0} ={(n+1/2)7: n € Z}. ‘

BEWEIS. Wegen (i) reicht es, die Nullstellen des Cosinus zu bestimmen, und wir zeigen
zuerst, dass diese reell sind. Ist cos(z) = 0, so gilt €* = —e~** und daher e?** = —1. Also ist
1 = |e?*| = exp(R2iz), und die Injektivitit von exp |g liefert die Riz = —Jz = 0.

Nach Definition von 7 ist 7/2 die kleinste positive Nullstelle des Cosinus, und wegen
cos(—z) = cos(z) gibt es keine weitere Nullstelle in | — w/2,7/2]. Wegen |cos(z + nr)| =
| cos(z)| erhalten wir, dass alle Nullstellen von der Form 7/2 4+ nm mit n € Z sind. O

5.12 Satz (Polarkoordinaten).
Seien a,b € R mit b —a =27 und z € C\ {0}. Dann gibt es genau ein ¢ € [a,b] mit

z = |z]e®.
BEWEIS. Wir beweisen zuerst den Fall ¢ = —7 und b = 7. Seien x,y € R mit é =z +1iy.
Dann ist 22 + y?> = 1 und insbesondere x € [—1,1]. Wegen cos(—7) = —1 und cos(0) = 1

liefert der Zwischenwertsatz ein « € [—m, 0] mit cos(a) = . Damit gilt
cos?(a) + sin?(a) =1 = 2% + ¢/?

und daher |sin(a)| = |y|. Falls sin(a) = y, setzen wir ¢ = «, und andernfalls ¢ = —a, so
dass jedenfalls sin(p) = y. Damit gilt also €'? = cos(p) + isin(yp) = © + iy = é Fiir die
Eindeutigkeit miissen wir zeigen, dass fiir ¢, 1) € [—m, 7| folgende Implikation gilt

e = = p =1
Wegen der Fundamentalidentitit ist ¥ = e #quivalent zu e/*~%) = 1, also cos(p—) =1
und sin(¢ — 1) = 0. Die einzige Stelle € | — 27, 27| mit cos(x) = 1 ist aber x = 0, und wegen
©—1 €] —2m 2| ist also ¢ = 1.
Der allgemeine Fall folgt aus dem schon bewiesenen fiir 2 = ze~#0+7), O

5.13 Satz (Stetigkeit der Umkehrfunktion).
Seien I C R ein Intervall und f : I — R injektiv und stetig auf I. Dann ist die Umkehrfunktion
f~1: f(I) — R wiederum stetig.

BEWEIS. Wegen des Zwischenwertsatzes ist J = f(I) ein Intervall. Fiir den Beweis der
Stetigkeit von f~! in n = f(¢) € J fixieren wir € > 0 und betrachten zunichst den Fall,
dass ¢ kein Randpunkt von I ist. Dann gibt es 0 < € < e mit K = [ — £,£ + €] C I. Nach
5.8(b) ist f|xk streng monoton, und wir kénnen f|x als streng wachsend annehmen. Dann ist
f(6—8) <n< f(€+&) und fiir 6 = min{n — f(£ — &), f(€ + &) —n} erhalten wir f~'(y) € K
fiir alle |y — n| < § wegen des Zwischenwertsatzes. Also gilt

) -] = ) g e <
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Ist & etwa linker Randpunkt von I, so argumentiert man analog mit K = [£,£ + £]. O
Folgerung. Der Logarithmus log : |0, oo[ — R ist stetig.

5.14 Topologische Grundbegriffe. Seien (X, d) ein metrischer Raum und A, B C X.
(a) Die Menge
A={r e X:Ve>0 Jac€ A mit d(x,a) < e}

heifit Abschluss von A in (X, d). Dies ist also die Menge derjenigen Punkte von X, die sich
mit beliebiger Prézision durch Elemente von A approxieren lassen, solche Punkte nennt man

auch Berihrpunkte von A. Ist (X, d) nicht durch den Kontext klar, schreiben wir auch a¥
oder A” fiir 4.

(b) |A=Aund AUB = AUB.

BEWEIS. Wegen A C A gilt A C A. Fiir die umgekehrte Inklusion betrachten wir x € A
und € > 0. Wegen & = /2 > 0 gibt es y € A mit d(z,y) < & und a € A mit d(y,a) < &. Die
Dreiecksungleichung liefert dann d(z,a) < & +& =¢. Also ist z € A.

Bei der zweiten Aussage folgt D aus A C AU B und B C AU B. Fiir die andere Inklusion
fixieren wir z € AU B und nehmen z ¢ A U B an. Dann gibt es 1, e2 > 0, so dass
B(z,e1)NA = 0 und B(z,e2)NB = (). Fiir ¢ = min{e1, 2} > 0 gilt dann B(z,e)N(AUB) =0
im Widerspruch zu x € AU B. O

WARNUNG: A N B ist oft viel kleiner als A N B, etwa fiir A=Q und B=R\ Q

(c) |Fiir z € X gilt x € A genau dann, wenn es eine Folge (a,)nen € AN gibt mit a,, — z.

BEWEIS. Ist € A, so gibt es fiir alle n € N ein a, € A mit d(z,a,) < 1/n. Diese Folge
(an)nen konvergiert also gegen z. Sind andererseits (ay)nen S0 eine Folge und € > 0, so gilt
(x,a,) < e fiir fast alle n € N. O

d
(d) Die Menge A heifit abgeschlossen in (X,d), falls A = A. Die Menge A heifit offen in

(X, d), falls ihr Komplement A° = X \ A abgeschlossen ist.

(¢) ) A und B abgeschlossen = A U B abgeschlossen.

) A; abgeschlossen fiir alle i € I = [ A; abgeschlossen.
i€l

) A und B offen = AN B offen.

)

A; offen fiir alle i € I = |J A; offen.
i€l

1
(2
@3
(4

BEWEIS. Wegen AU B = AUB = AUB gilt (1), und (2) folgt aus () 4; € N 4 = () A:.
el el iel
Die Aussagen fiir offene Mengen folgen aus der Regel von de Morgan X'\ (| 4; = () A%. O
il icl
(f) Ein Element z € X heifit innerer Punkt von A, falls z ¢ Ac. Das heifit also, dass es ¢ > 0
gibt mit B(z,e) C A. Die Menge

A ={z € X : x ist innerer Punkt von A}
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heifit offener Kern oder Inneres von A. Gelegentlich schreiben wir auch Int(A), Intx(A)
oder A° statt A.

(g) A=X \ A€ ist die groBte offene Teilmenge von A. Insbesondere ist A = A < A offen.

BEWEIS. Die Darstellung A = X \ A¢ folgt aus der Definition, und daher ist X \ A=4Ac
abgeschlossen. Also ist A eine offene Teilmenge von A. Sei andererseits B irgendeine offene
Teilmenge von A. Dann ist B¢ abgeschlossen mit A° C B¢, was A° C B¢ = B® und damit
B=X\B°C X\ A° = A liefert. O

(h) Hier nun einige Beispiele, wobei wir wie in 5.1 vereinbart auf R und C stets den Betrags-
abstand betrach‘%Ren:

(1) @R =R\ Q =R. Insbesondere ist Q weder offen noch abgeschlossen. Der Beweis folgt
daraus, dass jede Kugel in R ein Intervall ist und sowohl rationale als auch irrationale
Elemente enthdlt.

(2) Ja,b[ = [a,b] fir alle a < b. Ein Intervall der Form [a, b] ist abgeschlossen, und ]a, b[ ist
offen in R.

(3) Ja,b] = [a,b] aber Intc(]a,b[) = 0.

(4) In jedem metrischen Raum ist B(xz,r) abgeschlossen und B(x,r) ist offen.

BEWEIS. Wir zeigen die erste Aussage. Fiir y € E(w,l) nehmen wir d(z,y) > r
an. Dann ist e = d(x,y) —r > 0 und deshalb gibt es a € B(z,r) mit d(y,a) < e. Die
Dreiecksungleichung liefert dann den Widerspruch

r+e=d(z,y) <d(z,a)+d(a,y) <r+e. O

(5) WARNUNG: Im Allgemeinen ist B(x,r) kleiner als B(x,r). Ist ndmlich § die diskrete

Metrik, so ist B(x,1) = {x} abgeschlossen, also B(z,1) = {2} # X = B(xz,1), falls X
mindestens zwei Elemente hat.
(6) In C™ mit dem euklidischen Abstand gilt hingegen

B(x,r) = B(z,r) fiir alle z € C" und r > 0.

BEWEIS. Was wir hier benotigen, ist die sogenannte Homogenitdt der euklidischen Norm:
llayll2 = || ||y|l2 fir & € C und y € C™.

Seien also y € B(z,r) und € > 0. Dann gibt es 0 < § < 1 mit § < ¢/r, und wir setzen
a=dx+ (1—0)y. Dann gelten

[z = allz = [[(1 = 6)(x = y)ll2 = (1 = d)[lz —ylla < (1 = 0)r <7 und
la —ylla = [[6(x = y)ll2 = dllz —yll < or <e.

Wir haben also a € B(z,r) und d(y,a) < € gezeigt. O
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5.15 Satz.
Fiir zwei metrische Riume (X,d) und (Y, D) und eine Abbildung f : X — Y sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f ist stetig auf X.

(2) Fiir alle A C X gilt f(A) C f(A).

(3) Fiir alle abgeschlossenen B C Yist f~Y(B) in X abgeschlossen.

(4) Fiir alle offenen C CY ist f~1(C) in X offen.

BEWEIS. (1) = (2): Fiir £ € A gibt es nach 5.14(c) eine Folge (a,)nen in A mit a, — &

und die Stetigkeit in  impliziert wegen des Folgenkriteriums f(§) = lim f(a,) € f(A) wieder
n—oo

wegen 5.14(c).
(2) = (3): Sei nun A = f~1(B). Dann gilt nach (2)

f(A) C f(A)C B =B,
was #quivalent zu A C f~1(B) = A ist. Also ist A = f~!(B) abgeschlossen.
(3) = (4): B=Y \ C ist abgeschlossen, und nach (3) ist daher
FHB) =W\ o) =X\ fF7H(O)
abgeschlossen, so dass f~1(C) offen ist.

(4) = (1): Seien £ € X und € > 0. Weil C = By (f(€),¢) offen ist und & € f~1(C), ist &
ein innerer Punkt von f~1(C). Also gibt es § > 0 mit Bx(&,0) C f~1(By (f(£),¢)). O

Bemerkung. Mit Hilfe dieses Satzes kann man oft sehr leicht die Abgeschlossenheit
konkreter Mengen zeigen. Insbesondere sind fiir stetiges f : C* — R Mengen der Form

{r e C": f(z) <a}oder {x € C": f(x) > b}
als Urbilder von | — 0o, a| beziehungsweise [b, co[ stets abgeschlossen. Zum Beispiel ist die
Menge
A= {(z,y) € R? : sin(zy) < exp(y)}
abgeschlossen als Urbild von | — oo, 1] unter der stetigen Abbildung (z,y) — sin(zy) exp(—y).

Warnung. Stetige Bilder abgeschlossener oder offener Mengen sind sehr oft nicht abge-
schlossen beziehungsweise offen:

(a) exp: R — R ist stetig, A = R ist abgeschlossen aber f(A) = ]0, co[ ist nicht abgeschlossen.
(b) f:R — R, z+— z? ist stetig, A = R ist offen aber f(A) = [0, o] ist nicht offen.

5.16 Kompaktheit. Ziel dieses Abschnittes ist, eine Eigenschaft zu definieren, die stérker
als Abgeschlossenheit ist und unter stetigen Abbildungen erhalten bleibt.

(a) Seien X eine Menge und = € X" eine Folge in X. Eine Folge y € X heift eine Teilfolge
von z, falls es eine streng monoton wachsende Abbildung ¢ : N — N gibt (wir schreiben
dann ¢ : N /' N) mit y =z 0 ¢, also y, = x,(y fiir alle n € N. Die Teilfolge y entsteht also
durch Auslassen aller Folgenglieder zj mit k ¢ ¢(N).

(b) | BEISPIEL: Seien z € RN eine beschrinkte Folge und s = limsup . Dann gibt es eine
Teilfolge von z, die gegen s konvergiert.
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Bewers. In 4.10(b) haben wir den Limes superior s dadurch charakterisiert, dass fiir
jedes € > 0 die Menge M. = {n € N: x,, > s — ¢} unendlich ist und auBerdem die Menge
K. ={n € N: x, > s+ ¢} endlich, so dass auch M. \ K. unendlich ist. Wir konstruieren
¢ : N /" Nrekursiv und beginnen mit ¢(1) = 1. Sind ¢(1) < - -+ < ¢(n—1) schon konstruiert,
so gibt es p(n) € My, \ Ky, mit ¢(n) > ¢(n —1). Fiir alle n > 2 ist dann also

Tymy > s —1/nund z,04,) < s+ 1/n,

so dass |T,m) — 8| < 1/n, was © — 5 zeigt. O

w(n)

(c) Im folgenden sei (X,d) ein metrischer Raum. Ist z € X" eine konvergente Folge, so
konvergiert jede Teilfolge gegen denselben Grenzwert (weil die strenge Monotonie ¢(n) > n
impliziert, was man durch vollstindige Induktion zeigt). Wegen (b) hat andererseits jede
beschrinkte Folge in R eine (und damit viele) konvergente Teilfolge.

(d) ||Eine Teilmenge K eines metrischen Raum (X, d) heiit kompakt, falls jede Folge in K
eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K besitzt.

(e) ’FUNDAMENTALBEISPIEL: Fiir alle a,b € R ist [a, b] kompakt.

BEWEIS. Sei x eine Folge in [a,b]. Wegen (b) hat x eine konvergente Teilfolge, und weil
[a, b] abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert in [a, b]. O

(f)

(1) K kompakt = K abgeschlossen.

(2) K kompakt und A abgeschlossen = K N A kompakt.

(3) K und L kompakt = K U L kompakt.

(4) K kompakt = K beschrinkt, das heifit diam(A) = sup{d(z,y) : z € K} < 0.

BEWEIS. (1) Fiir £ € K gibt es nach 5.14 (c) eine Folge z in K, die gegen ¢ konvergiert,
und weil K kompakt ist gibt es eine konvergente Teilfolge y von x mit einem Grenzwert
n € K. Wegen (c) konvergiert y aber auch gegen &, und die Eindeutigkeit des Grenzwertes
liefert ¢ =n € K.

(2) Jede Folge in K N A ist auch eine in K und hat daher eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in K N A= KN A.

(3) Jede Folge = in K U L hat entweder eine Teilfolge y in K oder eine Teilfolge y in L.
Im ersten Fall gibt es eine Teilfolge z von y mit Grenzwert in K. Falls y = xop und z = yo)
mit p,p : N /"N, soist z=x0(pot) mit por: N 7 N. Also ist z eine Teilfolge von x
mit Grenzwert in K C K U L. Im zweiten Fall argumentiert man genauso.

(4) Falls K = 0, ist sup{d(z,y) : © € K} = sup() = —oo nach Konvention. Andernfalls
wihlen wir @ € K und zeigen ¢ = sup{d(a,z) : * € K} < oo. Falls dies nicht so ist, gibt
es ¥, € K mit d(a,z,) > n. Wegen der Kompaktheit gibt es ¢ : N / N und £ € K mit
Tyn) — & Die Dreiecksungleichung liefert dann den Widerspruch

n < gp(n) < d(&, :L‘go(n)) < d(aa 5) + d(gy xga(n)) - d(av g)
Wieder mit der Dreiecksungleichung folgt dann diam(A) < 2¢ < oo. O
(g) Abgeschlossenheit und Beschrinktheit sind also notwendig fiir die Kompaktheit, und wir
beweisen bald den Satz von Heine und Borel, dass in C" auch die Umkehrung gilt. Hier

jedoch zwei Beispiele, die zeigen, dass die Umkehrung in allgemeinen metrischen Raumen
nicht gilt:



64 5. STETIGKEIT

(1) Ist § die diskrete Metrik auf einer unendlichen Menge X, so ist K = X abgeschlossen
und beschrénkt aber nicht kompakt.

(2) Fiir jede unendliche Menge I ist die Kugel B(0,1) im Raum der beschréinkten Abbil-
dungen loo(I) = {x : I — C : sup{|z(t)] : t € I} < oo} abgeschlossen und beschrankt
aber nicht kompakt.

BEWEIS. Seien t,, verschiedene Elemente von I und z,, : I — C, t — { é’ 22111188 tt =tn .

Dann ist z,, € B(0,1), aber die Folge = (x,,)nen hat keine konvergente Teilfolge, weil
doo(Tny T) = sup{|zn(t) — xm(t)] : t € I} =1 fiir alle n # m.

Gébe es nimlich ¢ : N 7 N und £ € loo(I) mit z,,) — &, so wiire fiir alle geniigend grofien

n#m
1

L= deo(Ty(n) Tom)) < doo(Tp(n), §) + doo(§; Tpimy) < 3 O

(h) Der folgende fundamentale Satz zeigt, dass Kompaktheit unter stetigen Abbildungen
erhalten bleibt:

5.17 Satz.
Seien (X,d) und (Y, D) zwei metrische Ridume und f : X — 'Y eine Abbildung.

(a) Ist K C X kompakt und f stetig auf K, so ist f(K) in Y kompakt und insbesondere
abgeschlossen.

(b) Sind K kompakt und f : K — Y stetig und injektiv, so ist die Umkehrabbildung f=* :
f(K) — K ebenfalls stetig.

(c) Ist f : X — R stetig auf einer kompakten Menge K C X, so nimmt f Minimum und
Mazimum auf K an, das heiffit es gibt £&,m € K mit

f&) =inf{f(z):x € K} und f(n) =sup{f(x):z € K}.

Der zweite Teil des Satzes impliziert ziemlich leicht den Satz 5.13, ist aber viel allgemeiner
anwendbar als jener. Die automatische Stetigkeit der Umkehrfunktion gilt iibrigens auch fiir
stetige Bijektionen zwischen offenen Mengen in R¢, allerdings ist der Beweis dieses Satzes von
L.E.J. Brouwer zu schwer fiir unsere Vorlesung.

Sehr viele praktische Fragen lassen sich mathematisch als Optimierungsprobleme in der
Form

Bestimme £ € K so, dass f(§) = max{f(z):x € K}
formulieren. Der Satz 5.17(c) ist dann fast immer das zentrale Argument fiir die Existenz

solcher Punkte £&. Man hat das Problem dann zwar noch nicht geltst, aber die Suche nach
etwas, was es womoglich gar nicht gibt, kann sehr viel schwieriger sein.

BEWEIS. (a) Sei y eine Folge im Bild f(K). Dann gibt es z,, € K mit y, = f(zy), und
wegen der Kompaktheit von K gibt es ¢ : N 7 N und § € K mit z,(,) — . Die Stetigkeit
auf K und das Folgenkriterium liefern dann y, ) = f(zym)) — f(&) € f(K).

(b) Wegen Satz 5.15 miissen wir fiir g = f~! und jedes abgeschlossene A C K zeigen, dass
das Urbild von A unter g in f(K') abgeschlossen ist. Dieses Urbild unter der Umkehrabbildung
ist aber gerade das Bild f(A), das wegen (a) sogar kompakt ist, weil A als abgeschlossene
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Teilmenge von K kompakt ist. (Hier ein alternativer Beweis mit Hilfe des Folgenkriteriums:
Fir y, = f(z,) — n = f(£) muss man zeigen, dass z, = f~'(z,) gegen & = f~1(n)
konvergiert. Andernfalls gibt es ¢ > 0 und eine Teilfolge x o ¢ mit d(§,x o p(n)) > € (*)
fiir alle n € N. Wegen der Kompaktheit gibt es eine weitere Teilfolge x o ¢ o 1), die gegen ein
¢ € K konvergiert. Wegen der Stetigkeit in ¢ gilt f({) = nlgrolo f(xopor(n)) = f(&), und die
Injektivitdat impliziert £ = ¢ im Widerspruch zu (x).)

(c) Fiir jede (nach oben) beschriinkte nicht leere Menge A C R gilt sup A € A. Nach Satz
4.5(b) gibt es ndmlich a, € A mit a,, — sup A. Fir A = f(K) gilt also sup f(K) € f(K) =
f(K) wegen (a), das heifit sup f(K) = f(n) fiir ein n € K. Die Aussage iiber das Infimum
folgt mit f(z) = —f(x). O

5.18 Satz (Topologie des CV).

N 1/p
Seien p € [1,00] und ||z||, = <E ]xk]p) fir p < oo, und ||z||cc = max{|zi|,...,|zn]|}
k=1
sowie dp(z,y) = ||z — yllp-
(a) Eine Abbildung f = (f1,..., fn) : X — CN mit einem metrischen Raum (X,d) ist genau
dann stetig in € € X, wenn alle Komponentenfunktionen fi,...,fn : X — C in £ stetig
sind.

(b) Eine Folge x € (CM)N konvergiert genau dann gegen & = (&1,...,£N), wenn fiir jedes
ke{l,...,N} die k-te Komponentenfolge in C gegen & konvergiert.

(c) Eine Folge x € (CN)N konvergiert genau dann, wenn sie die Cauchy-Bedingung erfiillt:
Ve>03IM eNVn,m>M gilt dy(zp,zm) < €.

(d) HEINE-BOREL: K C CV ist genau dann kompakt, wenn K abgeschlossen und beschrinkt
15t.

BEWEIS.
(a) Seien 7 : CV — C, (x1,...,7,) — 1z} die Projektionen. Wegen |z — yi| < dp(z,9)
sind alle 7y stetig, und wegen fi = m; o f impliziert die Stetigkeit von f in £ die von fk.
Andererseits gilt
dp(z,y) < cpmax{|zy —yx| ke {l,...,N}}

mit ¢, = NP fiir p < 0o und ¢s = 1. Sind nun alle f;, stetig in &€ und & > 0, so gibt es § > 0
mit

d(§ z) <0 = [fr(&) — fu(@)| <e/cp
fir alle z € X und k € {1,..., N}. Mit obiger Ungleichung folgt dann dp(f(), f(z)) < e.

(b) zeigt man mit den gleichen Argumenten wie in (a), oder man stellt mit Hilfe von Aufgabe
2, Blatt 10 fest, dass (b) ein Spezialfall von (a) ist.

(c) Die Notwendigkeit der Cauchy-Bedingung folgt (iibrigens in jedem metrischen Raum) aus
der Dreiecksungleichung. Erfiillt = € (CV)N andererseits die Cauchy-Bedingung, so tun dies
auch alle Komponentenfolgen x;, = m; o z. Wegen der Folgenvollsténdigkeit von C sind also
alle Komponentenfolgen konvergent, und mit (b) erhalten wir die Konvergenz der Folge x.
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(d) Die Notwendigkeit gilt nach 5.16 (f) sogar in jedem metrischen Raum, und die Hinléng-
lichkeit zeigen wir durch Induktion nach der Dimension N € N. Seien also zuerst K C C
abgeschlossen und beschrinkt und z € KN eine Folge mit Real- und Imaginirteilfolgen z
beziehungsweise y. Wegen |x,| < |2,| und |y,| < |2,| sind = und y beschrénkt. Wegen des
Fundamentalbeispiels gibt es also ¢ : N ' N und £ € R mit z 0o p — & Weil y o ¢ be-
schrénkt ist, gibt es ein weiteres ¢ : N ' N und € R mit y o ¢ 0 ¢y — n. Dann gilt auch
xopor — & und Satz 4.3(d) impliziert z o ¢ 0 ¢p — & + in. Wegen der Abgeschlossenheit
von K ist schliellich £ +in € K.

Im Induktionsschritt N — N + 1 schreibt man z, € CVN*! als 2, = (x,, y,) mit z,, € CV
und y, € C und argumentiert genau wie eben, indem man das Fundamentalbeispiel durch
die Induktionsvoraussetzung und den Fall N = 1 ersetzt und statt des Satzes 4.3 den eben
bewiesenen Teil (b) benutzt. O

Als Anwendung zweier zentraler Resultate dieses Kapitels (ndmlich der Polarkoordinaten-
darstellung als Folgerung aus dem Zwischenwertsatz sowie Satz 5.17) beweisen wir nun eines
der wichtigsten Theoreme der Algebra:

5.19 Satz (Fundamentalsatz der Algebra).

Jedes nicht konstante Polynom p(z) = 3 apz* hat eine kompleve Nullstelle.
k=0

BEWEIS. Wir zeigen zuerst, dass inf{|p(z)| : z € C} angenommen wird. Wegen

p(z)

Zn

a
an+7+...+72

fiir |z| gentigend groB, gibt es R > 0 mit [p(z)| > |ao| = |p(0)| fir alle |z| > R. Also ist
inf{|p(2)| : z € C} = inf{|p(2)| : 2 € B(0, R)} = [p(&)] fiir ein & € B(0, R) nach Satz 5.17(c),
weil B(0, R) kompakt ist und z — |p(z)]| stetig.

Wir zeigen im Folgenden p(¢) = 0, wobei wir durch eventuellen Uberganz zu j(2) = p(£+2)
annehmen koénnen, dass £ = 0 ist. Falls p(0) # 0 kénnen wir weiter annehmen, dass p(0) = 1
gilt. Dann gibt es also m € N mit

p(z):1+Zmam+2m+lam+1+---:1+zmam+zm+1Q(z)

mit einem Polynom @ und a,, # 0 (weil p nicht konstant ist). Mit der Polarkoordinatendar-
stellung —1/a,, = re'# finden wir leicht eine m-te Wurzel b = /7e™/™ von —1/a,,. Fiir alle
t € R gilt dann

p(th) = 1 —t™ + (tb)™ 1 Q(tb).
Ist ¢ = sup{|b™T1Q(tb)| : t € [0,1]}, so erhalten wir mit der Dreiecksungleichung fiir ¢ € [0, 1]
Ip(th)| < 1 —t™ 4™ Fle,
Fiir 0 < ¢t < min{1/c, 1} folgt dann der Widerspruch
Ip(tb)| < 1 =inf{|p(z)|: z € C}. O



5. STETIGKEIT 67

Bemerkung. Ist p(§) = 0, so kann man den Faktor (z — £) aus dem Polynom ausklam-
mern: Durch entwickeln mittels des Binomialsatzes von z*¥ = (z — & + &) finden wir ¢, € C
mit

n n n—1
p(2) =Y az=" =) a(z—-)" = (-9 aniz-9"
k=0 k=1 k=0

Durch Induktion nach dem Grad erhalten wir dann, dass jedes Polynom vom Grad n von
folgender Form ist:

p(z) =clz—&)(z — &) (2 = &)
5.20 GleichméfBige Stetigkeit

(a) Seien (X,d) und (Y, D) metrische Rdume, A C X und f : A — Y. Die Stetigkeit auf A
bedeutet gemaf 5.2

VEEAVe>035>0Va e A gilt (d(€,z) <5 = D(f(€), f(z)) < &).

Das § in dieser Kette von Quantoren héngt im Allgemeinen sowohl von e also auch von &
ab, und in dem Beispiel
f:R—R,z— z?
gibt es zu € = 1 tatséchlich kein § > 0, so dass die Implikation simultan fiir alle £ gilt (weil
nimlich [€2 — (£ +6/2)%| = (2 +/2)6/2| > §|€] > ¢ fiir € > ¢/3.)
(b) Eine Abbildung f: A — Y heifit gleichmdfsig stetig auf A, falls
Ve>03d>0Vx,ye A gilt (d(y,z) <d= D(f(y), f(z)) <e).

Wir haben hier y statt £ geschrieben, weil diese Bedingung nun symmetrisch in x und y ist.
Genau wie bei der Stetigkeit in einem Punkt haben wir:

(¢) | FOLGENKRITERIUM: f ist genau dann gleichméfig stetig, wenn fiir alle Folgen z,y € A
mit d(zp,yn) — 0 auch D(f(zy)), f(yn) — 0 gilt.

(d) Ein Beispiel fiir die Niitzlichkeit der gleichméfiigen Stetigkeit: Seien I = [a, b] ein Intervall
und f : I — C gleichméfBig stetig sowie € > 0. Dann gibt es eine Treppenfunktion g : I — C
mit

1f = glloo = sup{[f(t) —g(t)| : t € I} <e.
Dabei heifit g : I — C Treppenfunktion, fallsesa =tg <t1 < --- <t, =bund yg,...,y, € C
gibt mit g(t) = yy, fiir t € [tg, tx+1][. Um dies zu beweisen, wéhlt man ¢ wie in der Definition
der gleichméfigen Stetigkeit, n € N mit (b—a)/n <6, ty, = a + kb*Ta und yi = f(tg).

5.21 Satz.
Seien (X,d), (Y,D) zwei metrische Riume, K C X und f : K — Y stetig auf K. Ist K
kompakt, so ist f sogar gleichmdflig stetig.

BEWEIS. Andernfalls gébe es ¢ > 0, so dass fiir alle 6 = 1/n Punkte x,,y, € K existieren
mit d(xp, yn) < 1/nund D(f(xy,), f(yn)) > €. Wegen der Kompaktheit gibt es ¢ : N~ N und
£ € K mit zop — & was wegen d(, Yy (n)) < d(§, Tyn)) + d(Typn), Yo(n)) — 0 auch yop — ¢
impliziert. Wegen der Stetigkeit in £ liefert das Folgenkriterium den Widerspruch



68 5. STETIGKEIT

5.22 Satz (Weierstraf}).
Seien I = [a,b] ein kompaktes Intervall, f : I — C stetig und € > 0. Dann gibt es ein Polynom

p(z) = 3 aga® mit supf|f(z) — p(a)| 1z € [} <.

BeEwEIS. Wir beweisen den Fall I = [0,1] (der allgemeine Fall folgt dann mit f(t) =
f(ta+ (1 —t)b)). Fiir n € N definieren wir das n-te Bernstein-Polynom

Zn:f <> (1—x)" 7k,

k=0

Wir bendtigen einige einfache Identitéiten fiir n € N und z € [0,1]:
1) X (et —a)nr =1,
k=0
(2) X E(p)a*(1 -2 F =,

k=0
3) léok(k —1)()ak(1 - 2)"F = n(n - 1)a?,
(@ 3 (5 -2)° (ab(1 -yt =202 < L
k=0

(Die erste Identitét ist der Binomialsatz, der auch (2) und (3) liefert, weil
%(Z)xk(l — )k = =z} 1) k=101 — :C)(”_l)_(k_l) und

k(k—1)(1)a*(1 — 2)"* = n(n — 1)2?(}75) 2" 2(1 — )2~ (=2,
Die vierte Aussage folgt durch Ausmultiplizieren aus (1), (2) und (3).)

Nun der eigentliche Beweis. Wegen 5.17 gibt es ¢ > 0 mit | f(x)| < ¢ fur alle € [0, 1], und
wegen 5.21 ist f gleichméBig stetig, so dass es § > 0 gibt mit |z —y| < § = |f(x)— f(y)] < &/2.
Wir wéhlen nun n > 25 und zeigen |p,(z) — f(z)| < € fiir alle 2 € [0,1]. Dazu fixieren wir
z € [0,1] und betrachten

A:{kE{O,...,n}:’%—x‘<5} undB:{ke{O,...,n}:‘%—x‘zé}.

Damit erhalten wir

[pa() - ]<Z}f \<Z>$k(1—x>”k=z“'+z"'

keA keB
efn k nk —k
§Z§ ) T 220 1—;1:)
k€A keB
g kl nk<€ 2C1<
<SS (- (P)ra-arr s i Bl <o
keB
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5.23 Funktionenfolgen

(a) Seien (X,d) und (Y, D) zwei metrische Rdume, und fiir jedes n € N sei f, : X — Y
eine Abbildung. Wir utnersuchen in diesem Abschnitt die Frage nach der Stetigkeit der
Grenzfunktion, falls die Folge der Funktionen in einem zu prézisierenden Sinn konvergiert.

(b) Fiir A C X heifit die Folge punktweise konvergent auf A gegen f: A — Y, falls fiir jedes
x € A die Folge (fn(x))nen in (Y, D) gegen f(x) konvergiert, das heiit also

Vee AVe >03IN e NVn >N gilt D(f(z), fn(x)) <e.
(c) Beispiel: Die Folge f, : [0,1] — R, z — 2™ konvergiert punktweise gegen die unstetige

. 0, falls z < 1
Funktion f : [0,1] = R, z { 1 falls o = 1
weise Grenzwerte sehr einfacher sogar gleichméfig stetiger Funktionen nicht stetig zu sein

brauchen.
(d) Fiir A C X heifit die Folge (fn)nen gleichmdifig konvergent auf A gegen f: A — Y, falls

Ve>0INeNVz e AVn> N gilt D(f(z), fulz)) <e.

(e) Fiir Y = C und beschrinkte Funktionen f, ist dies genau die Konvergenz in dem metri-
schen Raum /o, (X) mit dem Abstand || f — ¢||co (und man kann dies auf beliebige metrische
Réume in naheliegender Weise verallgemeinern, worauf wir verzichten).

. Dieses einfache Beispiel zeigt, dass punkt-

(f) Offenbar impliziert die gleichméfige Konvergenz die punktweise.

5.24 Satz.

Seien (X, d) und (Y, D) metrische Riume und fp, : X — 'Y Abbildungen sowie £ € X. Sind
alle f, stetig in & und gilt fr, — f gleichmdfig, so ist auch f stetig in £&. Dasselbe gilt, falls
fn — f gleichmdfSig auf einer offenen Menge A > £. Sind alle f,, gleichmdfig stetig und gilt
fn — [ gleichmdfSig auf A, so ist auch f gleichmdjfig stetig auf A.

BEWEIS. Seien € > 0 und r > 0, so dass B(£,7) € A. Wegen der gleichméfiigen Konver-
genz gibt es N € N mit D(f(z), fu(x)) < ¢/3 fiir alle n > N und = € B(&,r). Wegen der
Stetigkeit von fxn gibt es 6 > 0 mit D(fn(€), fn(x)) < /3 fir alle x € B(E,9), und durch
Verkleinern kénnen wir § < r erreichen. Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir alle z € B(§, 0)

D(f (&), f(x)) < D(f(&), In(§)) + D(fn (&), fn(x)) + D(fn(2), f(2)) <e.

Also ist f stetig in £. Der gleiche Beweis zeigt die gleichméflige Stetigkeit, falls fy
gleichméfig stetig ist. O

Anwendung. Wir erhalten einen weiteren Beweis fiir die Stetigkeit von Potenzreihen

f(2) = > cpz™ auf dem Konvergenzkreis B(0, R):

n=0
n
Wegen 5.23 reicht es zu zeigen, dass die Konvergenz von f,(z) = 3. ¢;2* auf jeden Kreis
k=0
o0
B(0,7) mit r < R gleichméBig ist, und dies folgt aus |f(z) — fu(2)] < > |ex|r® — 0 wegen
k=n+1

der absoluten Konvergenz der Reihe.
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5.25 Konvergenz von Funktionenfolgen

(a) Seien (X,d) ein metrischer Raum und = € X" eine konvergente Folge. Dann gilt wegen
der Dreiecksungleichung die Cauchy-Bedingung

Ve>03dN eNVm,n>N gilt d(xn, zm) < e.

(b) Ein metrischer Raum heifit vollstindig, falls jede Folge, die die Cauchy-Bedingung erfiillt
(und dementsprechend Cauchy-Folge heifit), konvergiert.

(¢) In 5.18 (c) haben wir gezeigt, dass (CV,d,) fiir jedes p € [1, 0] vollstéindig ist. Ist wie
in dieser Situation X ein Vektorraum iiber R oder C und die vollstéindige Metrik von einer
Norm vermoge d(z,y) = ||z — y|| erzeugt, so nennt man (X, || - ||) einen Banach-Raum. Eine
Norm ist dabei eine Abbildung X — [0,00], so dass fiir alle z,y € X und alle Zahlen «
folgende Bedingungen gelten:

(1) flazll = lalz],

(2) Jlz] =0 & = =0,

(3) llz +yll < [lzll + [yl

Hier ein weiteres interessantes Beispiel eines Banach-Raums:

(d) |Seien I eine nicht-leere Menge, (Y, || - ||y) ein Banach-Raum und
boo(1,Y) = {f : I — YAbbildung : || f|lcc = sup{||f(¢)||y : t € [} < o0}.
Dann ist {5 (1,Y") ein Banach-Raum.

BEWEIS. Dass || - || eine Norm ist, haben wir in 5.2 (f) gezeigt. Sei nun (f,)nen eine
Canchy-Folge in £oo(1,Y). Wegen [[fa(t) — fm(t)lly < [[fa — frloo st danm (fo(t))nen fii
jedes t € I eine Cauchy-Folge in Y, die wegen der Vollstéindigkeit einen Grenzwert fo(t)
hat (das heiit, die Folge f, konvergiert punktweise gegen foo). Um foo € loo(I,Y) und die
Konvergenz in diesem Raum zu zeigen, wéhlen wir zu jedem € > 0 ein N(g) € N, so dass
|| fro— fmlloo < €/2 fiir alle n,m > N(e). Fiir alle t € I und n > N (e) gilt dann fiir hinreichend
groe m € N

an(t) - foo(t)HY < ||fn(t) - fm(t)HY + Hfm(t) - foo(t)HY < E/2 + Hfm(t) - foo(t)HY <e.

Fiir ¢ = 1 erhalten wir insbesondere foo € ¢o(I,Y), und durch Supremumsbildung folgt
|| fr. = flloo < € fiir alle n > N(¢), also die Konvergenz f, — f in dem Raum (. (I,Y). O

Als Konsequenz der Vollstddingkeit erhalten wir folgendes hinreichende Kriterium fiir
die gleichméflige Konvergenz von Weierstrafl:

(e) |Seien I eine nicht-leere Menge und (Y, || - ||y') ein Banach-Raum sowie f,, € ¢ (I,Y), so
dass

Z || fro — fr—1lloo < o0 (das heiBt, die Reihe konvergiert in R).
n=2

Dann konvergiert die Folge (fn)nen gleichméaBig auf 1.
o0 n
Falls > ||fnllco < 00, so konvergiert die Folge (Z fk> gleichméfig.
k=1 neN

n=1

BewEIs. Wegen || fr,— fim]lco = H > fk_fk_l”oo < > N fe—fr-1lloo erfiillt ndmlich
k=n+1 k=n+1

die Folge die Cauchy-Bedingung und konvergiert daher in ¢ (I,Y’), und die Konvergenz in
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diesem Banach-Raum ist genau die gleichméflige Konvergenz auf I. Die zweite Aussage folgt
aus der ersten. 0

5.26 Funktiongrenzwerte

(a) Seien (X,d) und (Y, D) zwei metrische Rdume, A C X, f : A — Y eine Funktion und
¢ € A. Die Funktion f besitzt in & den Grenzwert n € Y, falls

Ve>035>0Vee A gilt (d&,z) <d= D(n, f(z)) <e).
In diesem Fall schreibt man n = Alim ‘ f(z) oder f(z) = nfir Az — &
Se—
(b) Falls £ € A, so gilt f(x) — n fiir A> x — £ genau dann, wenn 1 = f(§) und f in ¢ stetig

ist. Im interessanteren Fall £ € A\ A existiert der Grenzwert von f in ¢ genau dann, wenn
man f zu einer in ¢ stetigen Funktion auf A U {{} fortsetzen kann, also falls

< flx) , z€A
Fraugg) - voom {10 T2

im Punkt £ stetig ist. Das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit liefert:

(¢) | FOLGENKRITERIUM. f(x) — n fir A 5 x — £ gilt genau dann, wenn fiir jede Folge
z € AN mit z,, — £ auch f(z,) — 7 gilt.

(d) Beispiel. Fiir alle £ € C gilt firA = C\ {¢}

L e() — expl(e)
A3z—¢ z—&

= exp(§)

(in Kapitel 7 werden wir dies die Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion nennen).

BEWEIS. Wegen der Fundamentalidentitét ist

=P enpe) = exple) (SLEZI L 1) ey B

z = 5 z = 5 n=2 n
Die Stetigkeit der Potenzreihe g(w) = ) (n"j’:i)! liefert also
n=1
exp(z) — exp(§) _ _ 0t
— exp(§) = exp(§)g(z — &) — exp(§)g(0) = 0 fiir z — &. O

z—=¢

(e) | CaucHY-KRITERIUM. Ist (Y, D) ein vollstindiger metrischer Raum, so existiert der
Grenzwert von f in £ genau dann, wenn

Ve>030>0Vz,yec A gilt (d&,z)+d(&y) <d= D(f(x), fly)) <e).

BEwEIs. Die Notwendigkeit folgt (auch ohne die Vollstindigkeit) aus der Dreiecksunglei-
chung. Fiir die Hinlédnglichkeit wihlen wir zu £ € A eine Folge (ap)neny in A mit a,, — &.
Dann ist (f(ap))nen eine Cauchy-Folge in Y, weshalb der Grenzwert n = lim f(a,) existiert.

n—oo

Um f(z) — n fiir x — & zu zeigen, benutzen wir das Folgenkriterium. Sei also z € AN eine
Folge in A mit z,, — &. Fiir € > 0 und 0 > 0 wie in der Cauchy-Bedingung gibt es N € N
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mit d(§, an) + d(&, zn) < 6 und D(n, f(ayn)) < € fur alle n > N, und die Dreiecksungleichung
liefert

D(n, f(x,)) < D(n, f(an)) + D(f(an), f(xn)) < € +& = 2¢.
Dies impliziert f(zy) — n. O

5.27 Satz (Fortsetzungssatz).

Seien (X,d) und (Y, D) metrische Raume, AC X und f: A—Y.

(a) Seien A= {€ €A : f hat in & einen Grenzwert} und f: A —Y, £ — Aggl){f( x). Dann
ist f: A—Y stetig.

(b) Ist f stetig auf A, so ist A C A und f|A = f, also ist f eine stetige Fortsetzung von f.

(¢) Sind (Y, D) wollstindig und f : A — 'Y gleichmdpig stetig, so gibt es genau eine stetige
Fortsetzung f : A —Y mit f]A = f. Diese Fortsetzung ist sogar gleichmdfig stetig auf A.

BEWEIS.

(a) Seien £ € A und & > 0. Dann gibt es § > 0 mit D(f(¢), f(z)) < £/2 fiir alle z € A mit
d(€,z) < 0. Sei ¢ € A mit d(¢,¢) < 6/2. Dann gibt es 7 > 0 mit D(f(¢), f(x)) < /2 fiir
alle x € A mit d(¢,z) < r. Wegen ¢ € A gibt es z € A mit d(¢,z) < min{r,§/2}. Fiir dieses
x € A gilt dann auch d(§,z) < d(&,¢) +d(¢,€) < 0, und wir erhalten

D(f(€), f(¢)) < D(F(€), f(x)) + D(f(x), f(C)) < /2 +e/2=e.
(b) Ist f stetig auf A, so gilt f(§) = Aéim 5f(x) fiir alle £ € A, das heifit A C Aund fl4 = f

(c) Die gleichméfige Stetigkeit von f auf A impliziert (wegen d(z,y) < d(z,§) + d(&,x)) die
Cauchy—Eigenschaft in jedem & € A, und wegen 5. 26(e) existiert der Funktionsgrenzwert
in jedem £ € A, das heifit also A =4 und f A — Y ist eine stetige Fortsetzung. Die
Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit von Grenzwerten. Fiir die gleichméflige Stetigkeit
der Fortsetzung wéhlen wir zu € > 0 ein 6 > 0 mit D(f(x), f(y)) < &/2 fir alle z,y € A mit
d(z,y) < 25. Fiir £&,n € A mit d(¢,n) < § gibt es Folgen in A mit z,, — £ und y, — 7, so
dass d(zy, yn) < 24 fiir alle n grof§ genug. Damit folgt

D(f(€), f(m) = lim D(f(an), f(yn) < /2 <e. O

Wir haben in Anschluss vom Satz 5.15 sehr einfache Bespiele gesehen, die zeigen, dass
stetige Bilder abgeschlossener oder offener Mengen oft nicht wieder abgeschlossen beziehungs-
weise offen sind. Fiir die Abgeschlossenheit kann man aber oft benutzen, dass stetige Bilder
kompakter Mengen abgeschlossen sind (Satz 5.17). Der iiberndchste Satz hilft manchmal, die
Offenheit stetiger Bilder zu zeigen. Fiir dessen Beweis zeigen wir vorher einen allgemeinen
Fixpunktsatz in vollstindigen metrischen Rdumen. Fiir eine Abbildung T : X — X schreiben
wir die n-fachen Kompositionen als Potenzen, also

T =T o---oT mit n Faktoren.

Verwechslungen mit gewohnlichen Potenzen T'(x)" = T'(z) - - - T'(x), falls T'(z) € C, sind dabei
kaum zu befiirchten. Ein Element = € X heifit Fizpunkt von T, falls T'(z) =



5. STETIGKEIT 73

5.28 Satz (Banachscher Fixpunktsatz).
Seien (X, d) ein nicht-leerer vollstindiger metrischer Raum, T : X — X eine Abbildung und
cn € [0, 00], so dass

o

Z cn < oo und d(T"(x), T™(y)) < cpd(x,y) fir alle z,y € X.

n=1
Dann hat T genau einen Fizpunkt. Falls ¢; < 1 (dann nennt man die Abbildung T eine
Kontraktion) reicht dafiir die Bedingung fir n = 1.

BEWEIS. Sei g € X ein beliebiges Element von X. Wir zeigen, dass die durch z, =
T™(xg) definierte Folge in X gegen einen Fixpunkt z, konvergiert. Fiir n,m € N mit n < m
liefert eine wiederholte Anwendung der Dreiecksungleichung

m—1 m—1 m—1
AT, Tm) <Y dl@g, zpe1) = > d(T(z0), TH(T(20))) < Y erd(zo, T(x0)).
k=n k=n k=n

Wegen der Cauchy-Bedingung fiir die konvergente Reihe der ¢; erhalten wir also die Cauchy-
Bedingung fiir die Folge z,, so dass es wegen der Vollstdndigkeit von X einen Grenzwert x
gibt. Um zu zeigen, dass z., ein Fixpunkt ist, bemerken wir zunéchst, dass die Voraussetzung
d(T(z),T(y)) < cid(z,y) die (sogar gleichméafige) Stetigkeit von 7" impliziert, und damit folgt

T(xoo) =T(lim x,) = lim T(z,) = lim i1 = Teo.
Nn—00 n—oo n—oo
Fir die Eindeutigkeit betrachten wir zwei Fixpunkte x und y und erhalten dann
d(z,y) = d(T"(x),T"(y)) < cpd(z,y) — 0 wegen der Konvergenz der Reihe der c¢,,.

Falls schlieBlich ¢; < 1, erhalten wir induktiv d(7T"(z),T"(y)) < c{d(z,y), und wegen der
Konvergenz der geometrischen Reihe kénnen wir den schon bewiesenen Fall auf ¢, = ¢
anwenden. 0

Es ist bemerkenswert, dass der Satz nicht nur die Existenz von Fixpunkten liefert son-
dern einen konkreten und sehr einfachen Algorithmus dafiir, wie man den Fixpunkt appro-
ximieren kann. Aus der ersten Ungleichung im Beweis erhélt man fiir m — oo auch eine
Fehlerabschétzung fiir diese Approximationen, ndmlich

> d(xo, T
d(@n, 2o0) < d(wo, T(20)) Y ¢, und d(zn, zo0) < 420, T@0) in gt ¢y < 1.
—n 1-— C1

5.29 Satz (Offenheit kleiner Stérungen der Identitit).
Seien (Y, || - ||) ein Banach-Raum und U C'Y offen. Sind g : U — Y eine Kontraktion und
f:U—=Y,z—x—g(x), soist f injektiv und f(U N A) ist offen fiir jede offene Menge A.

BEWEIS. Sei ¢ < 1 die Kontraktionskonstante von g, das heifit also ||g(z)—g(y)|| < c||lz—y]|
fiir alle z,y € U. Wir zeigen zuerst die Injektivitdt von f. Fiir z,y € U mit f(x) = f(y) gilt

e —yll = llg(z) — gl < cllz =yl

und dies impliziert ||z — y|| = 0 wegen ¢ < 1.
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Seien nun g € ANU und r > 0 mit B(xg,7) € U N A sowie ¢ = (1 — ¢)r. Wir zeigen
mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dass es fiir jedes z € B(f(z¢),¢) ein x € B(xg,7)
mit f(x) = z gibt (was dann wegen B(f(zo),e) C f(B(xo,7)) C f(UN A) die Offenheit von
f(U N A) beweist). Dazu definieren wir T : B(xg,7) — Y, 2 +— x — f(z) + 2 = g(x) + 2.
Um den Fixpunktsatz auf 7' anwenden zu konnen, bemerken wir zuerst, dass X = B(zo,r)
als abgeschlossene Menge des vollstdndigen metrischen Raums Y (mit der eingeschrénkten
Metrik) wiederum ein vollsténdiger metrischer Raum ist (jede Cauchy-Folge in X ist auch
eine in Y, die also gegen ein Element von X = X konvergiert). AuBerdem benétigen wir, dass
T eine Kontraktion von X nach X ist: Fiir z,y € X = B(xo,r) berechnen wir dazu

IT(x) = Tl = lg(z) — 9(W)Il < ¢llz — y]| und

1T (2) = woll < IT'(x) = T(xo)l| + |7 (w0) — ol < cllw = xol| + | = f(xo) + 2| S er +e =
Der Fixpunktsatz liefert somit ein z € X mit T'(x) = z, also f(z) = z. O

Bemerkung. Wegen Satz 5.15 ist die Umkehrabbildung f~! : f(U) — U stetig. Wir
haben fiir 29 = f(x0), hinreichend kleines r > 0 und z € f(U) tatséchlich sogar folgende
Implikation gezeigt:

Iz = z0)| < (L =c)r = [If7H(2) = fH (o)l <7

5.30 Ausblick: Metamorphosen

(a) Zwei metrische Rdume (X, d) und (Y, D) heiflen homdomorph, falls es eine bijektive Abbil-
dung f : X — Y gibt, so dass f und f~! beide stetig sind. Dann schreibt man (X, d) = (Y, D)
oder auch nur X 2 Y, falls die Metriken durch den Kontext klar sind (zum Beispiel, falls
X,Y CC).

(b) Es gelten offenbar folgende Regeln:
XZ2X, X2Y&eVYV 22X, sowie X ZYundY 27=X=7.

(¢) Homoomorphe Rdume kann man durch ,Biegen, Ziehen, Stauchen und Strecken aber
ohne Schneiden und Reiflen” ineinander verformen, und die meisten Eigenschaften bleiben
dabei erhalten, insbesondere die Kompaktheit (wegen Satz 5.17). Solche Eigenschaften nennt
man topologische Invarianten. In diesem Abschnitt entwickeln wir keine ausgereifte Theorie
sondern begniigen uns mit einigen Beispielen.

(d) R=]—1,1[=]a,b[ fir alle a,b € R mit a < b. In der Tat istf:R—ﬂ—l,l[,xH%‘xl
eine stetige Bijektion und die Stetigkeit der Umkehrfunktion folgt aus Satz 5.13. Auflerdem
ist g:]—1,1[ — Ja,b[, t — 22 +¢25% eine stetige Bijektion.

(e) [0,1] 2210, 1], weil eine Menge kompakt ist und die andere nicht.
(f) [0,1[%]0,1[.

Hier ist es nicht so leicht wie in (e), eine topologische Invariante zu finden. Die Idee ist,
dass man aus [0, 1] einen Punkt herausnehmen kann und ein Intervall behélt aber aus ]0, 1]
nicht (wegen des Zwischenwertsatzes). Die topologische Invariante ist also: Es gibt stetiges
und injektives f :]0,1[ — X, so dass X \ f(]0,1]) einelementig ist.

(Man konnte iibrigens auf die Idee kommen, dass die beiden Mengen auch deshalb nicht
homoomorph sind, weil man zu [0, 1[ nur einen Punkt hinzunehmen muss, um kompakt zu
werden, aber fiir ]0, 1] braucht man zwei Punkte. Dies ist aber nicht wahr, weil S = {z €
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C : |z| = 1} kompakt ist und g : ]0,1[ — S, ¢ s €?™ eine stetige injektive Abbildung mit
stetiger Umkehrfunktion g=1 : g(]0, 1[) — ]0, 1] ist, so dass S\ g(]0,1[) = S* \ {1}.)

(g) Eine weitere interessante topologische Invariante ist der in Aufgabe 5, Blatt 13 eingefiihrte
(wegweise) Zusammenhang eines topologischen Raums: Fiir alle 2,y € X gibt es ein stetiges
¢ :[0,1] — X mit ¢(0) = z und ¢(1) = y. Damit sieht man zum Beispiel, dass die
Vereinigung zweier disjunkter Kreise nie zu einem einzigen Kreis homéomorph ist. Auflerdem
kann man damit zeigen, dass R und R? nicht hom6éomorph sind, weil man aus R? einen
Punkt entfernen kann und einen zusammenhingenden Raum behilt aber aus R (wegen
des Zwischenwertsatzes) nicht. Allgemeiner sind fiir verschiedene Dimensionen n und m
die Rdume R"™ und R™ nicht homdomorph, aber ein Beweis dieses Satzes von Brouwer ist
schwierig.

(h) R? 2]0,00[ x| =7, 7[ =2 C\ ] — o0,0].

Dabei ist P :]0,00[ x| — 7, 7[ — C\]—0o0,0], (r,a) — re’® ein Homdomorphismus. Man
beachte, das diese Polarkoordinatenabbildung als Funktion P : |0,00[ x [ — 7,w[ — C\ {0}
zwar bijektiv und stetig ist, aber P~ ist unstetig (z, = ¢""1/") — —1 aber P~1(z,) =
7 —1/n— 7 # P7Y(-1), weil P7}(=1) = —7).

(i) 10,00[ x [—m,7[ 3 C\ {0}.

Wir deuten hier die trennende Invariante blof an: Stetige Bilder der Kreislinie S* = {2 €
C : |z| = 1} nennt man geschlossene Kurven, und der Witz ist, dass man in (der konvexen)
Menge |0, 00[ x [ — m, 7| solche Kurven zu einem Punkte ,,zusammenziehen“ kann, aber in
C\ {0} nicht. Vornehmer heifit das: Der eine Raum ist 0-homotop aber der andere nicht.






KAPITEL 6

Das Riemann-Integral

6.1 Definition des Integrals Seien a,b € R mit a < b.

(a) Eine endliche Menge & C [a,b] heifit Partition des Intervalls [a,b], falls sie a und b
enthélt. In diesem Fall schreiben wir & = {a = 29 < 21 < -+ < z, = b}, falls & genau
n + 1 Elemente hat. Die Zahl

| 2| = max{xp —xp_1:1 <k <n}

heilt dann Feinheit der Partition.

Ein Vektor & = (&1,...,&,) € R™ heifit zuldssig fir 22, falls x5 < & < zy fiir alle
ke {1,...,n} gilt. In diesem Fall schreiben wir auch £ £ & (dieses Symbol ist allerdings
nicht Standard in der Literatur).

(b) Seien f : [a,b] — C eine Funktion, & = {a = 29 < -+ < x, = b} eine Partition und
¢ E Z. Dann heifit

R(f,2,8) = f(&)(z — 2p-1)
k=1

eine Riemann-Summe von f beziiglich £ £ Z2. Sie beschreibt im Fall f (&) > 0 den Flidchen-
inhalt der Vereinigung von Rechtecken mit Seiten [z_1, x| X {0} und {0} x [0, f(&)]. Fir
,verniinftiges“ f kann man hoffen, dass diese Gebilde den ,Subgraphen“ S = {(z,y) €
[a,b] x R : 0 <y < f(x)} approximieren und man damit den ,Flicheninhalt® von S als
Grenzwert von Riemann-Summen definieren kann. Wir definieren nun ,,verniinftige Funktio-
nen“ dadurch, dass die Riemann-Summen konvergieren:

(c) Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — C heifit integrierbar (oder genauer: Riemann-
integrierbar iiber [a, b]), falls es I € C gibt, so dass

Ve>03>0VEE £ gilt (|2 <6 = |R(f, 2,6 — | <e).

In diesem Fall schreiben wir f € RI(a,b) und nennen die Zahl I das Integral von f (iiber
[a,b]). AuBerdem schreiben wir

= /b f= /b flayt = | ' f(@)do,

wobei z oder @ irgendein Symbol (die Integrationsvariable) ist, das im Kontext noch nicht
benutzt wird.

(d) Diese Definition der Integrierbarkeit und des Integrals ist zwar sehr anschaulich aber ka-
tastrophal, um selbst einfachste Funktionen zu integrieren. Deshalb sollte man nie versuchen,
ein Integral mit Hilfe der Definition zu berechnen (es sei denn im Rahmen der Numerik, wenn
man mit Ndherungen zufrieden ist und durch theoretische Argumente die Integrierbarkeit

"
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zeigen kann, aber selbst dann gibt es bessere Methoden, z. B. die Trapezregel, wobei in der
Riemann-Summe die Rechtecke durch geeignete Trapeze ersetzt werden).

b
(e) Konstante Funktionen sind integrierbar und [cdx = ¢(b — a).

a
Fiir f(x) = ¢ ist ndmlich jede Riemann-Summe eine Teleskop-Summe:

R(f,:@,g)—ZC(.Tk—.fk_l):C(:El—l’o+l’2—$1—{—---—|—mn—l’n,1)
k=1
= c(xp — o) = ¢(b—a)

(f) Seien a < r < s < bund f : [a,b] — R mit f(z) =0, falls x ¢ [r,s] und f(z) = 1,
falls = €]r,s[ (die Werte f(r) und f(s) kénnen beliebig sein). Dann ist f € RI(a,b) und

b
[ f(z)dz = s — r. Den Beweis lassen wir als Ubungsaufgabe.
a

1, zeQnlo,1]
0 , sonst

bar iiber [0, 1]. Sind nédmlich & eine Partition und £ E & mit rationalen Komponenten, so
ist wie in (e) die Riemann-Summe gleich 1, und falls alle Komponenten irrational sind, ist
R(f, Z,¢) = 0. Die Riemann-Summen konvergieren also nicht.

(g) Die Funktion f = Igno 1, also f(x) = ist nicht Riemann-integrier-

(h) Bevor wir gleich einige Eigenschaften des Integrals zeigen, noch zwei Bemerkungen zu

der Definition. Die Beschrinktheit von f braucht man nicht vorauszusetzen, sondern sie
folgt aus der Konvergenz der Riemann-Summen (der Beweis ist eine eher anspruchsvolle
Ubungsaufgabe™).

Die Definition und die meisten der folgenden Ergebnisse sind sinnvoll und richtig fiir
Funktionen f : [a,b] — X mit Werten in einem normierten Raum X statt C. (Man ersetzt
einfach den Betrag durch die Norm, das Integral ist dann ein Vektor in X. Genau genommen
sollte man in der Riemann-Summe (z;—x_1)f(£x) schreiben, weil der erste Faktor ein Skalar
und der zweite ein Vektor ist.)

*Falls f unbeschrinkt ist, gibt es ¢; mit | f(¢;)| > Jj, und ist &7 eine feste Partition, so liegen unendlich viele
t; in einem Teilintervall [x¢—1,x¢]. Wir wihlen feste Stiitzstellen & fiir & # ¢ und eine Folge £ = t;, wobei
j > m so gewdhlt ist, dass t; € [z¢—1, x¢]. Fiir die zugehorigen Riemann-Summen gilt dann |R(f, &2,£™)| — oo
(m — 00), so dass f nicht integrierbar sein kann.
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6.2 Satz.

Seien a,b,c € R mit a < b < c.
b

(a) RI(a,b) ist ein Vektorraum und die Integration f — [ f(z)dx ist linear.
a

(b) Fir f:[a,b] = C gilt f € RI(a,b) & Rf € RI(a,b) und Sf € RI(a,b) und dann ist

/bf(x)dx - /b%f(x)deri/b%f(a:)dx

(c) Sind f,qg: [a,b] — R beide integrierbar mit f < g, so ist

/bf(x)dx < /bg(fv)dx-

b
(d) Fir f € RI(a,b) gilt | [ f(a)dz| < (b= a)[fllso mit || flloc = sup{|f(2)] : € [a,8]}.

(e) Fir f:|a,c] — C mit f|,p € RI(a,b) und f|p € RI(b,c), ist f € RI(a,c), und es gilt

/cf(x)dx—/bf(a:)dx—i-/cf(x)da:
a a b

(f) Sind f, € RI(a,b) und gilt fn — [ gleichmiflig auf [a,b], so ist f € RI(a,b), und es gilt
b

/f oyia = fim, [ i

Bemerkung. Die Formel in (e) gilt, falls zwei der Intergrale existieren (dann existiert
auch das dritte). Als Folgerung aus dem Satz 6.5 unten erhilt man {ibrigens die Implikation
f € Rl(a,c) = f € RI(a,b), was im Moment nur sehr schwer zu beweisen ist, weil man
keinen , Kandidaten“ fiir das Integral iiber [a, b] hat.

BEWEIS. Wir zeigen nur (a) und (f), weil die Beweise von (b) - (e) sehr &hnlich sind.
Seien f,g € RI(a,b), a,B € C, h = af + Bg sowie € > 0. Die Integrierbarkeit von f und g
liefert zu &€ = m ein 0 > 0, so dass fiir alle Partitionen & mit |#| < § und alle { E &

die folgenden Ungleichungen gelten:
b
\R(f, 2,€) — ff )dz| < & und |R(g, Z,€) — [ g(x)dx| <&
Wegen R(h, ,@ ,€) = aR(f, 2,£) + BR(g, E ,§) und der Dreiecksungleichung folgt fiir I =

aff dx—i—ﬁfg )dz und alle £ E & mit || < 4, dass |R(h, 2,€) — I| < |a|é +|6|E = €.

b
Fiir den Beweis von (f) zeigen wir zuerst, dass die Integrale I, = [ f,(x)dx eine Cauchy-

a
Folge in C bilden: Fiir alle € > 0 gibt es N € N mit || f, — f|loc < ﬁ fiir alle n > N, und
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damit auch ||fn, — finlleo < Mit (d) folgt daher fiir n,m > N

ba)

b

b
[ fu(@)de = [ fin(x)da

a

b

J fu(@) = fo(2)da

a

<(=a)lfn — fmllo <e.

b
Wegen der Vollstandigkeit von C existiert also I = hm I,,, und wir zeigen I = f f(z

Seien dazu wieder € > 0 und n € N, so dass || f — fn||oo < 3054y und |, — I < 8/3 Wegen

fn € RI(a,b) gibt es § > 0, so dass

R(fn, 2,€) — ffn )dx| < &/3 fiir alle £ E & und

| 2| < §. Fiir solche £ E &2 folgt dann

<G-a)lf = fallo+ 5+ 5 <= O

6.3 Treppen- und Regelfunktionen

(a) Eine Funktion ¢ : [a,b] — C heifit Treppenfunktion, falls es eine Partition &2 = {a =
xg < w1 < -+ <z, = b} gibt, so dass ¢ auf allen Teilintervallen |xy_1, [ konstant ist. Mit
T (a,b) bezeichnen wir die Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b].

(b) Eine Funktion ¢ : [a,b] — C ist also genau dann eine Treppenfunktion, wenn sie Linear-
kombination von Funktionen wie in 6.1 (f) ist. Deshalb ist 7 (a, b) ein Vektorraum, und wegen
6.1(f) und 6.2(a) ist jede Treppenfunktion ¢ integrierbar. Ist ¢ = ¢(t) fiir ¢t € |xg_1, zx[, SO

b n
gilt dariiber hinaus [¢(z)dz = > cx(xr — Tp—1).
a k=1

(c) Sind ¢ eine Treppenfunktion und G : C — C irgendeine Funktion, so ist Goyp : [a,b] — C,
x — G(p(z)) wieder eine Treppenfunktion. Fiir ¢,¢ € Z(a,b) folgt damit wegen @i =
(@ +9)% —?—1?) /2, dass auch ¢ Treppenfunktion ist. Falls ¢ und %) reell sind, ist wegen
min{y, ¢} = (a+b—]a—0b|)/2 auch das Minimum von ¢ und 1 wieder eine Treppenfunktion.

(d) Eine Funktion f : [a,b] — C heiit Regelfunktion, falls sie gleichmdfiger Grenzwert einer

Folge von Treppenfunktionen ist. Wegen Satz 6.2(f) sind also Regelfunktionen integrierbar.
Wir haben in 5.20 (d) gezeigt, dass jede gleichméBig stetige Funktion f : [a,b] — C eine
Regelfunktion ist, aber nach Satz 5.21 ist wegen der Kompaktheit von [a,b] jedes stetige
f :[a,b] — C schon gleichmifig stetig. Deshalb erhalten wir folgenden wichtigen Satz:

6.4 Satz.
Jede stetige Funktion f : [a,b] — C ist integrierbar.

Dieser Satz ermoglicht die Berechnung mancher Integrale, weil man jetzt nur noch sehr
spezielle Riemann-Summen ausrechnen muss: Fiir jede Folge von Partitionen &, mit |#,| —
0 und alle £" £ &, gilt namlich

b

R(f, Py ) — / f(@)dz

a
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fiir jedes integrierbare f und insbesondere fiir jedes stetige. Zum Beispiel gilt (mit &2, =

1

I df’f‘nlLH;oan< )

o

6.5 Satz.
Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann integrierbar, wenn es fir alle € > 0 zwei reelle
Treppenfunktionen p, 1 auf [a,b] gibt mit
b b
o< f<y und /¢(x)da; - /go(w)da: <e.
a

a

BEWEIS. Seien zuerst f integrierbar und € > 0. Dann gibt es ein § > 0, so dass fiir alle

£ E & und | 2] < 0 die Ungleichung |R(f, 2,§) — ff )dx| < e/2 gilt. Sei & = {a =z <

-+ < o = b} eine Partition mit |Z?| < §. Wir setzen s = nf{f(t) : xp_ 1 < t < x1}. Nach
Deﬁmtlon des Infimums gibt es & €]rg_1, [ mit sp < f(&) < sx + 4( ) Wir definieren

eine Treppenfunktion ¢ durch
o(t) = s fiir t €lag_1, zx[ und p(z) = f(zk).
Dann gilt ¢ < f und
b b
[ e(@)dz = Rlp, 2,€) < R(£.2,€) < R (¢ + 557, 2:€) = [ ela)dz +¢/4,

a

also < g/4. Dies liefert

fola)de - R(F, 2.€)

b b b
Jo(@) = [ fl@)dz| < | [o(x)dz — R(f, 2,8)| + |R(f, 2,€) — [ f(a)dz| < /2.

b b
Analog finden wir eine Treppenfunktion ¢ > f mit | [¢(z)dz — [ f(z)dz| < £/2, und mit der
a a

b b
Dreiecksungleichung folgt 0 < [¢(x)dz — [p(x)dz < e.
a a

Sei nun andererseits die Bedingung im Satz erfiillt. Wir definieren (das sogenannte Ober-
integral)

b
= inf {f,u(:n)dm : i Treppenfunktion mit f < ,u} .
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b b
Seien € > 0 und ¢, ¢ Treppenfunktionen mit ¢ < f <4 und [¢(z)dz — [p(z)dx < /3. Nach

b
Definition des Infimums gibt es ein p € 7 (a,b) mit f < g und [p(z)de < T +e/3. Dann ist

a
auch £ = min{y, u} € J(a,b) mit f < k, und wegen der Monotonie des Integrals folgt

b
[ox)de <T f dx<fu )dz < I+ ¢/3.
a
Als Treppenfunktionen sind ¢ und s beide integrierbar, und deshalb gibt es § > 0, so dass
die Riemann-Summen fiir jede Partition & mit |#?| < § die entsprechenden Integrale von ¢
und « bis auf £/3 approximieren.

Seien nun & eine Partition mit |&?| < § und £ E &. Dann gilt wegen ¢ < f < &
auch R(p, 2,¢) < R(f, 2,¢) < R(k,Z,£) und wir erhalten (wegen r < s < t = |s| <
max{|r|, |t|}) die Ungleichung |R(f, 2,&) — I| < max{|R(¢, Z,§) —I|,|R(k, #,§) —I|}. Der
erste Ausdruck ist
b

b
+ | [ p(x)dz — [ K(

a

<€/3+€/3+€/3:6,

b
f x)dr — 1

und der zweite ist

b b
|R(k, 2,8) — I| < |R(k, 2,€) — [ k(z)dz| + |[ k(z)de —I| <e/3+¢e/3 <e.

Damit haben wir die Integrierbarkeit von f gezeigt. O

6.6 Satz.
Seien f, g : [a,b] — R integrierbar und ® : R — C stetig. Dann sind ®o f und fg integrierbar.

BEWEIS. Sei fT = max{f,0} der Positivteil von f. Wegen ¢ < f <t = ¢ < fT <"
und T — T < ) — ¢ folgt aus Satz 6.5 die Integrierbarkeit von f und wegen der Linearitiit
auch die von |f| = 2fT — f.

Wir wollen nun zeigen, dass f? integrierbar ist. Als integrierbare Funktion ist |f| be-
schriinkt, so dass es M > 0 gibt mit |f(z)| < M fiir alle = € [a,b]. Sei nun € > 0. Nach Satz

b

6.5 gibt es reelle Treppenfunktionen ¢ und ¢ mit ¢ < |f| < ¢ und [¢(z) — ¢(z)dz < /2M.

Durch eventuellen Ubergang zu max{¢,0} und min{+, M} kénnen wir ¢ > 0 und ¢ < M
annehmen. Die Monotonie der Quadratfunktion auf R, liefert ¢? < |f|? < 42, und wegen 6.3
(c) sind ¢? und 9?2 wieder Treppenfunktionen mit 0 < ¥? —¢? = (Y +¢) (1 —¢) < 2M (¢ — ),

also
/bzb?(:c)dx/ 2(x dx<2M/¢ (z)dz < e.

Also ist f2 = |f|? nach Satz 6.5 integrierbar.
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Die Integrierbarkeit von fg folgt nun aus fg = ((f + g)? — f? — ¢%)/2. Induktiv erhalten
wir, dass p o f fiir jedes Polynom p integrierbar ist. Wegen des Weierstrafischen Approxima-
tionssatzes 5.22 gibt es eine Folge von Polynomen p,, die gleichméfig auf [—M, M| gegen ®
konvergiert, so dass ® o f als gleichméBiger Grenzwert der Folge p,, o f integrierbar ist. [

Bemerkung. Der Satz gilt auch fiir komplexe integrierbare Funktion f und ® : C — C
stetig. Dazu ben6tigt man eine mehrdimensionale Version des Satzes von Weierstrafl (die man
sehr dhnlich wie in 5.22 beweist, worauf wir allerdings hier verzichten).

6.7 Satz (Holder- und Minkowski-Ungleichung).
b 1/p
Fir f € RI(a,b) und 1 <p < oo sei || f|, = | [If(z)Pdx

(a) Falls % 4 é =1, so gilt fir alle f,g € RI(a,b) die Ungleichung || fgll1 < | fllpllgllq
(b) Fir f,g € RI(a,b) und alle p € [1,00[ gilt ||f + gllp < I Fllo + l9llp-

BEWEIS. Wegen Satz 6.6 sind |f|P und |fg| integrierbar, so dass die Ausdriicke | f||, und
IIfgll1 definiert sind. Der Beweis ist nun der selbe wie der von Satz 5.10, indem man die
Summen dort durch Integrale ersetzt. O

6.8 Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung).
Seien g € RI(a,b) positiv und f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es & € [a, b] mit

/b f(@)g()dz = f(€) / g(w)da.

Insbesondere gibt es ein £ € [a,b] mit —ff fg).

BEWEIS. Als stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [a,b] nimmt f die Extrema
an, und wir setzen

=inf{f(z) : z € [a,b]} und M = sup{f(z): x € [a,b]}.

Wegen g > 0 ist dann mg < fg < Mg, und die Monotonie des Integrals liefert

fb d:r<ff da:<Mfg

a

Also gibt es ein p € [m, M| mit ff(x)g(x)dac = /J,fg(x)dx. Weil m und M zwei Werte von f
sind, liefert der Zwischenwertsatz ein £ € [a, b] mit u = f(£). O

6.9 Das unbestimmte Integral

(a) Mit Satz 6.6 haben wir zwar recht niitzliche Integrierbarkeitskriterien, die aber nur sehr
bedingt zur Berechnung von Integralen taugen (immerhin muss man nicht mehr alle Riemann-
Summen untersuchen, sondern nur noch eine spezielle Folge).
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b
(b) Der Trick, um Integrale [ f(z)dz zu berechnen, ist die Integrationsgrenze zu variieren,
a
das heifit die Funktion

F:[a,b]—>(C,z»—>/f(a:)dm

zu untersuchen. Oft will man das Argument wieder mit x bezeichnen und muss dann eine
x

andere Integrationsvariable benutzen, also zum Beispiel F(z) = [ f(t)dt. Wegen Satz 6.2(e)
a

erfiillt diese Funktion fiir z < y

Yy x )
F(y) - F(z) = / f(t)dt - / F(t)dt = / f(t)dt.

Ist f nicht blof integrierbar auf [a, b] sondern sogar stetig, so liefert der Mittelwertsatz 6.8
ein £ zwischen x und y mit

Fy) — F(x
(y) = F(x) _ £6).
y—x
Fiir festes x liefert erneut die Stetigkeit
F(y)— F
lim Fly) = Flx) = f(x).

y— y—x
Diesen Grenzwert werden wir im néchsten Kapitel die Ableitung von F nennen und mit Hilfe
von Ergebnissen iiber solche Ableitungen viele Integrale berechnen.



KAPITEL 7

Differentialrechnung

7.1 Die Ableitung

(a) Seien A C C, f: A — C eine Abbildung und § € A, so dass es eine Folge x,, € A\ {{}
mit z, — £ gibt (dann heifit £ ein Haufungspunkt von A). Die Funktion hei3t differenzierbar

in ¢, falls der Grenzwert
o F@) = £
£1(6) = i 1=

in C existiert. In diesem Fall heifit die Zahl f'(£) Ableitung von f in &.

(b) Genau genommen betrachtet man den Grenzwert A\ {£} > x — & Weil aber der Quotient
fiir x = £ oder x ¢ A gar nicht definiert ist, benutzen wir obige Schreibweise. Nach Definition
5.26(a) bedeutet die Differenzierbarkeit also

Ve>035>0Vee A\ {€} gilt (\x—§\<5:"w

19 o] <<).

Diese Bedingung ist dquivalent zu
Ve>036>0VeeA gilt (Jz—¢& <d=|f(z)—f(&)—f(x—-¢| <elz—¢]).

(c) Falls A C R und f: A — R ist der Differenzquotient % die Steigung der Sekan-

te des Graphen in x und &, also der Geraden durch (z, f(z)) und (&, f(§)). Falls f in &
differenzierbar ist, interpretiert man f'(§) als Tangentensteigung und die Geradenfunktion

T(x) = f(&) + f'(§)(xz — &) als Tangente in €. Diese Tangente ist in der Nihe von ¢ eine

sehr gute Approximation an f, weil %_g(m) — 0 (beachte, dass der Nenner gegen 0 konver-
giert, der Zahler muss also ,schneller® klein werden). Falls f die Bewegung eines Teilchens

beschreibt, so ist f/(§) die Geschwindigkeit zur Zeit &.

(d) | DIFFERENZIERBARKEITSKRITERIUM. f : A — C ist genau dann in ¢ differenzierbar, wenn
es eine in ¢ stetige Funktion ¢ : A — C gibt mit f(z) — f(§) = (v — §)e(x). In diesem
Fall ist (€) = f/(€).

f@)=f(©)
oog v#E . Die
&), x=¢
Differenzierbarkeit bedeutet dann genau die Stetigkeit von ¢ in €. Hat man andererseits eine

Darstellung wie in dem Kriterium, so gilt %:g(g) = () — @(&) fir x — & wegen der

Stetigkeit von ¢ in £. Also ist f differenzierbar mit f/(£) = p(€). O

Bewers. Ist f differenzierbar in &, so definieren wir p(z) =

(e) Hier einige Beipiele:
(1) Fiir alle n € Ny ist f : C — C, z — 2" in jedem Punkt £ € C differenzierbar mit
f1(&) = ngn 1.

85
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BEWEIS. Im Anschluss an 3.5 hatten wir (als kleine Verallgemeinerung der geome-
trischen Summenformel)

n—1
PO gn — (1‘ o f) Zxkgn—l—k
k=0

n—1

gezeigt. Die Funktion ¢(x) = Y 2F¢"~1% ist als Polynom stetig mit ¢(¢) = n&™ 1.
k=0

Mit dem Kriterium (d) folgt die Differenzierbarkeit. O

(2) In 5.26(d) haben wir gezeigt, dass die Exponentialfunktion exp : C — C in jedem Punkt
& € C differenzierbar ist mit

exp'(€) = exp(€).

(3) Seien f : [a,b] — C stetig und F(z) = [ f(t)dt. Dann besagt 6.9(b), dass F in jedem

Punkt ¢ € [a,b] differenzierbar ist mit F”(&) = f(§).
(4) Die Funktion f: C\ {0} — C, z — 1 ist in jedem Punkt £ € C\ {0} differenzierbar mit
1€ = —5%. In der Tat ist durch Erweitern mit z&
ljz—1/ 1&—z 1 1

prm— pr— —_— H —_—.
r—§ r€x—¢§ € &
(5) Die Funktion f: R — R, z — |z| ist in jedem Punkt £ # 0 differenzierbar und in £ =0
nicht differenzierbar.
In der Tat, falls £ # 0 ist M fiir alle |z — &| < |¢| konstant gleich 1 oder —1 je

T—¢
nachdem, ob & > 0 oder £ < 0. Also existiert der Grenzwert fiir x — £. Andererseits
hat M = 1, z>0 keinen Grenzwert in 0.
z—0 -1, <0

(6) Die Funktion f: C — C, x + |z| ist in keinem Punkt £ € C differenzierbar! Wir zeigen
dafiir zunéchst:

Jede reellwertige Funktion f : C — R, die in einem Punkt £ differenzierbar ist, erfiillt
dort f/(§) = 0.

Wegen f/'(§) = nh_)rglo w ist namlich f/(¢) € R, und andererseits ist wegen

n

(€)= lim W auch if’(¢) € R, was f/(§) = 0 impliziert.

oo

Fiir f(x) = |z| und & # 0 ist aber fiir alle n € N

fE+E/m) — &) _ el
&/n &

so dass f nicht £ differenzierbar ist. Dass f nicht in £ = 0 differenzierbar ist, folgt aus

fA/n)—f(0) _
G~ 1 %0

(f) Die letzten zwei Beispiele zeigen, dass Differenzierbarkeit fiir Funktionen auf R bezie-
hungsweise C ziemlich unterschiedliche Eigenschaften sind (ein £ € C lisst sich ndmlich aus
sehr vielen Richtungen approximieren wihrend es in R blofi Links und Rechts gibt). Dies
spiegelt sich auch darin wieder, dass fiir A C R und in ¢ € A differenzierbares f : A — C
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sowohl R f als auch &f in £ differenzierbar sind mit

F1(€) =RfI(E) +iSf(6),

wéhrend fiir A C C Real- und Imaginérteil sehr oft nicht differenzierbar sind.

7.2 Satz (Ableitungsregeln).
Seien f,g: A — C zwei in £ € A differenzierbare Funktionen und o, 8 € C

(a) f ist stetig in &.

(b) af + By ist differenzierbar in & mit (af + Bg)' (&) = af' (&) + B¢ (£).
(c) fg ist differenzierbar in & mit (fg)'(&) = f'(§)g(§) + g'(§) f(£).

(d) Ist g(x) # 0 fiir alle x € A, so ist f/g differenzierbar in & mit

ey F(€g(€) —g'(©)f(€)
(f/9)(€) = 92(5)

(e) Ist h: g(A) — C differenzierbar in g(§), so ist h o g differenzierbar in § mit
(hog)' (&) = h'(9(€))g'(§) (KETTENREGEL).

Bemerkung. Die Kettenregel ist von herausragender Bedeutung bei der Berechnung von
Ableitungen. Zum Beispiel erhalten wir die Differenzierbarkeit in jedem Punkt der Funktion
f:C —C, z+— exp(z?) und f'(&) = exp(&?)2¢. Hier schreibt man f = exp og mit g(z) = 22
und benutzt die Beispiele in 7.1(e). In der Praxis schreibt man die Rechnung héufig wie folgt:

(exp(2?))" = exp'(2?)(2?)" = exp(z?)2z.

Allerdings ist diese Schreibweise sinnlos, sofern man x als ein festes Element von C auffasst!
Dann ist nidmlich exp(z?) eine Zahl, aber wir differenzieren ja nicht eine Zahl sondern eine
Funktion. Um die Schreibweise zu rechtfertigen, muss man z als ,, Variable“ auffassen, also als
die identische Abbildung = : C — C, und f(z) nicht als einen Wert sondern (wie in 2.7(a)
definiert) als die Verkniipfung f o x. Fiir £ € C findet man in der Literatur statt der formal
korrekten aber womdglich irritierenden Schreibweise f(x)(£) auch f(x)|,—¢ (beide Zahlen sind

gleich f(€)).

BEWEIS.

(a) Ist ¢ die in ¢ stetige Funktion gemif 7.1 (d), so ist f(z) = f(§) + (z — &)p(z) ebenfalls
stetig in &.

(b) folgt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte.

(c) Wir schreiben

f(@)g(z) — f(©)g(&) _ flz) = f(E)g(x) +f(§)g(w) —9(&)

=8 T =8 =8

Wegen der Stetigkeit von g liefern die Rechenregeln fiir Grenzwerte die Konvergenz gegen

F(€)g(&) + (€)' (§)-
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(d) Wegen (c) reicht es (1/g)'(§) = —g;g% zu zeigen, und dies folgt durch Erweitern mit
g(x)g(&) aus
Yo@) =1/9&) _ _—1 9@ =9@ 1
s g(x)g() = —¢ 9(8)?”"

(e) Seien ¢ und ) wie im Kriterium 7.1(d), also f(z)— f(§) = (z—&)p(z) und g(y)—g(f(§)) =
(y — f(£))¥(y). Dann gilt

9(f(2)) = 9(f(£)) = (f(z) = F(O)¢(f(2)) = (& = Op(x)(f(x)).

Die Funktion = — ¢(x)y(f(x)) ist wiederum stetig in &, und das Kriterium liefert die
Differenzierbarkeit von g o f mit (g0 f)'(§) = ¢ (&)1 (f(£)) = f'(§)g'(f(£))- O

7.3 Beispiele. Wir kénnen nun viele Ableitungen ausrechnen. Wir nennen f : A — C
differenzierbar auf A (oder auch in A), falls f in jedem Punkt { € A differenzierbar ist. Dann
ist also f/ : A — C, £ — f/(§) wieder eine Funktion, und wir bezeichnen das Argument
meistens wieder mit x statt €.

(a) Sinus und Cosinus sind differenzierbar auf C mit

’sin’(:c) = cos(z) und cos'(z) = —sin(z) ‘
Dies folgt aus sin(z) = em_ﬁ_m, cos(z) = W und (%) = exp/(ax)(ax) = ae.
(b) Der Tangens tan : A — C, z :g;((?) mit A =C\{(n+1/2)7 : n € Z} ist auf A

differenzierbar mit

tan’(z) = 1 + tan?(z)

Wegen der Quotientenregel ist ndmlich

sin’(z) cos(z) — sin(z) cos’ (z cos?(x) + sin?(x
g = B ) s)eol ) _ o)) _ oy,

Genauso berechnet man:

(c) Der Cotangens cotan : B — C, z — <@ mit B = C\ {nr : n € Z} ist auf B

sin(x)

differenzierbar

cotan’(z) = —(1 + cotan?(z))

(d) Wir wollen nun den Logarithmus log : ]0,00] — R differenzieren. Nach Definition des
Logarithmus als Umkehrfunktion von exp |r gilt = = exp(log(x)) fiir alle z € ]0, oco].

Wenn wir schon wiissten, das log differenzierbar ist, kénnten wir mit der Kettenregel
rechnen:

1 =2’ = exp/(log(x)) log/(z) = exp(log(z)) log/(x) = xlog/(x),

was log/(z) = % liefert. Um dieses Argument zu rechtfertigen, zeigen wir folgenden Satz:
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7.4 Satz (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion).
Seien f : A — B ein Bijektion und £ € A, so dass f in £ differenzierbar ist. Die Umkehr-
funktion f=1: B — A ist genau dann inn = f(£) differenzierbar, wenn sie dort stetig ist und

f'(&) # 0 gilt. In diesem Fall ist (f~1)(n) = %, also auch (f~Y)(n) = W

Bemerkung. Falls A C R ein Intervall ist und f : A — R auf ganz A stetig, so ist
f~1: f(A) — A nach Satz 5.13 automatisch stetig. Das gleiche gilt nach Satz 5.17(b), falls
A C C kompakt ist.

BeweEls. Die Notwendigkeit der Stetigkeit haben wir in Satz 7.1 (a) gezeigt, und dass
f'(€) # 0 erhalten wir wie in 7.3(d) aus der Kettenregel: 1 = (f~Lo f)'(¢) = (f~1/(£(£))f(£).

Sei andererseits ¢ : A — C stetig in £ mit f(z) — f(§) = (x — §)p(z). Dann ist wegen
der Injektivitidt ¢(x) # 0 fiir alle z # £ und ¢(&) = f/(§) # 0 nach Voraussetzung. Also ist
Y(y) = 1/o(f~1(y)) stetig in n, und fiir y = f(z) € B gilt

_ RV _ @)= f(§) _
fl(y)—fl(n)—x—é’—w—( mY(y)
Also ist f~! differenzierbar mit (f=1)(n) = ¥(n) = ﬁ = f/%é)' O

7.5 Beispiele

(a) log : ]0,00[ — R ist auf |0, oo differenzierbar mit

log'(z) = 1/x

(b) Wir zeigen bald, dass sin : [-7/2, /2] — [—1, 1] eine Bijektion ist. Deren Umkehrfunktion
heifit Arcussinus arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2], und Satz 7.4 liefert die Differenzierbarkeit
von arcsin auf | — 1, 1] mit

arcsin’(y) =

1-y

Es ist ndmlich
1 1 1

cos(arcsin(y)) - /1 — sin®(arcsin(y)) - V11— y2

(c) Der Tangens ist auf | — w/2, /2| eine Bijektion tan : | — 7/2,7/2] — R, und die Umkehr-
funktion heifit arctan : R — | — 7/2, 7/2[. Sie ist auf R differenzierbar mit

arcsin’(y) =

1

arctan’(y) = T

7.6 Satz (Extremalitéitskriterium).
Seien ACR, f: A— R und & ein innerer Punkt von A, das heifit | — r, &+ [ C A fiir ein
r > 0. Falls f in £ differenzierbar ist und
f(&) =max{f(x):z € A} oder f(§) = min{f(z):x € A},
dann gilt f'(£) = 0.
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Bemerkung.

(a) Fiir C-wertiges f hat der Satz kein sinnvolles Analogon, weil es in C keine natiirliche Ordnung
gibt und von max und min keine Rede sein kann.

(b) Sind ¢ innerer Punkt von A C C und f eine reelle in £ differenzierbare Funktion, so gilt nach
dem letzten Beispiel in 7.1(e) sowieso f/(§) = 0, so dass der Satz zwar nicht falsch ist aber
vOllig uninteressant.

(c) Ist & kein innerer Punkt, so ist der Satz falsch, wie das Beispiel f : [0,1] — R, x +— z zeigt.

BeEweIs. Wir beweisen den Fall f({) = max f(A), der andere folgt dann mit g(z) =

—f(z). Fir z € &,& + r| ist f@)=f©) ) f(g) < 0, weil f(§) > f(z), und damit folgt f'(£) < 0.
Andererseits ist fiir x € [€—r, €[ der leferenzenquotlent (xw g © als Quotient zweier negativer
Zahlen positiv, und dies liefert f’(£) > 0. O

7.7 Kritische Punkte

(a) Ein innerer Punkt £ von A mit f/(§) = 0 heifit kritischer Punkt. Ist f : A — Rin A
differenzierbar, so braucht man bei der Suche nach den Extrema also nur noch die kritischen

Punkte und die £ ¢ A zu untersuchen. Dabei kann es natiirlich vorkommen, dass die Extrema
gar nicht angenommen werden, zum Beispiel fiir die Funktion f : R — R, x +— 23, deren
einziger kritischer Punkt £ = 0 ist.

Ist allerdings A kompakt, so werden nach Satz 5.17(c) fiir stetiges f die Extrema inf f(A)
und sup f(A) angenommen. Weil aulerdem bis auf die Randpunkte alle Elemente eines
Intervalls innere Punkte sind, erhalten wir damit folgende wichtige Konsequenz von 7.6:

(b) |Seien a,b € R mit a < b, und f : [a,b] — R sei stetig auf [a, b] und in |a, b[ differenzierbar.
Dann existieren

max{f(z) : z € [a,b]} =max{f(z) : x € {a,b} oder z kritisch} und
min{ f(z) : € [a,b]} =min{f(z) : x € {a,b} oder x kritisch}.

(c) Wir suchen sup{ze™" : z € [0,00[} und berechnen dazu zunichst die kritischen Punkte.

Wegen
(re™™) =e " +a(—e ") =e"(1 —x)
ist £ = 1 der einzige kritische Punkt. Nun ist aber [0,00[ nicht kompakt, so dass man
oo
fiir die Anwendung von (b) einen Trick braucht. Wegen e* = > % fir x > 0, ist

n=0
re ™t < % < 1/e fiir alle z > b = 2e. Die Aussage in (b) liefert wegen 0e % = 0 und
be= < 1/e, dass sup{xe™ : x € [0,b]} = e, und wegen obiger Abschitzung fiir > b ist
auch das Supremum tiber [0, oo gleich 1/e.
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7.8 Mittelwertsatz der Differentialrechnung Seien f,g : [a,0] — R zwei reellwertige
stetige Funktionen, die in ]a, b[ differenzierbar sind mit ¢'(x) # 0 fiir alle « € ]a, b[. Dann gibt

es £ € |a, b] mit
)= fla) [

f(b (€)
g9(b) —g(a) — ¢'(¢)
Insbesondere gibt es ein & € ]a, b[ mit f(b) — f(a) = f'(£)(b— a).

In der Literatur wird oft nur der Spezialfall g(z) = = Mittelwertsatz genannt, fiir anderer
Funktionen ¢ heif3t die Aussage dann verallgemeinerter Mittelwertsatz.

BEWwEIS. Wir zeigen zuerst den Fall g(x) = z und f(a) = f(b) (SATZ VON ROLLE nach
Michel Rolle, wobei das e stumm ist). Wegen f(b) — f(a) = 0 miissen wir zeigen, dass f
kritische Punkte hat. Anderfalls ndhme f wegen 7.7(b) sowohl Minimum als auch Maximum
in a oder b an, was wegen f(a) = f(b) impliziert, dass f konstant ist, so dass f'(z) = 0 fiir
alle = € Ja, b], im Widerspruch zum angenommenen Mangel an kritischen Punkten.

Fiir den allgemeinen Fall definieren wir h(x) = g(z)(f(b) — f(a)) — f(x)(g(b) — g(a)), so
dass h(b) — h(a) = 0. Der Satz von Rolle liefert ein & € Ja, b] mit

0="1(5) =g (f®) — fla)) = F(E)(g(b) — g(a)).

Wegen ¢'(x) # 0 fiir alle « € |a, b[ zeigt erneut der Satz von Rolle g(a) # ¢(b), und Umstellen
obiger Identitét liefert die Behauptung. O

7.9 Bemerkungen zum Mittelwertsatz

(a) Nach Definition der Ableitung (etwa als Tangentensteigung) liefert f’(x) nur den , infini-
tesimalen Anstieg” wihrend %f:(a) den tatsdchlichen Anstieg im Intervall endlicher Léinge
[a, b] beschreibt. Dieser endliche Anstieg ist also gleich einem infinitesimalen Anstieg, was
der franzosischen Bezeichnung ,,théoréeme des accroissements finis“ zugrunde liegt.

Geometrisch bedeutet dies, dass die Sekantensteigung (der Geraden durch (a, f(a)) und
(b, f(b))) gleich einer Tangentensteigung ist, das heiit, dass die Geraden parallel sind.

Eine sehr einfache aber wichtige Konsequenz des Mittelwertsatzes ist:

(b) | Sei f : [a,b] — C eine stetige und in ]a, b| differenzierbare Funktion mit f’(z) = 0 fiir alle
x € |a,b[. Dann ist f konstant.

BewEIs. Fiir reelles f wendet man den Mittelwertsatz auf f|, g fiir allea <a <3 <b
an und erhilt f(8) — f(a) = f(§)(8—«a) = 0. Fiir eine C-wertige Funktion wendet man dies
auf Real- und Imaginérteil an (weil der Definitionsbereich von f reell ist, sind die Real- und
Imaginérteile nach 7.1 (f) wieder differenzierbar). O

(¢) Auch wenn diese Folgerung fiir C-wertige Abbildungen gilt, ist der Mittelwertsatz selbst
fiir komplexwertiges f falsch! Als wichtiges Beispiel betrachten wir dazu die Funktion

f:0,27] — C,z — exp(iz).

Dann ist f(0) = f(27) = 1 aber f/(x) = ie'® hat keine Nullstelle. Hiufig kann man folgende
Aussage als ,Ersatz“ fiir den in C falschen Mittelwertsatz benutzen:
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(d) | MITTELWERTUNGLEICHUNG. Sei f : [a,b] — C stetig und in |a, b[ differenzierbar. Dann

gibt es € € ]a, b] mit
£ () = f(a)] < [F(OIb —a).

BEWEIS. Seien z = f(b) — f(a) und ¢ : [a,b] — R, z — R(f(x)z). Dann gibt es wegen
des Mittelwertsatzes ein £ € |a, b[ mit g(b) g(a) = ¢'(£)(b — a). Andererseits ist
Z) -

9(b) — g(a) = R(f(b)z 2) = |f(b) — f(a)|* und
9" (O] = RS (€2 < IF(Ollz] =[£I () = fla)l. O

(e) Fiir Funktionen f : A — C mit A C C miissen wir zunichst ein Analogon zur Voraus-
setzung aus dem Mittelwertsatz finden, dass f auf einem Intervall definiert ist. Wir nennen
A C C konwver, falls fiir alle z,y € A und alle ¢t € [0,1] auch tx + (1 —t)y € A gilt, das heifit,
dass die Funktion ¢ : [0,1] — C,t — y + t(x — y) nur Werte in A hat.

(f) | Seien A C C konvex und f : A — C differenzierbar. Dann gibt es fiir alle z,y € A ein
& € A mit
1f(y) = f(@)| <1 Olly — =|.

BEwEIS. Wir wenden den Teil (d) auf die Funktion ¢ = f o ¢ mit obigem ¢ an und
erhalten wegen ¢'(t) = = — y mit der Kettenregel ein s € |0, 1]

[f(y) = f(@)| = 1g(0) — g(D)| < |g'(s)] = |f'(0(s))l|z = yl.
Dies ist die Behauptung fiir £ € ¢(s). O

7.10 Satz (Monotonie).
Sei f : [a,b] — R stetig und in |a,b[ differenzierbar.

(a) f ist genau dann monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fiir alle x € ]a, b].

(b) Falls f'(x) > 0 fir alle x € |a,b[, ist f streng monoton wachsend.

Bemerkung. Durch Anwendung auf — f erhélt man eine analoge Aussage fiir monoton
fallende Funktionen. Die Umkehrung in (b) ist falsch, wie das Beispiel f : R — R, x + 23
zeigt (f ist zwar streng monoton aber f'(0) = 0).

BEWEIS. Fiir monoton wachsendes f und £ € |a, b[ ist fiir z > £ der Differenzenquotient
% > 0, so dass auch f/(£) als Grenzwert positiv ist. Seien andererseits a < a < 3 < .
Der Mittelwertsatz fiir f|(, g liefert £ € Ja, B[ mit

f(B) = fla) = f(§)(B—a) >0, da f'(§) 2 0
Ist f'(&) echt positiv, so folgt f(3) > f(a). O

Beispiele.

(a) Wiein 7.5(b) angekiindigt, erhalten wir jetzt, dass sin [|_r /o r /9] streng monoton wichst, weil
sin’ = cos in |—m/2, m/2[ echt positiv ist. Wegen sin(+7/2) = +1 liefert der Zwischenwertsatz
wie in 7.3 (a) angekiindigt, dass der Sinus eine Bijektion [—7/2,7/2] — [—1, 1] ist.
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(b) Mit Hilfe der Monotonie lassen sich oft Ungleichungen fiir Funktionen beweisen, zum Beispiel

x —log(1 + x) < 22/2 fiir alle z > 0.

Die Funktion f : [0,00] — R, 2 + 22/2 — x + log(1 + z) erfiillt niimlich f(0) = 0 und

1 1 2
- _1 1) +1) =
72 14z @-DE+tD+1) ="

Also ist f monoton wachsend, so dass f(z) > f(0) > 0.

> 0.

fx)y=2—-1+

7.11 Verallgemeinerte Grenzwerte.

(a) Um die Definition des Funktionsgrenzwerts aus 5.26 auf Limiten fiir x — foo zu ver-

allgemeinern, miissen wir definieren was ,nah bei +o00* heiflen soll. So wie in R (oder all-
gemeinen metrischen Rédumen) die Kugel B(€,¢) = {x € R : |z — £| < €} die Menge der
e-Approximation an ¢ ist, definieren wir (fiir typischer weise kleines € > 0)

B(co,e)={x €R:x>1/c} und B(—o0,e) ={x e R:z < —1/e}
als die Mengen der e-Approximation an oo und —oo.
(b) Fiir a € [—o00,00[, n € [—00,00] und f : Ja,b] — R fiir ein b > a schreiben wir also
;lir(ll f(x) =n, falls
Ve>035 >0V €la,b] gilt (v € B(a,d) = f(x) € B(n,¢)).
Analog definiert man 91613%) f(z) und schreibt dann f(z) — n fiir © — a beziehungsweise z — b.

Will man betonen, dass man f auf dem offenen Intervall |a, b[ betrachtet, schreibt man auch
iim f(z) oder lim+f(a:) sowie f(x) — n fir x — a+ und nennt n den rechtsseitigen
a<r—a T—a

Grenzwert. Analog schreibt man lim f(x) fiir linksseitige Grenzwerte.

r—b—

7.12 Satz (Regel von I’Hospital).

Seien a,b € [—o0,00] mit a < b und f,g : |a,b[ — R differenzierbar auf Ja,b] mit ¢’'(x) # 0

fir alle x € |a,b[. Es gelte aufferdem (1) lim f(x) = lim g(z) = 0 oder (2) lim |g(x)| = 0.
f(z) f'(@)

Falls lim £ /I(x) existiert, so existiert auch lim =< und ist gleich lim == .
7—q 9 () z—a 9() z—a 9 (@)

Eine analoge Version gilt natiirlich auch fiir linksseitige Grenzwerte fiir £ — b. In manchen
Biichern findet man iibrigens auch die Schreibweise I’Hopital, der Zirkumflex-Akzent ist aller-
dings ein Anachronismus, der zu I’'Hospitals Zeit (1661-1704) nicht benutzt wurde. Eigentlich
miisste der Satz eher nach Johann Bernoulli benannt sein, der L’Hospital Privatstunden erteilt
hat.

BeweIs. Wir nehmen zunéchst die Voraussetung (1) an. Falls a € R, so setzen wir f und
g auf [a, b] fort, indem wir f(a) = g(a) = 0 definieren. Dann sind also f, g : [a, 5] — R stetig
fiir jedes B < b, und der Mittelwertsatz liefert fiir x € |a, 8] ein £ = £(z) € ]a, z[ mit

fl@) _ f@)—fla) _ ')
g(x)  g(x) —gla) g€

Damit folgt die Existenz von lim ) — i £ :(I).
z—a 9(%) z—a 9'()




94 7. DIFFERENTIALRECHNUNG

Sei nun a = —oo und zur Vereinfachung der Notation b < 0. Wir betrachten die ,,Sub-
stitution® ¢ : )0, —=1/b[ — | — 00,b[, z — —1/x sowie f = fo und § = g o ¢. Wegen der
Kettenregel ist dann )

@) _ flle@)e' (=) _ fle(z))
7@ gle@)e'(x) g (px))
Wegen p(z) € B(—00,d) < x € B(0,9) liefert der schon bewiesene Fall hm

damit folgt lim éxg =.

z——o0 9\T

f(2)

0 9(z)

=7, und

Im Fall (2) schreiben wir fiir a < z < «

f@) _ fl@)—fle) (1 gla) | fle) _ [f(&x2)) (0 gla))  [fla)
10 o (- 56) i~ ey 0 0) 56
fiir ein (o, ) zwischen x und a wegen des Mittelwertsatzes. Fiir ¢ > 0 wihlen wir zunéchst

a > a, so dass ’EE; € B(n,e/2) fir alle £ € |a,af, und dann 0 > «, so dass s = % und

t= % fiir alle € B(a, d) so klein sind, dass

z € B(n,e/2) = z(1 —s) +t € B(n,e).
Fiir alle z € B(a,d) ist dann % € B(n,e). O

7.13 Beispiele

(a) Fiir alle p > 0 gilt 2Plog(z) — 0 fiir x — 0+. Dazu schreiben wir f(x) = log(x) und
g(x) = x7P, so dass

/ 1 —1

Wegen 1iI(1)1+g(x) = oo folgt aus der Regel von 1'Hospital die Existenz des rechtsseitigen
Tr—

Grenzwerts lim z”log(z) = 0.
z—0+

(b) Manchmal muss man die Regel wiederholt anwenden: Wir suchen den Grenzwert von

Cosgj;)_l fir x — 0. Mit f(z) = cos(z) — 1 und g(z) = 22 ist f;((x; = _S;r;(x), und es

gilt (_(S;I;()g,”))/ = _C%S(x) — —1/2. Also existiert lim f,,(; = —1/2, und daher existiert
o

hn[l) ﬁ;g? = —1/2. (Wegen cos(z) = > (—1)"3 (2n) hiitte man den Grenzwert auch schnel-

n=0
ler finden konnen.)

(c) Die Konvergenz von ch /éx; ist nicht notwendig fiir die Konvergenz von Ha g ; , wie das Beispiel

f(z) = 2?sin(1/x) und g(z) = x zeigt. Hier gilt hr% J;E ; = hm xsm(l/x) = 0, aber ’8 —
xr—

2xsin(1/z) — cos(1/x) konvergiert nicht.

(d) Es kann passieren, dass die Regel von I’'Hospital zu nichts fiithrt: Wir suchen zum Beispiel
11I(I)1+ exp(—1/z)/aP fiir p € R. Wegen
r—

exp(—1/z)"  exp(—1/x)1/2* exp(—1/x)

(@) par! part!
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ist die Untersuchung von Jgf :Eg genauso schwer wie die von %. In solchen Fillen muss man

sich etwas anderes einfallen lassen, zum Beispiel

exp(—1/z)

1+ pxlog(x)
xP '

= eXp(—% — plog(z)) = exp <— .

Wegen (a) gilt xlog(x) — 0, so dass (1 + pxlog(x))/x — oo fiir x — 0+.

Wir untersuchen nun Differenzierbarkeit und Ableitungen von Grenzfunktionen. In Ana-
logie zur Stetigkeit und Integrierbarkeit konnte man hoffen, dass gleichméflige Grenzwerte
differenzierbarer Funktionen differenzierbar sind. Allerdings ist dies fiir Funktionenfolgen f,, :
[a,b] — C zum Beispiel wegen des Satzes von Weierstrafl hoffnungslos falsch (f : [-1,1] — R,
x +— |z| zwar gleichméBiger Grenzwert von Polynomen, also differenzierbaren Funktionen,
aber in 0 nicht differenzierbar.) Wir zeigen jetzt, dass man fiir die Differenzierbarkeit von
Limiten die gleichméfige Konvergenz der Ableitungen benutzen kann:

7.14 Satz (Differenzierbarkeit von Limiten).
Seien A C C konvex und beschrinkt und f, : A — C differenzierbar fiir n € N sowie xg € A.
Auferdem seien folgende Bedingungen erfiillt:

(1) (fn(z0))nen konvergiert in C und

(2) [l konvergiert gleichmiflig gegen eine Funktion g : A — C.

Dann konvergiert f,, gleichmdfig gegen eine in A differenzierbare Funktion f : A — C mit
/
=g, also (lim fn> = lim f].
n—oo n—oo

BEWEIS. Seien d = sup{|z — x¢| : © € A} + 1. Fir ¢ > 0 wéhlen wir N(g) € N, so dass
fiir alle x € A und n,m > N (e)

Flw) = g(@)] < /3, |fn@) = fiu(@)] < o/3d und | fa(w0) = fin(w0)| < /3.
Fiir alle n,m > N(¢) liefert die Mittelwertungleichung (fiir h = f, — fin)
() 1(Fal@) = Ful) = (fn(@) = F@))] < o5l =yl < o=yl

Fiir y = z¢ folgt daraus mit der Dreiecksungleichung

() (@) = fan(@)] < gl = @0l + fuleo) = Funlao)] <.

so dass (fn(z))nen eine Cauchyfolge in C ist, die also einen Grenzwert f(x) hat. Durch
Grenziibergang erhalten wir dann die Ungleichungen (x) und (sx) fiir f anstatt f, fiir alle
z,y € Aund m > N(e), was die gleichméBige Konvergenz f,, — f zeigt. Um die Differen-
zierbarkeit von f in einem Punkt £ € A und f'(¢) = g(&§) zu zeigen, fixieren wir ¢ > 0 und
m = N(eg). Wegen der Differenzierbarkeit von f,, gibt es § > 0, so dass

Fn@) = Fun(€) = Fr(©)(w = ) < Sl — €]
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fiir alle z € A mit |z — €| < 0. Fiir solche x erhalten wir

@) = ()~ 9(&) @~ )
<1(F(@) = @) = (F) = Sl ) + (@) = fn(&) = (&)@ = Ol + 1(F1n(©) = 9()) @ = ©)
o=+ Sle — €|+ o€l = ele— g, O

o0
Als Anwendung zeigen wir nun, dass Potenzreihen ) a,2" im Inneren des Konvergenz-
n=0
kreises genauso differenziert werden kénnen wie Polynomfunktionen:

7.15 Satz (Differentiation von Potenzreihen).

o
Sei f(z) = > apz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist f in K =
n=0

{z € C: |z| < R} differenzierbar mit f'(z) = . nanz""'. Auperdem konvergiert F(z) =
n=1

an o+l in K und erfillt dort F'(z) = f(2).

n=0

Wegen dieses Satzes kann man jetzt zum Beispiel sehr leicht die Ableitung der Exponential-
funktion berechnen:

exp’(z) = (Z z”/n!) = Z(z”/n!)' = Zz”_l/(n — 1) = exp(z).

n=0 n=1 n=1

BEWEIS. Nach 4.16(c) ist 1/R = limsup {/|a,|, und wegen {/n — 1 hat die Reihe g(z) =

n—oo

n /
na,z" ! ebenfalls Konvergenzradius R. Fiir jedes feste 7 < R konvergiert <Z akzk) =
k=0

i
I

> kapzF~1 gleichmiBig auf A = {z € C: |z| < r} gegen g(z) (dies hatten wir in der Anwen-

n
dung von Satz 5.24 gesehen). Wegen Satz 7.12 fiir f,(z) = 3. axz* folgt die Differenzierbarkeit
k=0

von f in A mit f’ = g. Die zweite Aussage folgt aus der ersten fiir F. O

7.16 Beispiele

oo n
(a) Die Reihe f(z) = > %ZQ”H hat Konvergenzradius 1 und erfiillt im Konvergenzkreis

K={zeC:|z| <1}

flz) =3 (1) =) (=) = 152

Fiir y € R ist andererseits arctan’(y) = ﬁ, also arctan’(y) = f'(y) fir y € | — 1,1

Wegen des Mittelwertsatzes ist daher arctan — f auf ] —1, 1] konstant gleich arctan(0)— f(0) =
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0. Wir haben also gezeigt:

arctan(y) = ngo (anzl y?" L fiir alle y €] — 1,11
(b) Mit den gleichen Argumenten stellt man fest, dass f(z) = Z—:o (;i)ln 2" in K die Ablei-
tung f'(z) = ﬁ hat. Wegen (log(1 + x))’ = 177 und f(0) = log(1) = 0 erhilt man

log(14+2) = ( Jlr)lnx”*l fur x €] —1,1].
n=0

(c) Beide Reihen in (a) und (b) konvergieren wegen des Leibniz-Kriteriums auch fiir z = 1.
Allerdings folgt daraus a priori noch nichts iiber den Wert der Reihe. Deshalb zeigen wir (als
kleinen Exkurs) folgenden Grenzwertsatz:

7.17 Satz (Abelscher Grenzwertsatz).

o0 o0
Sei f(z) = > anz"™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 1, so dass die Reihe A = > ay

n=0 n=0
konvergiert. Dann existiert

Anders ausgedriickt besagt der Satz, dass f : [0,1] — C (mit f(1) = A) stetig ist. (Die
Funktion f : {z € C : |2] < 1} U {1} — C ist im Allgemeinen iibrigens nicht stetig in 1.)
Insbesondere erhalten wir aus dem Satz

1)n+1

= log(2)

> (2;2; = arctan(l) = 7/4 und Z
n=0

n=1

k=0

Wegen der Formel fiir die geometrische Reihe folgt damit

o0

fl@)—A=1-2)) (sn— A)z".

n=0
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Selen nun € > 0 und N € N, so dass |s, — A < ¢/2 fiir alle n > N. Fir 6 =

5 < > Isn — A|> und z € [0, 1] mit |z — 1] < 0 erhalten wir

N-1
[f(@) = Al <L —a| Y |sn — Aa” +\1—$IZ\Sn—A\x
n=0 n=N
<E+§1—x|xNZx —|— x <e. O
-2 2

7.18 Konvexitét
(a) f:[a,b] — R heifit konvex, falls fiir alle z,y € [a,b] und alle ¢ € [0, 1]

fltz+ 1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

Offenbar ist dies dquivalent zu

() fly+ilx—y) = fly) <t(f(x) = f(y))

(b) |Ist f : [a,b] — R stetig und in ]a, b| differenzierbar, so ist f genau dann konvex, wenn
/" :]a, b — R monoton wéchst.

BEWEIS. Seien f konvex und a < x < y < b. Division von (x) durch ¢(x — y) < 0 liefert
fir t €0, 1]

fly+tlz—y) —fly)  flx) — fly)

t(z —y) T Ty
Mit t — 0* folgt damit f/(y) > f(xi:i;(y). Genauso erhilt man f/(z) < f(x) y( ), also

f'(x) < f'(y). Seien andererseits f” monoton wachsend und a <z < z <y < b. Wegen des
Mittelwertsatzes gibt es &1 € |z, z[ und & € |z, y[ mit

f(z; — i(x) =f'(&) < fl(&) = f(z; — g(y).
Fiir t € ]0,1[ und z = y + t(z — y) folgt
fly+t(x—y)) = f(x)
(1=1)(y —x)
Multiplikation mit ¢(1 — t)(y — z) > 0 liefert
tf(y+t(x—y)) —tf(x) < =Df(y+ itz —y) + 1 -1)f(y),

was (*) aus Teil (a) impliziert. O

(c) Beispiel. Die Exponentialfunktion exp : R — R ist konvex (das hatten wir auch in 5.9 (f)
mit groferer Mithe bewiesen).

(d) | Sei f : [a,b] — R konvex und & € [a,b] mit f'(£) = 0. Dann ist
f(§) = min{f(z) : x € [a,b]}.
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BeEweIs. Fiir z € [a,b] und t € ]0, 1] ist wegen (x) fiir y = ¢
Der Quotient links konvergiert fiir ¢t — 0+ gegen f/(§)(z — &) = 0, und damit folgt 0 <
flx) = 1(8). O

7.19 Hohere Ableitungen

(a) Ist f : A — C auf A differenzierbar, so ist f : A — C wieder eine Funktion. Ist f'in & € A
differenzierbar, so nennt man f”(§) = (f')(¢) die zweite Ableitung. Hohere Ableitungen
definieren wir rekursiv durch

1) = (7Y (@),

falls f(»=1 : A — C existiert und in & differenzierbar ist (dabei ist f(© = f). Mit D"(A)
bezeichnen wir die Menge der auf A mindestens n-mal differenzierbaren Funktionen f: A —

C.

(b) Es gilt also f € D"(A) <= f: A — C ist differenzierbar auf A mit f’ € D"~!(A). Dabei
bezeichnet DY(A) die Menge aller Funktionen A4 — C. Mit

C™(A)={f € D"(A): f™ . A — C stetig}

bezeichnen wir die Menge der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen. Als unmittelbare
Konsequenz von 7.18 (b) und Satz 7.10 erhalten wir:

(c) | Eine reellwertige Funktion f € D?(]a, b]) ist genau dann konvex, wenn f”(z) > 0 fiir alle
x € ]a,bl.

(d) | Seien f : [a,b] — R in ]a, b[ differenzierbar und £ € Ja,b[ mit f/(§) = 0 und f”(£) > 0.
Dann ist £ ein lokales Minimum von f, das heif3t, es gibt 0 > 0 mit

f(§) = min{f(z) : z € [§ = 6,£ + 4]}

Dass f’ in £ differenzierbar ist, wird hier vorausgesetzt (sonst diirfte man f”(£) gar nicht
hinschreiben). Durch Anwenden auf — f erhélt man ein analoges Kriterium fiir lokale Maxima
(ndmlich f/(£) =0 und f'(£) < 0).

BEWEIS. Wegen f”(£) > 0 gibt es ein § > 0 mit [§ — 6,£ + 0] C [a, b] und f’(a:;i:g’(g) > 0
fiir alle |z € £] < . Wegen f/(£) = 0 ist also f/(z) < 0 fiir 2 < £ und f'(z) > 0 fir z > &.
Nach Satz 7.10 (b) ist also f|j¢_s¢ streng monoton fallend, und f|¢ ¢4 ) ist streng monoton

wachsend. 0

7.20 Satz (Taylor).
Seien f € C™([a,b]) reellwertig, so dass f™ in ]a,b| differenzierbar ist, o, 3 € [a,b] und
T(x) =Tran(z) = > %(x —a)¥ das n-te Taylorpolynom von f im Punkt a.

k=0

Dann gibt es & zwischen o und 8 mit

I AGRI(3)

F(8) = T(B) = “mqyy (B — ™™
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Bemerkung.
(a) Fiir n = 0 ist dies der Mittelwertsatz.
(b) Fiir 8 = a + h erhilt man fiir ein £ € ]a,a + h[

S 9@k
Jlath) =2 7 g

pn 1 BCES

Ist f("+1) stetig in «, so konvergiert dieser Ausdruck gegen £V (a)/(n + 1)!, insbesondere
ist also der Zahler links ,.klein von der Ordnung A"+«

(¢) Fiir komplexwertige Funktionen f : [a,b] — C hat man wie bei der Mittelwertungleichung
lediglich

_ [ f© ntl
Zum Beweis wendet man den Satz auf die reellwertige Funktion R(Zf(z)) mit z = f(8)—T(5)
an.
BEweEls. Wir kénnen o < 3 annehmen und definieren M = ((BB)T)T,L(@ sowie g(x) =
f(x) —T(x) — M(xz — o)™, Fiir alle £ € {0,...,n + 1} gilt dann
) ) - f(k) (@) k—0 n+1—4
g\ (z) = fY(z)— o k(k—1)--- (k—(+1)(z—a)" "—M(n+1) - - - (n+2—4)(z—a) ,
k=¢
was ¢\ (a) = fO(a) — fO(a) =0 fiir £ € {0,...,n} impliziert.

Nach Deﬁnltlon von M gilt aulerdem g(3) = 0. Wegen des Mittelwertsatzes gibt es also
&1 € Ja, Bl mit 0 = (13:79(0‘ = ¢'(&1). Der Mittelwertsatz fiir g'|(o ¢,) liefert ein &y € Jo, {[ mit

0= % g"(&2). So fortfahrend findet man fiir alle £ € {0,...,n} ein &1 € Jo, &
mit ® 4
0 — g (55) ( ) _g(5+1)(§€+1)'
& —o

Fiir £ =n und £ = &,41 ist also
0=g" (&) = FUE) — (n+ DIM,
was die Behauptung impliziert. O

7.21 Taylor-Reihen
(a) Ist f:[a,b] — R unendlich oft differenzierbar, so gilt fiir jeden Punkt « € [a, b]

M £(n) (o,
:Zf n'( )(.Z'—Oz)n—l—R
n=0

mit einem ,Rest* R = £ E::i)(&)( — )™, Deshalb kann man hoffen, dass die Taylor-Reihe

von f im Entwicklungspunkt o

0 £(n)(g
n=0
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fir |z — | klein genug konvergiert mit Wert f(z). Um dies in konkreten Situationen zu
verifizieren, muss man also zeigen, dass die Folge der Reste gegen Null konvergiert, was sehr
unangenehm sein kann.

(b) Im Allgemeinen wird f nicht durch die Taylorreihe dargestell:
e Es gibt f: R — R unendlich oft differenzierbar, so dass die Taylorreihe (in o = 0) fiir
alle z € R\ 0 divergiert.
e Es gibt f : R — R unendlich oft differenzierbar, so dass die Taylorreihe (in @ = 0)

S n
iiberall konvergiert aber %az” # f(x) fiir alle z # 0.
n=0
Beispiele fiir die erste Situation sind nicht so leicht anzugeben, und wir verzichten darauf.
Ein Beispile fiir die zweite Situation ist f(x) = exp(—1/2?) fiir x # 0 und f(0) = 0. Wir
iiberlassen den Nachweis von £ (0) = 0 fiir alle n € Ny als Ubungsaufgabe.
(¢c) Wir werden im folgenden Kapitel zeigen, dass die Situation fiir Funktionen von C nach

C sehr viel besser ist: Ist eine Funktion in einem Kreis stetig differenzierbar, so ist sie dort
auch unendlich oft differenzierbar und wird durch ihre Taylorreihe dargestellt!






KAPITEL 8

Differentiation und Integration

Wir werden nun zeigen, dass Differentiation und Integration zueinander ,inverse Opera-
tionen“ sind. Fiir eine Funktion f : A — C nennen wir dazu F' : A — C eine Stammfunktion
von f (auf A), falls F' auf A differenzierbar ist mit F’ = f.

8.1 Satz.
Seien f : [a,b] — C integrierbar und F eine Stammfunktion von f. Dann gilt fir alle a <
a<fB<b

BEWEIS. Durch Zerlegen von f in Real- und Imaginérteil kénnen wir f und F' als reell-
wertig annehmen. Fiir jede Partition & = {a € 2o < -+ < x,, = (} liefert der Mittelwertsatz
Punkte &, = §(k, &) € Jvg—1, x| mit F(zg) — F(xg-1) = f(§)(zk — 2-1). Also gilt

F(B) = F(a) =) F(xg) = Fag1) = Y f(&)(zr — w1) = R(f, 2, ()
k=1 =

k=1

mit £(P) = (&1, , &) E . Fiir eine Folge von Partitionen &2, mit Feinheiten |£2,,| — 0
erhalten wir

B
F(8) ~ F(0) = lim_R(7, P, (20)) — [ f(a)de =

[

8.2 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
X

Seien f : |a,b] — C stetig und G(z) = [ f(t)dt. Dann ist G eine Stammfunktion von f. Fir
a

B
jede Stammfunktion F von f gilt [ f(x)dz = F(B) — F(a) fir allea < o < <b.

BEWEIS. Fiir reelles f haben wir G’ = f in 6.9 (b) gezeigt, und der allgemeine Fall folgt
durch Zerlegen in Real- und Imaginérteil. Hier ein alternativer Beweis: Zu € > 0 gibt es ein

103
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0 >0mit |h| <dund x+h € [a,b] = |f(x+ h) — f(z)] < e. Fiir solche h mit h > 0 ist dann

Gl + 1)~ G) LT
T+ h)—GT
— — | = t —
e P [
z+h ] z+h
/\f ]ﬁ<}l/5ﬁ:w.
Genauso zeigt man diese Ungleichung fiir A < 0. O
8.3 Bemerkung und Beispiele.
(a) Fir F': [a,b] — C und «a, 8 € [a, b] schreibt man
B B
P =Fw|_ =F@) - F

B

Dann gilt also fiir F/ = f und a < 3, dass [ f(z)dz = F‘g Falls 8 < «, ist das Integral gar
(0%

nicht erklirt, und damit die Formel richtig bleibt, setzen wir fiir f € RI(f, «)

if@ﬁ:jf@ﬁ
a B

(b) Durch Raten von Stammfunktionen kann man jetzt viele Integrale berechnen, zum Bei-
spiel
b b

xn+1 b
/x"dw = oder /sin(m)dm = cos
r=a

a a

b

a

(¢) Wir geben gleich eine Tabelle von Grundintegralen an. Mit Hilfe der Integrationstechniken
des folgenden Satzes versucht man dann gegebene Integrale darauf zuriickzufiihren.

8.4 Satz (Integrationstechniken).

(a) Seien f,g : [a,b] — C stetig mit Stammfunktionen F bzw. G. Dann gilt fir alle o, 8 € [a, b]

/f z)dz = FG

—/F(x)g(x)dx (PARTIELLE INTEGRATION).
(07
(b) Seien f: [a,b] — C stetig und ¢ : [a, f] — [a,b] stetig differenzierbar. Dann gilt
@(B)
/ x)dxr = /f t)dt (SUBSTITUTIONSREGEL).

o
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BEWEIS. (a) folgt aus (FG)' = fG + Fg. Die Aussage (b) erhilt man aus

»(B) B 5}

©(8) 8 , B ,
(/) f@is=F|" " = Foy| = [(Fouyita= [ sow)s/tat O
p(a « «

8.5 Beispiele

b
(a) [asin(z)dr = —z cos(x)
a
Wir haben hier tatséchlich eine Stammfunktion F(x) = —x cos(z) + sin(x) von f(z) =
xsin(z) ausgerechnet. Um so eine Rechnung auf Fehler zu iiberpriifen, sollte man F’ = f

verifizieren (dies ist aus logischer Perspektive natiirlich iiberfliissig).

b b
(b) Genauso kann man Integrale [ 2" cos(z)dz oder [a™e“*dz mit ¢ € C durch mehrfache
a a
partielle Integration berechnen (fiir ¢ = i ist das erste Integral der Realteil des zweiten).
Dies fiihrt in jeden Schritt zur Reduzierung der Potenz um Eins. Fiir grole n € N kann es
b

einfacher sein, eine Rekursionsformel fiir I,, = f x"e“*dx herzuleiten:
a

b b b
Y + [ cos(z)dz = —x cos(x) + Sin(ac)‘

b

7 ,cb nca
7 n€ b n/xnlec’”dx—b e? —a"e“ —nl,_
n=x"— =

C

r=a C C

a

(c) Wir berechnen nun eine Stammfunktion des Logarithmus:

b b
/log(a:)dx = zlog(z) i:a — /a:;dm = (zlog(z) — x)

a a

b

r=a

Die Verifikation, dass F'(z) = xlog(z) —x eine Stammfunktion des Logarithmus ist, ist banal.
(d) Die Substitutionsregel beschreibt man oft mit dem ,symbolischen Kalkiil*
T =p(t) = dr = ¢ (z)dt

Welche Substitution fiir ein konkretes Integral niitzlich ist, ldsst sich im Vorhinein nicht sa-
gen. Um Additionstheoreme fiir trigonometrische Funktionen zu benutzen, sind gelegentlich
die Substitutionen = = sin(t) oder « = tan(¢) hilfreich.

(e) Als Beispiel berechnen wir nun die Fliche des Halbkreises {(z,y) € R? : -1 < x < 1,
2?2 4 y% < 1}, also das Integral

1
I:/\/l—x2dm
]

Die Substitution « = sin(t) mit t € [—7/2, /2] liefert
w/2 /2

[ / | — sin?(t) cos(t)dt — / cos2 ().

—m/2 —7/2
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Wegen
1. , 1 .. .
cos?(t) =1 (e + )% = 1 (e +24e2")
1 1 in(2t)\’
=5 cos(2t) + 3= fract2 + Smi )>
erhalten wir
w/2
I = (t/2 +sin(2t)/4) ) = /2 weil sin(m) =0,
t=—m
w/2
Hier eine andere Moglichkeit zur Berechnung von [ = [ cos?(t)dt: Wegen partieller Inte-
—7/2
w/2
gration und cos(£7/2) = 0 ist dieses Integral gleich [ sin®(t)dt, also
—7/2
w/2 m/2 /2
1 1
I= 3 / cos?(t)dt + / sin?(t)dt | = 3 / ldt = m/2.
_7-(-/2 —7r/2 —71'/2

b
(f) Gelegentlich benutzt man die Substitution z = g~1(¢), um ein Integral der Form [ f(g(z))dz

a
zu berechnen. Ist g : [a,b] — R stetig differenzierbar, so dass ¢’ keine Nulllstelle hat, so ist ¢/
wegen des Zwischenwertsatzes entweder immer > 0 oder immer < 0, so dass g eine Bijektion
von [a, b] auf g([a, b]) ist. Es gilt also

b g(b)
/ (f 0 g)(x)de = / )Y (Dt
a g(a)

Mit partieller Integration erhélt man dann

b g(b)
_ g(b) S
[t eo@de=rwg 0" - (/) 709~ byt
, 9(b)
= fotana]_ ~ [ rogwar
g9(a)

(g) |Sei g : [a,b] — R stetig differenzierbar, so dass g’ keine Nullstelle hat. Ist G eine Stamm-
funktion von g, so ist

H(y) = yg~'(y) = Glg™ ()
eine Stammfunktion von g~ auf g([a, b]).

BEWEIS. Dies kann man mit der Produkt- und der Kettenregel leicht verifizieren. Um
sich die Formel nicht merken zu miissen, ist folgender Beweis mit Hilfe der Substitution
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y = g(t) niitzlich: Fiir « = g(a) und = g(b) ist

B b b
/ 6 (y)dy = / g (g(6)g' (t)dt = / tg (£)dt
b
—tgfo)],_ - ot =g | -~ 6t W)

0

(h) Weil in Ubungs- und Klausuraufgaben stets Integrale angegeben sind, die sich durch
(geschickte) Substitutionen und partielle Integration explizit berechnen lassen, kénnte der
Eindruck entstehen, dass ,,elementare” Funktionen auch immer ,,elementare* Stammfunktio-
nen hitten (was genau ,elementar® heifit, ist eine nicht leicht zu beantwortende Frage einer
fortgeschrittenen Algebra-Vorlesung). Dies ist aber nicht der Fall! Zum Beispiel haben die
Funktionen

sin(z?) oder e /2

keine elementaren Stammfunktionen.

(i) Hier eine kleine Tabelle von elementaren Funktionen f, ihrer Ableitungen f und Stamm-
funktionen F'

f f! F Bemerkung

exp exp exp

log 1/x zlog(x) —x x>0

P paP~1 ”;ﬁ: x>0,p#—1

sin cos — cos

coS —sin sin

tan 1 + tan? — log o] cos | cos(z) # 0

cotan —(1 + cotan?) logo|sin | sin(z) # 0

arcsin 11—352 zarcsin(z) +vV1—22 ze]—1,1]

arccos 111332

arctan T +1x2

arccotan ﬁ

sinh cosh cosh sinh(z) = (e* —e™7)/2
cosh sinh sinh cosh(z) = (e +e77)/2
tanh 1 — tanh? log(cosh) cosh? —sinh? = 1
cotanh 1 — cotanh? log o sinh |

arsinh 11562

arcosh xéil x ¢ [—1,1]

artanh 1_1w2 rxe|—-1,1]

arcotanh —L x € ]1,00]
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8.6 Integration rationaler Funktionen

(a) Eine Funktion der Form R(z) = % mit zwei Polynomen P und @ heifit eine rationale

Funktion. Der ,maximale Defininitionsbereich“ ist A = {z € C: Q(z) # 0}.

(b) |Man kann R mit geeigneten a;; € C in der Form

R<x>—8<x>+2( B Gy ) )

(z — 2;)™W)

schreiben, wobei
e S ein Polynom ist und
® 21,..., %, die Nullstellen von @ mit Vielfachheiten m(1), ..., m(p) sind, d.h., Q(z) =
(z — z)™®)g(x) mit einem Polynom ohne Nullstelle in z.
Diese Darstellung heifit Partialbruchzerlegung von R und ist eindeutig.

BEwEIS. Wir benutzen den Fundamentalsatz der Algebra (Satz 5.19 und die anschlie-

Bende Bemerkung): Q(z) = ¢ [] (z — zx)™®). Wir nehmen nun an, wir hitten die Aussage
k=1

s—1
fiir das Polynom g(x) = ¢ [] (z — z)™* schon bewiesen. Durch Induktion nach m(s) zeigen
k=1
wir dann die Aussage fiir Q). Falls m(s) =0 ist Q = q.
Fiir den Induktionsschritt m(s) — 1 — m(s) schreiben wir

P(r) P(z) _ P@)a(z) - q@)P(z)
Q(x) Q(Zs) Q(:E)Q(Zs) '

Der Zahler dieses Bruchs ist ein Polynom mit Nullstelle z4, so dass wir wegen des Fundamen-

talsatzes der Algebra den Faktor (x — z) ausklammern konnen. Wegen ¢(zs) # 0 erhalten

wir also ein Polynom p, so dass
P(z) P(z)  (z—z)p(e)

o)  a(z) ()
Mit ag 5) = P(2s)/q(zs) folgt also
P(z) L P@) _ 8smi p(z)

Q) (@2 q@) (@ — 2@ | Oz

wobei Q(z) = (z—2z5)"™®)~1¢(x). Nach Induktionsvoraussetzung hat p(z)/Q(z) die gewiinsch-
te Form und damit auch P/Q. O

(c) Fiir die praktische Berechnung der Koeffizienten a;j bilde man die Funktionen R;(x) =
(z — z;)™Y) R(z). Dann sind R; in der Nihe von z; beliebig oft differenzierbar, und es gilt
m(j)—k
o R§- (9) )(Zj)
P (i)~ k)]

) . m(j)—1
aj7h(x —jj)m(J)fk = hj(l') + EZO ajm(j),g(x — Zj)g mit

fir k=1,...,m(j).

m(j
Es ist némlich R;(x) = hj(z) + >
k=1
einer in der Nihe von z; beliebig oft differenzierbaren Funktion hj(z) = (z — ;)™ f;(x),

so dass hgp)(zj) =0 fiir p € {0,...,m(j) — 1}.
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Wir differenzieren nun R; p-mal und erhalten
») BT
RP(z)=h (@) + D ajm-oll—1)...(L=p+1)(z—2)"7
{=p

Fiir & = 2 folgt damit R)” () = pla;pn(j)

(d) Esgilt R(x)—S(z) = g(x) mit g(z) — 0 fir |x| — oco. Daher ist der Grad n des Polynoms
S gleich der Differenz der Grade von P und @ (also S = 0, falls diese Differenz < 0 ist). Ist
S(x) = Y cpa®, so erhilt man

k=0
R(x) — cpa”™

¢, = lim R(Jj)/xn, Cp—1 = lim o1 Y.

|z|—o0 |z|—o00

Kennt man Nullstellen von R = P/Q — also Nullstellen von P —, so erhilt man direkt einige
Werte von P, was (insbesondere bei kleinem Grad n) die Berechnung der Koeffizienten
verkiirzen kann.

(e) Wir suchen die Partialbruchzerlegung von

1,5

(x4+1)2(x—1)(z —2)

Hier sind s =3, z1 = =1, m(1) =2, zo = 1, m(2) = 1, z3 = 2 und m(3) = 1. Wegen
xd and B () — 5rt(x —1)(z — 2) — 2°(2x — 3)

e R (S R

sind a2 = Ri(—1) = —1/6 und

R(z) =

Ri(x) =

b-(=2)(=3) = (=1)°-(=5) _ 25

/
o =R (=) 36 36
Weiter sind Re(x) = (x — 1)R(x) und Rs(x) = (x — 2)R(x), also
1 2° 32
Ty e T e =y

Der Grad von S ist n =5 —4 = 1. Fiir S(z) = ¢o + c1z gilt also ¢; = lim % =1 und

|z|—o00

~ bm R(2)— 12— lim 20 —x(x+1)%(x —1)(z —2)
O R = T - D - 2)

g @)

ok (@ D2 = (@ = 2)

Die Partialbruchzerlegung ist also

=1.

n 25 _ 1 n 32
6(z+1)2 36(z+1) 4x—-1) 9x—-2)
(f) Hat man eine Partialbruchzerlegung von R, so findet man eine Stammfunktion einfach,
indem man Stammfunktionen zu 0

R(z)=1+42—

:v%z)m linear kombiniert.

Fiir m # 1 ist eine Stammfunktion (z — 2)17™/1 —m.
Sind m =1 und z € R, so ist log |z — 2| eine Stammfunktion auf R\{z}.
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Sind schlieBlich m = 1 und z = a + ib mit b # 0, so ist

i r—a
log |z — 2| + barctan( >

b

auf R eine Stammfunktion von
1 T —a b

rT—2z (:z:—a)2—|—b2+2(:v—a)2+b2'

8.7 Uneigentliche Integrale

(a) Seien —co < a < b < 400 und f : Ja,b[ — C, so dass fljq g fiir allea < a < g <b
integrierbar ist. f heift (uneigentlich) integrierbar an a beziehungsweise b, falls fiir ein (oder
jedes) ¢ € |a, b] folgender Grenzwert existiert:

¢ c b—
/f(x)da: = 1im+/f(x)dx beziehungsweise /f(ﬁ)dx = 5hrl? f(x)dz.
a+ a c

[

Wenn keine Verwechslung mit dem eigentlichen Riemann-Integral aus Kapitel 6 zu befiirchten
ist und inbesondere fiir a = —oo und b = oo verzichtet man auf die Schreibweisen a+ und

b—.
(b) Sind f stetig auf ]a, b] und F' eine Stammfunktion, so bedeutet dies gerade, dass limJr F(x)
r—a
beziehungsweise lirlr)l F(z) existieren. Die Existenz dieser Grenzwerte (in C) ist dquivalent
x—b—

zur Cauchy-Bedingung aus 5.26(e):

(c) | f ist genau dann an a € R integrierbar, wenn

B
Ve>035>0Va,f€la,a+d] gilt /f(ac)da: <e.
«

Fiir a = —o0 ist die Bedingung durch «, 5 < —1/0 zu ersetzen. Die analoge Charakteri-
sierung gilt fiir die Integrierbarkeit an b € RU {oo}.

(d) |Falls |zP f(x)| < C fiir ein p > 1 und C' > 0 und alle > z( (beziehungsweise = < x¢), so
ist f an oo (bzw. —o0) integrierbar. Falls |z|1f(x) > C fiir ein ¢ <1 und C > 0 und alle
x > g (bzw. < xq), so ist f nicht an co (bzw. —00) integrierbar.

BEWEIS. gp(x) = 277 hat die Stammfunktion Gp(z) = ’il_}f, falls p # 1, beziehungsweise
G1(z) = log|z|. Also ist g, genau dann an oo integrierbar, wenn p > 1. Wegen |f(x)| <
Clgp(x)| impliziert die Cauchy-Bedingung fiir g, mit p > 1 die Cauchy-Bedingung fiir f.
Genauso implizieren die Cauchy-Bedingung fiir f und gq(x) < % f(x) die Cauchy-Bedingung

fiir gq. Falls also f integrierbar an oo ist, gilt ¢ > 1. g

(e) Beispiele
o0

(1) _{o zdr = Jim arctan(a) — arctan(—a) = 7.

o0
(2) e~ ist an oo integrierbar, weil e < H% Die Berechnung [ e dy = V7 ist im
—00

Moment noch zu schwierig.
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B

/sin(m)d —cos(x)

(3) % ist an oo integrierbar. Hierzu benutzen wir partielle Integration und das Cauchy-
x€Tr =

Kriterium
g
B cos(x
— / g )da:.
T x a T
« «

Der Betrag des ersten Summanden ist < § fiir o, 8 > 4/¢, und der des zweiten ist fiir
a, 3 geniigend grofl < £/2, weil cos(z)/2? wegen (d) an oo integrierbar ist.

Auch hier ist die Berechnung von [ %dw = m/2 noch zu schwer.
0
8.8 Satz (Reihenvergleichskriterium).
Sei f : [ng, 00 — [0, 00[ monoton fallend. Dann existiert
- n+1
Jm (S0 50 - [ sas | € o s
k=ng no
Insbesondere gilt:
[e.e]
Z f(k) konvergiert <= f ist an oo integrierbar.
k=ng
BeEwEis. Es gilt
n n+1 n k+1
A=Y 1w~ [ s@da= Y [ 1) f@)is
k=ng no k=ng A

Wegen f(k)— f(x) > 0 fiir x € [k, k+1] ist A,, monoton wachsend und positiv. Andererseits ist
f(@) < f(k+1) fir z € [k, k+1], sodass Ay < 37 f(k)—f(k+1) = f(no) = f(n+1) < f(no).

k=ng
Der Satz iiber monotone Konvergenz liefert die Konvergenz der Folge A,,. O

Beispiel. Wir konnen jetzt zum Beispiel ohne das Verdichtungskriterium aus 4.21 (c) sehr
leicht die Konvergenz der Zeta-Funktion untersuchen: Fiir p > 0 ist f(z) = 1/2P monoton

o
fallend und deshalb konvergiert nip genau dann, wenn P an oo integrierbar ist, was genau
n=1

fir p > 1 stimmt. Wegen

B ) log 8 ) log 8
——dx = eYdy = ~Pd
/ z(log z)? / ey / o
e 1 1
o0
erhalten wir auch, dass m genau dann konvergiert, wenn p > 1. Als weiteres Bei-
n=2

n
spiel erhalten wir die Konvergenz von ¢,, = log(n) — Y 1/k. Der Grenzwert heifit Eulersche
k=1

Konstante (es ist nicht bekannt, ob diese Zahl rational ist).
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8.9 Satz (Differentiation von Parameterintegralen).
Seien I = [a,b] ein reelles Intervall und A C C konvexr und entweder offen oder abgeschlossen
sowie f: I x A — C eine Funktion mit folgenden Figenschaften:
(1) Fir jedes z € Aist f(-,2): 1 — C, x — f(z,2) integrierbar.
(2) Fiir jedes x € I ist f(x,-) : A — C, z — f(x, z) differenzierbar mit Ableitung f'(x, z).
(3) f': I x A— C ist stetig auf I x A (versehen mit dem euklidischen Abstand in C2).

b
Dann ist die Funktion F : A — C, z — [ f(z,z)dz auf A differenzierbar mit

a

BEWEIS. Zunichst eine Vorbemerkung: Fiir stetig differenzierbares g : A — C und z,w €
A gilt wegen des Hauptsatzes fiir ¢ : [0,1] — C, t — g(z + t(z — w))

1 1
gwwww»:wn—wmszwﬁ:/yw+awwmﬁ@—m
0 0

Damit folgt

o0)—o(w) _

< sup{lg/(z + (= — w)) - ¢'()] : t € [0,1]}.

Seien nun zuerst A offen, z € A und r > 0, so dass B(g, r) C A. Weil I x B(z,r) kompakt ist
und f' stetig, ist f’ sogar gleichméBig stetig auf I x B(z,7). Zu € > 0 gibt es also § > 0, so
dass fiir alle z € I und |w — z| < § die Ungleichung

[f'(@,2) = f'(z,w)| <e/(b—a)

gilt. Fiir |w — z| < ¢ folgt dann mit der Vorbemerkung

b b
PP f oy o < | [ L2100 i g,

z

g/b}f(x’zi:i}(x’w) — f(z,2)|dx < €.

Fiir abgeschlossenes A argumentiert man genauso mit der kompakten Menge A N B(z,1)
anstatt B(z,r). O

S 2 N L 2
8.10 Anwendung [ = [e dx =% und [ e *dx = /7.
0 —00
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22 (1+t2)

BEWEIS. Seien ¢p(z) = T2

dt. Wegen 8.9 ist

C—u

1
e dz und g(z) = f
0

1
Wegen des Mittelwertsatzes ist also g + ¢? konstant = g(0) + ¢(0)? = g(0) = [ %dt =

o I
arctan |§ = /4.
Andererseits gilt ¢?(z) — I? fiir z — oo und
1
1
0<g(z)<e ™ / Wdt — 0. Dies impliziert
0

I = lim g(2) + ¢*(2) = 9(0) + ¢*(0) = 7/4.

Das zweite Integral ist offenbar = 21 = /7. O

8.11 Kurvenintegrale

(a) Eine stetige Abbildung v : [a,b] — C heiit Kurve. Falls vy(a) = ~(b) heifit v geschlossen.
v heiit stickweise stetig differenzierbar (ssd), falls es eine Partition & = {a = xg <
.. < xp = b} gibt, so dass V||, , . filr jedes j € {1,...,n} stetig differenzierbar ist. Dann

b n  Zj
definiert man +/(t) = 0 fiir ¢ € {wo,...,2,}. Wegen [+ (t)dt = >~ [ +/(t)dt kann man den
a j=lz; 1
b
Hauptsatz fiir ssd Kurven auf die Teilintervalle anwenden und erhélt [+/(¢)dt = v(b) —v(a).

(b) Fiir eine Funktion f : v([a,b]) — C, so dass f o~ auf [a, b] integrierbar ist, definieren wir
das Kurvenintegral von f beziiglich v durch

b
/ F(Q)d¢ = / SO (1)t

(c) Alle Sétze fiir das Riemann-Integral haben dann Analoga fiir das Kurvenintegral.
(d) Beispiel: Fiir v : [0,27] — C, t — € und n € Z gilt
na~_ ) 2m , n=-1
/C d6 = { 0 , sonst.

v

2r . 2T i(nt1)t |27
Inder Tatist [("d¢ = [(e)iettdt =i [ TVt = 27i, fallsn = —1,und = & | =
0 0

5 (n+1) =0
0 fiir n # —1.



114 8. DIFFERENTIATION UND INTEGRATION

8.12 Theorem (Cauchy).

Seien A C C offen, f: A — C stetig differenzierbar, zo € A und R > 0, so dass B(z0,R) C A,
sowie 7y : [0,2w] — A, t — 29 + Re™.

(a) Fir alle z € B(zo, R) gilt

f(z) = QLm / gf(—ode (CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL).
Y

(b) f ist beliebig oft differenzierbar in A und fir z € B(zo, R) gilt

Bemerkung. Im Vergleich zur Situation f : R — C (es gibt f € C1(R)\C?(R), Taylor-
Reihen konnen divergieren oder sogar gegen , falsche“ Grenzwerte konvergieren) ist dieser Satz
sensationell. Weil Differenzierbarkeit in R und C so unterschiedlich sind, nennt man stetig
differenzierbare Funktionen A — C (mit A C C offen) meistens holomorph.

BEWEIS. Durch Betrachten von f(z) = f((z — z9)/R) sieht man, dass es reicht, den Fall
zo = 0 und R = 1 zu beweisen.

(a) Fiir r € [0, 1] definieren wir die stetig differenzierbaren Kurven ~,(t) = ry(t)+ (1 —r)z =
z+r(y(t) — z) und

2m 2
[ IQ g [ [T -2)
F(r) = / — 0/ T ey = 0/ =y

Der Satz iiber Parameterintegrale liefert die Differenzierbarkeit von F' auf ]0,1] und

2 2
F(r) = [ £+ r60 - )0t = [ (Fon)(0)7dr
(i 27 "
= ;(fo%) . =0, weil v,(27) = 7,-(0).

Wegen der Mittelwertungleichung ist also F' auf ]0, 1] konstant. Also gilt

2w

v ° '

(fiir die dritte Gleichheit haben wir die gleichmdiffige Konvergenz f(z + r(y(t) — z)) —
f(z) (r — 0) benutzt, die die Konvergenz der Integrale impliziert). Bisher haben wir nur
ausgenutzt, dass 7 eine geschlossene ssd Kurve ist mit z ¢ ([0, 27]). Wir miissen jetzt nur
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noch den sogenannten Inder Ind,(z) = 5= [ ~—d( ausrechnen:

(—z
27T 27
1 1
mM:M/Wz 2/1—%
0 0

2w
/Z e—mt nip — 27T Z / zntdt =1,

—'Lnt

" Z 0 fiir alle n # 0.

—in Ji=o

weil f e~ Mt =

(b) Fiir ¢ = ~v(t) gilt |2/(| = |z| < 1, und wir erhalten
1 _1 1 _ = n /n+1
el b SEL

mit gleichméBiger Konvergenz der Reihe beziiglich ¢ € v([0, 27]). Wegen (a) folgt damit

R I (R TR N U (9 R .
)= 2 C_de—M;)/CanC _;)anz
il U -

mit a, = ff (¢)/¢"td¢. Als in B(0,1) konvergente Potenzreihe ist f in B(0,1) beliebig

27rz

oft differenZlerbar mit

= Z apn(n —1)...(n—p+1)z""P, also fP(0) = a,p! O

Die Cauchysche Integralformel (insbesondere fiir sehr viel allgemeinere Kurven als in
unserer Version — das Problem ist dann die Berechnung des Index) findet in fast allen Teildis-
ziplinen der Mathematik Anwendungen und wird sehr viel eingehender in Vorlesungen iiber
Funktionentheorie untersucht.

Hier nur eine kleine Anwendung der Tatsache, dass f automatisch durch die Taylor-Reihe
dargestellt wird:

8.13 Die Binomialreihe

(a) Fir « € C und n € Ny definieren wir (§) = 1 und (%) = w Folgende
Aussage verallgemeinert den Binomialsatz 3.5:

(b) |Fiir alle « € C und z € | — 1, 1] gilt

(1+2)* = i (Z):c"
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Beweis. Die Potenz (1 4+ z)¢ = exp(alog(l + z)) ist zunéchst nur fiir reelle x > —1
definiert. Gemé&s 7.16(b) ist aber

log(1+z) = i (_1)n:c”+1

n=0

fir z € B(0,1). Weil die Logarithmusreihe fiir z € | — 1,1 konvergiert, hat sie Konver-
genzradius > 1, so dass L : B(0, 1) — C stetig differenzierbar ist und f(z) = exp(aL(z))

in B(0,1) durch die Taylor-Reihe Z 1 0) 2" dargestellt wird. Wegen f(x) = (14 z)* fiir
=0

x € ] —1,1] sind die n-ten Ableltungen f™(0) gleich denen von ¢(z) = (1 + x)®, also
F™(0 ):a(a—l) (a—n+1). 0

(c) Dass die Reihe in (b) die Taylor-Reihe von (1 + z)® ist, war sehr leicht auszurechnen.
Dass aber in (b) tatséichlich Gleichheit gilt, ist mit rein ,reeller Theorie® sehr miithsam zu
beweisen.

8.14 Satz (Stirlingsche Formel).

n!

(n/e)"\2mn

— 1 fiir n — oo.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst, dass z,, = nle™/ (n™y/n) monoton fillt. Wegen
Tn  onle” (n4+1)"Thn+1 1+ 1\"*/2
Tpy1 N/ (n 4 Dlentl n
ist diese Monotonie dquivalent zu

<n+ 1) log(1+1/n) >

so dass es reicht, die Ungleichung f(z) = log(1+xz)—

1+x/2 > 0 fiir alle x > 0 zu beweisen (um

dann z = 1/n einzusetzen). Wegen f(0) = 0 geniigt es, f als monoton wachsend nachzuweisen,
was der Fall ist, weil

1 1 2)—xz/2 1 1
14+ (1+z/2)? 142 1+z+2%/4
Wegen des Satzes iiber monotone Konvergenz existiert also ¢ = lim x,, und wir miissen noch
n—oo

¢ = /27 zeigen. Dazu zeigen wir zunéchst
4n(nl)?

——— — /7 (WALLIS-PRODUKT)
Vn(2n)!

Wy, =
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/2
Seien dazu I, = [ sin(z)"dz, also Iy = /2 und I; = 1. Mit partieller Integration folgt fiir
0
n > 2
w/2
et |2 2 . -2
I,, = — cossin™ . +(n—1) / cos”(z)sin" “(z)dx = (n — 1)(Ip—2 — I,),

0
also I, = %=11,,_,. Induktiv folgt damit

n
n

T 2 — 1 2j
Ign = 5 H 2] und I2n+1 = | 2] T 1, also
7j=1 7j=1
i1 gﬁ 2j 2% _2 1 2-4-2n \*_ 2 An(n))2\ >
I, T2l 2j—-1 2541 72n+1\1-3---(2n—1) m(2n+1) \ (2n)! '

j=1
Andererseits ist wegen 0 < sin(z) < 1 fiir x € [0,7/2]
Iopia S Ionta _ 2n+1) -1 1
Isy, = Iy, 2(7?, + 1) ’
. . Vn | —
Wegen der Stetigkeit der Wurzel und Ttz — 1 folgt daher w, — /7. Wegen n! =
(n/e)"\/nx, erhalten wir schlieBlich
P(mforren)?  @E e
= e _ —
Vn(2n/e)?ny/2nxs, 2z, V2’
also ¢ = /2. 0

Isy, > I2n+1 > I2n+2’ so dass 1>

n






KAPITEL 9

Mehrdimensionale Differentialrechnung

9.1 Lineare Abbildungen

(a) Fiir Vektoren x und £ gibt es keine Differenzenquotienten w, so dass die Definition
der Ableitung aus Kapitel 7 nicht direkt iibertragbar ist. Allerdings bleibt die Interpretation
der Differenzierbarkeit als ,,sehr gute affin-lineare Approximation“ sinnvoll in allen Kontex-
ten, in denen man

e von linearen Abbildungen sprechen und
e Abstdnde messen kann.

(b) Wir interessieren uns in diesem Kapitel vornehmlich fiir die endlich-dimensionalen Vek-
torrdume X = R" oder X = C" und Y = C™ versehen jeweils mit den euklidischen Normen

1/2

n 1/2 m
el = (z w) and [l = [ 37 1l
k=1 y=1

Allerdings sind viele Aussagen in allgemeinen normierten Rdumen nicht blo auch richtig
sondern sogar einfacher, weil weniger spezielle Strukturen benttigt werden.

(c) Eine Abbildung T : X — Y heifit linear, falls fiir alle x,y € X und alle Zahlen «, 5 (in R
oder C, je nachdem ob X und Y reelle oder komplexe Vektorrdume sind)

T(ax + By) = oT'(z) + ST (y)

gilt (zur Verdeutlichung sagt man auch R-linear beziehungsweise C-linear).

Ist T': X — Y linear und in £ = 0 stetig, so gibt es ein C' > 0 mit
IT(x)|ly < C|lz||x fiir alle x € X.

Zu ¢ =1 gibt es némlich ein § > 0 mit ||7'(z)|| < 1 fiir alle ||z]| < J, und die Linearitét
liefert fiir  # 0 und z = ﬁx, dass ||T(x)|y = @HT(Z)HY < 3|zl
Das minimale C' in obiger Ungleichung ist

T = sup{lIT(@)lly = [lz]lx <1}

Ist ein lineares 1" in 0O stetig, so folgt aus der Ungleichung die Stetigkeit in jedem Punkt &,
weil
1T (x) = T(E)lly < Cllz —&|x-

Mit L(X,Y) bezeichnen wir die Menge der stetigen und linearen Abbildung von X nach Y.
Diesen Vektorraum versehen wir stets mit der Norm |||7]||.

119
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(d) Fir X = R™ oder X = C" ist jede lineare Abbildung 7' : X — Y stetig: Fiir die
Einheitsvektoren ey, ..., e, gelten nadmlich

n

n
z=) (r,ep)er mit (z,y) = Y aFy und [(2,y)| < Jelx ylx
k=1 k=1

(Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Dies impliziert wegen der Linearitét

n

T(x) = (z,er)T(ex) wnd |T(z)lly <Y llelxl|T(ex)lly = Cllellx

k=1 k=1

mit ¢ = > [[T(ex)lly-
k=1

(e) Wegen der vorletzten Formel ist also T durch die Werte a; = T'(ex) eindeutig bestimmt.
Ist speziell Y = R oder Y = C™ und schreibt man diese Vektoren als Spalten in eine Matrix
A=lay,...,apn)],
so wird T durch das Matrixprodukt 7'(z) = Az = x1a1 + - - - + zpa, dargestellt.
9.2 Differenzierbarkeit
(a) Im Folgenden seien stets X und Y Vektorrdume (iiber R oder C) mit Normen || - || x und

II“lly, AC X und f: A — Y eine Abbildung. Man verliert nicht viel, wenn man immer an

X =R" oder X = C" denkt, aber wir schreiben dies nur dann explizit, wenn tatséchlich die
spezielle Situation benotigt wird.

(b) Die Abbildung f : A — Y heifit (total) differenzierbar in £ € A, wenn es eine stetige
lineare Abbildung f'(£) € L(X,Y) gibt, so dass

Ve>030>0Vz €A gilt (o —¢llx <= [f(2) = f(&) — F()x =y <elle —¢&llx),

das heiit also, dass f in der Ndhe von ¢ sehr gut durch die affin-lineare Funktion t(x) =
F(&)+ f'(&)(x— &) approximiert wird. Jede stetige lineare Abbildung f/(£) mit dieser Eigen-
schaft heifit Ableitung von f in £. In der &lteren Literatur werden auch die Begriffe ,totale
Ableitung oder , totales Differential“ benutzt und die Symbole D f (&), df (£), ...

(¢) Der Graph von t ist eine ,, Tangentialebene“ an den Graphen von f. Die Graphen beriihren

sich in (&, f(£)).
(d)

f ist genau dann in ¢ differenzierbar mit Ableitung f/(£), wenn es eine in £ stetige
Funktion r : A — Y gibt mit

f@) = £(&) = f(©)z =& =z - &[lxr(x) und r(§) = 0.
Die Hinlénglichkeit folgt aus ||7(z)||y < e fiir ||z — &||x <  und hinreichend kleines

d > 0, und fiir die Notwendigkeit definiert man r(§) = 0 und r(x) als Quotient der linken
und rechten Seite fiir x # &.

(e) Hier einige Beispiele:
(1) Ist f: X — Y konstant, so gilt f/(£) = 0 fiir alle £ € X.
(2) Ist f € L(X,Y), soist f/(§) = f fiir alle £ € X, weil f(z) — f(§) — f(z —&)
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n
(3) Die Funkrion f:R" — R, z +— > 27 ist in jedem Punkt differenzierbar mit
k=1

F(©)(u) = 2(u, &).

Mit (z,y) =

n
Trpyr wie in 9.1 ist nadmlich

k=1
(@) = (&) = f1()z = O] = [z, 2) — (§,€) — 2(x = £, &)
= (z,2) = 2(2,€) + (& €)| = o = €|* < ellz — €|
fiir alle ||z — &l <0 =e.
(f) Fir X = R oder X = C ist jede lineare Abbildung 7" € L(X,Y) durch den Vektor
T(1) € Y in sehr einfacher Weise bestimmt, némlich

T(zx)=2xT(1).

In diesem Fall stimmt die Differenzierbarkeit von f : C — Y in & mit der Existenz des

Grenzwertes
@) = f(©)
D = lim ———=—=
() = lim =5
iiberein (wobei wir den Quotienten als ﬁ( f(z) — f(£)) interpretieren). In diesem Fall ist
also f'(€)(u) = uDf(§) mit Df(§) = f'(£)(1).
(g) Die Ableitung f/(£) ist nur dann eindeutig bestimmt, wenn die Menge A grofl genug ist,
nidmlich zum Beispiel, wenn B(&,r) C A fiir ein r > 0.
Ist ndmlich 7" € L(X,Y) eine weitere Abbildung wie in der Definition, so folgt fiir alle
z =z —¢&mit ||z]|x < min{d,r}

17 (=) = T(2)lly <ellzlx

und wegen der Linearitit von f'(£) und T gilt dies dann auch fiir alle z € X, was ||| f'(£) —
T|| = 0 und damit f/(§) = T liefert. In dem fiir uns nicht besonders wichtigen Fall, dass A
zu klein ist, muss man Formeln fiir f/(£) so interpretieren, dass diese Formel tatsichlich eine
Ableitung ist.

9.3 Satz (Rechenregeln).
Seien f,g: A —Y beide in & differenzierbar und o, 3 € C.

(a) f ist stetig in &.

(b) f+ g ist differenzierbar in & mit (af + Bg) (&) = af' (&) + B4 (€).

(c) Ist h: f(A) — Z differenzierbar in n = f(§), so ist ho f: A — Z differenzierbar mit
(ho £)(€) = K(F(€)) o f'(£) (KBTTENREGEL).

(d) Falls Y =C™ und f = f1 X -+ X fm (das heifst, fj(x) ist die j-te Komponente von f(x)

fir jedes x € A), so ist f genau dann in & differenzierbar, wenn alle f; : X — C in &
differenzierbar sind, und dann ist f'(§) = f1(§) x -+ x f.(&).

BEWEIS.
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(a) Seir: A —Y diein £ stetige Funktion aus 9.2 (d). Dann ist f(z) = f(§) + f'(§)(z = &) +
|z — &||xr(x) stetig in &.
(b) Sind 7 und s wie im Kriterium (d) fiir f und g, so erfiillt x — ar(x)+ (s(x) das Kriterium
fir af + Gg.
(c) Seienr: A— Y und s: f(A) — Z die in £ beziehungsweise n = f(§) stetigen Funktionen
mit f(§) =0, s(n) =0 und
fl@) = f(&) = f(O)x = &) = [l — &l x r(a),
h(y) = h(n) — h'()(y —n) = lly = nlly s(y).
Fir y = f(z) gilt dann wegen y —n = f'(§)(z — &) + [l — [ xr(z)
h(f(x)) = h(f(€) =M () o (€)@ — &) = [f(x) = F(©)lly s(f()) + K’ (n)(|z — &l x r(x))
= [lz — &l x t(=)
mit der durch ¢(§) = 0 und t(x) = M s(f(x)) + W' (n)(r(z)) definierten Abbildung

lz—¢&llx
t:A— Z.Umt als in £ stetig nachzuweisen, reicht es wegen s(f(§)) = 0 zu zeigen, dass der

Vorfaktor von s(f(z)) in der Ndhe von £ beschrinkt ist, also || f(z) — f(&)|ly < Cllxz —¢]| fiir
hinreichend kleine ||z — £||x mit einer Konstanten C' > 0. Dies ist der Fall, weil

1f (@) = FOlly = 1)z = &) +llz = &llxr@)lly < (IS G+ lIr@) )z = €llx-
(d) Es gilt f; = mj o f mit der stetigen und linearen Projektion m; : C™ — C, z — z;. Ist also
f in £ differenzierbar, so auch m; o f mit (m; o f)'(§) = 7 (f(€)) o f(§) = mj o f'(£).

Sind andererseits alle f; in § differenzierbar, so ist f/(§) = f1(§) x -+ x f,(§) stetig
und linear und liefert wegen ||z|cm < /mmax{|z;| : 1 < j < m} die gesuchte affin-lineare
Approximation an f. O

9.4 Richtungsableitungen

(a) Seien f: A—Y, € Aund v € X ein Vektor, so dass es eine Folge 0 # t;, — 0 gibt mit
th € Agp = {t € C: {+tv € A}, falls X ein C-Vektorraum, und A¢, = {t e R: { +tv € A},
falls X ein reeller Vektorraum ist. Dann heifit V' eine in & zuldssige Richtung. f heifit im
Punkt & differenzierbar in Richtung v, falls folgender Grenzwert in Y existiert:

t —
DA€ — tim TET )~ O
t—0 t
D, f(&) heifit dann Richtungsableitung von f in £ in Richtung v. Um Verwechslungen aus-
zuschlielen, nennt man die Differenzierbarkeit aus 9.2 oft totale Differenzierbarkeit.
(b) Sei ¢ = ¢, die affin-lineare Funktion ¢(t) = £ 4 tv mit Dp(0) = v (also ¢’'(0)(u) = uv).
Dann bedeutet die Richtungsdifferenzierbarkeit also die Differenzierbarkeit von

fopew: Acw =Y und Dy f(8) = (f 0 9)(0)(1)
Ist f (total) differenzierbar, so liefert die Kettenregel:

(c) [Ist f in £ differenzierbar, so ist f in £ in jede zuldssige Richtung v differenzierbar, und
es gilt
Dy f(€) = f/(§)(v).

Insbesondere héngt dann also die Richtungsableitung linear von der Richtung ab.
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BEWEIs. Wegen der Kettenregel ist (f o ¢)'(0) = f'(¢(0)) o ¢'(0) = /(&) o ¢'(0). Damit
folgt

Dy f(§) = f'(§) o' (0)(1) = f(£)(¥'(0)(1)) = f'(§)(v). O

(d) Speziell fiir Y = C (und wegen 9.2(d) auch fir Y = C™) kann man alle Richtungsablei-
tungen mit den ,,eindimensionalen Methoden* aus Kapitel 7 in der Regel leicht ausrechnen.
Damit weifl man zwar noch nicht, ob f in £ total differenzierbar ist, aber man hat einen
Kandidaten fiir f/(§) — ndmlich die Abbildung v — D, f(§).

Man kann dann iiberpriifen, ob dieser Kandidat tatséchlich linear und stetig ist und die
gute affin-lineare Approximation liefert.

Falls man schon weif}, dass f in ¢ differenzierbar ist, braucht man D, f(§) nur noch fiir
eine Basis von X zu berechnen. Ist ndmlich {vy,...,v,} eine Basis von X, so kann man jedes

n
x € X als x = ) agu schreiben und erhélt

k=1
Z apf'(€ Z oDy, f(§)

(e) Die Existenz aller R1chtungsableltungen 1mphz1ert im Allgemeinen nicht die totale Diffe-
renzierbarkeit! Seien dazu X =R?, Y =R, £ = 0 und

zy’ 24,4
_ ) =g Ty #0 ‘
f(@,y) { & a—y—o
Fiir eine Richtung v = (a,b) # (0,0) und ¢ # 0 ist dann
fE+t)—f(&) 1 (ta)(th)® _  ab’

t ot (ta)2 4 (b))t a2 4 t2pY

und dies konvergiert gegen
[ b*/a, a#0
va(o)_{ 0’ a=0"
Diese Abbildung v — D, f(0) ist nicht linear, so dass f in 0 nicht differenzierbar ist. Ein
anderes Argument dafiir ist, dass f in 0 unstetig ist, weil

£2
1
f(t =~ 0.
1t V1) = 2127 0
(f) Seien nun speziell X = R™ oder X = C" und ey,...,e, die Einheitsvektoren. Ist f im
Punkt £ in Richtung ey, differenzierbar, so heifit

Dkf(f) = Dech(g)

die k-te partielle Ableitung von f in £. Dies ist gerade die Ableitung in & der ,partiellen
Funktion*

Ty — f(fh s 7§k717wk7§k+17 oo 7671)7
bei der die , Variablen“ &; mit j # k festgehalten (oder ,eingefroren®) sind. Andere in der

Literatur gebrauchliche Schreibweisen sind

0.0 S () o €),  f (2.

T
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Der Zeilenvektor mit Komponenten in Y

V() = (D1f(§),-- ., Dnf(£))

heit Gradient von f in £. Im Fall Y = C™ sind die Elemente D, f(£) Spalten der Lénge m,
und man nennt dann V f(§) € C™*™ die Jacobi-Matriz von f in £. Die Zeilen dieser Matrix
sind dann die Gradienten der Komponenten f; = mjo f von f = f1 X -+ X fi,.

Falls f in ¢ differenzierbar ist, gilt also nach (d)

FEw) => urDpf(§) = VF(€) - u
k=1

(wobei man Dy, f(€)uy, iiblicherweise eher als Linksmultiplikation ug Dy f(£) schreibt).

(g) Im Fall n = 3 (oder n = 2) schreibt man einen Vektor in C? meistens mit Koordination
(x,y, z) anstatt (x1, ze,xs). Fiir die partiellen Ableitungen schreibt man dann auch

Dif(z,y,2) = Do f (2,9, 2), D2f(x,y,2) = Dy f(x,y, 2) etc.
Ublicherweise kann man die ,,im Flug® ausrechnen und direkt den Gradienten hinschreiben.

Zum Beispiel ist fiir f: R? — R(xz,y) Sllnii;g)

ycos(zy) z(1+ y?)cos(zy) — 2y sin(:vy))
s (152" |

Obwohl diese Rechnungen sehr leicht sind, ist die Verifikation, dass f/'(§)(u) = Vf(&)u
tatséichlich eine Ableitung ist, anhand der Definition noch immer sehr unangenehm. Deshalb
ist folgender Satz von herausragender Bedeutung. Dabei nennen wir f : A — Y mit A C C"
oder A C R™ partiell differenzierbar auf A, falls in jedem Punkt & € A alle partiellen
Ableitungen existieren.

Vi(zy) = <

9.5 Satz.

Seien A C R™ oder A C C" und f: A — C™ partiell differenzierbar. Ist € ein innerer Punkt
von A, in dem alle partiellen Ableitungen Dyf : A — C™ stetig sind, so ist f in & total
differenzierbar.

Mit diesem Satz sieht man also sofort die Differenzierbarkeit in Beispiel 9.3(g). Wir schrei-
ben

fecta,cm,

falls f auf A stetige partielle Ableitungen hat. Nach unserer Definition ist f': A — L(X,Y)
eine Abbildung mit Werten in dem durch

Il = supdIT )y« fl=llx <1}

normierten Raum L(X,Y), so dass eine andere Definition der stetigen Differenzierbarkeit
plausibel ist. Zum Gliick gilt aber fiir A C C™:

feC A,C™) < f' : A— L(C",C™) ist stetig.
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In der Tat: Sind alle partiellen Ableitungen D;f stetig in &, so gilt fiir ||z|/cn <1

1" (@) (2) =€) (2)llem = 1| Y (Dsf (x) = Di f(€))zllem
j=1

<N ID;f(x) = Dif(E)llem,
j=1

was die Stetigkeit von f’ in £ impliziert. Die andere Implikation folgt aus D; f(x) — D; f(§) =
f(@)(ej) = f(€)(e;).

Satz 9.4 stimmt iibrigens fiir beliebige normierte Rdume Y anstatt C™ (was wir aber nicht
beweisen).

BEwEIS. Wegen Satz 9.2(d) reicht der Fall m = 1, und wir betrachten zuerst den reellen
Fall fiir n = 2 und schreiben £ = (a,b). Wegen 9.3(f) ist

F(€)(u,v) = D1 f(§)u+ Daf (€)v
ein Kandidat fiir die Ableitung. Um die gewiinschte Approximation zu zeigen, schreiben wir
f(x,y) - f(avb) - f’(a,b)(z — a4,y - b)
= f(z,y) = fa,y) = D1f(a,b)(x —a) + f(a,y) — f(a,b) — D2 f(a,b)(y — b)

und wenden den Mittelwertsatz auf = — f(z,y) und y — f(a,y) an. Dann gibt es also o und
[ zwischen x und a bzw. y und b mit

f(z,y)=f(a,b)=f'(a,b)(z—a,y=b) = (D1 f(a,y)—~D1f(a,b))(z—a)+(D2f(a, B)—D2f(a, b)) (y—b).
Ist (z,y) nah bei (a,b), so sind auch («, y) und (a, 3) nah bei (a,b), so dass wir eine geeignete
Abschétzung erhalten.

Fiir den komplexen Fall wenden wir die Mittelwertungleichung

l9(x) = g(a)] < |g'(a)| |2 — al
aus 7.9(f) (mit einer differenzierbaren Funktion g auf einer konvexen Menge, « ist dann eine
Konvexkombination von x und a) auf §(x) = g(z) — ¢’(a)x an und erhalten

l9(z) — g(a) — g'(a)(z — a)| < |g'(e) — g'(a)| |z — al.

Dann erhalten wir also wie eben

|f(2,y)—f(a,b)—f'(a,b)(x—a,y=b)| < |D1f(a,y)—D1f(a,b)||lz—al+|D2f(a, 3)—D2f(a,b)||ly—bl.
Ist nun € > 0, so wihlen wir § > 0, so dass B(£,9) C A und

I(z,y) = (a,b)l[x <& = |Dyf(z,y) — Dpf(a,b)| <e/V2.
Fiir obige «, (3 ist dann auch ||(a, y) —(a,b)||x < 6 und ||(a, 3) —(a,b)||x < J, und wir erhalten
£(29) = fla.b) = @)~ ay —b)] <
Den Fall n > 2 beweist man genauso mit der Darstellung
f(xla-”axn)_f(gla"'agn) :f(xlw"axn)_f(§17x27"'7xn)+
+f(§1,$2,---,fb“n)—f(§1,§2,$3,-~733n)+"'+f(§1,~-,fn—1,$n)—f(gl,-u,fn).

(lz —af + ]y = b]) <el(z —a,y = b)||x.

0
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9.6 Geometrische Interpretation des Gradienten
(a) Im Fall X =R™ und Y =R ist
F(©) ) =V I(Qu=(VF(&),u),

falls man auf die Unterscheidung zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren verzichtet. Dieses
Skalarpordukt erlaubt eine geometrische Interpretation durch ,Winkel“, wobei (a,b) > 0
einen spitzen Winkel und (a,b) < 0 einen stumpfen Winkel bedeutet. Insbesondere heifien
a,b € R™ orthogonal, falls (a,b) = 0.

Der Satz von Pythagoras besagt fiir die euklidische Norm ||a|| = \/(a, a)

(a,b) = 0 <= Jla+bl* = fal* + [|b]*.

(b) |Seien f: A — R in einem inneren Punkt ¢ differenzierbar und v* = V f(¢). Dann ist

Dy f(€) = max{D, f(§) : v € R", [Jo]| = [[v*[]},
das heifit: Der Gradient ist die Richung des steilsten Anstiegs.

BewEIs. Fiir alle v € R™ mit [jv|| = ||[v*|| ist v eine zuldssige Richtung mit

Dy f(€) = f'(€)(v) = (v*,0) < [[v*[[llv]l = [[o*]?
wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Fiir v = v* gilt Gleichheit. U
(¢) Analog ist — Vf(§) die Richtung des steilsten Abstiegs. Beschreibt f : A — R die Hohe
eines Gebirges, so ist also — V(&) die Richtung, in die Wasser fliefit. Weil Wasser immer

nach unten flieit, folgt V f(£) = 0, falls f(£) minimal ist. Um dies zu beweisen, braucht man
blof} partielle Differenzierbarkeit:

(d) |Seien f: A — R eine Funktion und ¢ ein innerer Punkt von A mit

f(§) =min{f(z): x € A} oder f(§) = max{f(z):xz € A}.
Dann gilt D, f(§) = 0 fiir jede Richtung, in die f differenzierbar ist. Insbesondere gilt
V() =0, falls f partiell differenzierbar ist.

BEWwEIS. Fiir eine (zulédssige) Richtung v und § > 0 klein genug, hat auch f o ¢¢, :
| =6, = R, t— f(§+tv) in t = 0 ein Minimum beziehungsweise Maximum, so dass

Dy f(§) = D(f 0 ¢e0)(0) = 0. m
(e) Fir f: A— R und ¢ € R heifit
N(fie)={zeA: f(z)=c}

eine Niveaumenge. Auf Landkarten sind zum Beispiel oft Hohenlinien eingezeichnet oder auf
Wetterkarten Isobaren, das heifit Mengen gleichen Luftdrucks. Es gilt

Ist f: A— Rin £ € N(f,c)N A differenzierbar, so ist Vf(§) in £ orthogonal zu N(f,c).

Bevor wir dies beweisen kénnen, miissen wir freilich erst definieren, was diese Orthgonalitat
heiflen soll. Wir schreiben also

a Lg M
fir M C R™ und ¢ € M, falls fir jede in 0 differenzierbare Abbildung ¢ : | — J, ] — M mit
¥(0) = £ die Bedingung (a, D¥(0)) = 0 gilt. D(0) ist ein sogenannter Tangentialvektor an
M, zu all diesen soll also a orthogonal sein.
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Ist nun ¢ : | — §,6] — N(f,c) eine solche Abbildung, so ist f o1 konstant = ¢, so dass
die Ableitung gleich 0 ist. Mit der Kettenregel folgt also

0= (fou)(0)(1) = f'(¥(0)) 09" (0)(1) = f'(§) o ¥'(0)(1) = (V(£), D(0)).

(f) |Seien f: A —>TRin & € A differenzierbar und M C A mit £ € M und
f(&) =min{f(x):z € M} oder f(§) = max{f(x):xz € M}.
Dann gilt Vf(§) Le M.

BEWEIS. Ist ¢ : ] — 0,0 — M in 0 differenzierbar mit 1(0) = &, so hat f o1 in 0 ein
Extremum, so dass die Ableitung in 0 verschwindet. Wie in (e) ist also 0 = (V f(&), Dy(0)).
O

(g) Um die geometrische Bedingung in (f) analytisch auszuwerten, muss man fiir konkrete
Mengen M — etwa Mengen der Form M = {z € A : ®(z) = ¢} fiir eine geeignete Abbildung
®: A— R™ und ¢ € R™ — geniigend viele Tangentialvektoren ¢’(0) fiir in 0 differenzierbare
Kurven v : | — 6,0[ — M kennen. Plausibel ist es, die Vektorgleichung ®(z) = ¢ — also

<I>1(x1, e ,CEn) = C1

D (21, .. 20) = cm

nach m Variablen aufzulésen, weil — 7 mal Daumen — durch die m Gleichungen nur m der
insgesamt n Variablen durch die iibrigen n — m Variablen festgelegt sind. Sind also die m
Gleichungen in einem zu prézisierenden Sinn unabhéngig, so hofft man auf eine Abbildung
g: B —R™mit BCR" ™ so dass

(I)(xla te 71;77,) == 0 <~ (xn—m—l—la e 7xn) == g(xla s 7$n—m)
Falls g in £ differenzierbar ist, sind die partiellen Ableitungen der Abbildung Id x® : B — R",
(X1, oy Tpem) — (1, .., Tp—m, 9(T1, .. ., Tn—m)) Tangentialvektoren an M.

Wir wollen also (nicht-lineare) Gleichungssysteme der Form ®(z) = ¢ 16sen und beginnen
mit dem Fall m = n:

9.7 Satz (lokale Umkehrbarkeit).

Seien A CR"™, f: A — R" stetig differenzierbar und & € A ein innerer Punkt von A, so dass
(&) € L(R™,R™) invertierbar ist. Dann gibt es offene Mengen U C A und V C R™ mit§ € U,
so dass f: U — V bijektiv ist mit stetig differenzierbarer Umkehrfunktion f~' :V — U. Fiir
alle y € V gilt dann (f~Y'(y) = (f'(f~'(y)))~L. Der Satz gilt analog fiir f : A — C" mit
ACC™.

Bevor wir den Satz beweisen, zeigen wir an einem Beispiel, dass die Umkehrbarkeit im
Allgemeinen nur auf einer kleinen Menge U gilt, selbst wenn die Voraussetzung auf ganz A
erfiillt ist.

Sei dazu f :]0,00[xR — R?, f(x,y) = (f:(s:?j((zD Dann ist V f(x,y) = (Z?j((z)) ;ﬁ;ﬁg) in

jedem Punkt invertierbar (weil die Determinante dieser Matrix = cos(y)?z +sin?(y)z = = > 0
ist). Aber wegen f(z,y) = f(z,y + 2m) ist f nicht injektiv.
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BEWEIS. Wir erinnern zunéchst an den Satz 5.29 iiber kleine Stérungen der Identitét:

Seien U eine offene Teilmenge eines Banachraums X und g : U — X eine
Kontraktion, das heifit ||g(z) — g(y)|| < ¢||z — y|| mit einem ¢ < 1. Dann ist
f=1Id—g: U — X injektiv und f(U N A) ist offen fiir jede offene Menge
A C X. Insbesondere ist f~1: f(U) — U stetig.

Speziell fiir lineare Abbildungen 7" : X — X mit |||T||| < 1 liefert der Satz die Injektivitét

von S = Id—T und, dass das Bild L = S(X) offen ist. Ist nun B(0,7) C L, so folgt X =
span(B(0,7)) C L, so dass S sogar bijektiv ist mit einer stetigen Inversen. Aus der Bemerkung
nach 5.29 folgt dariiber hinaus

1
ST < ——.
IS0 Ty

Fiir zwei Kontraktionen 7" und R, S = Id =7 und @ = Id —R folgt dann
() ST =M= IS (@ =) eI < IS - Sl

Nun zum Beweis des Satzes. Durch eventuellen Ubergang zu f = (f'(20))”" o f konnen
wir f'(zg) = Id annehmen, so dass (in der Nihe von &) f(z) ~ f(&) + f/(&)(z — &) =
x — (£ — f(§)) anscheinend eine kleine (sogar fast konstante) Stérung der Identitét ist. Um
dies zu prizisieren, wihlen wir 6 > 0, so dass U = B(&,6) C A und [|f'(§) — f(2)]] =
I Id —f"(x)]]] < 1/2 fiir alle z € U, was insbesondere die Invertierbarkeit von f’(z) und
17/ (x) 7| < 2 liefert. Wir zeigen nun fiir alle z,y € U

o) f (@) = f(y) = F(O@ =)l < %Hw —yll

Dazu wenden wir fiir z = f(z)—f(y)—f'(£§)(z—y) die Mittelwertungleichung auf ¢ : [0, 1] — C,
t— R(fly+tx—y))— f(E)(y+tlx—y)),z) an, (wobei zZ der Vektor mit den konjugierten
Komponenten ist — dies ist iibrigens der einzige Beweisteil, in dem wir X = C" verwenden),
und wir erhalten fiir ein s € ]0,1{und w =y +s(x —y) € U

11 = [{z, 2)| = [¢(1) = @(0)] = |¢'(s)|
< [(Fw)z—y) = F(©)@ =), D) < I ()@ —y) = ()= —ylll|z]

1
= lIlF(w) = FEHlz = gl =l < S lle =yl =]

Wegen f(¢) = Id besagt (xx), dass Id —f : U — X eine Kontraktion ist, und wegen Satz 5.29
ist f:U — V mit V = f(U) eine Bijektion zwischen offenen Mengen mit stetiger Umkehr-
funktion g = f~' : V — U. Ahnlich wie in Satz 7.4 * impliziert dies die Differenzierbarkeit
von f~! mit (f7Y(y) = (f'(f~'(y)))~'. Ist schlieBlich f’ auf ganz U stetig, so ist (f~!)
wegen (x) auf V stetig. O

*Seien yo = f(z0) € V und y = f(z) € V und r wie in 9.2(d) fiir f in Punkt zo. Mit C = ||| f'(zo) ||| gilt
dann

e() =1/ W) = (o) = (o) (y = wo)ll = || = /(o) " (f () = f(wo) = f'(z0)(x — w0))|
< Cllz — ol Ir(@)ll < Cllr (£~ w))lI(ely) + 1 (z0) ™ (y = yo)I)

< 2e(w) + e W)l ly - wol

fiir y nah genug bei yo. Dies impliziert e(y) < 2C%||r(f~ ()|l llv — vol|-
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Als néchstes wollen wir ,unterbestimmte“ Gleichungssysteme
Pz, y) =c

fir ® : A — R™ mit A C RF¥™ lgsen. Fiir zwei Banach-Réume X (= R¥) und Y (= R™)
versehen wir X x Y mit der Norm ||(z,v)|| = (|z||% + [lyl|3)"/2.
Fiir (§,7) € A C X x Y und dort differenzierbares ® : A — Y setzen wir

7 (§,m)(u) = ¥'(&,m)(u,0) und @ (&, n)(v) = 2'(£,7)(0,v), so dass

q)/(£> 77)(“» U) = (I)/I (57 T/) (u) + (I),H (57 77) (U)
Im speziellen Fall X = R* und Y = R™ gilt dann

k m
B (Em)(u) = 3 Dy F(Em)uy und () (v) = S Dy f(Em)oy,

j=1 j=1

das heifit, die Zerlegung von (&) entspricht einer Zerlegung des Gradienten.

9.8 Satz (implizite Funktionen).

Seien A C X XY offen, ® : A — 'Y stetig differenzierbar, c € Y und (§,n) € A mit ®(&,n) = ¢,
so dass ®7,(&,n) 1Y — Y invertierbar ist.

Dann gibt es offene Mengen V.C X und W CY mit (§,n) € V x W C A und eine stetig
differenzierbare Funktion g : V — W, so dass fir alle (z,y) € V x W gilt

O(z,y) = c &y = g(x).
Auferdem ist ¢'(x) = —®'y(z, g(x)) "t o @ (z, g(x)) fiir alle z € V.

BEWEIS. Seien 717 : X XY — X und 7y : X XY — Y die Projektionen auf X bezie-
hungsweise ¥ und
F=mx®:A—- X xY,(z,y) — (z,P(z,y)).

Dann ist F'in (£,7n) differenzierbar mit

F'(&,m) = 77(&,m) x ®'(&n) =71 x ®'(&,n)

also F/(€, 1) (u,v) = (u, B} (€,m) () + By (€,m)(v)).

F'(&,n) ist invertierbar mit Inverser (a,b) — (a, ®};(&,n) (b — ®7(&,m)(a))), und der
Satz iiber lokale Umkehrbarkeit liefert offene Mengen U C X X Y und V C X X Y mit
(€,m) €U C A, so dass F : U — V eine stetig differenzierbare Inverse F~! hat.

SeinmV={zeX:(x,c)eViudW=nyU)={yeY:3IzeX mit (z,y) € A}
sowie

g:V =W,z ng(F Y (z,c)).
Dann ist g stetig differenzierbar und fiir (z,y) € V- x W gilt

O(z,y) =ce F(z,y) = (z,¢) © (z,y) = F Xz, ¢)
& (:U = (FY(z,¢) und y = WII(F_I(.QC,C))> sy =g(z).

Um schliellich ¢'(x) auszurechnen, benutzen wir, dass ® o (Id xg) : V — Y,z — ®(z, g(z))
konstant ist, und erhalten

0= (2o (Idxg))(z) =¥ (z,9(x)) o (Id'(z) x g'(x)) = }(z, g(x)) + P (2, 9(x)) © g'(x)-
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Dies impliziert ¢'(z) = —®';(z, g(x)) ™t o @ (z, g(x)). O

9.9 Satz (Lagrange).

Seien A CR™ f: A — R und ® : A — R™ beide stetig differenzierbar und & € f(i mit
®(&) = c € R™, so dass f(§) = min{f(x) : z € A, ®(x) = ¢} oder f(§) = max{...}. Ist
(&) : R™ — R™ surjektiv, so gibt es ,Lagrange-Multiplikatoren® Ay, ..., Ay € R mit

F1€) = M@1(E) + -+ + APy (6)-

Bemerkung. Die Surjektivitit von ®'(¢) : R" — R™,
ur— VO(&u = D1P(&uy + -+ + Dy ®(&)uy

bedeutet, dass es m linear unabhéingige partielle Ableitungen Dy®(§) (= Spalten der m x n-
Matrix V®(&)) gibt, oder dass diese Jacobi-Matrix Rang m hat (was insbesondere n > m
impliziert). Ist dies nicht der Fall (wie etwa fiir ®(x) = ||z[? und ¢ = 0 — dann ist ®'(0) = 0
und {z € R": ®(z) = 0} = {0}), so macht der Satz keine Aussage.

In der Praxis ist der Vektor & € R™ gesucht. Der Satz gibt dann die n + m Gleichungen

Dif(e) = kil AeD1 (€

Daf(6) = 3 MDa®i(€)

k=1
®1(§) = a
(I)m(g) = Cm

fiir die n + m Unbekannten &1,...,&,, A\1,..., Ay, (wobei man die Lagrange-Multiplikatoren
in der Praxis gar nicht auszurechnen braucht).

Beispiel. Wir suchen Minima und Maxima von f(z,y,2) = 2z + y + z unter der Neben-
bedingung ®(x,y,2) = 22 + 9% + 22 = 1.

Es gilt Vf(z,y,2) = (2,1,1) und V®(z,y,2) = (2z,2y,2z) # 0 fir &(z,y,2z) = 1. Not-
wendig ist also die Existenz von A € R mit V f(z,y,2) = A®(z,y, 2), also

2 =2\x
1=2\y
1=2\z

1=2%+ y2 + 22
Dann sind A # 0, y = z und = = 2y. Mit der letzten Gleichung folgt 632 = 1 also y = /1/6
oder y = —/1/6. Die Kandidaten fiir Extrema sind also & = (2/v6),1/v6,1/v6) und
n = —&. Durch Vergleich der Funktionswerte erhilt man
f(§) = max{f(x) : ®(x) = 1} und f(n) = min{f(z) : &(x) = 1},
weil wegen der Kompaktheit von M = {x € R3 : ®(z) = 1} und der Stetigkeit von f die
Extrema angenommen werden.
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BEWEIS. Durch Permutation der Variablen z1,...,z, konnen wir annehmen, dass die
letzten m partiellen Ableitungen D,,_p+1®(€), ..., D, ®(&) linear unabhingig sind, so dass
@, (€) : R™ — R™ invertierbar ist. Wegen des Satzes iiber implizite Funktionen kénnen wir
daher die Nebenbedingung ® = ¢ auflosen. Wir schreiben £ = (a,b) € R"™™ x R™ sowie
(z,y) € R"™™ x R™ und erhalten V- C R"™ und W C R™ offen mit { = (a,c) CV xW C A
und eine stetig differenzierbare Funktion g : V. — W, so dass fir (z,y) € V x W gilt
P(z,y) =cey=g()

Dann hat also die Funktion h = f o (Idy xg) : V' — R ein Minimum in a € V, so dass
h'(a) = 0. Mit der Kettenregel folgt

0=h(a) = f'(a,g(a)) o (Idy(a) x g'(a)) = f'(£) o (Idy xg'(a))
=f1(&) + f(&) 0 g'(a) = [7(€) = f11(€) 0 (€)™ 0 D (€).
Fiir T = f};(€) o ®;(¢)~ € L(R™,R) gelten also
f1(€) =T 0 @}(€) und f1;(§) =T o 7 (£) und daher
fE) =Tod'(§) =To(P(E) x - x Pp(E)).

Mit A\, = T'(ex) gilt T'(v) = > Agvg also f/(§) =
k=1 k

NE

1>\k®2(§)- U

Bemerkung. Hier ein alternatives, geometrisches Argument. Fiir die ,,Parametrisierung*
p = Idy xg sind die partiellen Ableitungen Dip(a),. .., Dp_mp(a) linear unabhéngige Tan-
gentialvektoren und V®;(&),...,V®,,(§) sind linear unabhéngig und orthogonal zu den
Tangentialvektoren. Deshalb bilden V&, (&),...,V®,,(£) eine Basis des ,,Orthogonalraums*
L={veR":vls M} mit M ={xecR": ®(z) = c}. Nach 9.6(f) ist andererseits Vf(£) € L
und daher eine Linearkombination der Basisvektoren.

Zum Abschluss noch ein Satz iiber hohere Ableitungen:

9.10 Satz (Schwarz).
Seien A C R"™ offen und f : A — C™ stetig differenzierbar, so dass alle partiellen Ableitungen
Dj;f: A— C™ wiederum stetig differenzierbar sind. Dann gilt fir alle j, k € {1,...,n}

DiD;f = D;Dyf.

BEwEIS. Wegen Satz 9.3(d) reicht der Fall m = 1 und durch Ubergang zu ¢(s,t) =
(& + se, + tej) konnen wir £ = 0 und n = 2 annehmen, das heifit wir miissen fiir offenes
A C R? mit 0 € A zeigen, dass D1Dof = DyDy f gilt. Fiir |z| und |y| klein genug definieren
wir

F(z,y) //DlDQf(S t)dtds und G(z,y) //Dngf s, t)dtds.
0 0
Wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ist

Gla,y) = / Dyf(s,y) — Dif(s,0)ds = f(z.y) — £(0.) — f(.0) + £(0,0).
0
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Andererseits ist wegen Satz 8.9 tiber die Differentiation von Parameterintegralen

//Dgfstdtds—/Dl (s,y) — f(s,0))ds

0
= f( x,y) f(x,0) = f(O,y) + f(0,0) = G(z,y).
Damit folgt
D1Dsf = DyD1F = DyD1G = DyDs f. O

9.11 H6here Ableitungen

(a) Wir schreiben f € CP(A,C™), falls D,;f € CP71(A,C™) fiir alle j € {1,...,n}. Fiir
f€C?(AY) (mit Y = C™) heifit die Matrix

Hy(z) = (DjDyf(7)))kef1,..ny € ymn

die Hesse-Matriz von f in x. Wegen Satz 9.10 ist Hf(x) also symmetrisch. Fiir u,v € R"
gelten

n

D,f(x) = Zijjf(m) und

j=1

D,D,f(x Z vjupDp D, f(z) = u'Hy(z)v.
7,k=1

(b) Viele Aussagen iiber hohere Ableitungen (wie zum Beispiel die Charakterisierung der
Konvexitit in 7.18 (b) durch ¢” > 0) kann man auf f € C?(A,R) iibertragen, indem man
den eindimensionalen Fall auf ¢(t) = f(x + tv) anwendet. Die Kettenregel liefert

Dy ZD f(x + tv)v; und DDe(t) Z Dy Dj f(x + tv)vjuy
j=1 7,k=1
=o' Hy(z + tv)v.

Damit erhilt man

(c) | Sei A C R™ konvex und offen. Eine Funktion f € C?(A,R) ist genau dann konvex, wenn
fiir alle z € A und v € R

v'Hy(z)v > 0, das heifit H(x) ist positiv definit.

(d) Die Ableitung von f ist eine Abbildung mit Werten in dem (wie iiblich normierten) Raum
L(X,Y),also f': A — L(X,Y). Fiir f € C?(A,Y) mit A C R" offen ist f’ tatsiichlich wieder
differenzierbar mit f”(z) € L(X, L(X,Y)), ndmlich f”(z)(u)(v) = DDy f(x).



