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Tutoriumsaufgaben
Tutorium:

Die Aufgaben T 1 - T 3 werden am Dienstag im Tutorium besprochen. Dieses
findet am 28.06.2011 um 12:25 im E51 statt.

T 1
Seien f : U → V differenzierbar sowie ω ∈ Ωk

1(V ). Zeigen Sie:

(i) Ist ω geschlossen, so ist auch f∗ω geschlossen.

(ii) Ist ω exakt, so ist auch f∗ω exakt.

Gilt auch die Umkehrung?

T 2
Sei T : Rn → Rm linear. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent
sind:

(i) T ist injektiv,

(ii) T ∗ : Λk(Rm)→ Λk(Rn) ist für alle k ∈ {1, ..., n} surjektiv,

(iii) T ∗ : Λk(Rm)→ Λk(Rn) ist für ein k ∈ {1, ..., n} surjektiv.

T 3
Seien U ⊆ Rn, V ⊆ Rm sowie f = (f1, ..., fm) : U → V differenzierbar. Zeigen
Sie, dass für p ∈ U und 1 ≤ k ≤ n die Menge

M = {dfj1(p) ∧ · · · ∧ dfjk(p) : 1 ≤ j1 < ... < jk ≤ m}

genau dann Λk(Rn) erzeugt, wenn f ′(p) Rang n hat. Wieso kann im Fall m < n
die Menge M kein Erzeugendensystem von Λk(Rn) sein?
Hinweis:
Für J ⊆ {1, ...,m} mit |J | = k gilt dfJ(p) = f ′(p)∗dxJ .



Übungsaufgaben
Übung: Donnerstag, 08:30-10:00 und 10:00-11:30 im E52

Diese Aufgaben sollen bis Donnerstag, den 30.06.2011, 08:00 im Übungskasten
5 abgegeben werden.

Aufgabe 1
Sei f : R2 → R2 definiert durch f(x, y) = (x cos(y), x sin(y)). Berechnen Sie
f∗(dx), f∗(dy) sowie f∗(dx ∧ dy). Bestimmen Sie außerdem d(f∗dx) einerseits
durch explizites Ausrechnen und andererseits ohne jegliche Rechnung.

Aufgabe 2

(i) Bestimmen Sie alle 2-Formen ω ∈ Ω2
0(U) auf einer offenen Teilmenge U ⊆

R3, und charakterisieren Sie die geschlossenen ω ∈ Ω2
1(U) anhand von

Gleichungen für die Koordinatenfunktionen der Standarddarstellung.

(ii) Seien ω ∈ Ωk
1(U), λ ∈ Ω`

1(U), η ∈ Ωm
1 (U). Finden Sie eine Formel für

d(ω ∧ λ ∧ µ).

Aufgabe 3
Seien U, V ⊆ Rn offen sowie f = (f1, ..., fn) : U → V bijektiv und differenzierbar
mit differenzierbarer Inverser f−1. Zeigen Sie(

f−1
)∗

(df1 ∧ · · · ∧ dfn) = dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Aufgabe 4
Sei T : Rn → Rm linear. Zeigen Sie, dass T genau dann surjektiv ist, wenn
T ∗ : Λk(Rm) → Λk(Rn) für ein k ∈ {1, ...,m} injektiv ist. Folgern Sie hieraus,
dass für eine differenzierbare Abbildung f : Rn → Rm die Menge

M = {dfj1(p) ∧ · · · ∧ dfjk(p) : 1 ≤ j1 < ... < jk ≤ m}

genau dann linear unabhängig ist, wenn f ′(p) den Rang m ≤ n hat.
Hinweis:
Eine lineare Abbildung ist genau dann injektiv, wenn 0 ihre einzige Nullstelle ist.
Für die erste Implikation finde man zj mit T (zj) = ej . Für die andere betrachte
man die duale Basis zu einer Ergänzung der Basis des Bildes von T .


