J. Wengenroth SS 2011
N. Kenessey 09.06.2011
M. Riefer

Differentialgleichungen und Integralsitze
Ubungsblatt 8

Tutoriumsaufgaben
Tutorium:
Die Aufgaben T 1 - T 3 werden am Dienstag im Tutorium besprochen. Dieses
findet am 21.06.2011 um 12:25 im E51 statt.

T1
Sei OQ der positiv orientierte Rand des Quadrats [0, 1] und f : R? — R zweimal
stetig differenzierbar. Zeigen Sie

/ (Vf(x),dz) =0.
o

T 2
Seien vy, ..., vy—1 € R™. Zeigen Sie, dass es genau ein Vektor w € R™ gibt mit

<1.U, Z> = det[vla <05 Um—1, Z]
fiir alle z € R™. Man schreibt dann w = v; X - - - X v,,,—1. Beweisen Sie auflerdem

(i) Die Abbildung x : (R™)™1 — R™ (01, ..., Up—1) = U1 X +++ X Upy_q ist
(m — 1)-linear und alternierend.

(ii) Firalle 1 <j <m—1ist (vj,v1 X -+ X Up_1) = 0.
(iii) Es gilt ||vg X -+« X vp—1]]? = det[v1, ooy Up—1, 01 X = X Uppp1].
(iv) Sind vy, ..., vmm—1 linear unabhingig, so ist v1, ..., V;m—1,V1 X+ X V1 eine

Basis des R™.

T3
Wir definieren den Raum der symmetrischen Multilinearformen

Sym"(V)={T e M"(V) : T (z,) = T(z) fiir alle 0 € Sy, z = (21,...,x,) € V"}
sowie die Abbildung Sym : M™ (V) — Sym™(V) durch

1

Sym(T) = — > T(x).
€Sy

Zeigen Sie, dass Sym eine lineare Surjektion und eine Projektion ist mit Sym(7) = 0

fir alle T € A™(V) und n > 2.

Hinweis:

Finden Sie eine Bijektion zwischen sign™'({1}) und sign™*({~1}).



Ubungsaufgaben
Ausnahmsweise Ubung: Mittwoch, 14:00-16:00 HS6
Diese Aufgaben sollen bis Mittwoch, den 22.06.2011, 14:00 im Ubungskasten 5
oder direkt vor der Ubung abgegeben werden.

Aufgabe 1
Sei K = {(z,y) € R? : 22 + 4?> < 1} und 9K : [—m, 7] — R2,t > (cos(t),sin(t)).
Zeigen Sie fiir stetig differenzierbares f : R? — R? die Formel

/lez—D2f1d)\2=/ (f(x),dz).
K oK

Hinweis:
Berechnen Sie die linke Seite mit Fubini und die rechte mit einer geeigneten
Substitution.

Aufgabe 2
Seien U C R™,V C R™, W C RP sowie w eine k-Form auf W und f : U — V|
g : V. — W differenzierbar. Zeigen Sie

(g0 f)"(w) = f*(g"(w)).

Aufgabe 3

Fiir v,w € R3 sei v x w so definiert wie in der Aufgabe T2. Berechnen Sie fiir die
Standardbasis ey, ez, e3 des R? die Vektoren ej X eg, 1 < 7,k < 3 und zeigen Sie,
dass die Abbildung x : (R3)? — R? nicht assoziativ ist. Beweisen Sie auBerdem
fiir u,v € R? die Formel

u X v = (UgV3 — Va3, UgV1 — V3U7, UV — V1UQ) .

Aufgabe 4

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und V* = M(V) der zugehérige
Dualraum. Fiir x € V definieren wir die Auswertung §, : V* — K durch
0:(f) = f(x). Zeigen Sie, dass die Abbildung

5V o (V) =V 206,

ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Folgern Sie hieraus, dass jede Basis ¢1, ..., ¢y,
von V* dual zu einer Basis vy, ...,v, von V ist.

Hinweis:

Zeigen Sie, dass  wohldefiniert, linear und surjektiv ist, und argumentieren Sie
mit der Dimension.



