Das Caratheodory-Kriterium:

Fiir jedes metrische Maf p* auf RY gilt By C o7 (u*).

Beweis. Wir erinnern zuerst daran, dass A, B C RY separiert heifen, falls
dist (A,B) = inf{|la —b|| : @« € A,b € B} > 0, und dass ein dufieres Maf
metrisch heifst, falls p* (AU B) = p*(A) + p*(B) fiir alle separierten Mengen
gilt. Wir zeigen zuerst eine Stetigkeitseigenschaft:

(*) Seien E, C Q eine Folge mit E,, /' E, so dass E, und E \ E, 4 fiir alle
n € N separiert sind. Dann gilt p*(E) = nh_)néo w(Ey).

In der Tat, wegen der Monotonie existiert ¢ = lim p*(E,), und es gilt
n—oo

¢ < p*(E). Falls ¢ = oo, ist nichts zu zeigen, und andernfalls disjunktisieren
wir zu A; = E; und A, = E, \ E,—1. Wegen A, C E, und |J A C

k>n+2
E\ E,y1sind A, und |J Ay separiert, und wir erhalten
k>n+2
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Zu (Agy) = p* (U A2n> < w*(Eam) < ¢ sowie
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Z,U*(Ammfl) =L (U A2n1> < p*(Bam—1) < ¢
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Also konvergiert die Reihe Y p*(A,) in R, und es folgt
n=1
(e.)
pr(E)=p (E.U | A Sp'(Ba)+ D pwi(A) —ec
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Seien nun A € RV abgeschlossen und T C RY eine Testmenge. Weil A
abgeschlossen ist, gilt dist(z, A) > 0 fiir alle ¢ A und deshalb ist T\ A =
U En mit B, = {z € T : dist(z,A) > 1/n}. Um (%) auf £ = T\ A
neN
anzuwenden, zeigen wir, dass F,, und E \ E,; separiert sind. Fiir z € E,

und y € E'\ Epyq gibt es a € A mit ||y —al| < 1/(n + 1), und die untere
Dreiecksungleichung liefert
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Also ist dist(E,, E \ Ept1) > 1/n(n+1) > 0.
Mit () folgt nun p*(7T'\ A) = lim p*(E,), und weil E, und TN A
separiert sind, erhalten wir fir alle n € N
W) = (TAA)U(T\ A)) > i* (TN A) U Ey)
= (T 0 A) + 1 () — (T 0 A) + 57 (T\ A).



Wegen 5.1(e) folgt damit A € o/(u*). Weil die abgeschlossenen Mengen
die Borel-o-Algebra erzeugen und <7 (u*) eine o-Algebra ist, erhalten wir
schlieklich By C o7 (u*). O

Offenbar haben wir im Beweis lediglich die Dreiecksungleichung benutzt,
so dass das Kriterium in beliebigen metrischen Raumen anstatt RY gilt.



