Ein kurzer Beweis des Pontryaginschen Maximumprinzips ohne
Zustandsbeschrinkungen und rechte Randbedingung

Als Vorbemerkung betrachten wir das abstrakte Optmierungsproblem

min f(y, )
unter c(y,u) =0 u € Q

wobei ¢, als invertierbar vorausgesetzt wird, wodurch die Gleichungsnebenbedingung zu
jedem u € € implizit ein eindeutiges y = y(u) definiert. Wir bezeichnen mit (.,.) das
Skalarprodukt in passenden Funktionenrdumen.

Lemma Es gilt fiir die Losung (3, u) des obigen Optimierungsproblems

F@,a) + (N e(g,4) < f(g,u) + (N (@) Yue Qllu—al <e
fiir ein € > 0 und wenn A das adj. Problem 16st

Cy (5, @)\ = =V, f (3, @)

Beweis:  Betrachte y = y(u) via ¢(y,u) =0
Da u optimal, gilt offenbar

Fy(u),u) — fy(@),a) >0,Vu€Q

Fiir Au := u — @ hinreichend klein fithren wir eine Taylorentwicklung durch

Flota).n) = £(u@.0) = F(100).0) @0+ (4. 0) 30+ 0(180]?)

J/

-~

(e () eura)
(% e @ ) aw) + 2L o(a),8) du + Ol )
= f(f,u) + (A c(g,u)) = (f(@.@) + (A (@, @) + O([| Aull?) = 0 fiir || Aul| — 0 O

Damit formulieren wir nun das Maximumprinzip fiir das Optimalsteuerungsproblem

ty
min /t Lt y(t), u(t))dt
unter  g(t) = f(t, y(t), u(t))
y(to) = Yo
wobei
ue Q:={u:[ty,tf] — R™ | u stiickweise stetig, u(t) € Q(t), Vt}



Als Funktionenraum fiir y wéhlen wir ebenfalls:
yeY ={y:[to,ty] = R" |y stiickweise differenzierbar}

Als Skalarprodukt verwenden wir das Ly ([to, t¢])-Skalarprodukt und ebenso die Lo([to, t])-
Norm.

Wir bestimmen die Lagrange-Fkt.:

Ly, u,A) = /th(t, y(t),u(®) + A0 () — f(ty(t),u(t))) dt + A (y(t) — v0)

to

Wir verwenden partielle Integration, um die zeitliche Ableitung von y loszuwerden:
ty

[ 207 (510 u0) e ™2 — 50 Tytorae 0 w0 - [ AT S y(0), u(e)d

to to to

Durch Einsetzen erhalten wir den Ausdruck

L)) = / 7 L y(0), u(t)) dt — / tf}\(t)Ty(t)dt—i—[)\(t)Ty(t)]Z— / AT Ly () u(t))dt

to to to
+)‘0T (y(t) - yo)
Die adjungierte Gleichung  L,(y,u,A\) =0 liefert nun
At)=—fJA+V,L ,Aty)=0
also  A(t) = =V, H(t,y(t),u(t), \(1))
mit H (¢, y(t), u(t),A(t)) == —L(t, y(t), u(®)) + A@) " f(t,y(t),u(t))
auflerdem wissen wir nach dem Lemma

L(g,0,A) < L(G,u,A) VueQ [lu—if <e

Da nur die Terme, die mit H(.) in £ zusammenhéngen, von u abhéngen, ist dies dquivalent
zu

tr tr
/ —H(, 0, \)dt < / —H(§u, Ndt YueQ,|lu—il <e
to to



und somit zu

ty ty
/ H(g,a, \)dt > / H(G,u,\dt VueQ,|lu—il <e (1)
to to

Globalisierung;:

Die Ungleichung gilt jedoch auch in ganz ). Denn, falls es ein u € ) gébe mit

ty ty
/ H (G, o, \)dt < / H (G, a, \)dt
to to

so gibe es eine Menge M C [to,t] vom Mafl # 0 so dass
H(y(t),a(t), A1) < H(g(t),u(t), A(t)) Vie M

Wir kénnen nun folgendermaflen eine neue Steuerung definieren

_on (), te fto, t\M
alt) ‘_{ at), te M g

fiir diese gilt

ty ty
/ H (G, o, \)dt < / H (G, @, \)dt
to to

Nun kénnen wir M klein genug definieren, dass ||@ — || < € und erhalten dadurch einen
Widerspruch zur Aussage (1)

Punktweise Ungleichung;:

Nun koénnen mit fast dem gleichen Argument die Ungleichung auch noch punktweise
formulieren: Fast iiberall in [to, t;] muss gelten

o (i
u(t) arg M (v, 9(t), A(®)),

denn sonst gébe es ein @ und eine Menge M mit Mafl # 0

so dass /H(gj,ﬂ, )\)dt</ H(y,u, \)dt
M M

wir definieren wieder R
(t) . u(t)> te [t0>tf]\M
u(t), te M

und erhalten eine bessere Steuerung u als « f

Wir erhalten somit als notwendige Bedingungen den Satz



Satz Die notwendige Bedingungen fiir die Losung des Optimalsteuerungsproblems las-
sen sich mit Hilfe der Hamiltonfunktion

H(t,y(t), u(t), () == —L(t, y(t), u(t)) + Mt) " f (£, y(t), u(t))

in folgender Form ausdriicken:
(1) adjungierte Differentialgleichung
A(t) = =V, H(t,y(t),u(t), A(t))
(2) Transversalititsbedingung (hier als Endbedingung)
A(ty) =0
(3) Maximumprinzip: es gilt fast iiberall in [to, t/]

u(t) = arg max H(t,y(t),v,\(1)
veQ(t)

Beweis: s.o. O



