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Aufgabe : (2+2+2+2) Betrachten Sie für Ω = (0, 1) das

Randwertproblem ∆u(x) = uxx(x) = f(x), ∀x ∈ Ω , f ∈ C2(Ω)
u(0) = u(1) = 0

und die Finite-Differenzen-Diskretisierung

(∆h u)i =
1

h2
(ui−1 − 2ui + ui+1), i = 1, . . . , N − 1

mit ui := u(i · h), was auf die System-Matrix

Ah =
1

h2
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auf dem Gitter 0, h, 2h, . . . , N · h , h :=

1

N
, führt. (N+1 sei gerade)

Sei u die Lösung des RWP und uh Lösung des diskretisierten Problems:

a) Bezeichne für y : Ω → R die Notation ỹ :=
(
y(0), y(h), y(2h), . . . y(N · h)

)>
die

Auswertung einer beliebigen Funktion auf dem Gitter.

Zeigen Sie: (∆h uh)i = ∆u(i · h)

b) Zeigen Sie ũ− uh = A−1
h (Ah ũ− ∆̃u)

c) Betrachten Sie für eine Gitterfunktion z ∈ RN−1 die Norm

| z|2 :=

h
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und zeigen Sie für eine Abbildung y : Ω̄ → R, y(0) = y(1) = 0 die Eigenschaft
‖ y ‖2 = | ỹ |2 +O(h2) (Simpsonregel)

und für u : |Ah ũ− ∆̃u |2 ≤ C h2 mit C unabhängig von h

d) Folgern Sie aus bereits bekannten Abschtzungen der Eigenwerte der Matrix Ah ,
dass gilt

| ũ− uh |2 = O(h2)
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