Blatt 4: Helicoid/Wendelflache als Minimalflache

Abbildung 1: Ein Helicoid.

Fur (uy, up) € R? und ¢ > 0 ist der Helicoid gegeben durch
@(U1, Up) = (U1 COS Ug, Uy SIN Up, clip) .

Fir die partiellen Ableitungen ergibt sich dann

COS Us
Puy = sin uo
0
—uyq sinUo
Pu, = U4y COS U2

c



Damit ergibt sich fur gj := (¢, @y) fari,j=1,2:
(uyr Puy ) = €OS? U +8iN° Uy + 0 = 1
(Purs Pup) = —U1 COS Up SiN Up + Uy SiNU2COS U = 0
(Qup» Pup) = U SIN? Up + UZ COS® Up + C° = U + C°.

Also:

] 0
9i=1 o u? + 2
Ferner gilt

h// = <LP90UH QDU/> = <n(p), ¢Ui,uj>'
Damit werden nun die zweiten Ableitungen und die Normale benétigt. Die Normale muss das
Gleichungssystem
nycosus+nsinus =0
—NqUySiNUs + Nolly COSUo +CnN3 =0

erfillen. An dieser Stelle kommt es etwas darauf an, wie man beim Auflésen vorgeht, sonst
kénnen z.T. kompliziertere Briche auftreten. Auflésen der ersten Gleichung nach n; ergibt

sin o
coS Uy

m=—-n

Einsetzen in die zweite Gleichung liefert

sin Us .
no Uy sSinus + nouycosus +cnz =0
COS Uo
sin? u,
=No Uy + NoU4 COS Uo = —Chs
CoS U
Uy sin? up
=No | —— + U4 COS U = —Chs
COS Uo
sin? U, + cos? Uy
=Uuqno = —Ch3
COS Us
COS Uo
=No = —Ch3 .
ur

Damit Iasst sich jetzt ny bestimmen

sin u»

n=—m
COS U

COS U> Sin Uo
u4 COS Uo
sin Us

cn3 .
Uy

chs




Wird n3 = uy gewahlt, so fallen die Briiche weg und es ergibt sich fiir den noch nicht normierten
Normalenvektor

ny = ¢sinus
N, = —CCOS U
ns = Uy.

Die Norm hiervon ist

\/02 sin? up + c2cos2 up + U2 = \/02 + U2,

und die Normale ist damit

1 csin U
n=———1| —ccosu
2. .2
C* + U5 "
Die zweiten Ableitungen sind
0
Puyuy = 0
0
—sinuo
Pur,up = COs U2 = Pup,uy
0
—Uq COS U2
ooty = —uq Ssin s
0
Damit folgt weiter
hi1 = (n, oy ) =0
] csin uo —sinuo
hiz = (N, ou ) = —F— —CCos Up COS Up
’ s > 5 )
V€S + Uy U 0
1 —C
‘2 2
=——— |—CSiN“Up — CCOS“ Up| = ———— = hyy
\/C2+u12[ ) V2 + UZ
1 csinuo —U4 COS Uo
hop = ——— —ccoslz |, | —uisinu
\/C? + U
1 U4 0
1 , .
= ———— (—cuy Sin U» COS Up + CU4 COS Up Sin Lo + 0) = 0.
c2 + u?
:
Insgesamt gilt damit
O —C
h ce+u?
j= —c 0
\/c2+u?



Da gilt ¢ = g’fh,-j- wird nun die Inverse der g; bendtigt, welche bei einer 2 x 2 Diagonalmatrix
direkt angegeben werden kann. Damit gilt

_ 0 —c
1 0 c2+u?
b = = | =C
Uf +C? c2+u?
_ 0 .
£\ c2+u?
= —C 1 O
i /12 +c2 U2 +c?

Die Eigenwerte hiervon sind nun die Hauptkrimmungen. Das characteristische Polynom ist

c

\2 — —C 1
VB U+ U+ CP

\2 c? 1
c+ U2 U2 + 2

2

c
=\2 — — -
(c2+ )
Die Nullenstellen in A hiervon sind
c? c
>\1/2 ==+ 2\ 2 == 2 2"
(e +u?) C + U

Die beiden Hauptkrimmungen sind somit bis auf das Vorzeichen identisch, so dass die Summe
K1 + ko = 0 ist. Damit handelt es sich um eine Minimalflache.



