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Aufgabe 1: Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zudem seien X, Y, Z
Vektorfelder. Zeigen Sie fiir den Riemannschen Kriimmungstensor R die erste
Bianchi-Identitdt

R(X,Y)Z + R(Z,X)Y + R(Y, Z)X = 0.

Aufgabe 2 (4 Zusatzpunkte): Es sei eine Immersion ¢: U — R**™ (U C R of-
fen) gegeben. Zudem bezeichne n: U — S" die Gaui—Abbildung. Die Gaufische
Ableitungsgleichung ist durch
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und die Weingartensche Ableitungsgleichung durch
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gegeben. Zeigen Sie mit Hilfe dieser beiden Ableitungsgleichungen sowohl die
im Theorema egregium (Satz 9.7) erwihnte Gaufi—Gleichung

> (hhyn — hichym)g™ = Riy,

als auch die Gleichung von Codazzi—-Mainardi
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Aufgabe 3 (4 Zusatzpunkte): Es sei f: R® — R eine mindestens zwei mal stetig
differenzierbare Funktion. Zudem bezeichne A eine symmetrische und positiv
definite Matrix. Berechnen Sie den Gradienten und den Hesse-Operator von f
beziiglich des Skalarproduktes (x,y) = xTAy (x,y € R").

Aufgabe 4: (M,g) sei eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Beweisen Sie die bei-
den folgenden Aussagen:



(i) Ein Vektorfeld v(t) entlang einer Geodéte c¢(t) mit ¢(0) = p sei der Par-
alleltransport ldngs c(t). Wenn ¢/(0) L vo € T,M, dann gilt ¢/(t) L v(t)
fiir alle t.

(ii)) Wenn X und Y parallele Vektorfelder langs einer Kurve sind, dann gilt
g(X,Y) = const.



