1 MENGEN UND ABBILDUNGEN 1

1 Mengen und Abbildungen

Wir starten mit einigen einfithrenden Definitionen und Ergebnissen aus der Theorie
der Mengen und Abbildungen, die nicht nur Grundlage der Linearen Algebra sondern
der gesamten Mathematik sind.

Unsere Darstellung griindet auf den von G. Cantor gepriigten (sog. naiven) Mengen-
begriff.

“Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von unterscheidbaren
Objekten”

Ein solches Objekt z heifit Element der Menge M (Schreibweise: x € M; ist x nicht
Element von M, so schreiben wir x ¢ M).

Definition 1.1 Es seien A, B Mengen.

1. A heifit Teilmenge von B, falls fiir jedes x € A auch = € B gilt. (Schreibweise:
A C B).

2. A und B heiflen gleich (Schreibweise A = B), falls A C B und B C A.

3. Die Menge B\ A := {z : € Bundx ¢ A} heiit Differenz von B und A. Ist
A C B, so heit A° := Cp(A) := B\ A Komplement von A (bzgl. B).

4. Die Menge ohne Elemente heifit leere Menge (Schreibweise: ).

5. Die Menge AU B :={z: x € Aoderz € B} heifit Vereinigung von A
und B.

6. Die Menge AN B :={z:x € Aundz € B} heiit Schnitt von A und B.

Definition 1.2 Es seien A und B Mengen. Dann heif3t
Ax B:={(a,b):a€ Abe B},

also die Menge der geordneten Paare von Elementen aus A und B, das Produkt oder
die Produktmenge von A und B.

Beispiel 1.3 Ist A = {1,2} und B = {3}, so ist
Ax B ={(1,3),(2,3)}.

Man beachte, dass A x B nicht mit B x A iibereinstimmt, da (a,b) = (@,b) genau dann

gilt, wenn @ = @ und b = b.
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Satz 1.4 Es seien A1, As, A3 Mengen. Dann gilt

1. AyUAy = Ay U Ay,
AiNAy=AsN A;.

2. A1 U (AQ U A3) = (A1 U AQ) U As,
AN (A2 N A3) = (A1 N Ag) N As.
Wir schreiben deshalb auch kurz A1 U A U As.

S. AN (A2 U A3) = (A1 N AQ) U (A1 N Ag),
A U (AQ N A3) = (A1 U AQ) N (A1 U Ag)

Beweis.
1. und 2. folgen sofort aus Definition 1.2. Wir beweisen die erste Aussage von 3.

“C”: Dazu sei
xEAlﬁ(AQUAg) .

Dann ist x € A; und = € Ay U As.

1. Fall: r € A1 und z € As. Dann ist x € A1 N As, also auch
T € (Al N AQ) U (Al N A3).
2. Fall: x € A1 und = € Ag. Dann ist x € A1 N As, also auch

T € (Al ﬂAQ) U (Al ﬂA3).

Also ist in jedem Fall x € (41 N A2) N (A1 N As3).

Damit gilt A; N (A U A3) C (A1 N A2) U (41N Ajg).

“257: Umgekehrt sei x € (A1 NAz)U (A1 NA3). Dannist © € 41N Ag oder x € A; N As.
In beiden Féllen ist dann x € A; N (Az U A3). Also folgt (A1 N A2) U (A1 N As) C
A1 N (A U A3).

Die zweite Aussage von 3. als [U]. O

Satz 1.5 (Regeln von de Morgan) Es seien Ay, A2 Mengen, und es sei B eine
Menge mit Ay C B und As C B. Dann gilt

1. CB(Al UAQ) = CB(Al) N CB(AQ)

2. CB(Al ﬂAg) = CB<A1) U CB(A2>.

Beweis.
1. “C”: Esseix € Cg(A1UAy). Dannist z € Bund x ¢ AjUAy, alsox € Bund = ¢ A
sowie z € Ay. Damit ist x € Cp(A;) und =z € Cp(Asz), d. h. x € Cp(A1) N Cp(A2).
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“37: Es sel © € Cg(A1) N Cp(Asz). Dann ist z € Cg(A;) und z € Cp(Asz). Also ist
x € Bundx ¢ Aj sowiex ¢ Ay. Dannist x € Bund x ¢ AjUAg, also z € Cp(A1NAs).

2. [0]. |

Definition 1.6 Esseien X und Y Mengen. Eine Teilmenge R von X xY heifit Relation
(zwischen X und Y'). Ist speziell X =Y, so heit R Relation in X. Eine Relation R
zwischen X und Y heiit Abbildung (von X nach Y ) bzw. Funktion (von X nachY')
falls gilt:

a) Fir alle x € X existiert ein y € Y mit (z,y) € R.
und
b) Sind (z,y) € R und (z,7) € R so gilt y = 7.

Bemerkung und Definition 1.7 Ist R eine Abbildung von X und Y, so ist jedem
Wert z € X genau ein Wert f(z) mit (z, f(x)) € R zugeordnet. Wir identifizieren R
dann auch mit dieser Zuordnungsvorschrift f und schreiben f : X — Y oder x — f(x).
Weiter heit X der Definitionsbereich (von f) und

W(f)={f(z):zeX}={yeY Iz X mity= f(z)}
Wertebereich (von f). Ferner setzen wir fiir B C Y
FNB) = {z € X: f(x) € B}
(f~1(B) heiBt Urbild von B unter f) und fir A C X
FA) = {f(w) z € A} = {y €Y : Tz € Amity = f(x)}

(f(A) heifit Bild von A unter f).

Zwei Abbildungen f; : X1 — Y und fy : X2 — Y heiflen gleich falls X; = X5 und
fi(z) = fao(z) fir alle x € X1 (= X3) gilt.

Ist f: X — Y und ist Xo C X, so heifit f|x, : Xo — Y, definiert durch f|x,(z) := f(x)
fiir alle x € Xy, Finschrinkung von f auf Xg.

Satz 1.8 Es seien X,Y Mengen und f : X — Y. Dann gilt fir A;,As C X und
Bi,Ba CY

1. f(A1UAg) = f(A1) U f(A2),
2. f7YB1U By) = f~H(B1) U f}(Ba),

3. f(A1NAg) C f(A1) N f(Ay),
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4. fTUBIiNBy) = f~1(B1) N f~H(Ba).

Beweis.

1. “C”: Esseiy € f(A1UAg2). Dann existiert ein z € A;UAg mit f(z) =y. Ist x € Ay,
soist y = f(z) € f(A1) C f(A1)U f(As2). Entsprechend ist y € f(A2) C f(A1)U f(A2)
im Falle x € As.

“27”: Nach Definition gilt f(A;) C f(A1 U Az) und f(A2) C f(A1 U Ag) also f(A;) U
f(Ag) C f(A1 U Ay).

2. “C”: Essei z € f~1(By U By). Dann ist f(z) € By U B.

Ist f(z) € By, soist x € f~1(By) also auch z € f~1(B1) U f~1(Bs). Entsprechend ist
€ f7YBy) C f7UB1) U fH(By), falls f(x) € Bs.

“2”: Nach Definition gilt

f7HBy) € fH(B1UBy) und f1(Bg) C f1(B1UBy),
also f~1(B1) U f~1(B2) C f~'(B1U By).

3. Es sei y € f(A; N Ay). Dann existiert ein z € A; N Ay mit f(z) =y. Daxz € A; und
x € Ay ist, folgt y € f(Al) N f(AQ)

4. [0] O

Beispiel 1.9 Es seien

N:={1,2,3,...} = {natiirliche Zahlen}
und

Z := {ganze Zahlen} = {0,+1,£2,...} .
Weiter seien X =Y =Z und f : Z — Z definiert durch

) = { xz, falls >0

—x, falls z <0 ‘
Dann gilt W(f) = Ng := NU {0}. Weiter ist etwa
Lo oy = e, nu{-1,-2,-3,...) ) ={-n,... ,—1,1,... ,n}

und f~1({~1,-2,-3,...}) = 0 sowie f(N) = N = f(Z — {0}). Ist f : Ny — Ny
definiert durch

flz):==z (x € Ng),

S0 ist zwar f(x) = f(=) fir alle x € Ny, aber f # f. Es gilt aber Jino = f.
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Definition 1.10 Es seien X,Y Mengen. Eine Abbildung f : X — Y heifit
1. surjetiv (oder Abbildung von X aufY), falls W(f) =Y ist,

2. injektiv (oder eineindeutige Abbildung), falls fir alle y € W(f) die Menge
f~*({y}) einelementig ist (d. h. sind x1,22 € X mit f(x1) = f

xr1 = ':UQ))

(x2), so ist
3. bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel 1.11 Es seien f und fwie im B 1.9 Dann ist f weder surjektiv noch injektiv
(es gilt f~'({(n}) = {n, —n} fiir alle n € N); f ist bijektiv.

Definition 1.12 Es seien X,Y,Z Mengen und f : X — Y sowie g : Y — Z Abbil-
dungen. Dann heifit go f : X — Z, definiert durch

(go f)(x) :=g(f(x) (zeX)

Verkniipfung von g und f (oder Hintereinanderausfithrung von f und g).

Satz 1.13 Es seien X,Y,Z, U Mengen und f : X - Y,g:Y - Z und h: 2 —- U
Abbildungen. Dann gilt

ho(gof)=(heg)of.

Beweis.
Esgilt ho(gof): X - Uund (hog)o f: X — U. Weiter gilt fiir x € X

(ho(gof))(x) = h((gof)(x)) =h(g(f(z))) = (hog)(f(x)) =
= ((hog)o f)(z).

Definition 1.14 Es sei I # () eine Menge, und es seien A, Mengen fiir alle a € I. (I

nennt man dann “Indexmenge”.) Dann heifit

UAa::{ac:a:EAaﬁireinaeI}
ael

Vereinigung der Mengen A, (iiber « € I).
Weiter heifit

ﬂAa::{x:xeAafﬁralleaEI}
a€cl
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Durchschnitt der Mengen A, (iiber « € ).
Ist speziell I endlich, so kann man ohne Einschrénkung I = {1,... ,n} annehmen. Wir

schreiben dann auch

Alu...UAn:LnJAj:: U 4
j=1 je{1,...,n}
und
AN nA,=4:= (] 4.
j=1 je{1,...,n}

Oft betrachtet man auch Vereinigungen und Durchschnitte von Mengensystemen, die
nicht indiziert sind: Ist F ein System von Mengen (d. h. eine Menge von Mengen), so

setzt man

U A::U{A:AEJ’:}::{x:xEAfiireinAEf}
AeF
und

ﬂA::ﬂ{A:AEf}::{x:xEAfiiralleAef}.
AeF

Beispiel 1.15 Es sei I = N und
Ap={k/n:keZ} (neN).
Dann ist
U An=J{k/n:keZ}=Q
neN neN
wobei Q := {rationale Zahlen} und

ﬂAn:Alzz.

neN

Definition 1.16 Es sei I eine Menge und es seien A, Mengen fiir alle o € I. Dann
heifit

HAQ::{f:I—> UAa:f(a)EAaﬁiralleaEI}

acl ael

Produkt der Mengen A,,. Ist f € [] Aa, so schreiben wir auch f, := f(a) und (fo)acr
ael

fiir f. Gilt A, = A fiir alle @ € I, so setzt man Al := [] A.
acl
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Ist I endlich, so kann man ohne Einschriankung I = {1,...,n} betrachten. Dann

schreiben wir

(at,...,ap) = (aj)je{l,...,n}

und

Ay x...x A, =

Aj = H Aj
j=1 je{l,... n}
= {(a1,...,an):a; € Ajfirj=1,... ,n}.

Ein (a1,...,an) € [] A; heiit n- Tupel.

j=1
Ist Aj = Afiir j =1,... ,n, so setzen wir

An = An) = f[ A,

j=1
Beispiel 1.17 Es sei Aj = N fiir j = 1,... ,n. Dann ist
n
N”:HN:{(al,... sap) ta; € Nfirj=1,... ,n}
j=1

die Menge aller n- Tupel aus natiirlichen Zahlen.

Bemerkung und Definition 1.18 Sind X,Y Mengen und ist f : X — Y injektiv,
soist f: X — W(f) bijektiv. Wir definieren

Tly) =z (yeW(f))

wobei y = f(x). Die Abbildung f~! : W(f) — X heiBt Umkehrabbildung von f. Es
gilt dann f~lof: X — X und (f o f)(z) =z firallex € X,d. h. f~'o f =idy,
wobei idx : X — X, definiert durch

idx(z) == (xeX),

die sog. identische Abbildung auf X bezeichnet. Genauso gilt fo f~! = idyy(f). AuBer-
dem ist f=!: W(f) — X bijektiv.

2  Gruppen und Korper

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Grundbegriffen der Algebra. Dies hat
zunéchst einmal das Ziel, die “Biihne zu bereiten” fiir die Einfithrung des zentralen Be-
griffs der Linearen Algebra (nédmlich des linearen Raumes). Spéter werden wir nochmal
auf die hier dargestellten Dinge zuriickkommen.
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Definition 2.1 Es sei G # () eine Menge, und es sei o : G x G — G eine Abbildung.
Dann heifit (G, o) eine Gruppe, falls gilt

(G.1) (Assoziativgesetz):
Fiir alle a,b,c € G ist

ao(boc)=(aob)oc.

(G.2) (Existenz eine (Rechts-) Einselements bzw. neutralen Elements):
Es existiert eine e € G mit

aoe=a (a€@).

(G.3) (Existenz eines (rechts-) inversen Elements):
Fiir alle a € G existiert ein b € G mit

aob=c¢e.

Ferner heifit (G, o) abelsche (oder kommutative) Gruppe, falls zudem gilt

(G.4) (Kommutativgesetz): Fiir alle a,b € G gilt

aob="boa.

Satz 2.2 Es sei (G,o) eine Gruppe. Dann gilt:

1. Es existiert nur ein e € G mit aoe = a fir alle a € G und dieses erfillt dann

auch eoa = a fir alle a € G.

2. Zu jedem a € G existiert nur ein b € G mit a o b = e und dieses b erfillt auch

boa=-e. Wir setzen

Beweis.

a) Wir zeigen zunéchst die letzte Aussage. Dazu sei a € G gegeben. Weiter sei b ein
nach (G.3) existierendes rechtsinverses Element zu a (bzgl. e).

Dann gilt

bo(aob)=boe=b.
Ist ¢ ein rechtsinverses Element zu b, d. h. bo ¢ = e, so folgt

e = boc:(bo(aob))oc(}:'1 (boa)o(boc) =

= (boa)oeG:'2boa.
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Also ist b auch, “linksinverses Element” zu a.

B) Es sei a € G. Dann gilt mit «)
eoa = (aob)oa(;z'lao(boa) —aoePaq.
Also ist e auch ein “Linkseinselement”.

v) Ist € ein weiteres Rechtseinselement, d. h. ist a o € = a fiir alle a € G, so ist
insbesondere e o € = e. Also folgt

=

e=eo€e=¢.

§) Es sei nun b € G ein weiteres rechtsinverses Element zu a (neben b aus Aussage 2.).

Dann gilt a o b = e und damit

@)

p) & (boa)ogzeoi)

bGz'zboe:bo(aob)

=

b,
d.h.b=b o,

Beispiel 2.3 Es sei M # () eine Menge, und es sei
S(M):={f: M — M, f bijektiv}

sowie o wie in Definition 1.12 (Hintereinanderausfithrung). Dann ist (S(M), o) eine
Gruppe

(Denn: Mit f,g € S(M) ist auch fog € S(M) ([U]); Axiom (G.1) folgt aus Satz
1.13; das neutrale Element e ist offenbar e = idy; und (G.3) folgt aus B/D 1.18, da
W(f)= M fir alle f € S(M)).

Die Funktionen f € S(M) heiflen Permutationen (von M) und (S(M),o) heiit Per-
mutationsgruppe (von M ).

Ist speziell M = {1,... ,n} fiir ein n € N, so heif}t
Sn=S({1,...,n})

symmetrische Gruppe von Grad n. Ein f € S, schreibt man oft in der Form

f:< 1 2 3 ... =n >
F) F2) fB) ... f) )

Man kann leicht zeigen ([U]): Sy, S2 sind abelsch, S,, ist fiir n > 3 nicht abelsch; fiir
n = 3 betrachte man etwa

1 2 3 1 2 3
f= und g = .
2 31 3 2 1
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Definition 2.4 Gegeben seien eine Menge K mit mindestens zwei Elementen und
zwei Abbildungen + : K x K — K (+ heifit Addition) und - : K x K — K (- heifit
Multiplikation). Dann heifit (K, +,-) ein Kdrper, falls gilt

(A) (K,+) ist eine abelsche Gruppe (wobei das neutrale Element mit 0 bezeichnet
wird).

(M) (K\{0}, ") ist eine abelsche Gruppe (wobei das neutrale Element mit 1 bezeichnet
wird).

(D) (Distributivgesetze):
Fiir alle a,b,c € K gilt

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) und (a+b)-c=(a-c)+(b-c).

Fiir a,b,¢,d € K schreiben wir kurz ab statt a - b und ab + cd statt (ab) + (ed)
(Punktrechnung vor Strichrechung).

Ist a € K, so schreiben wir —a fiir das inverse Element bzgl. +. Auflerdem setzen
wir b — a := b+ (—a) fiir a,b € K und b/a :=b-a~! fir b € K,a € K\ {0},
wobei a~! das inverse Element von a bzgl. - bezeichnet.

Satz 2.5 Es sei (K,+,-) ein Korper. Dann gilt

1. Fiir alle a € K gilt a-0 = 0-a = 0. (Hieraus folgt insbesondere auch, dafl
a(be) = (ab)e und ab = ba sowie al = a fir alle a,b,c € K gilt.)

2. Sinda,be K mita-b=0, soista=0 oder b=0.
3. Fiir alle a,b € K gilt —(ab) = (—a)b = a(—b) (wir schreiben dann: —ab).
Beweis.
1. Es sei a € K. Dann gilt
a0 = a(0+0) = a0 + a0
und damit
0 =a0 — (a0) = (a0 + a0) — (a0) = a0 + (a0 — (a0)) = a0 .

Entsprechend sieht man, dass 0a = 0 gilt.
2. Es seien a,b € K mit a-b = 0. Ist b = 0, so sind wir fertig. Ist b #£ 0, so folgt mit 1.

a=al=a(b/b)=(ab)/b=0/b=0,
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Beispiel 2.6 1. Wir betrachten Q := {p/q : p € Z, ¢ € N} mit der iiblichen
Addition + und Multiplikation -. Dann ist (Q, +,-) ein Korper.(— Analysis)

2. Gleiches gilt fiir (R, +,-) wobei R = {reelle Zahlen}. (— Analysis)
3. Gleiches gilt fiir (C,+,-) wobei C = {komplexe Zahlen} . (— Analysis)

4. Es sei K = {0, 1} mit folgender Addition und Multiplikation

+ 1011 101
0101 01010
0 11011

(dh0+0=14+1=0,140=0+1=1,0-0=0-1=1-0=0,1-1=1).
Dann ist (K, +,-) ein Kérper (der sog. Bindrkorper) ([U]).
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3 Die Definition linearer Riume

Einen der zentralen Punkte der Linearen Algebra stellt die Theorie linearer Glei-
chungssysteme dar. Bevor wir darauf zu sprechen kommen wollen wir eine geeignete
“Sprache” hierfiir entwickeln. Ausgangspunkt und Mittelpunkt zugleich ist der Begriff
des linearen Raumes (oder Vektorraumes).

Definition 3.1 Es seien K = (K, +,) ein Korper und V # () eine Menge. Ferner
seien zwei Abbildungen + : V x V. — V (genannt Addition) und - : K x V — V
(genannt Skalarmultiplikation) gegeben. Dann heifit V' = (V,+,+) ein linearer Raum
(iiber K ) bzw. Vektorraum iber K bzw. K -Vektorraum, falls gilt:

(AV) (V,+) ist eine abelsche Gruppe. (Das neutrale Element wird dabei wieder mit 0
(oder Oy) und das inverse Element von = € V wieder mit —z bezeichnet.)

(M1) Fiir alle A\, p € K und alle x € V' gilt
Ar(prz)=A-p) .
(M2) Ist 1 das neutrale Element von (K \ {0}, ), so gilt fiir alle z € V
l-z=x.

(D1) Fiir alle A € K und alle z,y € V gilt

A(z4+y)=Az+Ay.
(D2) Fiir alle A, p € K und alle x € V gilt

A+p)-z=X-z+p-x.

Die Elemente von V heiflen hierbei Vektoren und die Elemente aus K heiflen Skalare.
Man beachte, dass Addition und Multiplikation sowohl in K als auch in V mit “4+” und
“.” bezeichnet werden, obwohl es sich um verschiedene Operationen handelt! Auflerdem
schreiben wir wieder kurz Az statt A - x.

Wir stellen zunéchst einige Rechenregeln zusammen, die sich aus D 3.1 ergeben.

Satz 3.2 FEs sei V' ein linearer Raum iber K. Dann gilt
1. Firallex e V, A € K ist 0x =0 und A0 = 0.
2. Sind € K undx €V so, dass A-x =0, so folgt A =0 oder x = 0.

3. Fiir alle A € K und xz € V ist —(A\x) = AM—z) = (=A)z(=: —Az).
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Beweis.
Es seien z € V und )\ € K gegeben.
1. Nach (D2) und (D1) gilt

0z + 0x = (04 0)z = Oz

und
A0+ X0 =A0+0)=X0.
Also folgt
0 =0x — (0z) = (0x + 0x) — (0z) = 0z + (0z — (0z)) = Ox
und

0= A0 — (A0) = (A0 + A0) — (AD) = AD + (A0 — (A0)) = AO .

2. Es gelte Az = 0. Ist A = 0, so sind wir fertig. Es sei also A # 0. Dann gilt nach 1.
und (M2), (M1)

r=1-z= (%A)azz%()@)z%-():().
3. Nach 1. und (D2) bzw. (D1) gilt
0=0z= A+ (-N)z= X+ (-Nzx
und
0=X0=X\Nz+ (—2)) =Xz + \(—x) .
Da das inverse Element bzgl. 4+ eindeutig bestimmt ist, gilt also

—(A\z) = (=AN)x = A(—=x) .

Beispiel 3.3 1. Es sei K ein Korper. Dann ist fiir n € N
K™= KWomh = {2y, .. ap) rje Kfirj=1,...,n}
mit + : K" x K™ — K" definiert durch
r4+y=(r1, ..., 2n)+ W1, Yn) = (1 +Y1,--- , Tn + Yn)
firz = (x1,...,2n),y = (Y1,... yyn) € K" und - : K x K™ — K", definiert durch
Ax=A(x1,...,21):= (Az1,... , Azp)

fir z = (x1,... ,2,) € K™ und A € K, ein linearer Raum iiber dem Korper K.
(Denn:
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1. Behauptung: (AV) gilt, d. h. (K™, +) ist eine abelsche Gruppe.
(G.1) : Es seien z,y, z € K". Dann gilt

(x4+y)+z = (1, ,20)+ W1,y yn)] + (21,0, 20) =

[
(T14+ Y1y T+ Yn) + (21,... ,2n) =
= ((z1+y1)+ 21, (Tn+Yn) + 21)
(x1+ (y14+21)s- - 20+ (Yn + 2n))
(@1, wn) F [, syn) + (21, z)l =2+ (¥ + 2)

(G4): Es seien = (z1,... ,2n),y = (Y1,... ,yn) € K™. Dann gilt
r+y=@1+y,..  Tntyn) =W+ Yn T T) =Y+,
(G2): Mit 0 := 0y := (0,...0) € K™ gilt fiir alle z = (z1,... ,2,) € X
r+0=(z1,...,2,) +(0,...,0) = (1 +0,... , 2, +0) = (z1,... ,2,) =z
(G3): Es sei x = (x1,...,x,) € K™ Dann gilt fir y := (—z1,...,—x,) € K"
r+y=(z1,...20) + (—x1,... ,—xp) = (v1 —21,... ,Tn — ) = (0,...,0) =0.

2. Behauptung: (M1) gilt. Dazu seien A\, p € K und = = (z1,... ,z,) € K". Dann
gilt

A(p-z) = A (par,... pan) = (Mpz), ... Apzn)) =
= ((A/‘)xl? " (A/‘)xn) = (A/‘)(xla cee vxn) .

3. Behauptung: (M2) gilt. Es sei = (x1,...,2,) € K. Dann gilt
lrx=1-(x1,...,2p) = (Qzy,... , 1xy) = (T1,... ,2p) .
4. Behauptung: (D1) gilt. Es seien A € K und z,y € K". Dann gilt

Me+y) = M@, z0)+ Wy un) =M1+ Y1, Tn +Ypn) =
= (Mzr4y1)s- s AN+ Yn) = (Az1 + Ay, ..., AZp + Ayp) =
= Mz, xn) F AW, s Yn) = AT+ Ay

5. Behauptung: (D2) gilt. Beweis analog zu 4.)

Insbesondere ergibt sich damit zusammen mit B. 2.6:

a) Q" = (Q",+,-) ist linearer Raum iiber Q,
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b) R" = (R", +, ) ist linearer Raum iiber R,
c) C" = (C",+,) ist linearer Raum iiber C.

Da weiter aus D. 2.1 sofort folgt, dass ein linearer Raum iiber K auch ein linearer
Raum iiber K fiir jeden Korper K C K ist, ist damit auch R" linearer Raum iiber Q

und C” linearer Raum iiber R und Q.

Veranschaulichung im Falle R2:
x = (z1,72),y = (y1,52) €ERL AR

2. Es sei X # 0 eine Menge und K ein Kérper. Wir definieren fiir f,g € KX und
AeK

(f+9)(z) = f(z)+g(z)

(xeX).
@) = A flz)

Dann ist (KX, +,-) ein linearer Raum iiber K.

(Beweis wie oben im Spezialfall X = {1,... ,n}.)
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4 Unterriaume

Wir betrachten jetzt bestimmte Teilmengen von linearen Rdumen.

Definition 4.1 Es sei V ein linearer Raum iiber K, und es sei U C V nichtleer. Dann
heiBt U (linearer) Unterraum (oder (linearer) Teilraum oder Untervektorraum) von V,
falls (U, +|uxv » |k x) ein linearer Raum ist. Wir schreiben dann wieder + fiir + ¢,/
und - fiir - gy

AuBerst niitzlich zum Nachweis der Unterraum-Eigenschaft ist.

Satz 4.2 Es secien V ein linearer Raum iiber K und U C V nichtleer. Dann gilt: U

ist Unterraum von V genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:
a) Fir alle z,y e U istx+y € U,

b) Firale e K,z €U ist \x €U.

Beweis.

Die Bedingungen a) und b) bedeuten gerade, dass +yxy : U x U — U und gy :
K x U — U gilt, d. h. Addition und Skalarmultiplikation fithren nicht aus U heraus.
1. ,=% :Ist U C V ein Unterraum, so gelten a) und b) nach D.4.1 und D.3.1.

2. ,<* : Nach D.3.1 gelten (G 1) und (G 4) fiir die Addition sowie (M 1), (M 2) und
(D 1), (D 2) auch in U. Es bleiben noch (G 2) und (G 3) aus (AV) zu zeigen.

Ist y € U, so gilt 0 =0-y € U nach S.3.2.1. und b) , also ist 0 € U neutrales Element
bzgl. +. Ist x € U, so ist —z = —(1x) = (—1)z € U nach S.3.2.3. und b). Klar ist
dann x 4 (—x) = 0, also existiert zu x ein inverses Element bzgl. +. )

Beispiel 4.3 1. Ist V' ein beliebiger linearer Raum iiber K, so sind U = V und
U = {0} Unterrdume von V. Der Raum {0} heifit Nullraum (von V).
2. Essei V=R" und a = (ay,...,a,) € R" fest. Dann ist

Uy = {(x1,... ,2,) ER™: Zakl‘k =0}
k=1

ein Unterraum von R™.
(Denn: Sind x,y € U, und ist A € R, so gilt

n n n
Zak(ivk + k) = Zakwk + Zakyk =0+0=0
=1 =1 =1
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und

ak()\acj) = )\Zakxk =X0=0.
k=1 k=1

Nach S.4.2 ist U ein Unterraum von R™.)
3. Es sei V = RE(= {f : R — R}). Wir betrachten fiir n € Ng und ao, ... ,a, € R die
Funktion P: R — R (d. h. P € V) mit

n
= Z a,x” (x €R).
v=0

Eine solche Funktion heifit Polynomfunktion (in R) oder kurz Polynom (in R). Weiter

setzen wir
IT :=Ilg := {Polynome inR} .

Dann ist IT ein Unterraum von R
(Denn: Sind P,@ € IT und ist A € R so existieren a, ... ,a, € R und by,... b, € R
mit

= zn:a,,a:” und Q(x Zb,,w (x € R).
v=0

Ohne Einschrinkung sei n > m. Dann gilt fiir alle z € R

(P+Q)(x Za,,x +Zb,,:v —Zay+by)a:”
v=0

wobei b, := 0 fiir v = m+ 1,... ,n im Falle m < n gesetzt ist. Also ist P + Q ein
Polynom in R. Weiter gilt

= )\Zal,x = Z Aay)z”
v=0

d. h. AP ist ein Polynom in R. Nach S.4.2 ist II ein Unterraum von R¥.)
Polynome in C sind genau wie oben definiert indem man iiberall R durch C ersetzt

(fiir die Variable schreibt man dann iiblicherweise z statt ). Dann ist
IT := IlI¢ := {Polynome in C}

ein Unterraum von CC.

Satz 4.4 Ist F # 0 ein System von Unterriumen eines linearen Raumes V iber K,

soist U:= (| W ein Unterraum von V.
WeF
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Beweis.

Zunéchst ist 0 € W fiir alle W € F, also 0 € U. Es seien x,y € U und A € K gegeben.
Dann gilt z,y € W fiir alle W € F, also nach S.4.2 auch x +y € W und Ax € W fiir
alle W € F. Dies bedeutet wiederum =z +y € U und Az € U. Nach S.4.2 ist U ein
Unterraum von V. O

Der Satz besagt, dass jeder Durchschnitt von Unterrdumen wieder ein Unterraum ist.
Wie man leicht sieht, ist i. a. die Vereinigung von Unterrdumen kein Unterraum. Wir
werden nun einer beliebigen Teilmenge M C V einen “kleinsten” Unterraum zuordnen,
der M enthilt.

Definition 4.5 Essei M eine Teilmenge eines linearen Raumes V {iber K. Dann heifit
mit F := Fpyg :={U : U Unterraum von V, U D M}

< M > (:=span (M) := lin span (M) := LH(M)) := ﬂ U
UeF

die lineare Hiille von M.
2. Sind Uy, ... ,U, Unterrdume von V', so heifit

n n
ZU]' =< UUj >
j=1 j=1

n
Summe der Uy, ... ,Uy. Gilt zusétzlich U;N Y U, = {0} fiir alle j = 1,... ,n, so heifit
k=1

k#j

Pu;=> v
j=1 j=1

direkte Summe der Uq,... ,U,.

Bemerkung 4.6 Da V D M ein Unterraum von V ist, wird der Durchschnitt in der
D.4.5 stets tiber eine nichtleere Menge gebildet. Weiter gilt nach S.4.4, dass < M > ein
n n

Unterraum von V ist. Damit sind auch ) U; und @ U; Unterrdume von V. Ausser-
j=1 j=1

dem folgt aus der Definition sofort, dass fiir jeden Unterraum U D M gilt U OD< M >

(d. h. < M > ist der “kleinste” Unterraum, der M enthilt). Schlielich sei bemerkt,

dass Uy + Us = Uy @ Us genau dann gilt, wenn Uy N Uy = {0} ist.

Unser Ziel ist es nun, eine “explizitere” Darstellung fiir < M > bzw. ) U; zu finden.
Jj=1
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Definition 4.7 Es sei V ein linearer Raum tiber K. Sind z1,... ,z, € V, so heifit
x € V eine Linearkombination der Vektoren x1, ... ,z,, falls A\1,... , \, € K existieren
mit

n
xr = E Ajl‘j .
Jj=1

Satz 4.8 Es sei V' ein linearer Raum tiber K. Dann gilt
1. Ist M CV,M # 0, so ist x €< M > genau dann, wenn einn € N und z1,... ,z, €
M sowie A\1,...,\, € K existieren mit

n
xr = E )\jﬂij
j=1

(d. h. < M >= {Linearkombinationen aus Vektoren aus M} ).
n
2. Sind Uy,... U, Unterrdaume von V, so ist x € Y U; genau dann, wenn u; €
j=1
Uj (j=1,...,n) existieren mit

n
xr = E Uj.
Jj=1

n n

Weiter gilt: die Summe ist direkt, d. h. Y U; = @ U;, genau dann, wenn diese
j=1 j=1

Darstellung fiir jedes x € Z?:l U; eindeutig ist (d. h. sindu; € U; (j =1,...,n) mit

n
x= > Uj, sogiltu;=1a; firj=1,... ,n).
=1

J

Beweis.
1. Es sei

U:={> Naj: x1,... .50 € M, M,... A € K, n €N},
j=1

Dann ist zu zeigen: < M >=U.

“C”: Wir zeigen < M >C U. Da M C U ist, geniigt es nach B.4.6 zu zeigen, dass U
ein Unterraum von V ist.

Es seien also z,y € U und A € K gegeben. Dann existieren z1,... ,2, € M, A1,... , Ay €
K mit

n
xr = E )\jZL‘j
Jj=1

und Tpi1,--- 5 Tm € M, Apg1, .. 5 Ay € K mit

Yy = Z )\jZCj.

j=n+1
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Also gilt

n m m
x—i—y:Z/\jxj—i- Z )\jijZ/\ja}jEU
j=1 j=n+1 j=1

und

n

A= X) Na; =Y (A eU.
j=1

i=1

Nach S.4.2 ist U ein Unterraum von V.

“D”: Es sei x € U. Dann existieren x1,... ,z, € M, A1,... , Ay € K mit x = i Aj;j.
Da{z1,... ,x,} C M C< M > gilt, und da < M > ein Unterraum von V' ist,];s}c auch
T = f:)\j:cj eE<M >.

2. Eé:szai

UZZ{ZUj:UjEUjfﬁI'j:L--- 7”}'
j=1

Dann ist zu zeigen:)_7_, U; = U.

n
“C”: Wir zeigen ) U; C U. Dazu gentigt es nach B.4.6 zu zeigen: U ist ein Unterraum

=1
von V' (man beaéhte, dass nach Definition U; C U fir j =1,... ,n gilt ).
Es seien also z,y € U und A € K gegeben. Dann existieren u;,v; € U; fir j =1,... ,n
mit
n n
x:Zuj und y:Zvj.

j=1 J=1

Also gilt

n

x+y:Z(uj+vj)€U
j=1

(da u; +v; € Uj fiir j =1,... ,n) und

o= lu; €U
j=1

(da Auj € Uj fiir j =1,... ,n). Nach S.4.2 ist U ein Unterraum von V.
“D”: Wir zeigen Z?:1 UjoU.
Dazu sei z € U. Dann gilt » = 377, u; fiir gewisse u; € U;j(j = 1,...,n). Da

n n n n
{ui,...,upn} € JU; c< Y Uj >= > Uj gilt, und da ) U; ein Unterraum von V/
j=1 j=1 j=1 j=1

n n
ist, gilt auch > u; € > Uj.
: ~

Jj=1 J
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n n
3. ,=>“Esseix =) u; =) u;, wobei uj,u; € U; fur j =1,... ,n. Dann gilt
Jj=1 Jj=1

n

OZZ(UJ' —’l]j) .

j=1

Es sei j € {1,...,n}. Dann gilt nach 2.

n n
Upsa;—uj=Y up—ix €Y U,
k=1 k=1
ki ki
also ist @; —u; = 0 nach D.4.5, d. h. u; = ;. Da j € {1,... ,n} beliebig war, folgt die
Behauptung.

»<=“:[U]. O

Bemerkung 4.9 Ein besonderer einfacher und wichtiger Spezialfall ist gegeben durch
M ={zy,...,2,} CV (d. h. M ist endlich). Dann ist

n
< Tyeen Tp >i=< {X1,... , 20} >={Z)\jxj:)\j€Kﬁirj:1,...,n}.
7j=1

Beispiel 4.10 1. Es sei V = R? und z; = (1,0), 22 = (1,1),z3 = (0,1) € R%

Dann gilt
Uy =<z1> = {M1:AeR}={(10):AeR}
Up=<z9> = {Ara: AeR}={(\,N):AeR}
Us=<x3> = {dag: AeR}={(0,)): \eR}
<xp,my > = {\z1 4 Az A, Ay € R} = R?
= < x1,r3 >=<T2,T3 > .
Weiter ist

Uy + Uy =< U1 UUs >=R* = Uy + U3 = Uy + Us
und Uy NUy = {0} = U1 NU3 = Uy N Us, also
UoUs=U,0Us =Uy ® Uz = R?
Aber: Uy N (Us + Us) = Uy NR2 = U # {0}, d. h.
R2=Uy+Uy+Us,

aber die Summe ist nicht direkt.
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2. Es sei Il =Il¢ (oder IIg) wie in B.4.3. Dann gilt
=1,

wobei
n
Hg = {Zayzmj:a,, eCrv=1,... ,n;nEN}
v=0
und

I, = {Zb’/’z2y+1:bl’€(cvy:17--- 7m;mEN}'

v=0

I1, ist die Menge der “geraden” und II, die Menge der “ungeraden” Polynome.
(Denn: Man sieht leicht, dass II; und II, Unterrdume sind, und dass I, + II, = II
gilt. Es sei P € II, NII,. Dann gilt mit gewissen a, € C fir v =0,... ,nund b, € C

firv=0,...,m

n m
P(z) = ZaVZQV = E:bl,zz”'H .
v=0 v=0

Dann gilt fiir alle z € C

P(z) = ZaVZQ” = Zay(—1)2”z2” = P(—2)
v=0 v=0

und
P(Z) — Z bVZQV—H — _ Zay(_1)2l/+122y+1 — —P(—Z)
v=0 v=0

also 2P(z) = 0 und damit P(z) = 0. Folglich ist P = 0Or.)

Definition 4.11 Es sei V ein linearer Raum iiber K.

1. Ist I # () so nennen wir ein (24)acr € V! eine Familie in V. Die Familie (24)acr
heifit endlich, falls I endlich ist.

Ist J C I,J # 0, so heiBt (z4)acs eine Teilfamilie von (x4)acr-

2. Eine Familie (24 )qer in V heiit Erzeugendensystem von V', falls

<xo:a€l>=V

(wobel < 2o :av€ I >=<{xq:a€l}>).

3. Der Raum V heifit endlich erzeugt (oder endlich-dimensional), falls ein endliches
Erzeugendensystem von V existiert, d. h. falls Vektoren x1,...,x, € V existieren
mit < z1,...,z, >= V. Anderenfalls heilt V' unendlich erzeugt (oder unendlich-

dimensional).
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Beispiel 4.12 1. Es seien n € N und K ein Koérper. Dann ist V = K" endlich-
dimensional. Es gilt ndmlich etwa

K'"=<ey,...,ep >
wobei e; = ((5]'1,“_75]'”) € K™ mit
1, fallsj =k
5jk = s
0, sonst

d. h.e; =(1,0,...,0), e2 =(0,1,0,...,0),... ,e, = (0,...,0,1).

(Beachte: Ist x = (A1,...,\,) € K™, so gilt z = 2?21 Aje;j.)

2. Der Raum II aus B.4.3.3 ist nicht endlich-dimensional.

(Denn: Angenommen es existieren Polynome P, ... , P, mit P; # 0und < Py, ..., P, >=
II. Dann ist

mj
Pi(z) = a2
j=1

fir gewisse aj, € C (oder R) und gwisse my, ... ,m, € Ny. Wir setzen
N := max{mi,... ,m,} (€ Ny) .
Dann existieren Aq,..., A\, € C mit

n N
2V = Z)\]Pj(z) =: Zal,z” )
j=1 v=0

N
Fiir z # 0 folgt 1 = Y a,2”-~-1 und fiir |z| > max{1l, N - max |a,|} ergibt sich
v=0 0<v<N

N N N
_ 1
1= \ZGV/ZNH < Z‘GV‘W < ZWVV’Z‘ <1,
0 0 0

also ein Widerspruch.)

5 Lineare Unabhingigkeit, Basis und Dimensionen

Wir starten mit einem weiteren zentralen Begriff der Linearen Algebra.

Definition 5.1 Es sei V ein linearer Raum iiber K.
1. Sind z1,...,2, € V, so heiit (x1,...,x,) linear abhdngig, falls \1,... , \, € K
existieren mit \; # 0 fiir ein j € {1,... ,n} und

n
Z )\jCCj =0.
7=0



5 LINEARE UNABHANGIGKEIT, BASIS UND DIMENSIONEN 24

Anderenfalls heifit (z1,... ,x,) linear unabhéngig.
Man sagt auch “x1,...,x, sind linear abhéngig” bzw. “ri,...,z, sind linear un-
abhéngig”.

2. Eine Familie (24)aer in V heifit linear unabhdngig, falls jede endliche Teilfamilie
linear unabhéngig ist.

Bemerkung 5.2 1. Aus D.5.1 ergibt sich sofort, dass z1,...,x, € V linear un-
abhingig genau dann sind, wenn gilt: Sind Aq,... , A, € K mit

Zn: ANjxj =0,
j=0

soist Ay =...= A, =0.

2. Ein Element x € V ist linear unabhéingig genau dann, wenn = # 0 ist.

3. Ist n > 2, so sind z1,...,z, € V genau dann linear abhingig, wenn ein jp €
{1,...,n}und p; € K (j €{l,...,n}\ {jo}) existieren mit

n
Ljo = Z HjZj -
=1
J#30
(Denn: “=" : Sind 1, . .. , zy linear abhéngig, so existieren Ay,... , A\, € K mit A\j; # 0
n
fir ein jo € {1,... ,n} und 0 = > A;jz;. Also folgt
j=1

n
“<”: Ist umgekehrt x;, = > pjz; fir ein jo € {1,...,n} und p; € K (5 €
j=1

J#30

{1,...,n}\ {Jo}), so ist mit A\; := p; (§ # jo) und Aj, := —1

0= Z )\j!L‘j )
j=1

Beispiel 5.3 1. Es sei V = K™. Dann sind ey, ... , e, linear unabhéngig in K™.
(Denn: Sind Ag, ..., A\, € K mit

(0,...,0)=0=>"Xej =(A1,... ., An)
j=1

sogilt \;j=0firj=1,...,n.)
2. Es sei V = 1II und fiir n € Ny sei F,, € 1I definiert durch

E,(z)=2" (z€C).
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Dann ist (Ey, ... , Ey,) linear unabhéngig in II fiir alle n € Nj.
(Denn: Es seien Ay, ... , A\, € C mit

0= Z)\jzj = Z)‘J'Ej(z) (Z S C) .
=0 =0

Angenommen, es existiert ein j € {0,...,n} mit A; # 0. Wir setzen dann
m :=max{j € {0,... ,n}: A\ #0} .
Ist m =0, so ist 0 = Ay # 0, also Widerspruch. Ist m > 0, so folgt
m—1 s .
zm:Z<—ﬁ>z3 (z€C).
7=0
Dies fiihrt auf den gleichen Widerspruch wie in B.4.12).

Hieraus folgt auch, dass (Ej)nen, linear unabhéngig in II ist. AuBerdem gilt offenbar
II=<F,:neNy>.

Satz 5.4 Es sei V' ein linearer Raum tiber K und es seien x1,... ,x, € V. Dann sind
aquivalent:

a) x1,...,xy sind linear unabhdngig.

b) Zu jedem x €< x1,...,T, > ezistieren eindeutig bestimmte A1,... , A\, € K (d. h.
es existiert genau ein (A1,...,A\,) € K™) mit

n
Tr = E )\jxj .
J=1

Beweis.
1.a) = b): Es sei z €< x1,... ,x, >. Dann existieren Ay,... ,\, € K mit

n
Tr = E /\ja:j .
j=1

n
Essei . = ) pjx; mit g, ..., puy, € K. Dann ist
j=1

n

0=2 (N —ua;.

j=1
Da x1,... ,x, linear unabhingig sind, folgt A; —p; = 0,d. h. \; = p; fir j =1,... ,n.
2.b) = a): Angenommen 71, . .. , T, sind linear abhéngig. Dann existiert ein (A1,... ,A,) €

n
K™\ {0} mit 0= > Ajx;. Also lasst sich 0 darstellen als
j=1

n n
0= Z)\jl’j = ZOxj
7=1 7=1

im Widerspruch zu b). O
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Definition 5.5 Es sei V ein linearer Raum iiber K. Eine Familie (z4)qer in V' heifit
(algebraische) Basis von V| falls (z4)aer ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem
von V ist. Fiir V= {0} bezeichnen wir ) als Basis

Wir werden uns im folgenden i. w. auf die Untersuchung endlich-dimensionaler linearer
RAume beschrinken. Algebraische Basen spielen in unendlich-dimensionalen Rdumen

i. a. keine so wichtige Rolle.

Bemerkung 5.6 Aus S.5.4 folgt sofort: Sind x1,... ,x, € V, so sind dquivalent:
a) (r1,...,x,) ist eine Basis von V.

n
b) Jedes x € V besitzt genau eine Darstellung = > A\jz; mit A\1,... , A\, € K.
j=1

Beispiel 5.7 Essei V = K™, wobei K ein Korper ist (vgl. B.4.12). Dannist (eq,... ,ey)
eine Basis von K" (B.4.12 und B.5.3). Diese Basis nennen wir im folgenden Standard-

basis oder kanonische Basis von K™.

Dieses “Standardbeispiel” zeigt, dass in K" eine Basis aus n Elementen existiert. Wir

wollen uns nun allgemeiner folgenden Fragen zuwenden:
1. Existiert in jedem (endlich-dimensionalen) linearen Raum eine Basis?

2. Haben je 2 Basen eines (endlich-dimensionalen) linearen Raumes die gleiche Anzahl

von Elementen?

Wir beweisen zunéichst den

Satz 5.8 (Basisauswahlsatz) Es seien V # {0} ein linearer Raum iber K und

(x1,...,2m) ein endliches Erzeugendensystem von V. Dann existiert eine Teilfamilie
von (T1,...,Tm), die eine Basis von V ist.

Beweis.

Wir setzen

J={je{l,... m}iz;&<zi,...,zj_1 >}

(mit < x1,...,20 >:=< 0 >= {0}).
1. Wir zeigen < z; : j € J >= V. Angenommen, < z; : j € J ># V. Dann existiert
wegen < i,...,T, >=Veink € {1,... ,m}\J mit x5, €< x; : j € J > (sonst wiirde

gelten {z1,... ,z,} C<xj:j€J > alsoauch V=<ux,... 2, >C<xj:j€J>).
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Wir setzen ko := min{k € {1,... , m}\J:ap €< z; :jeJ>He{l,... ,m}\J).
Dann ist < 21,...,Tk,-1 >C< z; : j € J >, also xp, €< x1,...,2k,-1 >. Nach
Definition ist also kg € J. Widerspruch!

2. Wir zeigen (z;) e ist linear unabhéngig. Angenommen nicht. Dann existieren \; €
K (je€J),\j#0 fiir ein j, mit 0 = > A\jz;. Fiir jo := max{j : A\; # 0} gilt

jeJ
Aj
Tjo = Z —/\— Tj; €< Ty .., Tjg_q >
jeJ J0
J<Jo
im Widerspruch zur Definition von J. a

Satz 5.9 Es sei V ein endlich-dimensionaler linearer Raum iiber K. Dann existiert

eine (endliche) Basis von V.

Beweis.
Da V (ohne Einschriankung # {0}) endlich-dimensional ist, existiert ein endliches Er-
zeugendensystem von V. Nach S.5.8 existiert damit auch eine endliche Basis von V. O

Die Aussage von S.5.9 bleibt auch fiir beliebige lineare Rdume richtig. Der Beweis
basiert auf einer Anwendung des Auswahlaxioms, worauf wir nicht weiter eingehen
wollen.

Wir wenden uns der zweiten der oben angesprochenen Fragen zu. Dazu beweisen wir

zunéchst folgendes Hilfsresultat.

Satz 5.10 Es sei V ein linearer Raum tber K, und es sei (xy,...,x,) eine Ba-
n

sis von V. Ist & = Y Njxj € V. mit Ay # 0 fir ein k € {1,...,n}, so ist auch
j=1

(T1y+ v yTk—1, T, Tht1,--. ,Tyn) €ine Basis von V.

Beweis.

1. Wir zeigen: Fiir M = {z1,...,zpn, 2} \ {xk} gilt < M >=V.Dazuseiy € V

gegeben. Dann existieren p1,...,pu, € K mit y = Z pixi. Wegen A\, # 0 ist x5, =
=

/\L > )\—’ und daher
i

[,
Eal

n
y = Zuﬂg Zuk jJrZij’Uj
J#k ;;llﬂ

Mk Y
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also y €< M >. Da y € V beliebig war, ist < M >= V.
2. Es seien pi,..., pn € K mit

0 :,ukx—l—Zujmj .
J#k

n
Dann gilt mit z = ) \jz;
j=1

Pk ARTE + Z(Mk)\j + pj)r; =0
i#k
Da z1,...,x, linear unabhingig sind, folgt pupAr = 0 und ppA; + p; = 0 fiir j =
1,...,n,j # k. Mit \; # 0 ergibt sich py, = 0, also auch p; = 0 fiir alle j € {1,... ,n}.
O

Hiermit gilt der zentrale

Satz 5.11 (Steinitz’scher Austauschsatz) EsseiV # {0} ein linearer Raum tber

K, und es sei (x1,... ,xy) eine Basis von' V. Ferner sei (y1, ... ,Ym) linear unabhdngig
in V. Dann ist m < n, und es existieren n —m Elemente aus {x1,... ,x,}, die zusam-
men mit yi,...,Ym eine Basis bilden, d. h. es existieren ji,...,Jn-m € {1,...,n}
50, dass (Y1, s Ym,Tjs---Zj,_,.) eine Basis von V ist, oder es ist n = m und
(Y1,. .. ,Ym) ist eine Basis von V.

Beweis.

Wir zeigen folgende Aussage A,, fiir alle m € N.

(A,,): Existiert eine linear unabhéngige Familie (y1,...,%mn) in V, so ist m < n.
AuBerdem existieren im Falle m < n zu jeder solchen Familie j1,... ,jp—m € {1,... ,n}
so, dass (Y1,... s Ym,Tjys.-. ,Zj,_,.) eine Basis von V bildet, und im Falle m = n ist
(y1,... ,Ym) eine Basis von V.

n
1. Induktionsanfang: Fiir m = 1 ist natiirlich m < n. Ist y # 0, so gilt y = > A\jz;
i=1

‘]7
mit Ag # 0 fiir ein k € {1,... ,n}. Dannist (y,x1,... ,Zk—1,Tk+1,--- ,Tn) Nach S.5.10
eine Basis von V.
2. Induktionsschritt von m auf m+ 1: (A,,) gelte fiir ein m € N. Zu zeigen ist: (Ap+1)

gilt.
Existiert keine Familie (y1, ... ,¥Ym+1) in V, die linear unabhéngig ist, so ist nichts zu
zeigen. Es sei also (y1,...,Ym+1) in V linear unabhéngig. Dann ist auch (y1,... ,ym)

in V linear unabhéngig. Nach Induktionsvoraussetzung ist m < n. Angenommen, es ist
m = n. Dann ist (y1,...,¥m) eine Basis von V und damit ist ym+1 €< Y1,.-. , Ym >
im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von (y1,... ,yYm+1). Also ist m < n, d.
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h. m+1 < n und es existieren ji,..., jn—m 50, dass (y1,... ,Ym:Tj,--. ,Tj,_,,) €ine
Basis von V bilden. Insbesondere ist

m n—m
Ym+1 = Z)\uyu + Z HET g,
v=1 k=1

fiir gewisse A1, ..., Ay i1y« -+ fin—m € K. Da (y1,...,Ym+1) linear unabhéingig ist,
ist pp # 0 fiir ein k € {1,... ,n —m}. Nach S.5.10 ist dann

(yl,... 7ym+1a$j17--- ,xjk71,$jk+l,... ,aj‘jn_m)

eine Basis von V der gesuchten Form (Man beachte, dass die Basis n — m — 1 =
n — (m + 1) Elemente aus {z1,... ,z,} enthilt.) O

Beispiel 5.12 Essei V = R3, und es sei (1, 22, 73) = (e1, 2, e3) die kanonische Basis

in V. Ferner seien

1 1
Yy = 2 ) Yo = 0
1 1

Dann sind y1, 2 linear unabhéingig in V. Nach S.5.11 existiert ein j € {1, 2,3}, so dass
(y1,y2, ;) eine Basis von V ist. Es gilt hier: (y1,y2, 1) und (y1, y2, z3) sind Basen von
V, aber (y1,y2,x2) ist keine Basis von V.

Als wichtige Konsequenz aus S.5.11 erhalten wir

Bemerkung und Definition 5.13 Essei V ein linearer Raum iiber K. Ist V endlich-
dimensional, so hat jede Basis die gleiche Anzahl n von Elementen.

(Denn: Ist V' = {0}, so ist () die einzige Basis von V. Es sei also V' # {0}. Nach S.5.9
besitzt V' eine endliche Basis (x1,... ,2,). Nun sei (y;);ecs eine weitere Basis von V.
Dann ist J endlich, denn anderenfalls wiirden endliche, linear unabhéngige Teilfamilien
von (y;)jes beliebiger Lénge existieren, insbesondere also mit mehr als n Elementen
im Widerspruch zu S.5.11. Also hat wieder nach S.5.11 einerseits (y;),cs hochstens n
Elemente und andererseits auch mindestens n Elemente, denn die linear unabhéngige
Familie (x1,... ,%y,) kann nicht mehr Elemente haben als die Basis (y;);ec7)-

Die Zahl

dim(V) :=n

heit Dimension von V', und V heifit n-dimensional.



5 LINEARE UNABHANGIGKEIT, BASIS UND DIMENSIONEN 30

Beispiel 5.14 1. Es sei V = K" wie in B.4.12. Dann ist nach B.5.7 dim(V') = n.

2. Es sei V = C. Dann ist C ein linearer Raum iiber C und ein linearer Raum iiber R.
Nach 1. ist C {iber C 1-dimensional. Wie man leicht sieht ist (1,7) eine Basis von C
als linearem Raum iiber R. Also ist C iiber R 2-dimensional.

Satz 5.15 Es sei V' ein n-dimensionaler linearer Raum tiber K, und es seien x1,... ,T, €
V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) (x1,...,xy,) ist eine Basis von V.

b) (x1,...,xy) ist ein Erzeugendensystem von V.

c) (x1,...,xy) ist linear unabhingig.

Beweis.

1. a) = b) und a) = c¢) sind klar.

2. b) = a): Nach dem Basisauswahlsatz (S.5.8) existiert ein J C {1,...,n} so, dass
(x)jes eine Basis von V ist. Dann ist nach S.5.13 |J| = n, also J = {1,... ,n}.

3. ¢) = a): Es existiert eine Basis aus n Elementen . Nach dem Austauschsatz (S.5.11)
folgt aus c), dass (z1,... ,x,) eine Basis von V ist. O

Im Basisauswahlsatz hatten wir gesehen, dass jedes Erzeugendensystem zu einer Basis

”

“ausgediinnt” werden kann. Andererseits gilt auch

Satz 5.16 (Basiserginzungssatz) Fs seiV ein endlich-dimensionaler linearer Raum
iber K. Ist (y1,...,Ym) linear unabhingig in V', so existiert eine Basis von V, die

(Y1,--- ,Ym) als Teilfamilie enthdlt.

Beweis.
Es existiert eine Basis (21, ... ,2,) von V. Also ist nach S.5.11 m < n, und es existiert
eine Basis von V, die (y1, ... ,Yym) enthéilt. O

Satz 5.17 Es sei V' ein endlich-dimensionaler linearer Raum tiber K, und es sei U C
V' ein Unterraum. Dann gilt

1. U ist endlich-dimensional mit dim(U) < dim(V').

2. Ist dim(U) = dim(V), so ist U = V.

Beweis.

1. Angenommen, U ist unendlich-dimensional. Dann existiert eine Folge (x;) en in U
mit 1 # 0 und z; €< x1,... ,x;1 > fir j > 2.

(Denn: Es ist U # {0}, also existiert ein 1 € U \ {0}. Sind z1,... ,z;_1 wie oben
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konstruiert, so existiert, da < x1,...,z;_1 ># U ist, ein z; € U\ < z1,...,2;-1 >.
Induktiv ergibt sich (z;);en.)

Wie im Beweisschritt 2. zu S.5.8 sieht man, dass (z1,...,z;) fiir alle j € N linear
unabhéngig in U, also auch in V, ist. Dies widerspricht S.5.11, nachdem jede linear
unabhéngige Familie in V' hochstens dim(V') Elemente enthiélt.

Ist (x1,...,2m) eine Basis von U, so ist (x1,...,2,,) linear unabhéingig in U und in
V, d. h. es gilt dim(U) = m < dim(V') nach S.5.11.

2. Ist dim(U) = dim(V') = n, so existiert eine Basis (z1,... ,x,) von U. Also ist wieder
(1,...,2y) linear unabhéngig in U und in V. Nach S.5.15 ist (x1,... ,x,) eine Basis
von V,also V =<xq,... ,2p, >=U. O

Satz 5.18 (Dimensionsformel fiir Unterrdume) FEs seien U, W Unterriume ei-

nes endlich-dimensionalen linearen Raumes V' diber K. Dann gilt

dim(U + W) + dim(U N W) = dim(U) + dim(W)

Beweis.
Es sei k := dim(U), ¢ := dim(W). Nach S.4.4 ist U N W ein Unterraum von V' mit
m := dim(UNW) < min(k, ¢) nach S.5.17. Es sei B = (1,... ,Zm,) (bzw. B = {)) eine
Basis von U N W. Diese sei gemafl S.5.16 durch Vektoren w,,y1,...,ur € U zu einer
Basis von U (falls £ > m) und durch wy,41,... ,we € W (falls £ > m) zu einer Basis
von W ergénazt.
Es geniigt zu zeigen: M := (x1,... ,Tm, Umily--- Uk, Witl,--. W) ist linear un-
abhéngig in U + W.
(Denn dann ist M auch eine Basis von U + W nach Konstruktion, und damit ist
dim(U + W) =m+ (k—m)+ ({ —m) =k + { —m wie behauptet.)
Es sei also (mit Y :=0)

0

O—Zajarj—i- Z Bjuj + Z YW (%)

j=m+1 Jj=m+1

fiir gewisse «, Bj,v; € K. Dann ist

¢
x —Za]x]+ Z Bju; = Z yiw; € UNW .

j=m+1 j=m+1

Da (z1,...,2m,) eine Basis von U N W ist, gilt auch

m m k
z=) duj | =) j=age+ Y B
j=1

j=m+1
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mit gewissen &; € K. Da (z1,...,Zm, Um+1,- .. ,ui) eine Basis von U ist folgt nach
B563; =0(j=m+1,... k) (und &; = o (j = 1,... ,m)). Die lineare Unabhéngig-
keit von (z1,...,Zm, Wmt1,...,we) liefert mit (x) wiederum o; =0 (j = 1,... ,m)
und v, =0 =m+1,...,0). O

Folgerung 5.19 Unter den Voraussetzungen von S.5.18 ergibt sich sofort: Es ist U +
W =U @& W genau dann, wenn

dim(U 4+ W) = dim(U) 4+ dim(W) .

(Denn: Ist U + W direkt, so ist UNW = {0}, also dim(U N W) = 0. Ist umgekehrt die
Formel richtig, so ist dim(UNW) = 0, also UNW = {0} und damit U+ W =U o W).
Weiter ergibt sich induktiv: Sind Uy, ... , U, Unterrdume von V, so gilt

U+ A Up=U1& - ®Up,

genau dann, wenn

dim [ Y U; | = dim(U;)
j=1 1

Beweis. [U]

Zum Abschluss beweisen wir noch

Satz 5.20 FEs sei V ein endlich-dimensionaler linearer Raum tiber K, und es set U C
V' ein Unterraum. Dann existiert ein Unterraum W C V' mit

V=UaoW.

Beweis.

Ohne Einschrinkung sei U # V und U # {0} (sonst ist W = {0} bzw. W =V
geeignet). U ist als Unterraum von V' endlich-dimensional (S.5.17). Ist (u1,... ,um)
eine Basis von U, so existiert nach S.5.16 eine Basis (u1,... , Um,w1,... ,wy) von V.
Dann gilt fiir W =< wy,... ,wy > die Behauptung. (Denn: Nach Konstruktion ist
U+ W =V. Auerdem gilt dim(U + W) = m+ ¢ = dim(U) + dim(W), also U + W =
U W) O
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6 Lineare Abbildungen

Bisher haben wir uns beschréinkt auf die Untersuchung einzelner linearer Rdume. “Le-
bendig” und die Theorie erst so richtig dadurch, dass Beziehungen zwischen verschie-
denen Rdumen hergestellt werden. Entscheidend sind dabei lineare Abbildungen.

Definition 6.1 Es seien V, W lineare Réume iiber einem (gemeinsamen) Koérper K.
Eine Abbildung 7" : V' — W heiit linear (oder auch (linearer) Operator), falls gilt

a) Fiir alle vy, vy € V ist
T(vy +v9) =T (v1) + T(v2)
und
b) Fiir alle v € V, A € K ist

T(W) = AT (v) .

Ist T linear, so schreibt man auch kurz “T'v” statt “T'(v)”.

Weiter setzen wir

L(V,W):={T:V — W linear}
und L(V) := L(V, V). Ist speziell W = K, so heifit T ein lineares Funktional (auf V')
und V* := L(V, K) heifit Dualraum von V.

Bemerkung 6.2 1. Ist 7' € L(V,W), so gilt fiir A,... , A\, € K,v1,... ,0, €V

T Y Av | =D AT(wy)
j=1 j=1

(folgt per Induktion aus D.6.1).

2. Ist T € L(V,W), so gilt stets T'(0) =0

(denn T'(0) =T(0+ 0) =T(0) + T(0), also T(0) = 0).

3. Sind vy, ... ,v, in V linear abhéngig, so sind Tvi,... ,Tv, in W linear abhéngig.
(Denn: Ist

0= i )\j’Uj
j=1

fir gewisse A\j € K (j =1,... ,n), wobei A\; # 0 fiir ein j, so ist

0=T(0)=T Z )\jUj = Z >\ij]’ )
J=1 J=1
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also sind T'vy, ... ,Tv, linear abhéngig.)

Entsprechend gilt damit: Sind Ty, ... ,Tv, linear unabhéngig, so sind auch vy, ... ,v,
linear unabhéngig

Man beachte aber: Aus vy, ... , v, linear unabhingig folgt i.a. nicht, dass Tvy, ... ,Tv,
linear unabhéngig sind! (Beispiel: T': V — W, T(v) =0 (v € V).)

Beispiel 6.3 Es sei K ein Korper, und es sei V = K. Ferner sei a = (ay,... ,ay) €
K",
Wir definieren T : K™ — K durch

n
Tv="T(x1,...,z,) ::Zakxk (v=(21,...,2n) € K").
k=1

Dann ist T linear, d. h. T ist ein lineares Funktional ([U]). Allgemeiner gilt: Sind
Ay, .., Ap € K™ soist T : K™ — K™, definiert durch

Tv:= (Thv,...,Tyo) (ve K")

ebenfalls linear. Dabei ist T; wie oben mit A; anstelle von a (j = 1,... ,m) definiert,
d. h.ist A; = (agj), . ,a(j)), so gilt

Tj(v) = Tj(z1,... ,2p) == Zalgj)xk (v=(z1,...,2,) € K").
k=1

(Denn: Sind vy, ve € K™, so gilt

T(’Ul + UQ) = (Tl(’Ul + ’Ug), - ,Tm(l}l + ’02)) = (Twl + T1U2, . ,val —+ TmUQ)
= (Twl, . ,val) + (TI,UQ, c.. ,Tm’l)g) =Tv1 4+ Tvs

Entsprechend sieht man
T(\v) = NTv

fir e K,ve K").
Ist etwa K = R,n = 2,m = 3 sowie 41 = (1,-2), Ay = (3,0), A3 = (—2,3) so ist
T :R? — R? mit

T(a:l,xg) = (:L'l — 21‘2, 3%1, 3Ty — 23?1) ((.111, .CCQ) S RQ)

linear.

Wir versehen jetzt in natiirlicher Weise L(V, W) mit einer Vektorraumstruktur.
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Satz 6.4 Es seien V,W lineare Riume iiber K. FirT,S € L(V,W) sei T+ S:V —
W definiert durch

(T+95)(v) :=T(v)+ S(v) (veV).
Ferner sei fiir A € K die Abbildung \-T : V — W definiert durch
(A-T)(v) := A(Tv) (veV).

Dann gilt + : L(V,W) x L(V,W) — L(V,W) sowie - : K x L(V,W) — L(V,W) und
(L(V,W),+,-) ist ein linearer Raum iber K.

Ist U ein weiterer linearer Raum iber K, und ist T € L(V,W) sowie S € L(U,V), so
15t

ToS e LUW).

Beweis.

1. S+ T € L(V,W) und AT € L(V,W): Bedingungen aus D.6.1 priifen.
(L(V,W),+,-) linearer Raum: Vektorraumaxiome iiberpriifen.

2. Fir uy,ue € U gilt

(ToS)(uy +uz) = T(S(ur+ug)) =T(Su; + Suz) =
= T(Sul) + T(SUQ) = (T o S)(ul) + (T o S)(UQ) .

Ist w € U und A € K, so gilt weiterhin
(ToS)(Au) = T(S(Au)) =T(A(Su)) =AT(S(u)) =
= MNToS)(u).

Damit ist SoT : V — U linear. O

Definition 6.5 Es seien V, W lineare Raume iiber K, und es sei " € L(V,W). Ist
T : V. — W bijektiv, so heifit T Isomorphismus. Existiert ein Isomorphismus 7T :
V — W, so heiflen V und W isomorph. Ein Isomorphismus T : V' — V heifit auch
Automorphismus (auf V' ). Wir setzen

Aut(V) :={T:V — V : T Automorphismus auf V'} .

Sind zwei Réume isomorph, so sind sie bzgl. der linearen Struktur als “gleich” anzu-
sehen.

Satz 6.6 Es secien V, W lineare Rdume tber K, und es sei T : V. — W ein Isomor-
phismus. Dann ist auch T~ : W — V ein Isomorphismus. Ist U ein weiterer linearer
Raum tber K, und ist S : U — V ein Isomorphismus, so ist auch T oS :U — V ein

Isomorphismus. Insbesondere ist also (Aut(V'), o) eine Gruppe.
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Beweis.

1. Nach B/D.1.18 ist T~ : W — V bijektiv. Es bleibt zu zeigen: T~! ist linear. Dazu
seien wy,wy € W gegeben. Dann existieren vy, vy € V mit T'(v;) = w; (j = 1,2). Also
folgt

T Hwi+ws) = T HT(01) +T(v2)) =T H(T(v1 +v2)) =
= v +v2= Tﬁl(wl) + Tﬁl(wg) .

Entsprechend sieht man 7~ (\w) = X~} (w) fiir w € W, € K.
2. Mit T und S ist auch T o S bijektiv. Aulerdem ist T o S linear nach S.6.4. O

Satz 6.7 Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iber K. Dann ist V' isomorph zu
K".

Beweis.

Es sei (v1,...,v,) eine Basis von V. Wir definieren 7' : V' — K™ durch
ZMJ = (A, An) v=) Nu; €V
j=1

n
(Beachte: T' ist wohldefiniert, da die Darstellung v = > Ajv; nach B.5.6 eindeutig
j=1
ist!). Dann ist T E L(V,K™)

Denn: Sind v = Z Ajvj und w = Z wiv; €V, so gilt

j= j=
Twv+w) = T Z/\jvj Z,u]v] Z/\ +pi)vi | =
j=1 j=1
= ()\1+M1,...,)\n+,un) Aoy An) + (1, ooy i) =T (v) + T(w) .

Ist A € K, so gilt zudem

3

T(w) = T[AY Noj | =T OX)vj | = O, M) =

AuBerdem ist T bijektiv.

Denn: Ist w = (A1,...,\) € K", so ist T(v) = w fir v = >
“1({w}), d. h. T ist surjektiv.

Ist 0 € T7'({w}), d. h. T(0) = w = (A1,... , An), s0 gilt 0 =320 Ajoy =v d h. T

ist injektiv. O

j=1Ajvj, also v €
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Bemerkung und Definition 6.8 Nach S.6.7 stimmt jeder n-dimensionale Vektor-
raum iiber K hinsichtlich seiner linearen Struktur mit dem “Modellraum” K™ {iberein.
Mittels der Abbildung T' aus dem Beweis zu S.6.7 lassen sich sémtliche Aussagen iiber
die lineare Struktur von K" auf V iibertragen. Die Abbildung 7" nennt man Koordina-
tenabbildung (bzgl. (v1,...v,)). Man beachte, dass T" wesentlich von der in V' gewéhlten
Basis abhingt. Die Umkehrabbildung 7! heiit kanonischer Basisisomorphismus.

Beispiel 6.9 Es sei II,, :=< Ey,...,E, > (= {Polynome vom Grad < n}) C IL
Dann ist (Ep,... ,Ey,) mit E,(z) = z¥ eine Basis von II,, (vgl. B.5.3). Nach S.6.7 ist
IT,, isomorph zu C™*!, wobei die Koordinatenabbildung bzgl. (vy,. .. ,vni1), v =FEjn
gegeben ist durch

T(P) = (M, ..., Ang1)

n n+1
fir P(z) = > a,z” = Ajujmit \ji=aj(j=1,...,n+1).
v=0

Jj=1

7 Kern und Bild

Es geht sofort los.

Definition 7.1 Es seien V, W lineare Rédume iiber K, und es sei T' € L(V,W). Dann
heiflen

Kern(T) := T~({0})

der Kern von T und

das Bild von T.

Es gelten folgende einfache Figenschaften.

Satz 7.2 Es sei T € L(V,W). Dann gilt

1. Kern(T)) ist ein Unterraum von V.

2. Bild(T) ist ein Unterraum von W.

3. T ist genau dann injektiv, wenn Kern(T) = {0} ist.

4. Ist W endlich-dimensional, so ist T genau dann surjektiv, wenn

dim(Bild(T)) = dim W

gilt.
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Beweis.
1. Zunichst ist Kern(T) # 0 da 0 € Kern(T) (B.6.2). Sind v1,v2 € Kern(T) und
A1, A9 € K, so gilt

T()\lvl + )\2112) = /\1T(v1) + /\2T<’U2) =0,

also auch Ajv; + \yve € Kern(T).
2. Aus T(0) = 0 folgt 0 € Bild(7T'). Sind w;, w2 € Bild(T), A1, A2 € K, so existieren
vi,v2 € V mit T'(v;) = w; (j = 1,2). Also gilt

Awi + Agwg = T()\lvl + )\2'1)2) € Bﬂd(T) .

3. “=": Ist T injektiv, so ist insbesondere T~!({0}) hochstens einpunktig. Aus T(0) =
0 folgt Kern(T') = T-1({0}) = {0}.
“<": Es seien vy, v € V mit T'(vy) = T'(v2). Dann ist

0="T(v1) —T(ve) =T(v1 —v2),
also v — vy =0, d. h. v; = vs.

4. “«<” folgt sofort aus S.5.17 und 2.; “=" ist klar. U

Beispiel 7.3 (vgl. 6.3) Essei V =R", W = R, und fiir ein (ay,... ,a,) € R™\ {0} sei
n
T(v):T(ml,...,xn):Zajxj (v=(z1,...,2,) €ER").
j=1

Dann ist Kern(T') = U, aus B.4.3. Ist etwa n = 2 und a = (1, —1), so ist
U, = Kern(T) = {(z1,22) € R?: 21 = 25} .
Weiter gilt Bild (T") = R, da a; # 0 fiir ein j € {1,... ,n}, und damit ist T'(e;) = a; #

0, d. h. Bild(T") # {0}. (Dann ist schon Bild(T") = R).

Fine zentrale Aussage iiber den Zusammenhang der “Gréfle” von Kern und Bild in
endlich-dimensionalem Fall liefert

Satz 7.4 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen) Es seien V und W li-
neare Raume iiber K, wobei V' endlich-dimensional sei. Ist T € L(V, W), so ist Bild(T)

endlich-dimensional, und es gilt

dim(Kern(T)) + dim(Bild(T)) = dim V'
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Beweis.
1. Wir zeigen zunéchst die Behauptung fiir den Spezialfall, dass T  injektiv ist, also

dann
dim(Bild(T)) = dim(V') .
Es sei (v1,... ,v,) eine Basis von V. Es geniigt, zu zeigen (Tv1, ... ,Tv,) ist eine Basis
von T'(V) = Bild(T).
Zunichst gilt < Tvy, ... ,Tv, >= Bild(T).
(Denn: Da Bild(T) ein Unterraum von W ist, ist
<Tw,...,Tv, >C Bild(T) .

Ist w € T(V), d. h. w = T(v) fiir ein v € V, so existieren Aj,...,\, € K mit
n n

v=> Auv;j. Alsoist w=T(v) = > \jTvj €< Tuvy,...,Tv, >).
j=1 j=1

n n n
Sind Ar,..., A, € K mit 0 = Y \jTw;, so ist 0 = T <Z )\jvj>, also > A\ju; €
j=1 j=1 j=1

Kern(T). Aus Kern(T) = {0} folgt >3 o Ajv; = 0, also Ay = ... = A\, = 0, d. h.
Tvy,...,Tv, sind linear unabhéngig.

2. Nun sei T' € L(V, W) beliebig. Nach S.7.2 ist Kern(T") ein Unterraum von V. Also
existiert nach S.5.20 ein Unterraum U von V mit

Kern(T)aU =V .

Wir zeigen: T'(U) = Bild(T).

T(U) C Bild(T)(=T(V)) ist klar.

Es sei w € Bild(T"), d. h. w = T'(v) fiir ein v € V. Dann existieren u; € Kern(7"), und
uy € U mit v = ug + us, also

w=TwW)=T(uy +uz) =T (u1) +T(uz) =T (u2) € T(U) .
Damit ist Bild(T") ¢ T'(U).
Wie man leicht sieht, ist Tj;; : U — V injektiv ([U]). Also folgt aus 1.
dim(U) = dim(T'(U)) (= dim(Bild(7))) .
Hieraus folgt dann mit F.5.19

dimV = dim(Kern(7)) + dim(U) = dim(Kern(7T)) + dim(Bild(7")) .

Satz 7.5 Es seinen V,W endlichdimensionale lineare Raume mit dim(V') = dim(W).
Ist T € L(V,W) so sind dquivalent:

a) T ist injektiv,

b) T ist surjektiv,

c) T ist bijektiv.
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Beweis.
1. a) = b): Nach S.7.2 ist Kern(7T") = {0}. Also dim(Kern(7")) = 0. Damit ist nach
S.7.4 dim(Bild(T")) = dim (V') = dim(W), also ist T" surjektiv nach S.7.2.

b) = c¢): Nach Voraussetzung ist dim(Bild(7")) = dim W = dim V/, also nach S.7.4
dlm(Kern(T)) =0, d. h. Kern(T) = {0}. Nach S.7.4 ist T injektiv, also bijektiv.
. ¢) = a): Nach Definition richtig. O

Bemerkung 7.6 1. Aus S.7.5 ergibt sich insbesonderre folgendes angenehme Krite-
rium fiir den Nachweis der Bijektivitdt von T' € L(V, W): Ist dim(V') = dim(W), und
ist Kern(T") = {0}, so ist T € L(V, W) ein Isomorphismus.

2. Aus der Dimensionsformel (S.7.4) ergeben sich wichtige Eigenschaften iiber die
(Nicht-) Existenz linearer Abbildungen. Es gilt ndmlich:

(i) Ist dim(V') > dim(W), so existiert kein injektives T' € L(V, W).

(ii) Ist dim(W) > dim(V), so existiert kein surjektives T' € L(V,W).

(Denn: Es sei T' € L(V,W).

(i) Aus S.7.4 folgt

dim(Kern(7T)) = dim V — dim(Bild(T")) > dimV —dim W > 0,

also ist T nicht injektiv.
(ii) Aus S.7.4 folgt

dim(Bild(T")) = dim(V') — dim(Kern(7")) < dim(V') < dim(W)

also ist 7" nicht surjektiv.)

8 Matrizen
Der folgende Satz zeigt insbesondere, dass lineare Abbildungen durch Angabe der

Werte auf einer Basis festgelegt sind.

Satz 8.1 Es seien V,W lineare Riume iber K, und es seien (vi,... ,v,) eine Basis
von V' sowie uy, ... ,u, € W beliebig. Dann ezistiert genau ein T € L(V,W) mit

T(vj) = uj j=1,...,n).

Beweis.

1. Existenz: Es sei v € V. Dann existieren eindeutig bestimmte A1,... , A\, € K mit

n
v = E )\jvj.
J=1



8 MATRIZEN 41

Wir definieren 7' : U — W durch
T(w):=> Nu; (veV).
j=1
Dann ist 7" linear und es gilt T'(vj) =u; (j =1,... ,n).

2. Eindeutigkeit: Ist T : V — W eine weitere lineare Abbildung mit T'(v;) = u; fiir
j=1,...,n,so gilt fiir jedes v € V,u =377 \ju;:

T(o)=T (Y Novj | =Y NT(v)) =Y Nuj =T(v),
j=1 j=1 j=1
also T =1T. O

Bemerkung 8.2 Essei (unter den Voraussetzungen von S.8.1) W endlich-dimensional
mit Basis (w1,... ,wy,). Ferner sei T' die Abbildung aus S.8.1. Dann existieren eindeu-

tig bestimmte (a11,...,am1), .-, (@1p, ..., Gmn) € K™ mit

up=T(vp) = apw; (k=1,...,n) (1)
j=1

Fasst man die Vektoren o) = (a11y - yQm1),-- - ,al) = (a1ny -« yamp) € K™ inn

Spalten zusammen, so entsteht folgendes Schema:

aip o Aip
A= = (a]k)]kzzll,rg = (ajk) .
am1 -+ Qmn
Definition 8.3 Sind n,m € N und sind a;, € K fir j =1,... ,m,k =1,... ,n, so
heiit ein Schema A = (aji) der obigen Form eine (m x n)-Matriz (mit Eintrigen in

Ist m = n, so heiit A quadratische Matrix.

Weiter setzen wir
K™ " :={A: Aist (m x n) — Matrix mit Eintrégen in K} .

Ist T wie in B.8.2, so heifit die zugehorige Matrix A die (Koordinaten-) Matriz von T
bzgl. (v1,...,vy,) und (w1,... ,wy). Dabei sei betont, dass A nicht nur von T', sondern
i. a. auch von der speziellen Wahl von (v1,... ,v,) und (w1,... ,w,,) abhingt!
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Beispiel 8.4 Es sei V = W = R? und es sei T € L(R? R?) definiert durch
T(x1,22) = (21, —22) ((w1,72) € R?) .

Ist v1 = w1 = (1,0) = e1,v2 = wg = (0,1) = e, so ist

(02

(denneg =T(e1) =1-e14+0-e2,—e2 = T(e2) = 0-e1+(—1)ea ). Ist aber wy = (0, —1),

So ist
10
A=

(denn: T'(e2) = —ea =0-e1 + 1 - ws).

Satz 8.5 Es seien V,W lineare Rdume iber K, und es seien N := (v1,... ,v,) bzw.
M = (wy,... ,wy) Basen von V bzw. W. Dann ist ¢ = oy n : L(V,W) — K™*",
definiert durch

o(T) == oun(T) = A (T € L(V, V),
wobei A wie in B.8.2, bijektiv.
Beweis.
1. Nach B.8.2 ist ¢ : L(V, W) — K™*™ wohldefiniert (beachte: A ist durch 7" und M,
N eindeutig festgelegt).

2. ¢ ist injektiv, denn ist A = ¢(T") = ¢(S) fiir 7,5 € L(V,W), so gilt nach B.8.2
(mit A = (a;i)):

T(op) = ajew; =S(we)  (k=1,...,n).
j=1

Aus der Eindeutigkeitsaussage von S.8.1 folgt T'= S.
3. ¢ ist surjektiv, denn ist A = (aj;) € K™*", so existiert nach S.8.1 ein T" € L(V, W)
mit

T(vg) = ug 1:Zajkwj (k=1,...,n).
j=1

Also ist o(T') = A. O
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Definition 8.6 Es sei K ein Korper
1. Fir A,B € K™" A = (aji), B = (bji), definieren wir

air +bir - aip +biy
A+ B = (ajk + bjr) =

Am1 +bm1 - Amn + bn
2. Fiir A = (aj) € K™, X € K definieren wir
Aair 0 Aaim

A = (Aaji) =

)\aml to )\amn

3. Fir A = (aj5) € K™, B = (bj) € K™*P definieren wir A- B € K™*P durch

mit

v=1

Satz 8.7 Mit den Bezeichnungen aus S.8.5 und D.8.6 gilt
1. K™ st ein linearer Raum tiber K.
2. Die Abbildung ¢ : L(V,W) — K™ ist ein Isomorphismus, d. h. L(V,W) und

K™ sind isomorph.

Beweis.
1. Entweder direkt nachrechnen oder durch Anwendung von B.3.3.2 (Beachte im zwei-
ten Fall:

Kmxn — K{l"“ ;myx{1l,..,n}

)

denn A = (a;;) € K™ ™ ist eine Schreibweise fiir die Abbildung f : {1,... ,m} x
{1,...,n} - K,

fUk)=ay (G=1,... mk=1,...,n).)

2. Nach S.8.5 geniigt es, zu zeigen: ¢ ist linear. Dazu seien 7,5 € L(V, W) und XA € K.
Dann gilt mit
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und N = (vi,...,0,), M = (w1,... ,wp)

m

(T+S)(vi) = T(ok)+S(vk) =Y ajrw;+ Y _ bjgw;
j=1 j=1

n

= Z(ajk—i—bjk)wj (k}: 1,... ,n)
j=1

also ist A+ B = (a;i+bj)) die Matrix von T'+ S bzgl. M, N, d. h. p(T'+S5) = A+ B =
©(T') + ¢(S). Entsprechend sieht man, dass AA die Matrix von AT bzgl. M, N, also
O(AT) = AA = A\p(T) ist. O

Der Satz besagt also, dass man L(V, W) von der linearen Struktur her mit K™*"
identifizieren kann, d. h. um lineare Abbildungen auf endlich-dimensionalen R&umen
zu studieren, reicht es, Matrizen zu untersuchen. Dabei zeigt sich, dass sich nicht nur
die lineare Struktur {ibertréigt. Es gilt ndmlich

Satz 8.8 Es scien V,W,U endlich-dimensionale lineare Rdume iiber K milt Basen
N = (vi,...,v5),M = (w1, ... ,Wy) sowie P = (u1,...,up). Sind T € L(V,W) bzw.
S € T(U,V) mit Matriz A bzgl. M, N bzw. Matriz B bzgl. N, P, so ist A-B die Matrix
von T oS bzgl. M, P, d. h.

omp(ToS)=A-B=opun(T)- enp(S).

Beweis.
Es seien

A=:(ajy) € K™"und B =: (bjy) € K™ .

Dann gilt
AuBlerdem ist

und
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also
(T @) S)(uk) = T(Suk) = ZbukTUu = Zbyk Zaijj =
v=1 v=1 J=1
= D wi(dajbu)
j=1 =1
d. h. AB ist die Matrix von T o S bzgl. M und P. O

Vereinbarung: Wir schreiben ab jetzt Vektoren in KP, wobei p € N, als Spaltenvekto-
ren, d. h.

K? = : rx; e Kfiirg=1,...,p

Lp

Dann entspricht K? der Menge der (p x 1)-Matrizen KP*!. Ist C' = (c;;) € K™ " und

T
ist x = : € K™ = K™ 5o setzen wir
In
n
C1k Tk
21 kzz:l
C-z:=C-| + | = : e K™= K™,
n
Tn > ConkTk
k=1

Bemerkung und Definition 8.9 Essei K ein Kérper und V = K*, W = K™. Wei-
ter seien N = (e1,...,e,) bzw. M = (e1,... ,e,,) die kanonischen Basen (vgl. B.4.12
und B.5.7). Ist T' € L(V,W) und A = (a;j) die Matrix von T bzgl. der kanonischen
Basen, d. h. A = ¢y n(T), so gilt

0
m m 0 a1k
T(ex) = Zajkej = Zajk 1| = : )
j=1 j=1
0 Amk
0

also die k-te Spalte von A.
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T
Damit erhélt man allgemein fiir x = : e K"
Tn
:Ul n n
T(x)=T : =T (Z xkek> = ka -Teg) =
k=1 k=1
Tn
n
. aik kZ:jl A1kTk T
- Z Tk = =A )
k=1 n
Amk > AmkTy Tn
k=1
also
T(x)=A-zx

Ist umgekehrt eine Matrix A € K™*" gegeben, so ist durch
T(z) := Ax (x e K™)

ein T =Ty € L(K™ K™) definiert mit zugehoriger Matrix A bzgl. der kanonischen
Basen, d. h. A = oy n(Ta).
So lassen sich Eigenschaften von T auf A und von A auf T {ibertragen. Man setzt etwa

Bild(A) :=Bild(T') und Kern(A) := Kern(T) .

Bild(A) heifit Bild von A und Kern(A) heifit Kern von A.

Ist S € L(KP,K™), und ist B die Matrix von S bzgl. der kanonischen Basen, so gilt
also nach S.8.8 auch

(ToS)(z)=(A-B)x (x € KP) .
Es ist daher giinstig, Rechenreglen fiir die Matrixmultiplikation zur Verfiigung zu

haben.

Satz 8.10 FEs sei K ein Kérper.
1. Fir Ae K™ B e K"P und \,u € K gilt

(AA)(1B) = (A- w)(AB) .
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2. Fir A€ K™n B e K"P C e KPX" gilt
(AB)C = A(BC) .
3. Fiir A€ K™ B.C € K™P gt
A(B+C)=AB+ AC .
J. Fir A,B € K™ C € K™ gilt

(A+B)C =AC+ BC' .
Beweis. [U]

Bemerkung 8.11 Man beachte, dass fiir A € K™*" B € K™*P zwar AB, i. a. aber
nicht BA definiert ist. AuBerdem gilt auch in dem Fall, dass BA definiert ist (ndmlich
p=m),i. a. nicht AB = BA

Betrachten wir etwa A, B € R?*? mit

1 2 -3 2
A - ( > ’ B - < ) 7
2 3 1 -2

so gilt

und

(3 2)(22)-(4 o

Wir kommen jetzt zu einer wichtigen Kenngrofle allgemeiner Matrizen.

Definition 8.12 Es sei A = (a;;) € K™*". Dann heifit
Rg(A) := dim(Bild(A))
der Rang von A. Weiter seien a), ... a(™ die Spalten von A, d. h.

alk
ak) = : (k=1,...,n)
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sowie Aq, ..., Ay, die Zeilen von A, d. h.
Aj = (aj1,...,a;n) (j=1,...,m).
Dann heiflen
Srg(A) :=dim < oW, ... o™ >
der Spaltenrang von A und
Zrg(A) :=dim < Ay, ..., Ay, >

der Zeilenrang von A.

Bemerkung 8.13 Nach B.8.9 gilt Rg(A) = Srg(A), denn
Bild(A) = Bild(T) =< T(e1), ..., T(en) >
und T'(ey) = a®(k=1,... ,n). Also ist

Rg(A) = dim(Bild(A)) = dim < oW, ... ,a(™ >= Srg(A) .

Unser Ziel ist es nun, zu zeigen, dass auch Rg(A) = Zrg(A) gilt. Dazu brauchen wir
den Begriff der Transponierten einer Matrix, der von allgemeiner Bedeutung ist.

Definition 8.14 Es sei A = (aj;) € K™ ™. Dann heifit die Matrix AT = (b)) €
K™*™  definiert durch

bjr = ai; Gj=1,...,nk=1,... ,m)

die Transponierte von A.
1

Fiir x = : € K™ ist insbesondere damit
Lm

el = (zy,...,x,) € K™,

d. h. 27 ist “x als Zeilenvektor”.

Wir stellen einige elementare Eigenschaften zusammen.

Satz 8.15 1. Fiir A,B € K™ gilt (A+ B)T = AT + BT,
2. Fir A € K™ gilt (AT)T = A.
3. Fir Ae K™ B e K™ gilt (AB)T = BTAT.
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Beweis.
1. und 2. sind klar.
3. Ist A = (a;), B = (bji), so gilt

n T n n
(AB)" = <Z ajubuk> = (Z akdbj) = (Z byjak,,> =BT AT .
v=1 v=1 v=1

Es glt nun folgender zentrale Satz.

Satz 8.16 Ist A € K™ so gilt
Rg(A) = Rg(AT) .
Bewelis.

Es sei A = (aji), und es seien

a1k

die Spalten von A sowie
Aj:(ajl,...,ajn) (]Zl,,?’)’b)
die Zeilen von A. Dann sind A]T(j =1,...,m) die Spalten von AT. Es sei

U:=< AT ... Al >c K.

Dann ist s := dim(U) = Rg(AT) nach B.8.13. Es sei (u1,... ,us) eine Basis von U.

Dann existieren cj, € K mit

s

Aj:chl,uZ j=1,...,m),

v=1
d. h. mit ul’ = (up1,... s um) (v=1,...,s) gilt
S
(aj1,...,ajn) = ch,,(ul,l,... , Upn) (j=1,...,m).
v=1

Vergleich der einzelnen Komponenten ergibt

s
ajk:ch,,u,,k (j:1,...,m;k:1,...,n)
v=1

49
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d. h.
a1k s Clv
= | (k=1,...,n).
v=1
Amk Cmy
Mit
Cly
Cy = : (v=1,...,s)
Cmy
gilt also
S
a(k):Zul,kcl, (k=1,...,n).
v=1
Damit ist

Bild(A) =< aM, o a™ sc<e, e >
also (nach dem Basisauswahlsatz)
Rg(A) = dim(Bild(A)) < s = Rg(AT) .
Aus A = (AT)T ergibt sich durch die gleiche Argumentation
Rg(AT) < Rg((A")") = Ry(4)

also insgesamt die Behauptung.

Hieraus ergibt sich sofort

Folgerung 8.17 Ist A € K™*" so gilt
Rg(A) = Srg(A) = Zrg(A) .
(Denn: Es gilt offenbar Zrg(A) = Srg(AT). Nach B.8.13 und S.8.16 ist
Zrg(A) = Srg(A") = Rg(AT) = Rg(A) ,
also mit B.8.13:

Rg(A) = Srg(A) = Zrg(A) .)

Eine wichtige Aussage iiber den Rang des Produktes liefert

50
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Satz 8.18 Sind A € K™*" und B € K™"*P, so gilt

Rg(AB) < min(Rg(A), Rg(B)) .
Beweis.
Wir setzen

T(x):=Az (zeK"), S(z):= Bz (ze€ KP).

Dann gilt nach S.8.8 bzw. B.D.8.9

(T oS)(z) = ABx (x € KP) .
Aus Bild(T o S) C Bild(T) folgt

Rg(AB) = dim(Bild(T 0 S)) < dim(Bild(T")) = Rg(A4) .
Weiter ist mit S.8.16 durch die gleiche Argumentation
Rg(AB) = Rg((AB)") = Rg(B” A”) < Rg(BT) = Ry(B) .

also insgesamt

Rg(AB) < min(Rg(A), Rg(B)) -

Bemerkung und Definition 8.19 Fiir p € N heifit

1 0 0
0 1
E:=Ep:= (0jk)jr=1,.p =
0o -+ -~ 0 1

(p-reihige) Einheitsmatriz. Es gilt damit fiir A € K™*"

AE, = A und E,A=A.

Definition 8.20 Es sei A € K™*". Dann heifit A invertierbar falls eine Matrix B &€
K™™ mit AB = E,, existiert.

Satz 8.21 Es sei A € K"*™. Ist A invertierbar, so existiert genau ein B € K™*™ mit
AB = E,. Auflerdem gilt CA = E,, genau dann, wenn B = C' ist.
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Beweis.
1. Es sei B € K™ so, dass AB = E. Wir betrachten T',S € L(K™) mit

T(x)=A-z, S(x):=B-x (x e K").

(Es gilt nach B.D.8.9: p(T") = A, ¢(S) = B, wobei ¢ = ¢y und M die kanonische
Basis in K™ sind.)

Dann gilt nach S.8.8: AB ist Matrix von 7' o S (bzgl. kanonischer Basen), also nach
B.8.9

(ToS)(x)=ABxr=FEx==x (r e K").

d. h. ToS = idgn. Damit ist T surjektiv und nach S.7.5 auch bijektiv. Also ist S = T~}
und damit ist B Matrix zu T~ d. h. (T~') = B. Insbesondere folgt fiir jedes B mit
AB = E genauso B = ¢(T~1), also B = B.

2. Aus ToT ' =idgn =T 1o T folgt

BA= (T H)p(T) = (T oT) = p(idgn) = E .

3.Ist C € K™ ™ mit CA = FE, so ist nach 1. und 2., angewandt auf (C, A) statt (A, B),
auch AC = F, also ist C' = B nach 1. O

Definition 8.22 Ist A € K™*" invertierbar, so heifit die (nach S.8.21 eindeutig be-
stimmte) Matrix B mit AB = E Inverse zu A. Wir schreiben B =: A~

11
Beispiel 8.23 Es sei A € R?*? mit A = ( ) Dann gilt

01

11 1 -1 1 0 1 1 -1
= =F, also A7 = .
0 1 0 1 0 1 0 1

Satz 8.24 Es seien A, B € K™ " invertierbar. Dann gilt

1. A1 st invertierbar mit (A=1)7! = A.

2. AB st invertierbar mit (AB)™! = B~1A~1.

3. Ist A € K\ {0}, so ist A invertierbar mit (AA)~1 = \71A~1L.

Beweis.
1. Nach S.8.21 ist AA~! = E = A7 A, also ist nach Definition A~! invertierbar mit
(A~H=l = A,

2. Es gilt (AB)(B™'A™') = A(BB~)A™! = AEA™! = AA~! = E, also ist nach
Definition AB invertierbar mit (AB)~! = B~1A~1.

3. Es gilt (AA)(5 - A7!) = (A$)(AA™!) = E, also ist AA invertierbar mit (A4)~! =
ATtA-L m
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Bemerkung 8.25 Aus S.8.10 und S.8.24 folgt, dass die Menge
GL, = GL,(K) :={A € K™" : A invertierbar}

mit der Matrixmultiplikation als Verkniipfung eine Gruppe bildet (mit E' als neutralem
Element). GL,, ist fiir n > 2 i. a. nicht kommutativ.

Der folgende Satz ist i. w. eine Neuformulierung von S.7.5.

Satz 8.26 Es sei A € K™*". Dann sind dquivalent:
a) A ist invertierbar,

b) Rg(A) = n,

c) Kern(A) = {0}.

Beweis.
Essei T'e€ L(K") mit T'(x) = Az (x € K™).
1. a) = b): Ist A invertierbar, so gilt (vgl. Beweis zu S.8.21): T ist bijektiv. Also ist T’

insbesondere surjektiv und damit
Rg(A) = dim(Bild(A4)) = dim Bild(T") = n .

2. b) = ¢): Ist Rg(A) = dim(Bild(T")) = n, so gilt nach der Dimensionsformel fiir
lineare Abbildungen

dim(Kern(7T')) = n — dim(Bild(T)) =0,

also Kern(7T") = Kern(A) = {0}.
3. ¢ = a): Ist Kern(T) = Kern(A) = {0}, so ist T injektiv also auch bijektiv nach
S.7.5. Ist S = T~L, so gilt fiir die Matrix B von S (bzgl. der kanonischen Basen)

AB = o(T)p(T™) = p(T o T™Y) = p(Idgn) = E

also ist A invertierbar. O

Satz 8.27 Es sei A € K™*" invertierbar. Dann gilt fiir B € K™*P und C € K™*"
Rg(AB) = Rg(B) und Rg(CA)= Rg(C).

Beweis.

Aus S.8.18 folgt
Rg(B) = Rg(A™'(AB)) < Rg(AB) < Rg(B)

und

Rg(C) = Rg((CA)A™") < Rg(CA) < Ry(C) .
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9 Lineare Gleichungssysteme

Wir kommen nun zu einem der Kernthemen der linearen Algebra, den linearen Glei-
chungssystemen. Wir werden sehen, dass fiir eine systematische Behandlung solcher
Systeme die in den ersten Abschnitten dargestellten Begriffe und Ergebnisse sehr niitz-
lich sind.

Definition 9.1 Es sei K ein Korper (wobei wir jetzt meist K = R oder K = C
betrachten), und es seien aj;, € K,b; € K (j =1,... ,m; k=1,...n). Dann heif}t das

System von Gleichungen

n
anry +eoot anTn = ) aprp =b
k=1
n
anrr  +-t amn Y. agkxr = b
k=1 (LGS)
n
a1+t G = Y ApkTk = bm
n=1
ein lineares Gleichungssystem (LGS) (in den Unbekannten x1,... ,xy)
Z1
Ein Vektor z = : € K", fur den (LGS) erfiillt ist, heifit Losung des LGS. Das
L,
LGS heifit homogen, falls b; = 0 fiir j = 1,... ,m gilt; ansonsten heifit es inhomogen.

Die Verbindung zu dem bisherigen Inhalt der Vorlesung ist offensichtlich.
Ist A= (aj),b = (br,...,bm)" und @ = (21,... ,2,)7, so lésst sich (LGS) auch
schreiben als

ailr -+ Qin 1 b1

Gml **°  Gmn Tn bm
oder kurz als
Ax =b.

Die Matrix A heiit (Koeffizienten-) Matriz des LGS. Die (m x (n + 1)) Matrix (A|b)
mit

ain - i b

(Alb) =
Amn *** Gmn bm

heifit erweiterte Koeffizientenmatriz des LGS.



9 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 95

Ein erstes Losbarkeitskriterium liefert

Satz 9.2 Es seien A = (aj;) € K™ und b € K™. Dann sind aquivalent:
a) Ax = b ist losbar (d. h. es existiert ein x € K™ mit Ax =b) ,
b) be< aW ... a"™ > wobei a'®) die Spalten von A sind,

c¢) Rg(A) = Rg(Alb) .

Beweis.
1. die Aquivalenz von a) und b) ergibt sofort daraus, dass man Az = b auch schreiben

kann als
Z xka(k) =b.
k=1

2.b) = c): Istbe< a®, ... a™ > so ist

<a®, . a™>=<a® . o™ b>,

also Rg(A) = dim(< a™,... ;a™ >) =dim(< a,... ,a™ b >) = Rg(A|b).

3.¢c)=>b):Da<a®, ... a™ >c<a®,.. . a™ b> gilt, folgt aus
dim(< a . g >) = dim(< aV . a™ >)
bereits < aW, ..., a™ >=< W ... o™ b> nach S.5.17, also ist
be<a,. .. 0™ > |

Beispiel 9.3 Wir betrachten das LGS

3r1+x20+22x3 = 6
1+ 229+ 3x3 = 6
201 +3x2+23 = 6
also
3 1 2 T
Ax = 1 2 3 T9 = 6 =b.
2 3 1 s 6
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Dann gilt
6 3 1 2
b= = +( 2 |+ 3
6 2 3 1
3 1 2
alsobe< | 1 |,] 2 |,] 3 | >, und eine Losung ist gegeben durch
2 3 1
T1 1
T = X9 = 1
T3 1

Wir wollen zun#chst einige allgemeine Aussagen iiber die Struktur der Losungsmenge
eines LGS machen.

Satz 9.4 FEs seien A € K™ "™ und b € K™. Wir setzen
Lés(A,b) :={x € K" : Az = b}

(Lés(A,b) heifft Losungsmenge des LGS). Dann gilt
1. Lis(A,0) ist ein Unterraum von K™ mit dim(Lds(A,0)) =n — RgA.
2. Ist Los(A,b) # 0, und ist y € Lis(A,b), so ist

Lés(A,b) =y + Lis(A,0) :=={y+x:2 € Lis(A,0)} (={y+z: Az = 0})
Beweis.
1. Es gilt
Los(A,0) = Kern(A) = Kern(T) ,

wobei T'(z) = Az (z € K™). Also ist nach S.7.2 Los(A,0) ein Unterraum von K".
(Insbesondere ist stets 0 € Los(A,0)!).
Aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen (S.7.4) folgt weiter

dim(Los(A,0)) = dim(Kern(A)) = n — dim(Bild(4)) = n — Rg(A4) .
2. “C”: Es sei z € Los(A, b). Dann gilt fir x := z — y:

Ar=A(z—y)=Az—Ay=b—-b=0,
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also x € Los(A4,0) und z =y + =z, d. h. z € y + Los(4,0) .
3. “D” : Ist z € y+ Los(A,0), d. h. es existiert ein z € Los(A,0) mit z = y+ x, so gilt

Az=Aly+x)=Ay+ Az =Ay=0»,

also z € Los(A,b). O

Die Aussage 2. besagt anschaulich folgendes: Ist y eine spezielle Losung des inhomo-
genen Systems Ax = b, so ergeben sich alle Losungen z durch z = y + x, wobei x
die Losungen des homogenen Systems “durchlduft”, d. h. ist r := Rg(A) < n, und ist
(v1,...,v,—r) eine Basis von Los(A,0), so ist

L(js(A,b):{y—i—Z)\yvu:)\,,erﬁryzl,... ,n—r}.

v=1

Ist = n, so ist Los(A,0) = {0} und Los(A4,b) = {y} .

Satz 9.5 Es sei A € K™*™. Dann gilt

1. Ax = b st fiir alle b € K™ genau dann lésbar, wenn Rg(A) = m ist.

2. Az = b hat fir alle b € K™ hdéchstens eine Losung genau dann, wenn Rg(A) =n
15t.

3. Ax = b ist fir alle b € K™ eindeutig losbar genau dann, wenn Rg(A) = n = m

(insbesondere also n =m ) gilt. In diesem Fall ist
r=A""b

die eindeutig bestimmte Losung.

Beweis.
1. Az = b ist nach S.9.2 genau dann fiir alle b € K™ losbar, wenn

K™ =<a",. .. o™ >=Bild(A) .
Da Bild(A) stets ein Unterraum von K™ ist, ist dies (S.5.17) wiederum #quivalent zu
Rg(A) = dim(Bild(A)) = dim(K™) =m .

2. Nach S.9.4.1. ist Los(A4,0) = {0} genau dann, wenn Rg(A) = n ist. Nach S.9.4.2.
ist dies genau dann der Fall, wenn Los(A, b) hochstens einpunktig ist.

3. Nach 1. und 2. ist Az = b eindeutig losbar fiir alle b € K™ genau dann, wenn
Rg(A) =n =m gilt.

Gilt nun Rg(A) = n = m, so ist A € K™*" invertierbar nach S.8.26. Ist b € K™, so
gilt fiir z = A~1b

Az = AA b =0,

d. h. Los(A, b) = {A~1b}. O
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Definition 9.6 Es seien A, A € K™ " und b, b € K™. Dann heifien die LGS’e Az = b
und Az =b dquivalent, falls

Los(A,b) = Los(A, b)
gilt.

Satz 9.7 Ist C € K™*™ jnvertierbar, und sind A € K™*™ sowie b € K™, so ist
Ax = b dquivalent zu CAx = Cb.

Beweis.
Ist x € Los(A,b), so gilt C Az = Cb. Ist umgekehrt x € Los(C' A, Cb), so ist
Az = (C7'0) Az = C7H(CAz) = C71(Cb) = b

also z € Los(A, b). O

Wir haben uns bisher beschrankt auf Strukturaussagen iiber die Losungsmenge von
Gleichungssystemen. Es dringt sich nun die interesannte Frage auf, wie man an Losun-

gen herankommt.

10 Der Gauf’sche Algorithmus

Definition 10.1 Es sei A € K>,
1. Unter den elementaren Zeilenoperationen (oder elementaren Zeilenumformungen)
verstehen wir die Operationen

L Ly : Vertauschen der Zeilen j und k
Zj+ Ny, Addition des A-fachen der k-ten Zeile zur j-ten Zeile (A € K; j # k)
NZj Multiplikation der j-ten Zeile mit A € K \ {0}.

2. Die elementaren Spaltenoperationen S; < Sj,, Sj+ASk, AS; sind analog mit “Spalte”
statt “Zeile” definiert.

Beispiel 10.2 Es sei

0 1 1 -1 0O
A=|11 -1 3 -1 =2
1 1 1 1 2
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Dann 146t sich A etwa folgendermaflien mittels elementarer Zeilenoperationen trans-

formieren:

Z1Zo

1 -1 3 -1 -2
Z3—2 0 1 1 -1

0 2 -2 2 4

1 -1 3 -1 -2
B2 g -1

0 0 —4 4

D% | o 1 1 -1 o0
0 0 1 -1 -1

Die elementaren Zeilen- (Spalten-) Operationen lassen sich jeweils durch eine Matrix-
multiplikation beschreiben:

Definition 10.3 Es sei m € N. Wir schetzen fiir j,k=1,... ,m

E(jvk) = (61//1«)7/7/1’:17"’ ,m

mit e, := 1 falls (v, u) = (j,k) und e, := 0 sonst, d. h.

0 ... 0
: 0 :
EGR =1 0 .. 010 ... ... 0 |«j—tecZeile
0
0 0
T

k-te Spalte
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Dann heiflen fiir j,k=1,... ,m und A € K die Matrizen

10 cor e e e 0
0
1
0 0 1 — g
1
0 1
1 0 0 0 — k
1
S
0 0
10 0
0 1 A
FUR()\) := E + AEUF = A (J #k)
10
0
sowie
10 0
1 :
FON) :=E+\-1)EW) = | : A D=5 a#0
1
0
0 0 1
T
J

(m x m)-Elementarmatrizen.
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Satz 10.4 Es sei A € K"™*". Dann gilt:

Die elementaren Zeilenumformungen lassen sich wie folgt beschreiben

A %4 pUk) . g
A Zj+_>‘>Zk FUR(X) - A
A M FU())-A

—

Entsprechend gilt fiir die elementaren Spaltenumformungen

A Sie% 4. pkd)

A Sj:\sk A-F(kvj)()\)
A M ACFD(N)

Beweis.
Wir beschrianken uns auf Zeilenoperationen. Es gilt fiir j,k=1,... ,m
0 ... ... 0 ... 0 all Aln
EUE) .4 = : 0
(2775 I Qfen,
0 0 0
agl .- ... Qkn Ay — j — te Zeile
frd 0 O - O 9
0O ... ... 0 0

61

d. h. EUR) . A “schneidet aus A die k-te Zeile Ay aus und setzt diese in die j-te Zeile”.

Hieraus ergibt sich die Behauptung durch Nachrechnen.

Wichtig fiir das folgende ist weiter

Satz 10.5 Die Elementarmatrizen sind invertierbar, und es gilt

(PUR)H = PUR - (FUR())™ = FUR(=N)  (j #£k)

a
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sowtie

(FON) T =FI/x)  (A#0).

Beweis.. Es gilt PUK). pUk) = B FUR (X)) FOR) (X)) = Eund FO(N\)FU)(1/)\) = E.
O

Folgerung 10.6 Es seien A,A € K™ " und b,b € K™. Ist die Matrix (A[b) €
K™*(+1) dqurch elementare Zeilenoperationen aus (A|b) entstanden, so sind die Glei-

chungssysteme
Axr=b und Az =b

dquivalent.
(Denn: Dies ergibt sich durch Kombination von S.9.7, S.10.4 und S. 10.5 und S.8.24.2.
Man beachte dabei, dass C(AJb) = (CA|CD) gilt.)

Wir betrachten zunéchst Gleichungssysteme
Ax =10

mit invertierbarer Matrix A € K™*™ und b € K". Nach S.9.5 ist die (eindeutig be-
stimmte) Losung gegeben durch x = A~'b. Allerdings erweist sich die Berechnung
von A™! als i. a. sehr aufwendig. Das im folgenden dargestellte Verfahren ist weniger
rechenintensiv und hat zudem den Vorteil, dass es leicht modifiziert fiir allgemeine
Matrizen A € K™*" anwendbar ist.

Satz 10.7 Es seien A € K™*" und b € K" mit Rg(A) = n (d. h. A ist invertier-
bar). Dann lisst sich (A|b) durch elementare Zeilenoperationen in eine Matrixz (R|c)
tiberfiihren, wobei R € K™*" eine obere Dreiecksmatirz ist, d. h. R hat die Form

rir ... e Tn
0

R= ;
0 ... 0 Tnn

(also 1, = 0 fir j > k) und rj; # 0 fir j =1,... ,n. Insbesondere sind die Systeme
Az = b und Rx = ¢ dquivalent.

Beweis.

Zunichst konnen wir durch eventuelles Vertauschen zweier Zeilen erreichen, dass (A|b)
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iibergeht in (A[b) mit ay; # 0. (Beachte: wiire aj; = 0 fiir j = 1,...,n, so wiire
Rg(A) < n.) Nun subtrahieren wir das %—fache der ersten Zeile von (A[b) von der

j-ten Zeile von (A|b) (j = 2,...,n). Dann entsteht eine Matrix (A;|b;) der Form

1 1 1
d) 0
1) L @
0 a .G b
(A1|b1) = .z mo ;
0 AU

d. h. der erste Eintrag agll) der j-ten Zeile ist O fiir j = 2,... ,n (und agll) # 0). Nun
verfahren wir entsprechend mit der ((n — 1) x n)-Matrix

1 1 1
0 )
(Bildy) = : : :
DG

anstelle von (A|b). Dabei ist wichtig, dass nach S.8.27 und S.10.4/5 Rg (A1) = Rg (4) =
n gilt. Damit ist Rg(B1) = n — 1 (wére Rg(B1) < n — 1, so wire eine Zeile von B
Linearkombination der restlichen, was dann auch fiir A; gelten wiirde). Es entsteht
nach diesem Umformen eine Matrix (Az|b2) der Form

NN AV 50
2 2 2
S R IO
(Aslbe) = : 0 a:%) aéi) b:(f)
0 0 o ... af P
mit a%) # 0 und aﬁ) =0 fir j = 2,...,n sowie ag) =0firj =3,...,n. So

fortfahrend erhalten wir eine Kette von Matrizen (A,,|b,,) der Form

® * % * %
0
ST ® kL. % % — m
(Am‘bm): . (mzl, ,n—l)
: 0 = * %
0 0 = * %

wobei die Eintrédge ® nicht verschwinden. Dabei ist (A,|bnm) aus (Aolbo) = (A[b)
durch elementare Zeilenumformungen (der Form Z; < Zj und Z; + A\Z},) entstanden.
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Firm=n—1 ist

® * %
0
(An-lbn-1) =1 + " Con | = (Rl
*
0 ... ... 0 ® =
mit R = (rj), ¢ = (c1,... yen)l und rj, = 0 fiir j > kund k= 1,... ,n — 1 sowie
rj; # 0 fiir j =1,... ,n. Nach F.10.6 ist Rx = c dquivalent zu Az = b. O

Bemerkung 10.8 Das im Beweis dargestellte Verfahren zur Berechnung von (R|c)
aus (A|b) heifit Gaufs- Verfahren oder Gauf- Algorithmus. Hat man das LGS Az = b
durch das Gauf3-Verfahren in das dquivalente System Rz = c iiberfiihrt, so ldss t sich

die Lésung
r=A1=R"1c
leicht berechnen: Die Losung o = (z1,... ,2,)7 € K" erfiillt
11 ... T1in Tl C1
0 92 ... Topn xo C2
Ra’j = = = C
0 ... 0 7mp Tn, Cn

genau dann, wenn

Tn = Cn/rnn

und

n

1 .
fL’j:?(cj_ erk:ck) (j:n—l,n—Q,...,l),
7 k=j+1

d. h. z ldsst sich sukzessive “von hinten nach vorne” berechnen, da x; nur von den

dann bekannten Gréflen rji, ¢; und x;41,... , 7, abhingt!
Jetzt endlich ein

Beispiel 10.9 Wir betrachten das LGS

3r1 + x» — 3x3 = 8
—6x1 + b5x3 = -—11,
3r1 4+ bz — Txg = 20
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also
3 1 -3 8
(Alb) = (Aglbo) =| -6 0 5 ~—11
3 5 =7 20
1. Schritt (ZQ +27y1; Zs — Zl):
3 1 -3 8
(Ailb1) =1 0 2 -1 ,
0 4 —4 12
2. Schritt (Zg - 222):
3 1 -3 8
(Rle) =(A2lb2) = 0 2 -1 5
00 -2 2
Damit ist
r3 = 0—3:—1
733
1 3 1 4
x9 = — | cog— ToRX =—bB—-(-1)(-1)===2
1 A B TSI
1 3 1
xp = —|la—) rmprp|=—@8—-(1-2-3-(-1))) =
r11 P r11
also
I 1
c=| 2 | =] 2
T3 -1

65

Bemerkung 10.10 1.1In S.10.7 hatten wir vorausgesetzt, dass A vollen Rang hat, also

invertierbar ist. Was passiert, wenn die (quadratische) Matrix A nicht invertierbar ist?

Dann wird das Gaufi’sche Verfahren in einem der Iterationsschritte zusammenbrechen,

und zwar an dem Punkt, an dem eine Zeile mit einem nichtverschwindenen Eintrag

“eingewechselt” werden mufl oder spétestens damit, dass r,, = 0 ist. Also: wenn das

Verfahren bis zum letzten Schritt funktioniert, mufl A notwendig vollen Rang gehabt

haben.

2. Eine Erweiterung der Gauf-Algorithmus fithrt auch auf ein Verfahren zur Berechnug

von A1
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Wir betrachten die Matrix (A|E,) € K™ (") Fiihrt man die Schritte des Gauf-
Algorithmus wie im Beweis zu S. 10.7 beschrieben mit (A|E,) statt (A|b) aus (also
mit “rechter Seite” E,), so wird (A|E,) iibergefiihrt in eine Matrix (R|C) € K> (")
mit oberer Dreiecksmatrix R = (r;,) und rj; # 0 fiir j = 1,... ,n. Durch weitere
elementare Zeilenoperationen der Form Z; + AZ, und AZ; kann (R|C) iibergefiihrt
werden in (E,|B). Dabei gilt dann B = A~'. (Denn: Ist b(*) die k-te Spalte von B,
und ist e®) der k-te Einheitsvektor in K™ so gilt nach Konstruktion Az = e*) genau
dann, wenn z = E,z = b®), d. h. Ab®) = e®) fiir k = 1,... ,n baw. AB = E,, ist).
Dies zeigt auch, das jede invertierbare Matrix A ein Produkt aus Elementarmatrizen
ist. (Denn es ist E, = Z - A, wobei Z ein Produkt aus Elementarmatrizen ist. Also ist
nach S.10.5 auch A = Z~! Produkt aus Elementarmatrizen.)

Bemerkung 10.11 Wir betrachten die Iterationsschritte des Gaufy’schen Algorith-
mus noch einmal etwas nédher. Dabei untersuchen wir anstelle der erweiterten Matrix
(A|b) nur die (n x n)-Matrix A. Zunichst sei A so, dass im GauBl’schen Verfahren keine
Zeilenvertauschungen vorgenommen werden miissen. Dann lésst sich der erste Schritt
folgendermafien formalisieren

Ay = L1A(= L1 Ay)

wobei Ay wie im Beweis zu S.10.7 und

1 0 ... ... 0
-l 1 0 0
Ly = 0
1 0
—lp1 O 0 1

j=2
mit
(0)
i a’ ]
by = JI—Z—I) (j=2, ;n)
aii ajy
Allgemeiner gilt firm=1,... ,n—1

Am = LmAm—l
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wobei A,,—1, A,, wie im Beweis zu S.10.7 und

1 0 0
0 1
0 1
Ln, =

_em—i—l,m 1

: 0
0
0 ... 0 —Llyw O ... 1

= FOM (g, ) FUFYm (g ) = B+ Z (—Ljm ) EG™

j=m+1
mit
(m—1)
gjm: g:—l) (j:m—i-l,"‘,n).
mm

(Matrizen dieser Form heiflen Frobenius-Matrizen. Wir setzen zur Abkiirzung

n
Lom ={Le K" :L=E+ » MNEU™, )\eKfirj=m+1,..,n})
j=m+1

Also ergibt sich insgesamt
Ly 1Ly o---Lol1A=A, 1 =R.

Weiter siecht man mit S.10.5: Die Matrix L,, ist invertierbar mit

1 0 ... ... ... ....0
0 1
L1 - 0o 1
lpim 1
: 0
0
0 0  lym O
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Damit folgt

AZLfl-L§1-~-L;i1-R,
d. h. mit der unteren Dreiecksmatrix
1 0 0
621 1
Li=L{" Lt = l30
0
gnl €n2 En,n—l 1
st
A=LR

Eine solche Zerlegung von A hat den Vorteil, dass die Losung eines LGS Az = b fiir
b € R™ durch Loésen der beiden Gleichungssysteme

und

berechnet werden kann. Hierbei haben beide Koeffizientenmatrizen Dreiecksgestalt,
d. h. die Gleichungssysteme koénnen rekursiv (vgl. B. 10.8) gelost werden. Dies ist
insbesondere dann von Vorteil, wenn Ax = b fiir verschiedene rechte Seiten b gelost
werden muss.

Man kann zeigen ([U]), dass eine solche Zerlegung fiir invertierbare Matrizen stets
eindeutig ist, d. h. ist

Ly:={L=j) e K" : Ly, =0firj <k, {;;=1firj=1,... ,n},

so existieren hochstens ein L € L, sowie eine obere Dreiecksmatrix R = (rj;) mit
rij #0 (i =1,...,n) und A = LR. Man nennt diese Zerlegung dann LR-Zerlegung

von A.

Ist A so, dass im Gauf’schen Algorithmus Zeilen vertauscht werden miissen, so sieht
man wie oben: Es existieren Frobenius-Matrizen L1, ... , L,_1 und Vertauschungsma-

trizen

plk)  pn=lkn-)
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mit k,, > m (wobei Pmkm) — E falls im m-ten Schritt keine Vertauschung vorge-

nommen wurde) und so, dass

Ly PO Vkn-n)p  p=2kn2) ., plk). 4 =R,

Man kann zeigen ([U]), dass fiir jede Frobenius Matrix F' € L, ,, und j,k > m eine
Frobenius-Matrix F’ € L, ,,, existiert mit

pUR p — p'plUk)
Also folgt, dass mit gewissen Frobenius-Matrizen L, € Lom(m=1,...,n—1) gilt

Lp_1-...- L{PVhn) o pLk) g = R

Mit P := P(*=Lkn-1) ... p(bk) und [ = (Lyy---Ly)~' = Lyt L1 gilt dann

PA=LR

Hierbei ist P (eine sog. Permutationsmatrix) invertierbar, und L € L, wieder eine
untere Dreiecksmatrix. Ahnlich wie oben kann die Losung von Az = b fiir beliebiges
b € K" durch Losen der Systeme

Ly = Pb

und

berechnet werden.

Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung der Matrizen, fiir die die L R-Zerlegung

existiert.

Satz 10.12 Es sei A = (aji) € GLy(K). Genau dann existiert die LR-Zerlegung von

A, wenn die Matrizen
AW = (aj)jper, . € K™

firr=1,...,n invertierbar sind.



10 DER GAUSS’SCHE ALGORITHMUS 70

Beweis.
“=":Ist A = LR die LR-Zerlegung, so schreiben wir diese in Blockform (die Bedeu-
tung der Blocke ergibt sich aus A(") e K"*")

A ) B L™ o R™ RY) B
c  p) Lgi) Lg;) 0 Rg)
< LORD  [@RY) )
bn Ln + dgng

Es folgt A = L) R™ _ Da L) und R invertierbar sind, ist auch A invertierbar.
“<”: (Induktion nach n)
Der Fall n = 1 ist klar. Es sei 4 € K®+Dx(+1) g5 dass A") invertierbar ist fiir

r=1,...,n+ 1. Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung

) A g LM RH)
B aT o B CLT «

mit gewissen a,b € K™ o € K und einer oberen Dreiecksmatrix R mit 7“](-?) #0
sowie einer Matrix L™ € £,,. Also folgt

(L(n))—l 0 A R(n) %
0T 1 B a’ o«

mit b = (L™)~1p und (LM)~! € £,, (man beachte: L, ist eine Gruppe ([U])). Durch
elementare Zeilenoperationen der Form Z; + A7}, lisst sich die Matrix auf der rechten
Seite in eine obere Dreiecksmatrix R mit r;; # 0 iiberfithren. Also existiert nach
B.10.11 eine Matrix L € £,,41 mit

B L(n) -1 0
L ( ) A=R.
(0 1

Da L,,+1 eine Gruppe ist, gilt fiir die untere Dreiecksmatrix

LM o\ .
L= LV e Lo
of 1

die Zerlegung A = LR. |

Bisher haben wir uns lediglich mit einer Losungsmethode fiir lineare Gleichungssyste-
me mit invertierbarer Koeffizientenmatrix A beschiiftigt. Wir werden jetzt auf Glei-
chungssysteme mit beliebiger Matrix A eingehen.

Definition 10.13 Es sei B = (bj;) € K™ ", und es sei r € {1,... ,min(n,m)}.
Man sagt, die Matrix B hat Zeilenstufenform (mit r Stufen), wenn es Spaltenindizes
ki,... k. €{1,... ,n} mit folgenden Eigenschaften gibt:
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a) kjjgk‘j+1 fﬁI‘jzl,...,Tfl
b) bj, #0fiir j=1,...,r
c) bjy=0firj=r+1,... m;k=1,... ,nundfiir j=1,...,7 k <k

d. h. B hat die Form

0 ... 0 b
0 bo, ko
0 0
B—
0 i i e 0 b,
0
0 0

Satz 10.14 Ist B = (bj,) € K™*" eine Matriz in Zeilenstufenform mit r Stufen, so
ist Rg(B) =r.

Beweis..
Sind Bj ..., B, die ersten r Zeilen von B, so gilt

Rg(B) =Zrg(B) =dim < B;...,B, ><r.

Wir zeigen Bj ..., B, sind linear unabhéngig (dann ist Rg(B) = Zrg(B) = r). Dazu
seien A1,...,\ € K so, dass

T
> AB, =0T,
v=1
d. h.
-
> ANbe=0 firk=1,...,n.
v=1
Insbesondere gilt
-
> Nbyg, =0 firj=1,...,r.
v=1
Fiir j =1 ergibt sich (da b, x, = 0 fiir v > 1)

0="> Nbyg, = Mbug,

v=1
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also Ay = 0. Hieraus folgt fiir j = 2

0= Nbuk, = Ao,

v=2
also Ao = 0. So fortfahrend ergibt sich Ay = Ay = ... = A\, = 0, also sind By,..., B,

linear unabhéngig. O

Satz 10.15 Jede Matriz A € K™*"™, A #£ 0, ldsst sich durch elementare Zeilenumfor-
mungen in eine Matrix B € K™ " transformieren, die Zeilenstufenform (mit Rg(A)
Stufen) hat.

Beweis.

Da A # 0 ist, existiert ein kleinster Spaltenindex k1 mit a(¥1) £ 0. Ist etwa ajk, # 0, s0
vertauschen wir die erste mit der j-ten Zeile (diesen Eintrag nennen wir by, ). Durch
Umformungen der Form Z; 4+ AZ; kénnen wir dann A transformieren in die Form

0 -+ 0 b,
: 0

Ay
0O ... 0 0

Ist Ay € K(m=Dx(=k1) die Nullmatrix, so sind wir fertig. Ist A; # 0, so wird die
gleiche Prozedur auf A; angewandt. Nach endlich vielen Schritten landet man bei

einer Matrix B in Zeilenstufenform. O

Folgerung 10.16 Ist A € K™*" A # 0 und ist b € K™, so ldsst sich (A|b) durch
elementare Zeilenumformungen in eine Matrix (A’[b’) transformieren, die Zeilenstufen-
form hat. Die LGS’e Az = b und A’z = b sind nach F. 10.6 dquivalent.

Ist

0 --- 0 all,kl c1
0 a’27k2 co
0
(A'|b") = : : 0 a;7kr . Cr
0 ¢t
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mit a;.7kj #£ 0 fir j =1,...,r,s0ist Az = b (bzw. Az = b) genau dann lsbar,
wenn ¢41 = ... = ¢y = 0 gilt. (In diesem Fall ist Rg(A") = Rg(A’|l/) anderenfalls ist
Rg(A") =r < Rg(A']t'))

Bemerkung 10.17 Wie kann man im Falle ¢, = --- = ¢, = 0 das System 16sen?
Durch geeignetes Vertauschen von Spalten lasst sich (die um die letzten m —r, nur aus
Nullen bestehenden Zeilen “verkleinerte” Matrix) in die Form

" " "
a’ll PR DY PEEEY a’lr PR aln Cl
" " /1
0 ayp - Agp  tr Qg €2
(A"|c) = S0
" "
0 0 - 0 d\ - d o
mit af; # 0 fiir j = 1,... ,r bringen. Wir berechnen die Lésungen y von A"y = c. Die

Losungen x von A’z =V (bzw. Ax = b) ergeben sich dann durch Riickvertauschen der
Variablen y1, ..., yn.

Nach S.9.4 haben wir eine spezielle Losung y(© der inhomogenen Gleichung und eine
Basis von Los (A”,0) zu berechnen.

1. Berechnung einer speziellen Losung 4% von A"y = ¢

Mit 4 = (y1,... ,y,)7T setzen wir y,41 = - - = y, = 0. Dann kann man die y1, ... , ¥,

“von hinten nach vorne” wie in B.10.8 berechnen (mit

afy e ag,
0
R =
0 0 a,
und rechter Seite ¢ = (c1,... ,c.)7).

2. Berechnung einer Basis von Los (A”,0):
O. E. kénnen wir n > r annehmen (sonst ist Los(A”,0) = {0}). Wir setzen A” = (R|S)

mit

" " " "
app -0 Gy A1pry1 0 A1p
R = und S =
" 1 "
0 Ay ar,r—i—l T Qg
Schreiben wir y = (y1,...,ys)? € K™ als (u,v)T mit v = (y1,...,y)7 und v =
T .
(yr-‘rlv cee 7yn) , SO 1st

Los (A”,0) = {y: A"y =0} = {(u,v) € K" x K" " : Ru = —Sv}
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(denn: A"y — A"(") = Ru + Sv). Fiir v = e®) (= k-ter Einheitsvektor in K"~")

berechnen wir die Losung u(*) von

Ru=—Sv=—9ek) = — : (k=1,...,n—r)
a;"/,k+r

nach dem Verfahren aus B.10.8. Dann ist y(l), oy mit

()

eine Basis von Los (A”,0) (denn 3™, ... 4™~ sind linear unabhingig nach Kon-
struktion und dim(A”,0) =n —r).

Beispiel 10.18 Wir betrachten das LGS

1 -2 2 -1 4
Z2
Az = 2 —4 -5 = -1 | =0
T3
-1 2 1 0 -1
T4

Dann ist

(Alp) = 2 -4 =5 1 -1

. 1 -2 2 -1 4
Zsti 0 0 -9 3 -9
e

0o 0 3 -1 3
Ze+ 12, 1 -2 2 -1 4

0 0 -9 3 -9 |=(A).
E—

0 0 0 0 0

Vertauschen der 4. und 2. Spalte (und Weglassen der letzten Zeile) ergibt
1 -1 2 -2 4
(A"]e) = = (R[S]e)
0o 3 -9 0 -9

also die gewiinschte Form.
Eine spezielle Losung (% der inhomogenen Gleichung ergibt sich mit y3 = y4 = 0 aus

()00 ) )-():
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also

y2:—3791:17

und damit

Eine Basis (y(),y®)) von Los (A”,0) erhilt man aus

-1

1
Ru =
(0 3

-2

)(2)-(73) -
)(Z;>:<§>:—Se<2>,

und

Man berechnet

1) —

S = W =
= O O N

Los (A", ¢) =y + Los (4”,0) = +A +u

Also ist

|
w
S =W =

Durch Riickvertauschen der Variablen erhilt man

[

Los (A,b) = Los (A',V) = + A +p

()
wWw = O =
S O =N

_ o O N

A ueER

A ueR

75
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11 Determinanten

Bevor wir zu einem weiteren zentralen Begriff der Linearen Algebra, ndmlich der De-
terminante einer Matrix, kommen, befassen wir uns vorbereitend noch einmal etwas
genauer mit der Symmetrischen Gruppe S, d. h. der Menge aller bijektiven Abbil-
dungen auf {1,...,n} mit der Hintereinanderausfithrung als Verkniipfung (siehe B.
2.3).

Definition 11.1 Es sei n > 2. Ein o € S, heifit Transposition (der Elemente j

und k aus {1,...,n}), falls j # k und o(j) = k sowie o(m) = m fiir alle m €
{1,...,n}\ {y,k}. Wir schreiben dann o =: [j, k]. Es gilt dabei [j, k] = [k, j] und
[, K]~ = [j, k.

Satz 11.2 Es sein n € N. Dann gilt
1. |Spl =n!.

2. Fir n > 2 ist jedes o € S, darstellbar als Produkt (bzgl. o) aus hochstens n
Transpositionen.

Beweis.
1. Induktionsanfang n = 1: Es ist [S1] = [{id{}[ = 1.
2. Induktionsschritt n — n + 1: Es gilt

n+1
Sn—H = U A] )
i=1

wobei A; := {0 € Sp11: 0(j) = n+1} und die Zerlegung disjunktiv ist. Jedem o € A;
entspricht in eineindeutiger Weise ein 7 € S, (ndmlich 7 mit 7(k) := o(k) fiir k < j
und 7(k) := o(k + 1) fiir £ > j). Nach Induktionsvoraussetzung ist also

Aj| = [Spl=n!  (j=1,...,n+1)

und damit
n+1
Susal = D145 = (1)1
j=1
2. Ist 0 = id, so gilt o = [1,2]o[1, 2]. Ist o # id, so existiert ein kleinstes j; € {1,... ,n}

mit o(j1) = k1 # j1. Fiir o1 := [j1, k1] o o folgt dann o1(j) = j fiir j < j;. Im Falle
o1 =id gilt o = [j1, k1] und wir sind fertig. Ist o7 # id, so existiert ein kleinstes j; €
{1,...,n} mit ks = 01(j2) # j2 (dabei ist jo > ji). Wir betrachten o9 := [jo, ko] 0 071.
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Dann ist o2(j) = j fiir j < jo. So fortfahrend gelangen wir nach m < n — 1 Schritten

zu einer Darstellung
Om = [Jm, km)o...0[j1, k2] oo =1id.
Da [j, k]~ = [j, k] gilt, ist

g = [jlvkl]o"-o[jm’km] .

Beispiel 11.3 Es sei

1 2 3 45
o= .
4 3 1 5 2
Dann gilt
1 2 3 4 5
o1 =[1,4o00 =
1 3 45 2
1 2 3 4 5
02:[2,3]001 =
1 2 45 3
1 2 3 4 5
03:[3,4]00'2 =
1 2 3 5 4
1 2 3 4 5 )
04:[4,5]003 = =1d
1 2 3 4 5
d. h.
id =04 =1[4,5]0[3,4]0[2,3] 0 [1,4] 0 0
also

o =[1,4]0[2,3] 03,4 0 [4,5] .

Definition 11.4 Es sei 0 € S,.

1. Jedes Paar (j,k) € {1,... ,n}? mit j < k und o(j) > o(k) heiit Inversion (oder
Verstellung) von o.

2. Ist I(o) die Anzahl der Inversionen von o, so heiit o gerade (bzw. ungerade) falls

I(0) gerade (bzw. ungerade), ist. Die Zahl
sign(o) := (—1)7)

heifit Signum (oder Vorzeichen) von o.
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Bemerkung 11.5 1. Fiir jedes o € S, gilt

sign(a) _ H U(k) — U(])

: k—j
1<j<k<n

(Denn: Es ist

[[ek) —ct)) = JI (@ —0G): [ (o) —c()
gk au§§§w> au§§§w>

= II e®-eG)- II lok) —o@)- (1)
(<o) o HSowm

= (DT lek) o)l = (D" [[k =),

j<k j<k

wobei bei der letzten Gleichheit zu beachten ist, dass aufgrund der Bijektivitit von o
beide Produkte die gleichen Faktoren enthalten).

2. Ist 0 = [j, k] eine Transposition, so ist o ungerade, d. h.
sign(o) = —1
(Denn: o. E. sei j < k. Dann hat o genau die Inversionen
G,i+1),...,G, k) und (G+1,k),...,(k—1,k),

d. h. I(o) = 2(k — j) — 1 ist ungerade).
Von zentraler Bedeutung ist nun
Satz 11.6 1. Es seien o,7 € S,. Dann gilt

sign(o o 7) = sign(o) - sign(7) .

2. Ist 0 € S,, Produkt aus m Transposition, so ist sign(o) = (—1)".
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Beweis.
: _o(rk) —o(r() e . .
L. Mit By; = k) — () fiir j # k gilt nach B.11.5.1
sign@er) = ][ o(r(k)) - o(r(4)) _
i<k J
_ o(r(k) —o(r(h)) y7 7(k) — 7(j)
N E 7(k) = 7(j) E k=
= simt) [I G II A
Ak Srw
= sign(7) H Brj H Brj
T(jgzﬁ(k) r<j§2ﬁ<k)
: o(r(k)) —a(r(4))
= sign(7) - H !
I )
= Sigl’l(T) . H U(k) : U(]) _ Sign(T) . Sign(a) ‘
j<k J

wobei die vorletzte Gleichheit aus der Bijektivitdt von 7 folgt.
2. Folgt auch 1. und B.11.5.2. O

Definition 11.7 Es sei K ein Korper. Eine Abbildung d : K™*™ — K heifit Determi-
natnenabbildung, falls folgende Bedingungen gelten:
Ay
a) d ist linear in jeder Zeile, d. h. sind j € {1,... ,n}, A = : € K™ und

Ay
be K"\, ue K, so gilt

d| A +pT | =A-dA) +p-d| T |,

b) d(A) =0, falls zwei Zeilen von A iibereinstimmen,

d) d(E) =1.
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Bemerkung 11.8 Ist d eine Determinantenabbildung, so gilt fiir

Ay
A= : e K"
Ap

und A € K sowie j # k

(d. h. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile &ndert d nicht) und
d(PUR) . A) = —d(A)

(d. h. Vertauschen zweier Zeilen bewirkt Vertauschung des Vorzeichens).

(Denn: o. E. sei j < k. Dann gilt

Aq Aq
Aj+ NAg Ay

d : =d(A)+ M\d : =d(A)
Ay, Ag
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und
Al Al Al
Ak+Aj Ak—i-Aj Ak+AJ

A, A, A,
Ay
Ay,

= dA)+d| | =dA) +dPUPA) )

Aj
Ap

Der folgende Satz ist grundlegend fiir die Theorie der Determinanten.

Satz 11.9 Es seien K ein Korper und n € N. Dann existiert genau eine Determina-
tenabbildung det : K"*" — K, und es gilt fir A = (a;,) € K™"*":

det A = Z Sign(a)al,a(l) ©Qpo(n) (2)
oE€Sh

Beweis.
1. Existenz: Es sei d : K™"*"™ — K definiert durch

d(A) = Z sign(a) *A1,0(1) """ An,o(n) (A = (ajk) € Knxn) :
o€Sn

Wir zeigen, dass d die Bedingungen aud D.11.7 erfiillt:
Es seinen A,b = (by,... ,b,)T, A\, wie D.11.7 a). Dann gilt

> sign(0)ar o) - 45-1,0G-1)(Ao() + 1be(3)) A5 11.0(141) *** Anoin)
gESy

= A sign(0) - a1001) Ao Anom) +
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Dies ist nichts anderes als die Bedingung D.11.7 a) fiir d.

Aq

Es sei nun A = : € K™™ mit Aj = Ay, fiir ein Paar (j,k) mit j < k. Es gilt
Ap

mit 7 := [j, k] nach S.11.6 und B.11.5.2 sign(o o 7) = —sign(o) fiir alle o € S,, also

Z Slgn a’l o(1) " Ano(n) =

oESh

> sign(0)ar o) Gio()  Aho(k)  Ano(m) +
ag;iﬁe

D sign(0)a1o(r(1) Ao (r()) (k) O (r(n)) -

o€ESn
ogerade

(Man beachte: Durch o +— o o 7 ist eine bijektive Abbildung zwischen {o € S,
o gerade} und {0 € S, : 0 ungerade} gegeben.) Weiter gilt

Tj.o(r(j) = Uo(k) = Uro(k) W Ak o(r(k)) = Oho() = Gjo())

SOWI€ Uy, o (r(m)) = Gm,o(m) fir m # j, k. Also ist der erste Summand das Negative des
zweiten, d. h. d(A) = 0.
Ist A= FE = (0;;) so ist von der Summe

Z SlgIl 51 (1) 5n,a(n)
gESy

nur der Summand fiir 0 = ¢d nicht 0 und dieser hat den Wert 1, also d(F) = 1.

2. Eindeutigkeit: Es seien d; und ds Determinantenabbildungen, und es sei A € K™*",
wobei 0. E. A # 0. Wir zeigen: di(A) = d2(A). Dazu sei B eine geméf S.10.15 aus A
durch elementare Zeilenumformungen (der Form Z; < Zj, und Z; + AZ},) entstandene
Matrix in Zeilenstufenform. Nach B. 11.8 gilt

di(B) = (=1)"di(A)  (i=12)

wobei m die Anzahl der Zielenvertauschungen beim Ubergang von A nach B bezeich-

net. Also geniigt es, zu zeigen:
di(B) = dz(B) .
By
Es sei B = : = (bjr) -

By,
1. Fall: Rg(B) < n. Dann ist B, = 0. Durch Addition von B; zu B,, = 0 entsteht eine
Matrix B mit det;(BM) = det;(B) (i = 1,2) und mit zwei gleichen Zeilen. Also ist
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2. Fall: Rg(B) = n. Dann ist bj; # 0 fiir j =1,... ,n. Fir

By /b1
) 1
B = : = (bﬁk))

gilt dann bg-) =1 (1 <j<n)und nach D.11.7 a)

Durch weitere elementare Zeilenumformungen der Form Z;+\Z, (Addition des (—bg-}l))—
fachen der letzten Zeile zur j-ten Zeile fir j = 1,... ,n—1 u. s. w.; vgl. B.10.10) lsst
sich B in die Einheitsmatrix E transformieren. Nach B.11.8 gilt dann d;(B(") =
d;(E) = 1. Also gilt insgesamt

di(B) = [Jbj; - ds(BW) =] sy (1=12),
j=1 j=1
also insbesondere d;(B) = da(B). O

Beispiel 11.10 Fiir n = 2 gilt So = {id, o}, wobei ¢ = [2, 1], also

a a
detA = det L
a1 a2
= sign(id)a jq1)02,i41) + SigN(0) a1 4(1)02,4(2)
= Qa11a22 — 12021 -

Weiter iiberlegt man sich leicht, dass fiir n = 3 gilt

ailp a2 ais
det(A) = det | as; azn ass

as;p as2 dass
= 011022633 + 012023031 + 013021032

— G31G22013 — 032023011 — 433021012 -

Bemerkung 11.11 1. Aus der Formel (2) ergibt sich insbesondere
det(A) = det(AT)

fir alle A €¢ K™*™,
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(Denn: Ist AT = (bj)) = (ax;), so gilt, da sign(c) = sign(c~!) nach S.11.6,

det A = ) sign(0)a1,,(1) Gnom)
ocESH

= Z sign(dfl)ag—l(a(l)),a(l) ©Go—1(o(n)),0(n)

O'GSn

= Z Sign(T)aT(l)J ©Qr(n)n

TESH

= Z Sign(7‘)b177.(1) s bnﬂ.(n) = det AT )

TES’n

84

2. Aus dem Beweis zu S. 11.9 ergibt sich auch folgende Charakterisierung der Inver-

tierbarkeit einer Matrix: Ist A € K™*™ so gilt

A invertierbar < det(A) # 0

(Denn: Ist B wie im Beweisteil 2. zu S.11.9 so gilt Rg(A) = Rg(B) und nach dem

Beweisteil 2. damit

det A=(—-1)"det B =

Eine zentrale Eigenschaft der Determinantenabbildung liefert

Satz 11.12 FEs seien A, B € K™*™. Dann gilt

det(AB) = det(A) det(B) .

Beweis.
1. Fall: Rg(B) < n. Dann ist Rg(AB) < n nach S. 8.18, also

det(A) det(B) = 0 = det(AB)

nach B. 11.11.2.
2. Fall: Rg(B) = n. Dann ist det(B) # 0 nach B. 11.11.2 .
Wir betrachten d : K™*" — K mit

_ det(AB)

d(A) == = (A e K™m).

(=)™ [[ bj; #0, falls Rg(A) =n
j=1

0 falls Rg(A) <n

)

Wir zeigen: d ist eine Determinantenabbildung, also d = det nach S. 11.9. Dies ist die

Behauptung.
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Ay
Es sei A = (aj,) = : und b€ K™ A\, € K. Dann gilt
Ap
Al Al
d AA<'+ bT = et )\A-‘+ I | B| =
J H det B J 2
A, Ap

A1 B

) :
= det | [ A4;B+ "B || =

det B
A, B
[ AB AB \\ |
= 1 Adet A‘B + pdet bT‘B
~ detB ¢ J prae
I A, B AB ) ] |
Ay

— M(A) +pud| | BT :

Anp

also ist a) aus D. 11.7 erfiillt. Gilt A; = Ay, fiir j < k, so ist A;B = A B, d. h. zwei

Zeilen von AB stimmen iiberein. Also ist

1
d(A) ot B det(AB) =0
Ist schliefllich A = F, so ist AB = B, also d(F) = 1. O

Wir ergénzen diesen Abschnitt durch eine zumindest theoretisch niitzliche Formel fiir

die Berechnung von Determinanten.
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Definition 11.13 Es seien A = (a;;) € K™*", wobei n > 1, und j,k € {1,... ,n}.
Die Matrix Sj;(A) € K™ DX~ die aus A durch Streichen der j-ten Zeile und der
k-ten Spalte entsteht heifit Streichungsmatriz (bzgl. (j,k)) von A.

(Ist etwa

BN

I
~N &~ =
co ot N
o O W

SO ist

Sa(4) = (; Z) )

Satz 11.14 (Laplace’scher Entwicklungssatz) Es sei A = (aj;) € K"*™. Dann
gilt firk=1,...,n

det A =" aj(—1)"*" det(Sjx(A)) (3)
j=1
( “Entwicklung nach der k-ten Spalte”) und fir j =1,...,n
det A =" aj(—1)"*" det(S;x(A)) (4)
k=1

( “Entwicklung nach der j-ten Zeile”).

Beweis.

Wir zeigen (4). Die Formel (3) ergibt sich damit aus det(A) = det(A”).

Es sei Ajp € K™ die Matrix, die aus A durch Ersetzen der j-ten Zeile A; durch ez
und Ersetzen der k-ten Spalte a(®) durch e;j entsteht, d. h.

alr ... 0o ... QA1n
Aji = 0 1 0 —J
Gnl 0 Amn,
7
k

Behauptung: Es gilt

Z aji det Aj, = det A .
k=1
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(Denn: Ist A;-k € K™ die Matrix, in der die j-te Zeile A; durch e;‘g ersetzt ist, so
1aBt sich Aj;, aus A;-k durch Zeilenoperationen vom Typ (Z, + AZ,,) gewinnen (man
addiere zur i-ten Zeile von A das (—a;)-fache der j-ten Zeile von A% (i # j)). Also

n
gilt nach B.11.8 det A;; = det A’;,. Schreibt man A; = a;rel, so ergibt sich aus
J 7k J IR"k
k=1
D.11.7 a)

det A = Za]kdet Jk Za]kdet k) )
k=1

Durch (kK — 1) Vertauschungen (falls k& > 1) benachbarter Spalten erhalten wir aus
Ajj, eine Matrix By, € K™ ", in der die (m + 1)-te Spalte die m-te Spalte von Ajj
ist (m < k), und deren erste Spalte die k-te Spalte e; von Aj; ist. Also ist nach B.
11.8 (mit “Spalten” statt “Zeilen”; man beachte dabei: aus B.11.11.1 folgt, dass die
Eigenschaften aus D.11.7 und B.11.8 auch mit “Spalte” statt “Zeile” gelten)

det A, = (—1)F " det By, .
Entsprechend erhélt man durch j —1 (falls j > 1) Vertauschungen von Zeilen aus By,
eine Matrix Cjj, mit det(Bj;z) = (—1)7~! det(C}y,), wobei Cjj, von der Form

10 ... 0

0
Cjk = : = (duy)u,uzl,...,n

ist. Hierfiir gilt

det(Cjr) = Z sign(o)dy (1 'Hdu, (1)
M*Q

ocESh

= Z sign(o) - dyg - Hdﬂg

ocESn
o(1)=1

= Z sign (7 H Ay 1,7(uy+1 = det(Sj(A)) -
Tesnfl H= 1

(Man beachte: Jedem o € S, mit o(1) = 1 entspricht genau ein 7 € S,,_1, namlich 7
mit 7(p) :=o(pu+ 1) — 1, und es gilt dabei sign(o) = sign(7).)
Also gilt insgesamt

detA = ZajkdetAJk—Zajk +(k— 1)det(C' k)

= Zak 1)7+* det(S;(A)) .
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Beispiel 11.15 Es sei

N W s =
_ = O N
w N O W
e N )

Dann gilt (Entwicklung nach der 2. Zeile):

4
det A = ) agk(—1)* det(Sa(A)) =
k=1

2 3 2
= 4-(=1)det| 1 2 0 [+1-det
1 3 1

N W =
— =N

= —4(4+6-4-3)+13+8+9-6-2—18)=—18.

Bemerkung 11.16 Determinanten kénnen auch dazu verwandt werden, die Losung
x = A7b eines LGS Az = b mit invertierbarer Matrix A € K™*" darzustellen: Sind
a®) die Spalten von A, so gilt

T -det(a(l), o aR D p gD ,a(")) (k=1,...,n).

~ det(A)

(Denn: Fiir # = (x1,... ,2,)7 gilt

zn:x,,a(”) =b.
v=1

Also folgt mit D.11.7 a) (und B.11.11.1)
det(a(1)7 s 7a(k_1)7 b7 a(k+1), v ;a(n)) =

= det(a, ... 7a(k*1)7leja(1/)7a(k+l)’”_ L) =
v=1
= ZZ’V det(a(l), I GO R COR e S ,a(")) =z det(A4) .)
v=1

Dariiber hinaus lisst sich auch die Inverse A~1 durch Determinanten darstellen: Ist
Al = (aggl)), so gilt

-y _ 1 -+ , _—
aj, = o (F1Tdet(S(4))  (hk=1....n)

(siehe [0]).
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12 Eigenwerte

Ein wesentliches Anliegen der Linearen Algebra besteht darin, Aussagen iiber das Ab-
bildungsverhalten linearer Selbstabbildungen 7' (d. h. T" € L(V')) zu machen. Beson-
ders einfach ist die Wirkung von T" auf ein v € V', wenn T'v lediglich eine “Streckung”
von v bewirkt, d. h. Tv = Ao fiir ein A € K gilt. Dies fiihrt auf

Definition 12.1 Essei V ein linearer Raum iiber K, und essei T € L(V)(= L(V,V)).
Ein A € K heifit Figenwert von T, falls ein v € V,v # 0, existiert mit

Tv=\v (bzw. (T'— XI)(v) = 0) ,

wobei I := idy. Ist A Eigenwert von T', so heifit Kern(T' — A\I) Figenraum (von T) zu
A und jedes v € Kern(T — M) heiit Eigenvektor (von T') zu A.

Indem wir A € K™ wieder mit T' € L(K™) mit Tx = Az (z € K") identifizieren
(siehe B./D.8.9) kénnen wir damit auch von “Eigenwert von A” bzw. “Eigenraum”
oder “Kigenvektor von A” reden.

Offenbar ist A genau dann Eigenwert von A, wenn das LGS (A—AE)z = 0 eine Losung
x # 0 hat, also genau dann, wenn det(A — AE) =0 ist (B. 11.11).

(1)

Dann sind +1 Eigenwerte von A (denn

() 6) e a0)- () ()
(00

-1
det(A—AE)zdet( A>:A2+1.
-1 —=

Beispiel 12.2 1. Es sei

2. Es sei

Dann gilt

Also: Ist K =R, so ist det(A — AE) # 0 fiir alle A € R, d. h. A hat keinen Eigenwert.
Ist andererseits K = C, so gilt det(A — AE) = 0 fiir A = +i, d. h. A\j2 = =i sind
Figenwerte von A.
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Insbesondere zeigt das Beispiel, dass nicht jede Matrix A € R?*? einen Eigenwert be-
sitzt!

Wir betrachten jetzt oft K = R oder K = C. In diesem Fall schreiben wir K =: K
wobei dann K € {R, C}.

Satz 12.3 Es sei A € K"*". Dann ist P : K — K, definiert durch
P(\) := Pa(\) :=det(A — \E) (A eK),

ein Polynom vom Grad n (mit hochstem Koeffizient (—1)").

Beweis.

Es gilt A — AE = () mit

G = ajj — A , fallsj=k
! aji . fallsj £k

Also folgt aus (2) mit gewissen «,, € K

det(A—AE) = Y sign(0)dy o) fng(m) =
0ESH
= (a1 =N (ann =N+ Y sign(0)dr 1) Gno(n)
pas

n—1

= ( 1)”An + Z Oél,)\y + Z aq o(1) dnp(n)
v=0 c€Sn

oZid

Da in jedem Summanden von Y Gy 4(1) """ @n,e(n) Faktoren der Art (aj; — \)
o€Sn\{id}
hochstens (n — 1)-mal auftauchen, ist insgesamt

n—1

P()) = det(A — AE) = (=1)"A" + > B,\"
v=0

mit gewissen 3, € K. O

Bemerkung und Definition 12.4 Es sei A € K™*". Dann sind die Eigenwerte von
A genau die Nullstellen des Polynoms P4. Das Polynom P4 € II,, heifit charaktristi-

sches Polynom von A

Definition 12.5 Es seien A, B € K™. Dann heiflen A und B dhnlich, falls eine inver-
tierbare Matrix C' € K™*™ existiert mit

B=C1AC.

Damit gilt:
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Satz 12.6 Sind A, B € K"*" dhnlich, so ist
Py=Pp.
Beweis.
Es sei C € GL,(K) mit B = C~1AC. Dann gilt fiir A € K
B—-\AE=C'AC - C7'(\E)C =C"(A- \E)C,
also mit S. 11.12 (man beachte: det(C~1) det(C) = det(C~1C) = det(E) = 1)

Pg(\) = det(B — AE) = det(C™1)det(A — AE) det(C) =
= det(A—AE)=Ps()\) (Ae€K).

Satz 12.7 (Basistransformationssatz) Es sei V' ein endlich-dimensionaler linea-
rer Raum dber K, und es sei T € L(V'). Ferner seien M und N Basen von V', und es
seinen A bzw. B die Matrizen von T bzgl. M, M bzw. N,N, d. h.

A:(pM(T)a BZSON(T)v
wobei ppr = ppm wie in S.8.5. Ist C = py,n (1), so gilt
B=CtAC.

Insbesondere sind A und B dhnlich.

Beweis.
Zunéchst gilt nach S.8.8

E=9oym)=poun) onmu(l)=C- pnu(l)
d. h. C7t = oy am(I). Also gilt wieder nach S.8.8

B=on(T)=pnn{IoTol)=pnu(l) omm(T) punI)=C1AC .

Definition 12.8 Es seien V ein n-dimensionaler linearer Raum iitber Kund 7" € L(V').
Ist M eine Basis von V|, so heifit das Polynom vom Grad n

P .= PT = PSDM(T)

charakteristisches Polynom von T'. (Wichtig: Nach S.12.6 und S.12.7 ist Pr unabhéngig
von der Wahl von M!).
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Satz 12.9 Mit den Bezeichnungen aus D. 12.8 sind fir A € K dquivalent
a) X ist Eigenwert von T,
b) X ist Figenwert von @p(T),
¢) Pr(\) =0.

Beweis.

1. Ist ¢pr : V. — K" die Koordinatenabbildung bzgl. M (vgl. B./D.6.8) und A :=
em(T), so gilt

Az = (Ypr o T oy )z (x e K").
(Denn: Fiir k = 1,... ,n gilt ¢ar(vg) = ex bzw. ¥,/ (ex) = vg. Nach der Definition der

Koordinatenmatrix A = (a;;) gilt damit fir k=1,... ,n

(W oT oy e, = Yu(Top) =Yu Za]kvj

- Zaﬂkﬂ/}M UJ Za]ke] = Aey, .

Qnk

Daxzr— Axund Yy 0T o 1/1;41 linear auf K™ sind, folgt die Behauptung mit S.8.1.)
2. a) = b): Ist Tv = Ao fiir ein v € K \ {0}, so gilt fir x = ¢ps(v) € K™\ {0} nach 1.

Az = Ay (v) = Y (T) = Ypr(Av) = My (v) = Az
b) = a): Ist Az = \x fiir ein = # 0, so gilt fiir v = ¢,/ () € V' \ {0} nach 1.

Tv =Ty} (z) = ¥y A =y (Ar) = My (o) = Mo,
also ist A Eigenwert von T.
3. Die Aquivalenz von b) und c) ergibt sich sofort aus D./B.12.4 und D.12.8. O
In B. 12.2 hatten wir gesehen, dass fiir gerades n lineare Abbildungen auf R" i. a
keine Eigenwerte besitzen (man setze fiir n = 2 etwa T'r = Az mit A = ( (1) (1) ) ).

Unter Verwendung des Fundamentalsatzes der Algebra bzw. des Zwischenwertsatzes

aus der Analysis konnen wir jedoch folgendes wichtige Ergebnis beweisen.

Satz 12.10 Es seiV linearer Raum dber K mit dim(V) =n € N, und es sei T € L(V')
1. Ist K= C, so hat T mindestens einen Eigenwert.

2. Ist K =R, und ist n ungerade, so hat T'" mindestens einen Eigenwert.
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Beweis.
1. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt: Ist P € II¢ mit P(z) =

v

a,z¥ und
0

an # 0 (d. h. deg(P) = n), so existieren zi,... , 2z, € C mit -
Pi)=an [[(z=2) (2€C),
k=1
d. h. P “zerféllt in Linearfaktoren”. Insbesondere hat P also Nullstellen (in C). Wendet
man dies auf P = Pr an, so ergibt sich 1. aus S.12.9 (man beachte, dass a, = (—1)" # 0

nach S. 12.3).
2. Ist P = Pr so ist nach S. 12.3

P(x) = Z a,x” (r €R)
v=0

mit a, = —1 (da n ungerade). Also gilt fiir z # 0

P(.%’) n—1
— 271+Za,,93”_"ﬂfl (r — +00) ,
v=0
d. h. es existiert ein R > 0 mit
z" z"
Px) < —— <0 firz>R und P(z) >——>0 firz<—-R.

2 2

Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen (siehe Analysis) existiert ein A € R
mit P(\) = 0. Also ist A nach S. 12.9 Eigenwert von T'. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir eine Charakterisierung “diagonalisierba-

rer” linearer Abbildungen herleiten. Dazu beweisen wir zunéchst:

Satz 12.11 Es sei V' ein linearer Raum tber K, und es es T € L(V'). Ferner seien
A, .- A Bigenwerte von T mit A\j # Ay, fir k # j.

1. Sind vi,...,v;m € V \ {0} zugehorige Eigenvektoren (d. h. Tv; = Njwv; (j =
1,...,m)), so sind vy,... vy linear unabhingig.

2. Die Summe der zugehorigen Figenrdume ist direkt, d. h.

iKern(T—)\jI):EmBKern(T—)\jI) Gj=1,...,m).

j=1 J=1
Beweis.
1. Angenommen, v1, ... , v, sind linear abhéngig. Nach dem Beweisschritt 2. zu S.5.8
existiert

k:=min{j e {1,... ,m}:vj €<vy,... ,vj1 >}
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(mit < ) >= {0}), und es gilt £k > 2 und vy,... ,v5_1 sind linear unabhéingig. Sind
Bi,...,Bk_1 € K so, dass

k-1
v = E Bjvj ,
i=1

so folgt

k—1 k—1
Tvk =T Zﬁjvj = Z,Bj)\jyj .
j=1 J=1
Also ergibt sich

k—1 k—1 k—1
0= Nevg, — Tog, = Zﬁj/\kvj - Zﬁj)\jvj = Zﬁj(kk —\j)vj .
j=1 Jj=1 Jj=1
Da vy, ... ,vx—1 linear unabhéngig sind, folgt 5;(Ap, —A;) =0 fiir j=1,... ,k—1, also
nach Voraussetzung 8; = 0 fiir j = 1,... ,k — 1 und damit vy = 0, im Widerspruch
zur Voraussetzung.
2. Wir zeigen: Die Summe ist direkt. Dazu sei U; := Kern(T' — X\; - I) (j =1,... ,m)

und

weU;Ny U
Py
Dann gilt T'(u) = Aju und v = > up mit up, € U, (k=1,... ,m; k # j).
k#j
Angenommen, es ist u # 0. Dann ist I = {k # j : up # 0} # 0 und u; = > uy. Da
kel
T (ug) = Aguy fiir k € I gilt, widerspricht dies 1. Also ist u = 0 und damit ist Summe
direkt. O

Wir wenden uns dem Problem der “Diagonalisierbarkeit” linearer Abbildungen zu.
Worum geht es dabei? Angenommen, 7' € L(V) ist so, dass eine Basis (v1,... ,v,) aus
Figenvektoren existiert. Dann ist das Abbildungsverhalten von T sehr iibersichtlich:

Es gilt ndmlich mit Tvg, = Agvp fiir alle v € V

Tw)=T (Z ﬁk%) = BiToe = Brdkvx (U = Zﬁk%) :
k=1 k=1 k=1 k=1

A0 .0
0 . T .
Ist A = € K™ so hat T € L(K™) mit Tx = Ax offenbar
S
0 ... 0 M\
obige Eigenschaft fiir (vq,...,v,) = (e1,... ,€n)

(denn es gilt T'(ex) = Aex, = Agey fir k=1,... ,n).
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Definition 12.12 1. Eine Matrix D = (d;ji) € K™ heifit Diagonalmatriz, falls

A,y ..., Ay € K existieren mit

e, falls j—k
dji = , = Adjk
0 , falls j#k

d. h.
AL O 0
0 A
D= 2
0
0 0 A,

Wir schreiben dann D =: diag(A1, ..., A\p).

2. Ist V ein linearer Raum tiber K, so heifit T' € L(V') diagonalisierbar falls eine Basis
von V' aus Eigenvektoren existiert.

Ist A € K™ so heifit A diagonalisierbar, falls x — Az € L(K"™) diagonalisierbar ist.

Es gilt dann:

Satz 12.13 EsseiV ein n-dimensionaler linearer Raum iber K, und es sei T € L(V).
Dann sind dquivalent:
a) T ist diagonalisierbar.

b) Es existiert eine Basis M von V' so, dass o (T) eine Diagonalmatriz ist.
m

c) BEs ist V. = @ Kern(T — \; - I), wobei \i,...,\p, die paarweise verschiedenen
j=1

Eigenwerte von T sind.

d) Es ist dim(V) = ) dim(Kern(T — X\;I)), wobei Ay, ..., Ay wie in c).
j=1

Beweis.

a) = b): Ist M = (v1,...,v,) eine Basis aus Eigenvektoren von T, so existieren
Wiy s by € K mit Tog = pgog (k=1,...,n). Also gilt nach Definiton von ¢ (T) =
A = (a;p):

we , falls j=k
A5k = { (: :uk(sjk’) )
0 , sonst

d. h. op(T) = diag(pa, - -, pin)-
b) = a): Existiert eine Basis M = (v1,... ,v,) von V mit A = o (T) = diag(p1, - - - , fin),
sogilt firk=1,...,n

n
T(vk) =) akv; = pkvs
j=n
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(wobei A = (aji)). Also sind vy, ... , v, Eigenvektoren.
a) = c): Nach Voraussetzung existiert eine Basis M = (v1,... ,v,) aus Eigenvektoren
n

mit zugehorigen Eigenwerten p, ... , iy. Also gilt fiir jedes v € V, v = Y Srvg,

U:iﬁkvk—z Z ﬁkvkEZKernT )\ I)
k=1

5=1 krp=A;

(Man beachte dabei:

T( Y. B)= >, BTwe=X > Brok,

k:pp=A; kipp=A; kipp=A;
d.h. > Brup € Kern(T — Aj - I)).
-y

Alsoist V = ) Kern(T — \; - I).
=1
Nach S.12.11.2 ist die Summe direkt.

c) = d): Ergibt sich sofort aus F. 5.19.
d) = a): Es gelte

dimV = " dim(Kern(T — X; - I)) .
j=1

Wir wihlen Basen (vgj), e ,vfli)) von Uj := Kern(T' — A\ - I). Dann ist n = ) d;, d.
j=1
h.

M = (vil),... ,Uc(i),... Uim),... vé:))

besteht aus n Elementen. Wir zeigen: M ist linear unabhéngig (dann ist M auch Basis
von V nach S. 5.15, also eine Basis aus Eigenvektoren).

Esseienalsoa,(cj)erﬁrkzl,...,dj;jzl,...,mmit
m dj m

D) LS o0
Jj=1k=1 j=1

wobei u; = Z ak ) e Uj. Aus S.12.11.2 folgt, dass u; = 0 fiir j = 1,... ,m gelten

muss, also

Zak vk j=1,...,m).

Da (vgj), L )) fiir 5 = 1,...,m linear unabhéngig sind, folgt a(J) =0, fir k =
,d; und j=1,...,m,d. h. M ist linear unabhéngig. O
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Bemerkung 12.14 1. Insbesondere folgt aus S. 12.13 (oder auch schon aus S. 12.11),
dass ein T' € L(V) sicher dann diagonalisierbar ist, wenn n = dim(V') paarweise
verschiedene Eigenwerte existieren. Dies ist jedoch nicht notwendig fiir die Diagona-
lisierbarkeit (etwa T' = idxn» hat nur den Eigenwert A = 1, ist aber diagonalisierbar,
denn die kanonische Basis ist eine Basis aus Eigenvektoren).

2. Notwendig fiir die Diagonaliserbarkeit ist natiirlich, dass zumindest ein Eigenwert
existiert. Dies ist jedoch nicht hinreichend.

(Man betrachte etwa T' € L(R?) mit

(1) () (= () ex)

Dann gilt

PT()\):PA(A):det(A)\E):det< lgA 1i)\>:(1>\)2,

d. h. A =1 ist einziger Eigenwert von A. Es gilt

Oz@—szM—Eﬂz(Eé)(Z)

genau dann, wenn xo = 0 ist, d. h.
Kern(T — I) = Kern(A — E) =R x {0},

also dim(Kern(7' — I)) = 1 < 2 = dim(V'). Nach S. 12.13 ist also T" nicht diagonali-
sierbar.)
3. Eine Matrix A € K™*" ist diagonalisierbar genau dann, wenn ein C' € GL,,(K) und

Ay ..., A\p € K existieren mit
C1AC = diag( M1, ..., M)

(Denn: Ist A diagonalisierbar, so existiert nach S.12.13 eine Basis M von K™ so, dass
die Matrix von x — Az bzgl. M eine Diagonalmatrix ist. Nach S. 12.7 existiert dann
ein C' wie behauptet (man beachte dabei: A ist die Matrix von z +— Az bzgl. der
kanonischen Basis).

Existiert umgekehrt ein solches C, so ist diag(Aq,. .. , A,) die Matrix von z — Ax bzgl.
(Cey,...,Cep), denn es gilt

ACek = Cdiag()\l, e ,)\n)ek = C)\kek = )\kC’ek

firk=1,...,n.)
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Definition 12.15 Es sei V ein endlich-dimensionaler linearer Raum iiber K, und es
sei T € L(V). Ist A € K Eigenwert von T, so heiit dim(Kern(7T'— X\ - I)) geometrische
Vielfachheit von A.

(Nach S. 12.13 ist T" genau dann diagonalisierbar, wenn die Summe der geometrischen

Vierfachheiten aller Eigenwerte = dim(V) ist.)
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13 Skalarprodukte und Normen

Ist x = (ﬁ;) € R?, so ist nach dem Satz von Pythagoras bekanntlich der Abstand von

0 zu x (bzw. die “Lénge” des Vektors x) gegeben durch
] := \/a? + a3 = VaTa .
Entsprechend gilt fiir z = (21, 29, 23)7 € R3
||z|| = x%+z%+x§: VaTx .

Weiterhin kann man sich iiberlegen, dass der “Winkel a zwischen = und " in R?\ {0}

(i)
a = arccos | ———— | ,
||| [[y]]

wobei man < x,y >:= z'y als Skalarprodukt von z und y bezeichnet. Um Analysis

gegeben ist durch

oder Geometrie in allgmeineren linearen Riumen treiben zu konnen, brauchen wir

Abstidnde, Normen oder Skalarprodukte in diesen Riumen.

Definition 13.1 Es sei V ein linearer Raum iiber K. Eine Abbildung < -, >: V X
V' — K heifit Skalarprodukt (auf V') (oder inneres Produkt (auf V')), falls folgende
Bedingungen gelten:

(S.1) < z,z >>0 fiir alle x € V und < z,z >= 0 gilt genau dann wenn x = 0 ist,
(S2) <zyy>=<y,xz > firallex,y € V,

(S.3) z —< x,y > ist linear fir alle y € V' (d. h. fir alle y € V,z1,290 € V, A1, A2 € K
gilt

< A2+ Ao,y >= A <21,y >+ < 22,y > ).

Einen linearen Raum mit Skalarprodukt (V, < -,- >) nennt man unitiren Raum. Im

Falle K = R spricht man auch von einem euklidischen Raum.

Bemerkung 13.2 1. Fiir z € C bedeutet “z > 07, dal z reell und nichtnegativ ist,
d. h. auch im Falle K = C ist < x,z > stets reell (und > 0).

2. “=7 in (S.2) bedeutet komplexe Konjugation, d. h. ist z = x + iy mit z,y € R, so
ist Z=o —iy. Ist K=R, soist als (S.2) als < z,y >=<y,z > (z,y € V) zu lesen.

3. Aus (S.2) und (S.3) folgt, dafl y —< z,y > “konjugiert-linear” ist, d. h. fiir A1, A9 €
K und y1,y2 € V gilt

<z, My 4 Aoye >= A < z,y1 > +X <z, 0 >

(und dies fiir alle x € V).
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(denn:

<, MY+ Ay > = < ANy + Aoy, > =

= M <ynLz>+A<ynr>=M<y,z >+ < yT >
= N <zy1>+d <z, >)

Beispiel 13.3 1. Es sei V =K"” und < -,- >: K" x K" — K definiert durch

n
<zy>=a2'y= Z%E (x=(21,...,20) 0= (W1, ,yn)? €K")
j=1

(wobei ¥ := (¥1,...,¥n)). Dann ist < -,- > ein Skalarprodukt auf K", das auch als

kanonisches Skalarprodukt bezeichnet wird ([U]).
2. Es sei [a, b] C R ein kompaktes Intervall. Wir setzen

Cla,b] := C([a,b],K) :={f : [a,b] — K : f stetig auf [a, b]} .

Dann ist C[a,b] ein Unterraum von Kl*? = {f : [a,b] — K}, also ein linearer Raum
iiber K.

(In der Analysis zeigt man: Sind f, g : [a,b] — K stetig und \ € K, so sind auch f +g¢
und A\f stetig auf [a, b]).

Wir definieren < -, - >: Cla, b] x Cla,b] — K durch

b
< g = / fOgDdt (f.g € Clab) |

Dann ist < -, > ein Skalarprodukt auf Cfa, b].

(Denn: (S. 2) und (S. 3) ergeben sich aus bekannten Rechenregeln fiir Integrale (—
Analysis). Da f(t)f(t) = | f(t)|? > 0 fiir alle t € [a, b] ist, ist < f, f >> 0 (— Analysis).
Wichtig, und nicht so klar, ist, dass aus f # 0 schon < f, f >> 0 folgt.)

Definition 13.4 Es sei V ein linearer Raum iiber K. Eine Abbildung ||-||: V — R
heifit Norm (auf V'), falls die folgenden Bedingungen gelten:

(N.1) ||z|| > 0 fur alle x € V, und es gilt ||z|| = 0 genau dann, wenn = = 0 ist,
(N.2) [|[Az|| = |A| ||=]| fiir alle z € VX € K,

(N.3) (Dreiecksungleichung)
|z +yll < ||| + [yl fir alle 2,y € V.

(V1| - |]) heifit dann ein normierter Raum.

Der folgende Satz zeigt, dass jedes Skalarprodukt eine Norm induziert:
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Satz 13.5 Es sei (V, < -,- >) ein unitirer Raum tber K. Wir setzen fir x € V

l|lz]| .= V/<z,2>.

Dann gilt:
1. Fiir alle z,y € V 1ist

o+l = [l + |lyl*+ < 2,y > + <y,2 > .

2. (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung)
Fir alle x,y € V gilt

| <ay > <|lzll lyll

3. || - || ist eine Norm auf V', die sog. induzierte Norm auf V.

Beweis.
1. Fir z,y € V gilt

lz+yl? = <zt+yrty>=<z,r>+<z,y>+<y,c>+<yy>=
= 2|+ lyllP+ < 2,y > + < y,x > .

2. Ist y = 0, so ist < z,y >=< z,0 >= 0, also die Behauptung trivial. Es sei also
y # 0. Fiir alle A € K gilt nach 1., (S.1), (S. 3) sowie B. 13.2.3

0 < <z-Ay,z—Ady>=|[z|>+| - M\y|P+ <z, Ay >+ < —Iy,z >

Nz|P+ N <y, y>-A<z,9>-A<y,z> .
Fiir A :=< z,y > /||[y||> =< 2,y > / < y,y > ergibt sich
0< 2P+ <a,y >z y>/Ilyl? -7y > <ay > /Iyl - <zy><yz>/lylP.
also (da <y,y >>0)
| <y >P=<zy><Twy>=<zy><ya><|z|[lyl* = (=[] lly]])* -

3. (N.1) ergibt sich sofort aus (S.1).
Sind x € V, A € K, so gilt

\z]] =< Az, Az >Y2= (AX < 2,2 >)Y2 = |\]||z]]
also (N.2). Schliefllich gilt fiir z,y € V nach 1. und 2.
[l +yl* <[zl + [lyl1> + 2[[«]] [y = (|l +[lyID*

also (N.3). O
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Beispiel 13.6 1. Es sei V = K" und < -,- > das kanonische Skalarprodukt. Dann ist
nach S. 13.5

||z]]2 := [|z]| := VaTZ =

n
Sle2 (2= (1. ) €KY
j=1

eine Norm auf K" (im Falle K = R heifit || - ||z euklidische Norm). Die Cauchy-

Schwarz’sche Ungleichung lautet hier

n n
|ijy]|§ Z’;U]P Z|yj|2 ($177xn>y177ynEK)
j=1 7j=1

Weitere wichtige Normen auf K™ sind

|2]|oe = max |z;]  (z=(21,...,2,)" €K")
j=1,...,n
und
n
el =l (x=(21,... ,20)" €K")
j=1
(das || |loo, || ]|1 Normen auf K™ sind, ergibt sich leicht aus Eigenschaften des Betrages
| auf K).

| .
2. Es sei V = Cla,b] mit < -,- > aus B. 13.3.2. Dann ist nach S. 13.5

b

Al == 1If]] = /If(t)lzdt (f € Cla,b])

a

eine Norm auf C[a, b]. Weitere wichtige Normen auf C|a, b] sind

flloo := sup |f(O)]  (f € Cla, b))

tela,b]

und
b
1l = / F@ldt (f € Clab)

(das || f]leos || f]]1 Normen auf C|[a, b] sind folgt aus Standardergebnissen der Analysis)

Bemerkung 13.7 Aus S. 13.5.1. ergeben sich leicht folgende Indentitdten, die in je-
dem unitédren Raum fiir die induzierte Norm gelten:
1. (Parallelogrammidentitit)

[l +ylI? + [l = ylI* = 2(1|=]* + [1y1*) -
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2. (Polarisierungsidentitit)

1(llz +yl? = [l = yII?), falls K =R
<z y >=
iz +yl1? = [l = ylI* +ille +ay|]* — il|z —ay[[*), falls K=C
(Denn: Nach S. 13.5.1 gilt (beachte: ||y|| = || — y||)
e+l +lle—yl? = 22l +20lyl*+ <2,y >+ <yz>+ <z, —y>+ < —ya>

= 2ljall* + 2[lyl?

und im Falle K =R

|z + yl|* = ||z — yl|? <TY>F <Y x> —<T,—y>— < —y, T >=

= 2<z,y>2<y,x>=4<z,y> .
Im Falle K = C gilt wieder mit S. 13.5.1

2+l = [lz = yl* +ille +iyl|* —il|lz — iyl =
= 2<z,y>F2<y, x>+ <x,0y >+ <iy,z >
= 2<zy>2<y,z>H2<z,y>-2<yr>=4<x,y>)

Hieraus folgt, dass z. B. auf K" die Normen || - ||oo und || - ||1 (fiir » > 2) nicht von
einem Skalarprodukt herriihren.
(Denn:

2(/[ex[2, + lleall2,) =4 # 2 = [lex + ea| 2 + Iler — eal %
und

2(lex|[F + lle2ll]) =4 # 8 = |lex + €2l + |ler — e2][7) -

14 Orthogonalitit

Zu Beginn des Abschnittes 13 hatten wir bemerkt, dass der “Winkel” zwischen zwei

Vektoren z,y € R? gegeben ist durch

a = arccos <%> (e [0,7))

(man beachte: % € [—1, 1] nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung). Insbe-
sondere gilt o = 7/2 (=90 Grad) fiir 27y = 0, d. h. ist 27y = 0, so stehen z und y

senkrecht aufeinander.
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Definition 14.1 Es sei V = (V,< -,- >) ein unitdrer Raum. Ferner seien z,y € V
und M, N C V.

1. z,y heiflen orthogonal (oder senkrecht zueinander), falls < z,y >= 0 ist. Wir schrei-
ben dann = 1 y.

2. x heidt orthogonal zu M (oder senkrecht stehend auf M), falls x L y fiir alle y € M.
Wir schreiben dann = 1 M.

3. M und N heiflen orthogonal (oder senkrecht zueinander), falls x L y fiir alle x €
M,y € N. Wir schreiben dann M 1 N.

4. Die Menge

Mt :={zecV:zly firaleye M}
heifit orthogonales Komplement von M.
Beispiel 14.2 1. Ist V = K" mit kanonischen Skalarprodukt, so sind die kanonischen

Basisvektoren ey, ... , e, paarweise orthogonal (denn < ej, ey >2= ejrek =0, (J,k=

1,...,n)).
2. Es sei V = (C[—m,7],C). Dann sind die Funktionen e*** (k € Z), d. h.

t s ekt (t €l-mm], keZ)

paarweise orthogonal.
(Denn: Die Funktion e*** ist 27-periodisch. Also gilt fiir k # j (— Analysis)

PR /eijt@dt: /eijte—iktdt
—Tr —Tr
[ 1
— Z(]—k)tdt i(j—k)t|m —0
/6 i(j — k‘)e |t:—7r )

Enstprechend sind in V' = (C[—m, 7], R) die Funktionen

cos(k -)

(k) (t € [-m,m], k € Np)

paarweise orthogonal (d. h. cos(k ) L cos(j-),sin(k-) L sin(j-) fiir k # j und sin(k-) L
cos(k -) fiir alle k € Np).
3. Es sei V = R™ mit kanonischem Skalarprodukt. Fiir ein a = (ay,... ,a,)? € R"\{0}

sei

M:=M,:={Xa: AeR}=<a> .
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Dann ist
Mt = {zeR":)Xalz firaleleR"} =

= {z=(21,...,2,)7 : )\Zaj:z:j = 0 fir alle A € R}
j=1

n
= {z=(21,...,2,)7": Zaj$j =0} = {a}t = U,
j=1
mit U, aus B. 4.3.2. Insbesondere ist mit obigen Bezeichnungen
alU,.

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des klassischen “Pythagoras”.

Satz 14.3 (Pythagoras) FEs sei V' ein unitirer Raum, und es seien x,y € V. Sind

x,y orthogonal, so gilt

[l +yl* = llz|* + llylI”

(wobei || - || =< -,- >/? die induzierte Norm,).
Beweis.
Der Beweis ergibt sich sofort aus S. 13.5.1 und < z,y >=< y,x >= 0. a

Bemerkung 14.4 Aus S. 13.5.1 folgt auch, dass
llz + > = [l* + [lyl|”

genau dann gilt, wenn < z,y > + < y,x >=< z,y > +< x,y > =2Re < z,y >=0
ist. Also ist im Falle K = R die Bedingung x 1 y auch notwendig.

Wir stellen einige Eigenschaften des orthogonalen Komplements zusammen.

Satz 14.5 FEs seien M, N C V, wobei V ein unitirer Raum ist. Dann gilt

1. M+ ist ein Unterraum von V.

2. M C M++(:= (MH1).

3. Aus M C N folgt N+ c M+.

4. M+ =< M >+,

5 MnM*+c {0}

6. Ist M ein Unterraum, so ist die Summe M + M’ direkt, d. h. M+M+ = Mo M* .
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Beweis.
1. Es seien z1, 22 € M+ und A\, Ay € K. Dann gilt fiir alle y € M

< /\1$1+)\2$27y>: )\1 <Z,y> +A2 <x27y>:07

d. h. M1 + dexe € ML, Also ist M+ ein Unterraum nach S. 4.2.

2. Ist y € M, so gilt fiir alle € M~ nach Definition x L y. Also ist wieder nach

Definition y € (M*)*+.

3.Essei M C N.Ist z € Nt so gilt # L y fiir alle y € N, also auch = L y fiir alle

y € M, und damit ist z € M=+,

4. Aus 3. folgt < M >+c M*t. Ist umgekehrt = € M+, so gilt « L y fiir alle y € M.
n

Ist z €< M >, so existieren Ai,... , A\, € K,y1,...,yp € M mit z = Y \jy;. Also
j=1

gilt

n
< z,xj>:::£:‘Xj<< Yj, T >= 0,
Jj=1

d. h. z L 2. Da z €< M > beliebig war, gilt z €< M >+,

5.Ist € M N M*, so gilt « L y fiir alle y € M, also insbesondere fiir y = z. Folglich
ist < z,2 >= 0 und damit z = 0 nach (S.1).

6. Folgt sofort aus 5. O

Definition 14.6 Es sei V = (V,< -,- >) ein unitdrer Raum, und es sei I # () sowie
(a)acs(€ V1) eine Familie von Vektoren aus V.

1. (xa)acr heiBt Orthogonalsystem (OGS), falls z, L x5 fiir alle o, B € I, a0 # 3.

2. (za)acr heiBt Orthnormalsystem (ONS), falls (z4)aer ein Orthogonalsystem ist mit
||za|| =1 fir alle a € I.

3. (xa)aer heifit Orthonormalbasis (ONB), falls (x4)aer ein Orthonormalsystem und
eine Basis ist.

Bemerkung 14.7 1.Ist (z4)aer ein OGS mit z, # 0 fiir alle a € I, so ist (zo/]]2|]a)
ein ONS (wobei z/) := A\~! -z fiir x € V, ) € K).

acl

1, a=
2. (Ta)acr ist genau dann ein ONS, wenn < zo, 28 >= 0ag 1= { g gilt.

0, a#p
3. Ist (z4)acr ein OGS, so gilt fiir alle endlichen J C I:

1Dzl =l ()

jeJ jeJ

(allgemeiner Satz von Pythagoras).
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Beispiel 14.8 (vgl. B. 14.2)

1. Ist V =K", so ist (e1,...,e,) eine ONB in V.

2. Ist V. = (C[-m,7],C) so ist (% )rez ein OGS in V. In V = (C[-n,7],R) ist
(cos(-),sin(-), cos(2-),sin(2-),...) ein OGS.

Satz 14.9 Es sei V ein unitirer Raum, und es sei (To)acr €in OGS in V. Ist x4 # 0

fir alle a € I, so ist (xq)aer linear unabhdngig.

Beweis.
Es sei J C I endlich und es seien \; € K (j € J) mit

OZZ)\]‘JJ]‘ .

jedJ

Nach dem Satz von Pythagoras (5) ist

0= Nl =D NPyl -

jeJ JjeJ

Aus ||z;]|? > 0 (j € J) folgt |X;|> =0, d. h. A\; = 0 fiir alle j € J. O

Ist (x1,...,x,) eine Basis eines (beliebigen) linearen Raumes V', so hat bekanntlich
n

jedes z € V eine eindeutige Darstellung = ) Ajz;. Ist V unitér und (zq,... ,zp)
j=1

eine ONB, so lassen sich die Koeffizienten \; dabei “explizit” angeben.

Satz 14.10 Es sei V' ein unitdrer Raum, und es sei (x1,...,x,) eine ONB von V.

Dann gilt fiir jedes x € V

n
xzz<x,xj>xj (6)
j=1

und die sog. Parseval’sche Gleichung:

n

][> =D | <zz;> . (7)

Jj=1

Beweis.
Da (z1,...,z,) eine Basis von V ist, existieren Aq,..., A, € K mit

n
r = E /\jwj .
j=1
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Also folgt fir k=1,...,n

n n
<z, > = < Z)\jl‘j,xk >= Z)\j < Zj, T >=
Jj=1 J=1

= > Nibik =i .
j=1

Weiter gilt nach dem Satz Pythagoras (5)

n n n
2l =11 <@z >l =) | <wa;> Pllagl? =) | <az;> 7
j=1 j=1 J=1

a

In der Darstellungsformel (6) liegt einer der wesentlichen Vorteile einer ONB gegeniiber
einer beliebigen Basis. Der folgende Satz gibt ein Verfahren an, nach dem man aus

einer Basis eines unitiren Raumes eine ONB konstruieren kann.

Satz 14.11 (Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren) Es sei V ein (nicht
notwendig endlich-dimensionaler) unitirer Raum. Sind x1,... ,x, linear unabhingig

in 'V, so ist durch

k-1
< Tk, Yy >
Y1 =2, Yk ‘= T — E nyu (8)
i Y

firk=2,... ,n ein OGS (y1,... ,yn) in V definiert mit

span(y1, ... ,yk) = span(x1, ... ,xx) fir k=1,...,n.

Beweis.
Wir zeigen per Induktion nach m(< n): Durch (8) ist ein OGS (y1, ... ,Ym) definiert
mit span(yi, ... ,Ym) = span(ry,... ,Tm)

m = 1: Fiir y; := 2 gilt: (y1) ist ein OGS mit span(x1) = span(y;)

m — m + 1: Nach Induktionsvoraussetzung ist durch (8) ein OGS (yi1,...,ym) de-
finiert mit span(yi,...,¥m) = span(zi,...,Ty,). Insbesondere ist yr # 0 fiir k =
1,...,m (da dimspan(y,... ,¥ym) = dimspan(zy,... , ) = m). Damit kénnen wir

m
< Tm+1,Yv >
et = g = Y L2,
14

v=1

setzen. Es gilt dann fir k=1,... ,m

m
< Tm4+1,Yv >
<Ym4+1, Yk > = <$m+layk>_§ W
v=1 v

= < Tmi1, Yk > — < Tmi1, Y >=0,

< Yv, Yk >
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also ist, da (y1, ... ,ym) ein OGS ist, auch (y1,... ,ym+1) ein OGS. Aus der Definition
von Ym+1 folgt

g1 € Span(yi, - - - Ym+1) -

Da span(yi, ... ,ym) = span(xy,... ,ZTy) gilt ist deshalb

span(zy, ..., Tmy1) Cspan(yi, ..., Ym+1) -
Andererseits ist nach Definition y,,+1 € span(Tp+1, Y1, -« - »Ym) = span(z1, ... , Tm+t1),
also auch
span(yi, ... ,Ym+1) C span(xi, ... , Tmt1) -
O
Folgerung 14.12 Unter den Voraussetzungen von S. 14.11 gilt: Ist u; := IIZ]:H fiir
J
j=1,...,n,80ist (u1,...,uy)ein ONS in V mit span(z,...,z;) = span(ug, ... ,ux)
fir k =1,... ,n. Weiterhin gilt: Ist V' n-dimensional, so ist (u1, ... ,u,) eine ONB von

V. Insbesondere hat also jeder endlich-dimensionale unitére Raum V' # {0} eine ONB.

Denn: Nach S. 14.11 ist (y1,...,yn) ein OGS mit y # 0 fir £ = 1,... ,n, also
folgt die erste Behauptung aus B. 14.7.1. Nach S.14.11 gilt dabei span(xy,... ,zg) =

span(uq,...,ux) fir k = 1,... ,n. Ist V endlich-dimensional mit dim(V') = n, so ist
(1,...,2y) eine Basis von V, also ist auch (ug,...,u,) eine Basis von V (beachte:
span(ui, ... u,) = span(xy,... ,Zy)).

Beispiel 14.13 Es sei V = R?, und es seien z; = (3),@ = (é) Dann ist nach S.

14.11 durch
4
n=a= |,
und
< T2,y >
Y2 = T2— — 5 Y1
[yl

B @ - ﬂr’\ ?3)).\ 1(23) @

AR YA
- \3 2\2/ \ 2
ein OGS in R2 und durch

(i) = (50)- 5 (%))
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eine ONB vom R? gegeben.
Mit U =< x1 >=< y1 > gilt hier weiterhin

Ut ={y}" =<y >

und R?2 =< 91 > + <yp >=U QU™ .
Allgemeiner gilt:

Satz 14.14 FEs sei V ein unitdrer Raum, und es sei U C V' ein endlich-dimensionaler

Unterraum. Dann gilt

1.V=UagU"t,
2. U =U.
Beweis.

1. Nach S. 14.5.6 geniigt es, zu zeigen: V C U + UL. O. E. sei U # {0}, also n :=
dim(U) > 0. Nach F. 14.12 existiert eine ONB (uj,... ,uy,) von U. Es sei x € V

gegeben. Wir setzen

n
u::Z<x,uj>uj€U.
j=1
Es geniigt, zu zeigen: z —u € U+ (dann ist z = u+ (z —u) € U + U™).
Es gilt fir k=1,...,n

<T—UU, > = < T,up>— < Uup >=
n
= <x,uk>—z<x,uj><uj,uk>

i=1
= <zup>—<z,u >=0

also © —u € {us,... ,u,}* =span(uy, ... ,u,)* = UL
2. Nach S. 14.5.2 ist U c U+,
Es sei € U+, Nach 1. existieren v € U,v € UL mit

r=u-+v.
Dann gilt
v=zx—uecUt+U=U.
Nach S.14.5.5 ist v = 0 und damit z = v € U. Also ist auch U+ c U. O

Bemerkung 14.15 Die Aussage des S. 14.14 wird i. a. falsch, wenn man auf die
Voraussetzung “dim(U) < oo” verzichtet. Mit Hilfe des Weierstrafl’schen Approxi-
mationssatzes (— Analysis) kann man zeigen, daf§ etwa fir V = C[a,b] (mit dem
Skalarprodukt aus B. 13.3.2) und den Unterraum

U := {P|q,) : P Polynom}

gilt: Ut = {0}, also U UL =U # V.
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15 Projektionen

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, daf} fiir einen unitéiren Raum V und einen
endlich- dimensionalen Unterraum U stets V = U @ U' gilt. In S. 5.20 hatten wir
gezeigt, daB fiir einen endlich-dimensionalen linearen Raum und einen Unterraum U
stets ein Unterraum W existiert mit V' = U @& W. Wir betrachten zunéchst wieder

allgemeine lineare Rdume.

Definition 15.1 Es sei V ein linearer Raum iiber K, und es seien U, W Unterrdume
von V' so, dass V = U @ W gilt. Dann heifit P := Py : V — V, definiert durch

P(v) :=Pyw(v) :=u (veV),

wobei v = u + w mit uw € U,w € W, Projektion auf U (lings W ).

Bemerkung 15.2 Ist P = Py wie in D. 15.1, so gilt, wie man leicht sieht:

1. Pe L(V)

2. Bild(P) =U,

3. Kern(P) =W,

4. P2(:(= PoP)=P.

Umgekehrt kann man zeigen ([U]):

Ist T € L(V) mit T = T?, so gilt T = PBild(r) Kern(ry> d- h. T ist Projektion auf
Bild(7T') langs Kern(T").

Beispiel 15.3 Es sei V = R?. Dann ist

1 1
voe () rae (Y vaw.

Hier ist P = Pyw gegeben durch
— 1 -1
p I _ T T2 _ I .
x9 0 0 0 T2

Definition 15.4 Es sei V ein unitdrer Raum, und es sei U C V ein Unterraum mit
V =U @ U+*. Dann heifit Py := Py 1 orthogonale Projektion (von V) auf U:

Der folgende Satz verdeutlicht die Relevanz orthogonaler Projektionen fiir die Appro-

ximation in unitdren Riumen.
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Satz 15.5 (Projktionssatz) Es sei V' ein unitdrer Raum, und es sei U C V ein
Unterraum mit V. = U @ UL. Dann gilt fir alle x € V

||z — Pyzx|| = dist(z,U) =

(o (e —
;gUHw yll

und fir alle y € U,y # Pyz, ist ||z — y|| > dist(z,U) (d. h. Pyz ist die eindeutig
bestimmte Liosung des Problems “Minimiere den Abstand ||z — y|| dber alle y € U”).

Beweis.

Es sei z € V. Dann gilt
r=u+w=Py(z)+w

mit v € U,v € U*, also . — Pyz = w € UL. Fiir alle y € U gilt damit nach dem Satz

von Pythagoras (beachte Pyz —y € U)

lle = ylI* = [le — Pyz + Pyz —y|* = ||z — Pyl +||Prz — y|* > ||z — Pyz|®

also ||z — Pyz|| = in[f]Ha:—yH und fiir y # Py gilt ||Pyz — y||*> > 0, also ||z — y|| >
ye
|z — Py||.

O
In Verallgemeinerung von S. 14.10 gilt

Satz 15.6 Es sei V ein unitdrer Raum, und es sei U C 'V ein (endlich-dimensionaler)
Unterraum mit ONB (u1, ... ,um). Dann gilt fir alle x € V

m
PU$:Z<ZC,Uj>Uj

j=1
und es gilt die sog. Bessel’sche Ungleichung

m

Yol <zuy> P <l

j=1

Beweis.

Es sei x € V. Aus dem Beweis zu S. 14.14.1 ergibt sich, dass fiir
m

u::Z<x,uj~>uj€U
=1

J
gilt

r—uecUrt.
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Also ist # = u + (z — u) mit u € U und = —u € U'. Aus der Eindeutigkeit dieser
Darstellung folgt © = Pyz.
Weiter gilt

<z uj >=<u,uj >+ < T —u,uj >=< U, uj > (j=1,...,m)

und damit nach der Parseval’schen Gleichung (7) und dem Satz von Pythagoras (5)

m m
Sl<auy>P =Y <uu> =l < ull®+ ]z —ul> = |||
i=1 i=1

Od

Hiermit erhélt man eine kompakte Darstellung im Schmidt’schen Orthogonalisierungs-

verfahren:

Folgerung 15.7 Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von S. 14.11 gilt
yr =z — Py, (z1) (k=2,...,n),

wobei Uy_1 := span(z1,... ,Tk—1) = span(yi, ... ,Yg—_1)-

Denn: Nach S. 14.11 ist mit u, := v, /||ys ||

k—1 k—1
Y = Tk _Z < kaayu/HyuH > (yl//”yl/”) = Tk — Z < Tgy Uy > Uy -
v=1 v=1

Da (uy,...,ux—1) eine ONB vom Uy_; ist, folgt die Darstellung aus S. 15.6.

Beispiel 15.8 Es sei V = (C]—n, 7], C) mit dem Skalarprodukt aus B. 13.3.2.
Fir n € N sei

U, = Span(eik',k: —n,...,0,...,m).

Dann ist (\/%ek ) -~ eine ONB von Uy, (vgl. B. 14.2). Fiir jedes f € (C[—n, @]), C)
ist S

zn: eik~ 6ikt

Sn(t) := Py, (f)(t) = <fi—=>-—=
Pt V2m /27
= Y ™ (te[-m 7))

k=—n

mit
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0 .
(S, heiBt n-te Teilsumme der Fourier-Reihe Y. ape?*" von f). Es gilt nach S. 15.5
k=—o00
und 15.6
1Sn = flla < |IT = fll2 (T € Un)
und

/\f(t)Pdt = 112 = 1Sl =

n eik' n
= Ll ) jul

k=—n k=—n
Bemerkung 15.9 Wir betrachten nochmals unter den Voraussetzungen von S. 15.5
das Optimierungsproblem.
minimiere |z —yl| iiber yeU.

Nach S. 15.5 ist 2* := Pyax die eindeutig bestimmte Losung. In S. 15.6 haben wir
gesehen, dafl * sehr einfach zu bestimmen ist, wenn eine ONB von U gegeben ist.
Was ldsst sich iiber die Berechnung von x* sagen, wenn lediglich irgendeine Basis
(u1,...,up) von U gegeben ist?

Es gilt (siche Beweis zu S. 15.5 und S.15.6): z* ist charakterisiert durch

r—3"=x—Pyx LU,
also
x—a" Luj (j=1,...,m)

(sog. Normalengleichungen) bzw.

<z, up >=< " uj > (j=1,...,m).
m
Wir suchen ay, ... ,q, € Kso, da * = > agug, d. h.
k=1
m
< x, Uy >:Zak<uk,uj> j=1,...,m).
k=1

Mit der Matrix
B = (bjk) = (< Uk, Uj >) € Kmxm
(BT heiBt Gram’sche Matriz (von (uy, ... ,un)) ist also (a1, ... , ay,) Losung des LGS

aq <zT,u3 >

QU < Xy Uy >
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Aus obigen Uberlegungen folgt, dass das System genau eine Losung hat, also ist stets

B invertierbar.

Beispiel 15.10 Es sei V = R* (mit kanonischem Skalarprodukt), und es seien x =
(3,-3,0,—3)T sowie U = span(uq, uz), wobei uy := (1,0, —1,—1)T, us := (0,2, 1,2)7.

Dann gilt
B ( <up,up > < U, up > > :< 3 —3) ‘
<ui,uz > < Uz, Uy > -3 9
Also ist das LGS

)= (n) -0
()=()

Ppz=2"=1 -u;+ (—1)ug =

zu losen. Es gilt

also ist

-3

Bemerkung 15.11 Allgemein gilt fiir V' = K" und linear unabhéngige u1,... ,u, €
K™ mit U := span(uq,... ,up) und A := (uy,... ,uy) (d. h. die u; sind die Spalten
von A )
—T _
AT A = (@ ) = (< uyuy >)jk
wobei B := (b;x) falls B = (b;x,), und
'l <zup >
u_nTa: < Ty Uy >

d. h. die Normalengleichungen haben hier die Form

ZTA o= ZT:E

m n
(z* = Y aguy minimiert ||z — y||* = Y |z; — y;|? iiber alle y € U; sog. “kleinste-

k=1 =1
Quadrate Approximation” an x).
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16 Selbstadjungierte und normale Operatoren

Wir betrachten im folgenden spezielle Klassen linearer Abbildungen auf unitéren
Réumen. Soweit moglich wollen wir wieder die Fille K = R und K = C einheitlich

behandeln. Vorbereitend zeigen wir

Satz 16.1 Es sei (V, < -,- >) ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum. Ist p € V* =
L(V,K), so ezistiert genau ein y € V mit

p=<-y>

(d. h. p(x) =< z,y > fiir alle x € V). Also ist V¥ = {< -,y >:y € V}.

Beweis.
1. Existenz: Es sei (x1,...,x,) eine ONB von V (existiert nach F. 14.12). Dann gilt
fiir x € V nach S. 14.10

n

T = E <z,xT;>x5,
Jj=1

also

n n
(10(1') = SO(Z <T,T;> xj) = Z <T,T;> 90(1']) =
=1 =1

n
d. h. mit y := > p(x;)z; gilt ¢ =< -,y >.
j=1
2. Eindeutigkeit: Es seien y1,y2 € V mit < -, 41 >= ¢ =< -,y >. Dann gilt fiir alle
zeV
O=<z,91 > —<2,Y2 >=<2,Y1 — Y2 >,
also insbesondere

0=<y1—y2,y1 —y2 >=|ln —3/2H2-

Damit ist y; = yo.
3. Nach (S.3)ist < -,y > V*firalley € V,alsogilt V* = {< -,y >:y € V}nach 1. O

Damit ist folgende Definition mdoglich.
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Definition 16.2 Es seien (V,< -,- >=< -,- >y) und (W, < -,- >=< -, >y ) endlich-
dimensionale unitére Réume, und es sei ' € L(V,W). Fiir w € W ist

< w>oT eV*.
Also existiert nach S. 16.1 genau ein u € V mit < -,w > o1 =< -, u >. Wir setzen
T w:=u.

Damit gilt fiir alle v e V,w e W

<Tv,w>=<v,T"w > .

Die Abbildung 7% : W — V heifit Adjungierte von T

Satz 16.3 Mit den Bezeichnungen aus D. 16.2 gilt

1. T* € LW, V).

2. T .= (T*)*=T.

3. Fir p € Kast (uT)* = pl™.

4. Fir S e L(V,W) ist (S+T)" =S*+T*.

5. Ist (U, < -, >=< -,- >y) ein weiterer endlich-dimensionaler unitirer Raum und

ist S € L(U,V), so ist

(To8) =8 oT*.

Beweis.
1. Es seien wy,wy € W und A1, A2 € K. Dann gilt fiir alle v € V

< Tv, \fwy 4+ Aqwg > = A < Tv,wy > + Ao < Tv, wy >
= AN <0, T*w; >+ < v, T wy >
= <uv, MT wy + AT wy > .
Also erfiillt u := \MT* w1 + AT w9 die Bedingung aus D. 16.2 fiir w = A\jwy + Aswo
und damit ist T*()\lwl + )\271)2) = MT*wi + AT ws.
2. Nach D. 16.2 (angewandt auf 7" und 7™) gilt fir alle v e V,w e W
<Tv,w> = <v,T'w>=<T*w,v>=
= <w,T%v>=<T"v,w >,
also insbesondere fiir v € V
<Tv—-T"v,w>=0

fir w = Tv — T**v. Damit ist Tv — T**v =0, d. h. Tv = T*"v.

(Beweis von 3., 4., 5. als [U]) O
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Beispiel 16.4 Es sei T': R? — R? mit

03 1 o o

T(x1,z2,23) := (322 + 23,221) = o | = A| zo
2 00

T3 I3

Dann gilt fiir (y1,y2) € R? | (21,72, 23) € R3

< (z1,22,23), T (y1,92) > = <T(x1,22,23), (y1,Y2) >
= 3zay1 + T3y1 + 221Y2
= < (@1,72,23), (2y2,3y1,%1) >

()= ()

d. h. nach Definition

T*(y1,y2) = (2y2,3y1,y1) =

= w O
S O N

Allgemeiner gilt

Bemerkung und Definition 16.5 Esseien V, W, T wie in D. 16.2. Weiter seien N =
(vi,...,vp) bzw. M = (w1,... ,wy) ONB von V bzw. W. Ist A = (a;;) = om,n(T)
die Matrix von T bzgl. M, N, und setzt man

A" = (@hj)k=1,... mj=1,..m

(A* = A" ist die konjungierte Transponierte von A), so ist A* = on a(T*) d. h. A*
ist die Matrix von 7™ bzgl. N, M.
Ist K =R, so ist dabei A* = AT

(Denn: Es sei B = (byj)k=1,... nj=1,...m = ¢nN,m(T*). Dann gilt fir j =1,... ,m; k =

IR

1,...,n
m m
ajp = Za”’k < wy,w; >=< Za,jkwy,wj >=< T, wj >
v=1 v=1
n n
= <, T wj >=< vk,Zbl,jvl, >= Zb"j < Vg, Uy >= by
v=1 v=1

bzw. by = a5. Alsoist B=4" = A*
Ist insbesondere V=W und N = M eine ONB sowie T' € L(V'), so gilt T = T* genau

dann, wenn A = A* ist.
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Definition 16.6 1. Es sei (V, < -,- >) ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum. Eine
Abbildung T' € L(V) heifit selbstadjungiert (oder hermitesch) falls T = T™* gilt (d. h.
< Ty, v9 >=< vy, Tvy > fiir alle vy, vy € V).

Weiter heifit T unitir diagonalisierbar, falls eine ONB von V' aus Eigenvektoren exi-
stiert.

2. Eine Matrix A € K™*™ heifit hermitesch, falls A = A* gilt (d. h. falls x — Az €
L(K™), wobei K" mit dem kanonischen Skalarprodukt versehen ist, hermitesch ist; vgl.
B./D. 16.5). Im Falle K = R heifit A mit A = A* = AT auch symmetrisch.

Satz 16.7 Es sei (V, < -,- >) ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum. Ist T € L(V')
selbstadjungiert, so gilt

1. T hat einen Eigenwert.

2. Alle Figenwerte von T sind reell.

3. Sind A1, Ao Figenwerte mit \y # Ao und sind vi,vs zugehdrige Eigenvektoren, so
sind vy, v orthogonal.

Beweis.

1. Es sei M = (v1,...,v,) eine ONB von V (existiert nach F. 14.12). Ist A = o (T),
so ist A = A* nach B./D. 16.5, d. h. A ist hermitesch.

2. Es sei A € K ein Eigenwert von T' (falls existent). Ist v # 0 Eigenvektor zu A, so gilt

A< 0,0 >=< A, v >=<Tv,v >=<v,Tv >=< v, \v >= A < v,v >

also A = \ (da < v,v >#0),d. h. A\ € R,

3. Ist K= C, so hat T einen Eigenwert nach S. 12.10.

Es sei also K = R und es sei A = ¢y (T) € R™*™ € C™*™. Dann hat A (als Matrix in
C™*™) einen Eigenwert A (wende S. 12.10 auf z — Az € L(C") an). Nach 2. ist A € R,
da A hermitesch ist. Es existiert ein z € C" \ {0} mit Az = Az. Ist z = x + iy mit
xz,y € R", so folgt

Az +iAy = Az +iy) = Az = Az = Az + i)y,

also (Vergleich von Real- und Imaginérteil, wobei man beachte, dass A und A reell
sind)

Ax = Az und Ay =Ny .
Aus z # 0 folgt  # 0 oder y # 0. Also hat auch z — Az € L(R™) den Eigenwert .
Damit hat auch T" den Eigenwert A (S. 12.9) und es gilt 1.

4. Es seien A1, A2 Eigenwerte mit zugehorigen Eigenvektoren vy, vo. Dann gilt (beachte
Az reell)

A< V1,02 > = < )\1’01,1)2 >=< T’Ul,’Ug >=< ’Ul,T’Ug >=
= < ’1)1,)\21)2 >= )\2 <v1,v2 > .
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Aus A\ # Ao folgt < v1,v2 >= 0, also vy, v9 orthogonal. O

Damit kénnen wir folgenden zentralen Satz der Linearen Algebra beweisen.

Satz 16.8 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren; Hauptachsentrans-
formation) Es sei (V,< -,- >) ein endlich-dimensionaler unitirer Raum, und es sei
T € L(V) selbstadjungiert. Dann existiert eine ONB von V aus Figenvektoren von T,
d. h. T ist unitdr diagonalisierbar.

Beweis.

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n = dim(V'). Fir n = 1 ist die
Behauptung offenbar erfiillt.

Essei V ein (n+1)-dimensionaler unitérer Raum, und es sei T' € L(V') selbstadjungiert.
Dann hat 7" nach S. 16.7 einen (reellen) Eigenwert \. Es sei u ein Eigenvektor zu A mit
|lul = 1 und U := span(u). Wir betrachten S :=Tj;. (d. h. S ist die Einschrinkung
von T auf das orthogonale Komplement von U). Dann ist S € L(U*, V). Wir zeigen:
S(U+) c Ut (also S € L(UY)).

(Denn: Es sei v € UL, Dann gilt

<u,Tv>=<Tu,v >=< du,v >= A < u,v>=0,

also Sv =Tv € Ut).
Weiter gilt fiir vy, vq € Ut

< S’Ul,’Ug >=< Tv,v9 >=< v1, T >=< vy, Svg > .

also ist S selbstadjungiert. Da dim(U~) = n ist, existiert nach Induktionsvorausset-
zung eine ONB (ug,... ,u,) von U+ aus Eigenvektoren von S. Dann sind uq, ... , u,
natiirlich auch Eigenvektoren von T'. Also ist (ui,...,up,u) eine ONB von V aus
Eigenvektoren von T O

Bemerkung 16.9 1. Unter den Voraussetzungen von S. 16.8 seien Ai,..., A, die
paarweise verschiedenen Eigenwerte von T', und es sei (v1,...,v,) eine ONB aus Ei-
genvektoren. Wir setzen

{wrseee st = )
j=1

wobei ugj), ... ,u,(g]

) die Eigenvektoren zu A; sind (j = 1,... ,m). Dann ist (ugj), e ,u,(gj))
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eine ONB von U; := Kern(T' — \;I). Also gilt fiir alle v € V nach S. 14.10 und S. 15.6

T(v) = T(Z<U,vg>vg> =

(=1
m kj '
=T <’U,ul(f)>ul(f) =
j=1p=1
m  kj m k; '
= Z <v,uff) >Tu§f) :Z)\J <v,u/(f) >u§f)
=1 p=1 7j=1 pn=1
m
= > NPy (v),
j=1
und damit
m
T=> )Py, . (9)
j=1
Hierbei gilt Z Py, = I und Py, Py, =Py, (4,k=1,. m)([0]). Die Darstellung
(9) heift Spektmlzerlegung von T.
2. Ist (V,< -,- >) ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum, so sind fiir beliebiges

T € L(V) die linearen Abbildungen T'oT™ und T*oT selbstadjungiert (denn (7T'0T*)* =
T** o T* =T o T* und entsprechend fiir 7% o T).

3. Im Falle K = R ist die Selbstadjungiertheit von T auch notwendig fiir die unitére
Diagonalisierbarkeit.

(Denn: Es sei T so, dass eine ONB M = (vy, ... ,v,) aus Eigenvektoren von 7" (zu den
Eigenwerten Aq,..., A, € R) existiert. Dann ist A = pp(T") = diag(A1, ... , An). Also
ist nach D./B. 16.5 auch (beachte A; € R)

o (T*) = A" = (diag(A1, ... , An))" =diag(My, ..., \n) = A=y (T)

d. h.esgilt T =T%.)
Im Gegensatz dazu gibt es im Falle K = C weitere unitir diagonalisierbare lineare
Abbildungen, wie wir im folgenden sehen werden.

Definition 16.10 Es sei (V, < -,- >) ein endlich-dimensionaler unitérer Raum iiber
K. Ein T' € L(V) heifit normal, falls gilt

ToT " =T"oT.
Entsprechend heifit eine Matrix A € K™*™ normal, falls
AA* = A*A

gilt, d. h., falls x — Az € L(K") normal ist, wobei K" mit dem kanonischen Skalar-
produkt versehen ist.
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Bemerkung 16.11 Offenbar ist jede selbstadjungierte lineare Abbildung (bzw. jede
hermitesche Matrix) normal. Die Umkehrung gilt aber nicht. So ist etwa

2 -3

A=
3 2

nicht hermitesch, aber normal, da,
2 -3 2 3 13 0
AA* = AAT = -
3 2 -3 2 0 13
2 3 2 =3
= =ATA=A%A .
-3 2 3 2

Der folgende Satz gibt eine Charakterisierung normaler Operatoren .

Satz 16.12 Es sei (V,< -,- >) ein endlich-dimensionaler unitirer Raum. Ein T €
L(V) ist genau dann normal, wenn

[ To]| = [[T7]|

fiir alle v eV gilt.

Beim Beweis verwenden wir

Satz 16.13 Es sei (V,< -, >) ein endlich-dimensionaler unitirer Raum, und es sei
T € L(V) mit

<Tv,v>=0 (veV).
Ist K = C, oder ist K =R und T selbstadjungiert, so ist T = 0.

Beweis.
1. Es sei K = C. Dann gilt fiir u,w € V

1
<Tu,w> = Z[<T(u+w),u+w>—<T(u—w),u—w>
+i < T(u+iw), u+iw > —i < T(u—iw), u—1iw >].

Also ist nach Voraussetzung < Tu,w >= 0, d. h. insbesondere < Tu,Tu >= 0 und
damit Tu = 0.
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2. Ist K =R und T selbstdajungiert, so gilt fiir u,w € V'
<Tw,u >=<w, Tu >=<Tu,w >
und damit ist
< Tu,w >:%[< Tu+w),u+w>—<T(u—w),u—w>].

Nach Voraussetzung ist wieder < Tw,w >= 0 also insbesondere < T'u,Tu >= 0 und
damit Tu = 0. O

Beweis zu Satz 16.12.
Es gilt mit S. 16.13 (man beachte, dass T*T — T'T* selbstadjungiert ist):

Tnormal < T*T—-TT*=0

<(T*T —TT*)v,v>=0 (veV)
<T'Tv,v >=<TT*v,v> (veV)
<Tv,Tv>=<Tv,Tv> (veV)
7ol = T2 (ve V).

r o0

Hieraus ergibt sich

Satz 16.14 Es sei (V,< -,- >) ein endlich-dimensionaler unitirer Raum, und es sei
T € L(V) normal. Ist v € V ein Eigenvektor zum FEigenwert X\ von T, so ist v auch

ein Figenvektor zum Figenwert X\ von T*.

Beweis.
Da T normal ist, ist auch T'— A\l normal (denn

(T = M)(T = \)* = (T — X)(T* = X) =
=TT* = NT — A\T* + |\*T = T*T — AT* = T + |\*T
=(T* = XI)(T = X) = (T = AXD)*(T - X)) .

Nach S. 16.12 gilt
0= [[(T = AD)o|| = [[(T = AI)*o|| = [|(T" = AL)]| ,

d. h. v ist Eigenvektor zum Eigenwert \. O

Damit kommen wir zur Charakterisierung unitér diagonalisierbarer Operatoren im

komplexen Fall.
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Satz 16.15 (Spektralsatz fiir normale komplexe Operatoren) FEs seiV ein endlich-
dimensionaler unitirer Raum iber C und es sei T' € L(V'). Genau dann ezistiert eine

ONB aus FEigenvektoren von T, wenn T normal ist.

Beweis.
“=": Es sei M eine ONB aus Eigenvektoren von 7'. Dann ist D = ¢p/(T") eine Diago-
nalmatrix. Nach B./D. 16.5 ist D = D* = ¢(T*) und damit gilt

em(ToT") = oy (T)pu(T") = DD = DD = oy (T" o T) .

Da ) injektiv ist, folgt T o T* = T* o T, also ist T normal.

“<": Der Beweis verlduft vollkommen analog zum Beweis von S. 16.8, wenn wir fol-
gendes zeigen koénnen:

Es sei A ein Eigenwert von T (existiert, da K = C) mit zugehorigem Eigenvektor u
(mit [[ul[ = 1), und es sei U := span(u). Dann ist S := Tjy1 € L(U*) und S ist
normal.

Denn: Es sei v € U+. Dann gilt mit S. 16.14

< Sv,u>=<Tv,u>=<v,T*u >=< v, \u >= A< v,u>=0,

also ist Sv € UL, d. h. S(Ut) ¢ U+ und damit S € L(UL).
Wieder sei v € U+. Dann gilt entsprechend

<u,T*v >=<Tu,v >=A<u,v>=0,

also T*v € U+, d. h. T*(U+) c UL
Nun seien vi,vs € UL, Dann ist

< S’Ul,’Ug >=<Tv,v9 >=< ’Ul,T*UQ > .

Da T*vy € U+ gilt, ist T*vo = S*vo nach Definition von S*, d. h. §* = T\*Ui Also
folgt

o8 = (Tya)o (Tiu) = (Thu) o (Tys) = 5o S,

d. h. S ist normal. O

Beispiel 16.16 Es sei

(vgl. B. 16.11). Dann ist

P()\) = det(A — AE) = ( 2;A 2_3)\):(2—)\)24—9:0
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fiir A1 2 = 2 & 3i. Man berechnet, dass

G, 1)T Eigenvektor zu Al =2+3i
und

(—i,1)T Eigenvektor zu Ao =2—-3i

ist. Es gilt

also ist (%(z, nr, %(—i, 1)T> eine ONB aus Eigenvektoren in C?

Bemerkung 16.17 Wie in B. 16.9 sieht man: Ist K = C, und ist 7" € L(V') normal,
so gilt nach S. 16.15

m
T = g APy,
j=1
wobei Ap, ..., Ay die paarweise verschiedenen Eigenwerte von 7" und

Uj :==Kern(T — \; - I) G=1,...,m),

m

die zugehorigen Eigenrdume sind. Wieder gilt wie in B. 16.9 dabei: ) Py, = I und
=1
Py, Py, = 0;1Py;. Man beachte, dass hierbei (im Gegensatz zur Situation in B. 16.9)

die A; i. a. nicht-reell sind.

17 Unitidre Operatoren und QR-Zerlegung

Wir betrachten jetzt eine weitere wichtige Klasse linearer Abbildungen auf unitédren

Réaumen.

Definition 17.1 Es sei (V,< -,- >) ein unitdrer Raum. Ein T' € L(V') heifit unitdr
(oder isometrisch oder Isometrie), falls gilt

ITo|| = |jv]| firalle veV.

Im Falle K = R heif3t 7" dann auch orthogonal.
Eine Matrix A € K™*™ heifit unitir (bzw. orthogonal fiir K = R), falls z — Az € L(K")
(mit kanonischem Skalarprodukt) unitér ist.
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Beispiel 17.2 1. Es sei (v1,...,v,) eine ONB von V, und es seien Aq,... ,\, € K
mit [A\;| =1fiir j=1,... ,n. Dannist '€ L(V) mit T'(vy) = M\vg (k=1,...,n), d.
h.

n n
T(U):T Z<v,vj>vj :Z<U7Uj>)‘jvj (UEV),
P =1

unitér
(Denn: Fiir v € V gilt nach (7)

n n

1Tol[> = | <wvvy > NP =Y [ <vu > P =]l )
i=1 j=1

Insbesondere ist A = diag(A1,...,Ap) € K®*" mit |A\;| =1 fiir j = 1,... ,n unitér.
2. (Spiegelungen) Es sei a € V mit ||a|| = 1. Wir betrachten S = S, : V — V mit
Se(v) i=v—2<wv,a>a (veV).

Dann gilt

1. Sy(a) = —a, Su(b) = b fiir alle b €< a >,

2.52=98,08,=1,

3. [|Sqv]| = ||v|| fiir alle v € V' (d. h. S, ist unitér).

(Denn: Es gilt V =< a > @ < a >* nach S. 14.14, d. h. jedes v € V hat genau eine
Darstellung

v=Aa+b mit A € K, bla .
Daraus folgt

Sa(v) = da+b—2<Xia+ba>a=

= da+b-—2\<a,a>a—2\<ba>a=—-Xda+b
=1 =0

(d. h. S, ist “Spiegelung an < a >*"). Hieraus ergeben sich sofort 1. und 2. AuBerdem
gilt mit dem Satz von Pythagoras:

1Sa()II> =11 = Aa +bl[* = [ = AP*[[al[* + [[b][* = [AP*[lall* + [[b]|* = [[v]* -

Also ist S, unitér.)
Im Falle V =K" ist (da aa’ -z =a(@ z)=a'z-a=x"a-a)

Qo = E —2aa’ = E — 2aa*

die Matrix von S, bzgl. der kanonischen Basis; ), ist also unitidr. Auflerdem ist @,
auch hermitesch, denn

Q: = (F—2aa")"=FE"—2(aad")" =
= EF—-2a"a"=F —2aa" =Q, .
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Matrizen der Form @), heiflen Householder-Matrizen.

Wir stellen im folgenden Satz verschiedene Charakterisierungen unitéarer Abbildungen

zusaminen.

Satz 17.3 Es sei (V,< -,- >) ein endlich-dimensionaler unitirer Raum, und es sei
T € L(V). Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

a) T ist unitdr,

b) < Tvy,Tve >=< v1,v9 > fiir alle vi,v3 €V,

¢)T*oT =1,

d) Ist (v1,...,v,) eine ONB von V, so ist (Tvi,... ,Tv,) eine ONB von V,

e) Es existiert eine ONB (vi,...,v,) von V so, dass (Tvi,...,Tvy,) eine ONB von
V st

f) T ist bijektiv mit T— = T*,

g) T™ ist unitdr.

Beweis.
1. a) = b): Ist K =R, so folgt aus der Polarisierungsidentitét (B. 13.7)

1
dmnp==ﬂmw%W4mﬁnwh
1
= ZWT@r+wM2—WUm—WﬂW):
1
= Z(Hvl +UQH2 —||vg — ngz) =< v1,v9 > .

FEine entsprechende Rechnung liefert die Behauptung im Fall K = C.
2. b) = ¢): Fiir alle vy, v2 € V gilt (nach Definition von 7*)

<(T*oT)—IDvi,v2> = < (TFoT)v,vy>— < vy,v2 >=
= <Tvy,Tvyg > — <w,v9 >=0,

also insbesondere fiir vo = (T o T' — I)vy. Hieraus folgt
(T 0T — Du|* =0,

d-h. (T*oT —I)vy =vy bzw. T* o T = 1.
3.¢) = d): Es sei (vy,...,v,) eine ONB von V. Dann gilt fiir j,k € {1,... ,n}

< TUj,TUk >=< vy, (T* o T)Uk >=<Vj,V >= 5jk .

4. d) = e) ist klar (F. 14.12).
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5.e) = a): Es sei (v1,...,v,) eine ONB von V so, dass (Tv1,... ,Tv,) ebenfalls eine
ONB ist. Fiir v € V' gilt dann mit Pythagoras und (7)

n n
170> = 1T <v,v >0l =Y < w05 > Tojl?
i=1 j=1
n
= Y l<wvv> =Pl
j=1

Damit sind a) bis e) dquivalent.

6.c) < f): Ist T* o T = I, so ist T injektiv, also auch bijektiv nach S. 7.5. Aulerdem
ist T~1 = T*. Umgekehrt folgt aus f) natiirlich auch c).

7. f) & g): Es gilt T-! = T* genau dann, wenn (7%)~! = T(= T**) gilt. Also folgt
aus der (bewiesenen) Aquivalenz von a) und f) auch die Aquivalenz von f) und g). O

Folgerung 17.4 1. Nach S. 17.3 ist jede unitére lineare Abbildung auf (einem endlich-
dimensionalen unitdren Raum) V auch normal (denn: 7*oT = I = (T*)*oT™ = ToT™).
Also folgt aus S. 16.15, dass im Falle K = C eine ONB aus Eigenvektoren existiert (d.
h. T ist unitér diagonalisierbar). Auflerdem folgt aus der Definition sofort, dass alle
Eigenwerte den Betrag 1 haben.

2. Es sei C € K™, und es seinen ¢*) = Cey, fiir k = 1,...,n die Spalten von C.
Dann ist C' genau dann unitér, wenn (¢, ... ¢(™) eine ONB von K" ist. Weiter ist

dies genau dann der Fall, wenn C' invertierbar ist mit
C—l — C*

(Denn: Die Behauptungen ergeben sich durch Anwendung von S.17.3 unter Beachtung,
dass (eg,... ,e,) eine ONB von K" mit dem kanonischen Skalarprodukt ist.)

Im Fall K = R ist nicht jede orthogonale lineare Abbildung diagonalisierbar, wie das

folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 17.5 Fiir a € (0, 7) sei

A=A, = ( cosa —sino ) c R2%?

sina  cos«

(A beschreibt die Drehung um den Winkel o um 0 in R?). Dann gilt
coS o —sina
A€1 = N A62 = .
sin a cos

< Aey, Aeg >= —cosasina + cosasina =0

Also ist
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und
||Ae1||? = cos? a +sin?a = 1 = ||dey||?,
d. h. (Aey, Aep) ist eine ONB von R?. Nach F. 17.4.2 ist A orthogonal. Es gilt

P(\) =det(A—AE) = (cosa—A)?+sin’a=1—2\cosa+ A2
> 1+ A —2[Acosal > 1+ A —2[\|=(1-|A\)*>0,

d. h. P(\) > 0 fiir alle A € R. Also hat A keine (reellen) Eigenwerte und ist damit
insbesondere nicht diagonalisierbar.

Folgerung 17.6 Es sei A € K"*" symmetrisch (im Falle K = R) oder normal (im
Falle K = C). Dann existiert nach S. 16.8 bzw. S. 16.15 (Spektralséitze) eine ONB
(v1,...,vy) von K" aus Eigenvektoren (zu den Eigenwerten Aj,...,\,) von A. Ist C' €
K"™*™ die Matrix mit den Spalten vy, ... ,v,, d. h. C = (Cey,... ,Ceyp) = (v1,... ,0y),
so ist

A=C - diag(\i,..., M) -C71
(vgl. B. 12.14.3). Nach F. 17.4.2 ist C unitér (bzw. orthogonal im Falle K = R), d. h.
clt=c* (=07 firK=R).

Damit gilt im Falle K =R

A=C-diag(\i,... , \y)-CT

(dies wird auch als Hauptachsentransformation einer symmetrischen Matriz bezeich-
net) und im Falle K =C

A=C-diag(A1,... ,A\n) - C*

(mit reellen Ay, ..., A, im Falle einer hermiteschen Matrix A).

Im Abschnitt 10 haben wir gesehen, wie man die LR-Zerlegung bestimmter invertier-
barer Matrizen berechnen kann. Wir werden jetzt eine andere Zerlegung kennenlernen,
die auf unitédren Transformationen beruht. Wesentlicher Vorteil dieser Zerlegung ist die

groBere numerische Stabilitét.

Wir werden zunéchst noch einmal ndher auf Householder-Matrizen eingehen.
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Satz 17.7 Esseixz = (x1,... ,CL‘n)T € K". Dann existiert eina € K mit Q,x €< ey >,
d. h. Qux = Xey fiir ein A € K, wobei e; = (1,0,...,0)7T.

Beweis.
Zunichst gilt: Ist y = Quz, so ist (beachte: Q, = Q)

a

<Y, x >=< Qur,x >=<2,Qrx >=< ,Q,x >= < Qqr,x >,

also < y,x > R.

Wir versuchen, a durch die Forderung Q,z = Ae; zu bestimmen. Aus ||Qqz|| = ||z
folgt zunéichst |A| = ||z||. Da A\T1 =< Aep,x > reell sein muss, ist
A\ = £e'|z||

wobei o := arg(x1) (d. h. 21 = €"¥|z1]) im Falle z1 # 0. (Weiter setzen wir a := 0 falls
x1 =0.) Aus

r—2<x,a>a=M\e;

und ||a|| =1 folgt
T — Aeq
a=——-=
|z = Aed]

falls x €< e; >; im Falle x €< e; > wiéhlen wir a = €.
Weiter folgt mit z1 = €| |

n
le = Aeil® =z F l|zlleer | = |21 F [J2]le™ + Y |/
j=2

n
(21| F [e)? + Dl -

j=2
Wir wiihlen das Vorzeichen + (dann ist jedenfalls ||z|| 4+ |z1| > 0, wobei o. E. z # 0
vorausgesetzt wird), d. h. A = —||z||e?*. Dann gilt
(Jea| + [l2l)? = a1 [* + 2l|]] |21] + 2] ,
also
[l — Aex|[* = 2||z||* + 2l|z]| |z1] -

Folglich ist

1 )
pr— + io .
¢ (2]]z]|2 + 2||=|| ‘x1|)1/2(33 [|z|[e*er)

(Dies gilt auch im Falle x €< e; > \{0}; fir z = 0 wihle man etwa a = e7).

Umgekehrt sieht man, dass mit diesem a die Behauptung gilt ([U]). O

Hiermit lasst sich zeigen
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Satz 17.8 Es sei A € K"*™. Dann ezxistieren eine unitire Matriz Q) € K™*" und eine

obere Dreiecksmatriz R € K"*™ mait

A=Q-R

(eine solche Zerlegung von A heiffit QR-Zerlegung).

Beweis.
Wir konstruieren (n — 1) unitéire und hermitesche Matrizen Q1,...,Q,—1 (die i. w.

aus Householder-Matrizen zusammengesetzt sind) so, dass
Qn-1--QA=R
mit einer oberen Dreiecksmatrix R. Dann gilt mit der unitdren Matrix
Q= (@Qu1 Q) = Q@ = Q1 Q1 = Qi Qu

die Behauptung. Wir setzen A = Ag := (a(()l), . ,a(()n)), d. h. a® sind die Spalten von
A. Es sei (01 eine Householder-Matrix so, dass fiir ein r; € K

Q1-al) =rier

(existiert nach S. 17.7). Dann gilt fiir A :=Q1- A

[ rToo* * ]
0
A = N
Aq
- O -
mit 4; € K@=Dx(®=1 Nun beachten wir A; =: (agl), . ,agn_l)) und wihlen Qs €
KM=Dx(=1) gem&B S. 17.7 so, dass
Q201" = rae1
fiir ein r9 € K. Fiir die unitdre und hermitesche Matrix
(10 - 0]
0
QQ = . B e Kn<n
' Q2
- O -
gilt dann
i /”‘1 * ... ... * 1
0 79 % *
Ag:=Qo- A1 =Q2Q1-A=1| : 0
Ay
L 0 0 -
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mit Ay € K=2)x(n=2) Qo fortfahrend erhalten wir im j-ten Schritt eine unitére und

hermitesche Matrix ); der Form

Qj =

Ej 1 0]
0 Q|

wobei Q; € K(=7+1)x(n=i+1) eine Householder-Matrix ist, und die

_7“1 * .. « |
0
Aj=Qjdj1 = o "
0
A
_0 0 4

erfiillt. Nach (n — 1) Schritten ist schliefllich

re ok eee %
0o . :
R:=A, 1=Qn 140 2= . ) =Qn1--Q1-A
: Lox
| 0 0 r |
wie behauptet. O

Bemerkung 17.9 1. Das im Beweis zu S. 17.8 dargestellte Verfahren zur Berechnung
einer QR-Zerlegung heifit Householder-Verfahren. Es gibt ein alternatives Verfahren,
das auf dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren beruht.

2. Man kann zeigen, dass zu jeder invertierbaren Matrix A eine Q R-Zerlegung existiert
mit 7;; > 0 fiir alle j, wobei R = (rj). Mit dieser Normierung ist die Zerlegung dann
eindeutig ([U]). Man spricht dann auch von der QR-Zerlegung von A.

3. Hat man fiir eine invertierbare Matrix A € K"*™ eine QR-Zerlegung bzw. nur die
Matrizen Q1, ... ,Qn—1 und R bestimmt, so ist die Losung A~'b von Az = b fiir b € K»

leicht zu berechnen durch
Rr=y und Qu=">b.

Dabei ist y sofort gegeben durch y = Qb= @Q,,_1 --- Q1 -b und Rz = y kann wie in B.
10.8 gelost werden. Der wesentliche Vorteil gegeniiber der LR-Zerlegung (die nur etwa
die Hilfte des Rechenaufwandes erfordert) liegt in der groferen numerischen Stabilitét
(— Numerik).
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Beispiel 17.10 Es sei

31 2
A= 0 3 -1
4 8 6

Dann gilt (siche Beweis zu S. 17.7 und S. 17.8):

1
= E —2a1a’ und a] = — ,
Q1 107 1 /30
4
d. h.
-3/5 0 —4/5
Q1= 0 1 0
—4/5 0 3/5
Also ist
-5 -7 —6
Al =Q1A= 0 3 -1
0 4 2

- 3 -1
Hieraus folgt mit Ay = < )
4 2

- 1 8
Q2 = F — 2a2ag wobei a9 = ( ) ,
4

IRVED
d. h.
~ -3/5 —4/5
Q2 = / /
—4/5 3/5
bzw.
1 0 0
Q=1 0 -3/5 —4/5
—4/5 3/5
Also ist
-5 -7 —6
R=A=Q A1 = 0 =5 —1 | =Q20Q:1-A.

0o 0 2
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Schliellich gilt
Q = (@01 '=0Q7'Q;' =QiQ5 = Q1Q2

—15 16 —-12

1
= 5 0 —-15 -20
—-20 -12 9

18 Definite Operatoren

Es sei V ein endlich-dimensionaler unitérer Raum iiber K, und es sei T' € L(V') selbst-
adjungiert. Dann gilt fiir alle v € V

<Tv,v>=<v,T"v >=<v,Tv >= < Tv,v >,

d. h. < Tv,v > R.

Definition 18.1 Es sei V ein endlich-dimensionaler unitidrer Raum, und es sei T €
L(V) selbstadjungiert. Dann heifit T’

. positiv semidefinit, falls < Tv,v >> 0 fur allev € V.

. positiv definit, falls < Tv,v >> 0 fur alle v € V '\ {0}.

. negativ (semi-)definit, falls —T' positiv (semi-)definit ist,

W NN =

. indefinit, falls T" weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Wie iiblich heifit eine Matrix A € K"*" positiv (negativ) (semi-)definit bzw. indefinit,
falls das Entsprechende fiir z — Az € L(K") (mit kanonischem Skalarprodukt) gilt.
Ferner heifit ¢ = ¢4 : K — K mit

q(z) =qa(z) = 2" Az =< Az, z > (x € K")

quadratische Form (von A).

Bemerkung 18.2 Ist A € K"*" beliebig, so ist A*A € K"*" positiv semidefinit (denn
< A*Az,x >=< Ax, Az > > 0). Weiter ist A*A positiv definit, wenn < Az, Az >> 0
fiir alle z € K™ \ {0}, also genau dann, wenn A invertierbar ist (warum?).

Fine wesentliche Verallgemeinerung dieses Sachverhaltes liefert

Satz 18.3 Es sei (V,< -,- >) ein endlich-dimensionaler unitirer Raum, und es sei
T € L(V). Dann sind dquivalent:

a) T ist positiv semidefinit,

b) T ist selbstadjungiert und alle Eigenwerte sind > 0,

c) es existiert ein positiv semidefinites S € L(V) mit S =T,

d) es existiert ein selbstadjungiertes S € L(V) mit S? =T,

e) es existiert ein S € L(V) mit S*o S =T.
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Beweis.
a) = b): Nach Definition ist T" selbstadjungiert. Weiter gilt: Ist A ein Eigenwert von
T und v # 0 ein zugehoriger Eigenvektor, so gilt

0<<Tv,v>=< v, v >= A< v,v>,

also A >0 (da (v,v) > 0).
b) = ¢): Nach dem Spektralsatz (S. 16.8) existiert eine ONB (v1,... ,v,) aus Eigen-
vektoren zu den Eigenwerten Ai,..., A\, € [0,00). Wir definieren S € L(V) durch

S(T}k> = \/)\_kvk (k=1,...,n)

n n
d. h. S(v) =8( <wv,v; >v;) = > \/Aj <v,v; > vj. Dann gilt
=1 j=1

j
n n
< Sv,v >:Z‘/)‘j <v,v; >< 5,0 >:Z\/)\j]<v,1}j >12>0
j=1 j=1

und

n n
<v,Sv> = <U,Z\/)\j < v,V > vj >:Z\/)\j<v,vj > < w,v; >=
Jj=1 Jj=1

= Z‘/)‘j’ <wv,v; > |? (=< Sv,v >) .
j=1

Also ist S positiv semidefinit. Aus S%(vg) = VAV vy = Ty, fiir k= 1,... ,n folgt
S =12

¢) = d) und d) = e) sind klar.

e) = a): Essei S € L(V) mit S* oS =T. Dann ist T'= T und es gilt fiir alle v € V

<Twv,v>=< (8" 0 S)v,v >=< Sv,Sv >>0.

Also ist T positiv semidefinit. O

Bemerkung 18.4 Es sei V ein endlich-dimensionaler unitédrer Raum, und es sei T' €
L(V).

1. Wie im Beweis zu S. 18.3 sieht man, dass ein T genau dann positiv definit ist,
wenn 7' selbstadjungiert ist mit durchweg positiven Eigenwerten. (Denn: Ist 1" positiv
definit, so gilt A > 0 im Beweisschritt a) = b). Ist umgekehrt 7" selbstadjungiert mit

positiven Eigenwerten A1,..., Ay, so ist

n n
<Tv,o>=Y A <v,v; ><v,v>=3 A |<v,0;>[>>0
= j=1

fiir v # 0, da < v,v; > 0 fiir mindestens ein j.)
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Entsprechende Aussagen gelten fiir “negativ definit”. Auflerdem ist ein selbstadjungier-
tes T' € L(V) genau dann indefinit, wenn sowohl positive als auch negative Eigenwerte
existieren.

2. Im Allgemeinen existieren viele selbstadjungierte S € L(V) mit S? = T

Ist etwa A = E in K2%2, so gilt fiir alle ¥ € R

E=0Q}

cos?¥  sind
Qo= :
siny —cosd
(Qy ist Spiegelung an der Gerade Gy mit Winkel ©/2 zur x;-Achse). Man kann jedoch
zeigen, dass nur ein positiv semidefinites S € L(V'), namlich das aus dem Beweis zu S.

mit

18.3, mit S? = T existiert (auf den Beweis wollen wir verzichten). Man schreibt dann
auch

S:=T

fiir dieses S.

Insbesondere zeigt S. 18.3, dass jede positiv definite Matrix A € K™*" eine Darstellung
A = B*B mit (in diesem Fall invertierbarer) Matrix B € K™*™ hat. Der folgende Satz
zeigt, dass B sogar als Dreiecksmatrix gewéhlt werden kann.

Satz 18.5 E sei A € K"™*". Genau dann ist A positiv definit, wenn eine obere Drei-

ecksmatriz R = (rj1,) € K"*" existiert mit
A=R'R

und rj; #0 firj=1,... ,n.

Beweis.

1. “=” Es sei A positiv definit. Dann existieren nach S. 18.3 eine (positiv semidefinite)
Matrix B mit B*B = A. Da A positiv definit ist, ist B invertierbar (0 kann kein
Eigenwert von B sein). Nach S. 17.8 existieren eine unitére Matrix @ und eine obere
Dreiecksmatrix R = (r;;) mit B = QR. Dabei ist det(R) # 0 und deshalb rj; # 0 (j =
1,...,n). Es gilt

A=DB*B=(QR)*(QR) = R"Q"QR = R*R ..

2. “<” Ist A = R*'R, so ist A positiv semidefinit nach B. 18.2. Da r;; # 0 fiir
j=1,...,nd. h.det(R) # 0 ist, ist R invertierbar. Also ist A positiv definit nach B.
18.2. O
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Bemerkung 18.6 In der Situation von S. 18.5 kann R so gew#hlt werden, dass r;; > 0

fiir alle j € {1,... ,n}. Mit dieser Normierung ist R dann eindeutig bestimmt und die
Zerlegung A = R*R heifit Cholesky-Zerlegung von A.
(Denn:

1. Existenz: Nach S. 18.5 existiert eine (invertierbare) obere Dreiecksmatrix R = (1)
mit r;; # 0 und A = R*R. Es sei

D = diag(e~™ ... eion)
wobei a; = arg(rj;) (d. h. rj; = |r;j|e’®). Dann gilt

DD = diag(e’e 1, ... ¢oneTion) = F

und
[ o o
N 0
R=DR= ,
%
L 0 ... 0 |ras| |

d. h. R ist eine obere Dreiecksmatrix mit positivem Diagonalelementen. AuBerdem gilt
R*R=(DR)*DR=R*DDR=R'R=A.

2. Eindeutigkeit: Es seien R und S obere Dreiecksmatrizen mit r;; > 0 und s;; > 0 fiir
j=1,...,nsowie R*R= A= 8*S. Dann sind R~! und S~! (und damit auch RS~!
sowie SR™!) obere Dreiecksmatrizen. Aus R*R = S*S folgt

SR—I — (S*)—IR* — (S—l)*R* — (RS—I)* 7
d. h. SR™! = D = diag(\1,... , \n). Also ist S = DR und damit R*R = (DR)*DR =
R*DDR.
Hieraus folgt B = DD = diag(|A\1]?,...,|\[?), d. h. [Aj| = 1 fir j = 1,...,n.

AuBerdem folgt aus S = DR, dass sj; = \jrj; fir j =1,... ,ngilt, also \; = s;;/rj; >
0. Damit ist A; =1 fiir j =1,... ,n,d. h. D = F und damit S = R.)

Bemerkung und Definition 18.7 Es seien V bzw. W endlich-dimensionale unitére
Réume (iiber dem gemeinsamen Korper K), und es sei 7' € L(V, W) beliebig. Dann
ist T* oT" € L(V) positiv semidefinit. Sind uq,... , u, die Eigenwerte von 7% o T', so
gilt p; >0 fiir j = 1,... ,n. Die Zahlen

No=yE  (G=1,...,n)

(oder auch nur die positiven dieser Zahlen) heiflen dann Singuldrwerte von T

Wie iiblich sind die Singuldrwerte von A € K™*™ definiert als die Singulérwerte von
x+— Az € L(K",K™) (mit kanonischem Skalarprodukt).

Damit gilt
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Satz 18.8 (Singuldrwertzerlegung) Es secien V,W endlich-dimensionale unitdre

Réume tiber K, und es sei T € L(V,W). Ferner seinen \i,... ,\, die positiven Sin-
guldrwerte von T'. Dann existieren eine ONB N = (v1,... ,v,) von V und eine ONB
M = (wy,... ,wy) von W so, dass

SOM,N(T) =D = (d] ) c Kmxn

mit
e , fallsj=k, k=1,...,r
djj =
0 , sonst
Beweis.
Da T*T positiv semidefinit ist, existiert nach S. 16.8 eine ONB N = (vy,... ,v,) von
V aus Eigenvektoren von T*T zu den Eigenwerten pi,...,u, > 0 von T%T. O. E.

sei T" # 0. Dann ist auch T*T # 0. (Denn: Ist T*T = 0, so ist < Ty, Tvp, >=<
Vg, T*Tvg >=0,d. h. Tvy, =0 fir k=1,... ,n und damit 7= 0.)
Weiter sei o. E. r € {1,...,n} so, dass u1,...,pr > 0 und pp41,..., 4, = 0. Dann
gilt fir j,k=1,...,n

< Twvj, Tv >=<v;, T*"Tv, >= pp, < v,V >= ok ,

d. h. w; = \/%Tvl,... S Wy = \/%Tvr ist ein ONS in W (und r» < m). Nach dem
dem Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahren und dem Basiserginzungssatz 143t
sich wi,... ,w, zu einer ONB M = (wy,...,wy) von W fortsetzen. Dann gilt fiir
D= (d]k) == SDM,N(T) nach S. 14.10

m m
Zdjkwj =Tv, = Z < Twg,wj > wj ,
j=1 j=1

d. h. dji, =< Twg,w; >. Fiir j <7 (und k < n) ist

v 1
djr, =< T, w; >=<Tvy, T <—\//ia> - N < Tk, Tvj >= /Rj0ji = v/1k0jk -

Weiter gilt fiir j > r, k<7
1
djp =< Tvg,wj >= Jlu < —=Tvg, w; >= /i, < w, w; >=0
vV
und fiir j > 7, k > r ist T*Tv = 0, also
0=< ’Uk,T*T’Uk >=< Tvk,Tvk >,
d. h. Tvy, = 0 und damit dj;, =< Tvg, w; >= 0. Insgesamt ist @ v (1) = (d;)) mit

djk =

Ae , fallsj=k, k=1,...,r
0 , somnst
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Bemerkung 18.9 Insbesondere ergibt sich aud S. 18.8, dass fiir jede Matrix A €
K™*™ unitdre Matrizen B € K™*™ und C' € K"*™ existieren mit

A= BDC*,

wobei D = (dj;) wie in S.18.8 und Ay, ... , A, die positiven Singulérwerte von A sind.
Eine solche Zerlegung nennt man auch Singuldrwertzerleqgung von A.

(Denn: Fiir C = (v1,... ,v,) = (Cey,...,Cey)und B = (w1, ... ,wy) = (Bey, ..., Bey,)
gilt nach S. 188 fir k=1,... ,n

)\kwk s falls & <r B)\kek s falls & <r
ACek = Avk = = = BDek .
0 , falls k>r B0 , falls k>r

Also ist AC' = BD und damit, da C unitér ist, A = BDC~! = BDC*.)
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19 Triangulierbarkeit und der Satz von Cayley-Hamilton

Wir betrachten im folgenden wieder allgemeine lineare Rdume V' iiber K allerdings
meist tiber K = K. Zunéchst wollen wir untersuchen, welche T' € L(V') triangulierbar
sind, d. h. fiir eine geeignete Basis M ist die Matrix von V bzgl. M eine Dreiecksmatrix.

Definition 19.1 Es sei V ein linearer Raum iiber K, und es sei 77 € L(V). Ein
Unterraum U von V' heifit invariant (unter T'), falls Tu € U fiir alle v € U (d. h.
TU) CU).

Damit gilt

Satz 19.2 EsseiV ein endlich-dimensionaler linearer Raum iiber K und M = (vi,... ,vy)
eine Basis von V. Ferner sei T € L(V). Dann sind dquivalent

a) pr(T) ist eine obere Dreiecksmatriz,

b) Tvp €< vy,...,vx > fiir jedes k € {1,... ,n},
c) <wi,...,vE > ist invariant unter T fir jedes k € {1,... ,n}.
Beweis.

1. Die Aquivalenz von a) und b) ergibt sich direkt aus der Definition von @ (7). ([U])
2. ¢) = D) ist klar. Bleibt also noch b) = ¢) zu zeigen. Es sei k € {1,... ,n}. Nach b)
ist

Tl €E<v1>C <V, een U >, v €< 01,0, ,0 > .
also auch
<Tvy,..., Tvpg>C <vp,...,v > (k=1,...,n)
und damit
T(<v1ye.. ,0>) C<VL,... V> (k=1,...,n).

Definition 19.3 Es sei V ein endlich-dimensionaler linearer Raum iiber K, und es
sei T € L(V). T heifit triangulierbar, falls eine Basis M von V so existiert, dass
©nm(T) eine obere Dreiecksmatrix ist. Eine Matrix A € K™*" heifit triangulierbar,
falls x — Ax € L(K"™) triangulierbar ist.
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Satz 19.4 Es sei V ein n-dimensionaler linearer Raum iber K, und es sei T € L(V).

Dann ist T genau dann triangulierbar, wenn Pr in Linearfaktoren zerfdllt (d. h.
n

Pr(\) = [T (N = A) fir gewisse A, ..., A\, € K). Insbesondere ist im Falle K = C
1

]:
jedes T' € L(V) triangulierbar.

Beweis.
1. Ist T triangulierbar, d. h. existiert eine Basis M von V' so, dass ¢ (T') = (7;1) eine
obere Dreiecksmatrix ist, so ist auch ¢p(T') — AE obere Dreiecksmatrix, und es gilt

Pr(A) = Poyry (V) = [T (g5 =2 =TTy = V)
j=1 J=1
mit rj; =: Aj.
2. Wir zeigen die Riickrichtung per Induktion nach n = dim(V'). Fiir n = 1 ist nichts
Zu zeigen.
Es sei dim(V) =n und T' € L(V') mit

Pr) =] -0 (A eK).
j=1

Dann sind Ay, ... , A\, Eigenwerte von T" (S. 12.9). Es sei v; # 0 ein Eigenvektor zu Ap,
und es sei U :=< v; >. Wir wahlen eine Unterraum W von V so, dass

UoW=V

(S. 5.20) und setzen S := Py,y o Ty : W — W. Dann ist S € L(W) (vel. B. 15.2).

Wir zeigen: Ps(A\) = [[ (Aj — ).

Jj=2
(Denn: Es sei N = (vg,...,v,) eine Basis von W. Dann ist (v1,...,v,) =: M eine

Basis von V und es gilt (da Tv; = Ajvq)

mit B € K=Ux(=1) Fir k= 2,... ,n gilt

n
Sve = Pwu(Tor) = Pww | D ajry; | =
j=1

n n
= ZajkPW,Uvj = Zajkvj s
=2

=1
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d. h. es ist B = pn(S). Damit gilt (Entwicklung nach 1. Spalte)
Pr(\) =det(A—AE) = (A — A)det(B — AE) = (A1 — A)Ps(N)
und deshalb

Ps) =[N - (AeK).
j=2

Nach Induktionsvoraussetzung (beachte dim(W) = n — 1) kénnen wir deshalb N so
wihlen, dass B = ¢n(S) eine obere Dreiecksmatrix ist. Dann ist auch A = ¢ (T)
eine obere Dreiecksmatrix.

3. Ist K = C, so zerfallt Pr nach dem Fundamentalsatz der Algebra stets in Linear-

faktoren, also ist jedes T € L(V) triangulierbar. O
Definition 19.5 Es seien V ein linearer Raum iiber K, und es seien T,71,... T} €
L(V).
k k
1. Wir setzen [[ T, := Ty o...0Ty sowie T% := [[ T fir k € N und 7° := I.
v=1 v=1
k

Entsprechend setzen wir fiir A, Ay,... , Ay € K™™ auch [[ A, = Ay -...- Ay; AF =

1

1%

k
IT A fiir k € Nsowie A :=E=E, .
v=1

n

2. Ist K =Kund P €Ilg, P(z) = ) a2, so setzen wir
v=0

P(T):=) a,T" € L(V).
v=0
Entsprechend setzen wir fiir A € K"

P(A) := Zal,A" e K™,

v=0
Bemerkung 19.6 Sind P, Q € Ilk, so gilt fiir alle T' € L(V)
(PR)T) = P(T) o Q(T)

und damit auch

n m
(Denn: Ist P(z) = ) auz”, Q(2) = > byz”, so ist mit a, = b, := 0 fiir p > n bzw.
pn=0 v=0
v>m
n+m k n+m k
(PRIT) = D TFY apbep= > > a,TFoby_, "
k=0  p=0 k=0 p=0

= | a1 | o (Z bl,T”> = P(T) o Q(T)) .
pn=0 v=0
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Damit gilt folgender bemerkenswerte Satz.

Satz 19.7 (Cayley-Hamilton) Es sei V' ein endlich-dimensionaler linearer Raum
iiber K, und es sei T' € L(V) triangulierbar. Ist Pr das charakteristische Polynom von
T, so gilt

Pr(T)=0.
Beweis.

Es sei M = (vi,...,v,) eine Basis von V so, dass ¢y(T) = R = (rj;) eine obere
Dreiecksmatrix ist. Es reicht, zu zeigen

PT(T)’Uk:O (k:1,...,n).

Es gilt

Pr(z)=P,,, () (2) = H(Tjj

J=1

H::]:
>
|
N

mit A\; = rj;. Also ist nach B. 19.6 fir k =1,... ,n (mit [[ := 1)
0

Pr(T) = J[NT° =T = ()" [](T - X\D)
j=1 j=
n k
= " [[ @-xD @ - N0
j=k+1 j=1
Also reicht es, fir k=1,...,n

k
[[T-xD) ) o=0
j=1
zu zeigen. Fir k =1 gilt Tv; = Aoy, d. h. (T'— M )vy = 0.
Es gelte die Behauptung firm =1,... ,k—1, d. h.

[[T-xDom=0 (m=1,...k-1).
j=1
k—1 k—1 m
Dannist auch [[ (T—Xjl)vym, = [I (T—=MNI) [[(T=MNI)vy, =0firm=1,...k—1.
j=1 j=m+1 j=1

Aus ¢y (T) = R = (1) mit 7y, = 0 fiir p > k folgt

k—1

To, = g TukVp = g TukVp + ARk
pn=1 pn=1



19 TRIANGULIERBARKEIT UND DER SATZ VON CAYLEY-HAMILTON

d. h.
k—1
(T — /\kI)Uk = Z TukVy -
pn=1
Also gilt auch
k k—1 k—1 k—1
[T@ = X\Dwe = T[@ = XD@ = Mok =D v [[(T = XD =0
j=1 j=1 pn=1 j=1

d. h. die Behauptung gilt fiir k. Damit ist Pp(T)vp =0 fiir k =1,... ,n.

144

Bemerkung 19.8 Im Falle K = C ist nach S. 19.4 die Voraussetzung “T" triangulier-
bar” stets erfiillt, d. h. Pp(7T") = 0 gilt fiir alle 7" € L(V'). Damit ergibt sich fiir alle

A c (cnxn

Pa(A)=0.

Ist A € R™ "™ so liasst sich A natiirlich auch als Matrix in C"*™ auffassen. Also gilt

auch hier
P4(A)=0.

Hieraus folgt, dass die Aussage von S. 19.7, also Pr(T') = 0, auch im Falle K
ohne die Voraussetzung “T" triangulierbar” richtig bleibt ([U]).

(00,

Py(\) =det(A — \E) = ( o ) =M +1.

Beispiel 19.9 Es sei

Dann gilt

-1 =
Also ist nach dem Satz von Cayley-Hamilton

Py(A)=A*+ E=0.

e (L0
0 -1/

Tatsachlich rechnet man nach

d.h. A2+ E=0.

= R,
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20 Jordan’sche Normalform

Definition 20.1 Essei V ein linearer Raum iiber K, und es sei T' € L(V). Ist A ein Ei-
genwert von 7', so heifit v € V' wverallgemeinerter Eigenvektor (oder auch Hauptvektor)
(von T), falls

(T —M)v=0
fiir ein j € N, d. h. v € Kern(T — AI)’ fiir ein j € N. (Wie iiblich sind verallgemeinerte

FEigenvektoren einer Matrix A € K™*" iiber x — Az definiert.)

Beispiel 20.2 Es sei T' € L(K?) mit

7 01 0 21 s
T| x =10 00 T2 = 0
T3 0 0 1 X3 €3

Dann sind 0,1 die Eigenwerte von 7' (denn: det(A — AE) = (=A)%(1 — \) ). Weiter
ist e; Eigenvektor zu A = 0, und eg ist Eigenvektor zu A = 1. Auflerdem sieht man:
dim(Kern(T — A\I)) =1 fiir A=0, 1.

Es gilt
I 010 o 0
| 2o | =] 0 0 0 o [=1 0 |,
T3 0 0 1 T3 3

also ist es verallgemeinerter Eigenvektor zum Eigenwert A = 0. Insbesondere sieht
man, dass eine Basis - némlich (e, e, e3) - aus verallgemeinerten Eigenvektoren exi-

stiert.

Ist T € L(V) so gilt

{0} = Kern(T") C Kern(T") € Kern(T?) C ... .
Weiter kann man leicht zeigen:

Satz 20.3 Es sei T ein linearer Raum tber K, und es sei T € L(V).

1. Ist Kern(T™) = Kern(T™*Y) fir ein m € Ny, so gilt {0} = Kern(T°) C ... C
Kern(T™) = Kern(T™) = Kern(T™?) = ...

2. Ist dim(V') = n, so gilt

Kern(T™) = Kern(T™™) (= Kern(T™?) = ...) .
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Beweis.
1. Es sei k € N. Wir zeigen Kern(T™%F) = Kern(T™+*+1). Klar ist, dass “C” gilt.
Umgekehrt sei v € Kern(7T™+*1). Dann ist

0 = TmHktLy — Pl (Thy) |
also ist
Tkv € Kern(T™!) = Kern(T™)
und damit
0=Tm(T*v) = 7™ty |

Folglich ist v € Kern(T™**), d. h. “2” gilt auch.
2. Nach 1. reicht es, Kern(7T") = Kern(T"™*!) zu zeigen. Angenommen, nicht. Dann ist

nach 1.
{0} = Kern(T") G Kern(T") G Kern(T?) G Kern(T™"1) .
Hieraus folgt
dim(Kern(7T"*)) > dim(Kern(T™)) > ... ,

also dim(Kern(T"1)) > n + 1. Da Kern(T™!) ein Unterraum von V ist, ergibt sich
ein Widerspruch. O

Damit erhilt man sofort

Bemerkung und Definition 20.4 Essei V ein n-dimensionaler linearer Raum , und
essei T' € L(V). Ist A ein Eigenwert von T', so ist V' verallgemeinerter Eigenvektor ge-
nau dann, wenn v € Kern(7'—AI)" ist. Der Unterraum Kern(7'—\I)™ heifit Hauptraum
zu A (von T'). Entsprechend heifit fiir eine Matrix A € K™*™ mit Eigenwert A der Un-
terraum Kern(A — AE)" Hauptraum zu A (von A).

(Denn: Ist v € Kern(T — AI)™, so ist V verallgemeinerter Eigenvektor. Ist umgekehrt
v ein verallgemeinerter Eigenvektor von 7', so ist

v € Kern(T — M)

fiir ein j € N. Aus S. 20.3 ergibt sich dann auch v € Kern(7T' — A\I)").

Bemerkung 20.5 In Analogie zu S. 20.3 gilt fiir Bilder: Ist 7' € L(V), so ist

V = Bild(T%) > Bild(T") > Bild(T?) > - - - .
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Auflerdem gilt im Falle dim(V) = n:
Bild(T") = Bild(T™"!) = Bild(1T™"?) =
(Denn: Nach der Dimensionsformel (S. 7.4) und S. 20.3 ist
dim(Bild(T™)) = dim(Bild(T" 1)) = - - - |
und damit ist nach der vorherigen Inklusionskette

Bild(T™) = Bild(T"") = ... )
Wir kommen nun zu einem zentralen Satz iiber Hauptraume

Satz 20.6 Es sei V' ein n-dimensionaler linearer Raum tiber K, und es sei T' € L(V')
triangulierbar. Ferner seien Ai,..., A die paarweise verschiedenen Figenwerte von
T. Ist mit ki, ...  kyn € {1,... ,n}

ﬁ/\—)\

(die Zahl k; heifit algebraische Vielfachheit von \;), so gilt

ki = dim(Kern(T — X\;I)") .

Beweis.
Ist opr(T) = R = (rj1) mit rj, = 0 fiir j > k, so ist

Pr(\) = P,,,r)(A) = det(R — AE) H (ree — H Aj— A)F
fir gewisse k; € {1,... ,n} wobei Aq,..., Ay, die paarweise verschiedenen Eigenwerte

von 1" sind. Es ist also zu zeigen:

Fir j =1,... ,m steht die Zahl \; genau dim(Kern(T'—A;I)")-mal auf der Diagonalen
von R.

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n = dim(V). Fiir n = 1 ist die
Behauptung klar.

Fiirein n € Nyn > 2 sei (v1, ... ,v,) eine Basis von V so, dass ¢p(T") obere Dreiecks-
matrix ist, d. h.

M1
R=pu(T) = ' = (Tjk)jk=1,..m

Hn
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Esseij e {1,...,m}. O.E.sei \; = 0 (sonst betrachte (T'—\;I) statt T im folgenden).
Ferner sei U :=< vy,... ,0p—1 >.
Dann ist U invariant unter 7' (S. 19.2), also S = T}y € L(U). Weiter ist

M1
R= L % = (Tjk)jk=1,.. n—1 -
0 Hn—1
die Matrix von S bzgl. (vi,...,vn—1). Nach Induktionsvoraussetzung erscheint 0 auf

der Diagonale von R genau dim(Kern(S™~1)) € {0,... ,n—1} mal. Da dim(U) = n—1
ist, folgt aus S. 20.3 Kern(S™"!) = Kern(S"), also erscheint 0 auf der Diagonale von
R auch dim(Kern(S™)) mal.

1. Fall: p,, # 0. Wir zeigen: Dann ist Kern(7T") C U
(Denn: Es gilt

s
(T = B — - — ()
/Jn,1
i Hn
also ist
n—1
T, = Z r§z)vj + v, = u+ oy,
j=1

fiir ein w € U. Es sei v € Kern(7"). Dann ist (da U® < v, >=V)
vV =1u—+ avy,
fiir ein w4 € U,a € K. Also gilt

0=T"v=T"u+ aT"v, = T"0u+ au+apu) vy, .
cU

Hieraus folgt aupv, =0 (da V =U® < v, >), also a =0, d. h. v = @ € U. Folglich
ist Kern(T™) C U).

Aus Kern(T™) C U folgt Kern(S") = Kern((7])") = Kern(T™). Also erscheint 0
auf der Diagonalen von R genau dim(Kern(S")) = dim(Kern(7™)) mal, d. h. k; =
dim(Kern(7")), wie behauptet.

2. Fall: p, = 0. Wir zeigen:

dim(Kern(7")) = dim(Kern(S")) + 1,
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was impliziert, dass 0 auf der Diagonalen von R genau dim(Kern(7")) mal die 0 steht,
wie behauptet.
Nach der Dimensionsformel fiir Unterrdume (S. 5.18) gilt

dim(Kern(7")) = dim(U NKern(T")) + dim(U + Kern(1T")) — dim(U)
= dim(Kern(S")) + dim(U + Kern(7")) — (n — 1) .

Wir zeigen: Es existiert ein w € Kern(7T™) \ U.

Dazu machen wir den Ansatz
wW=1u— vy,

mit einem u € U. Dann ist jedenfalls w ¢ U. Wie konnte u aussehen?
Es gilt

T (u—vp) =T"u—T"v, ,

also existiert ein u (und damit ein w) wie gewiinscht, falls 7"u = T"v,, d. h. , falls
T, € Bild((T”)|U) = Bild(S™). Da R = pp(T) ist, gilt

n—1 n—1
Tv, = g T'jnV; + nUn = g rinv; €U,
j=1 j=1

also
T, = T" N (Tv,) € Bild((T™ ")) = Bild(S"™!) = Bild(5™)
nach B. 20.5. Also existiert ein w € Kern(7™) \ U. Hieraus ergibt sich
n = dim(V) > dim(U + Kern(7T")) > dim(U) =n — 1,
also dim(U + Kern(7™)) = n. Nach obiger Dimensionsformel ist
dim(Kern(7T")) = dim(Kern(S™)) + 1 .

|

Damit konnen wir folgenden Struktursatz fiir lineare Abbildungen beweisen (vgl. S.
12.13)

Satz 20.7 Es seinen V' ein n-dimensionaler linearer Raum iber K und T € L(V').

Sind A1, ..., \m die paarweise verschiedenen Figenwerte von T mit den zugehdrigen
Hauptriumen Uy, ... Uy, so gilt :
1. Uj ist invariant unter T (5 =1,...,m) ,

2. Ist T triangulierbar, so gilt
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Beweis.
1. Nach B. 19.6 ist

(T —N\D)"T =TT — \I)"
also gilt fiir u € U;

(T — \I)"Tu=T(T = \1)"u=T0=0,

d. h. Tu € U;.
2. Nach S. 20.6 gilt
Zdim(Uj) = Z kj=n
j=1 j=1
Es sei U := ) U;. Wir zeigen U = V. Dann folgt 2. aus F. 5.19.
j=1
Mit U; (j = 1,... ,m) ist auch U = ) Uj invariant unter 7". Also ist S := Tj;; € L(U).
j=1

Aulerdem ist S triangulierbar.

(Denn: Ist U = V, so ist S = T triangulierbar. Ist U # V und ist N = (v1,... ,v;)
eine Basis von U, so wihlen wir Vektoren v,41,... ,v, so, dass M = (v1,... ,v,) eine
Basis von V ist.

Dann gilt fiir A = (a;;) = em(T)

n T
Svk:Tvk:Zajkvj:Zajkvj (k=1,...,r),
j=1 j=1

also aji = 0 fiir alle (k, j) mit k <r, j >r, d. h.

B C
A=
0] D

mit B € K", C € K™= D ¢ KM=1)x®=r)  Auferdem gilt py(S) = B. Hieraus

folgt ([U])

Pr(\) = P, 1\ = det(A — AE,) = det(B — AE,) det(D — AE,_,)

= Pg(\)-det(D — \E,,—,) .
Da T triangulierbar ist, hat Pr genau n Nullstellen incl. Vielfachheiten. Also haben
Ps € 11, r Nullstellen und det(D — AE,,—,) € II,,_, n — r Nullstellen. Damit zerfillt

auch Pg in Linearfaktoren). Nach Definition hat S dieselben Eigenwerte wie T'. Also
gilt

Ps(N) =Ty = 0%
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AuBlerdem stimmen auch die Hauptraume von S zu den Eigenwerten A; mit U; iiberein,

d. h.

]Cj = dlm(Uj) .

Anwendung von S. 20.6 auf S ergibt
dim(U) = dim(U;) = n (= dim(V))
j=1

alsoU =V. O
Als Konsequenz erhalten wir

Folgerung 20.8 Sind V ein endlich-dimensionaler linearer Raum iiber K und T €
L(V) triangulierbar, so existiert eine Basis von V' aus verallgemeinerten Eigenvektoren
von 1.

Denn: Man wihle Basen von U; (j = 1,... ,m) und setze diese zusammen.

Definition 20.9 Es sei V in linearer Raum iiber K, und es sei T' € L(V). Dann
heifit T' nilpotent, falls T™ = 0 fiir ein m € N gilt. Entsprechend heifit ein 4 € K™*"
nilpotent, falls A™ = 0 fiir ein m € N.

Beispiel 20.10 1. Fiir

git A% = 0, also ist A nilpotent.
2. Es sei T : II,, — II,, definiert durch

T(P):=P  (Pell,).

Dann ist T € L(I1,,) ([U]) und es gilt
TPy =pPtD =0  (Pell,),

also T"t! =0 d. h. T ist nilpotent.

Bemerkung 20.11 1. Ist V ein n-dimensionaler linerarer Raum, und ist 7' € L(V)
nilpotent, so ist 7" =0

(Denn: Ist T nilpotent, so ist jedes v € V verallgemeinerter Eigenvektor zum Eigenwert
0. Also ist Kern(7™) = V nach S. 20.4 .)

2. Ist T € L(V), wobei V ein n-dmensionaler linearer Raum, und ist A ein Eigenwert
T, s0 ist (T — A )Kern(T—a1)» nilpotent.

(Denn: U := Kern(T'—A\I)" ist invariant unter T'. Also gilt ((T—I)/)" = (T—/\I)‘”U =
0.)
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Im folgenden Satz liegt der wesentliche Schritt zum Beweis der Jordan-Normalform.

Satz 20.12 Es sei V' ein n-dimensionaler linearer Raum tber K. Ferner sei N € L(V')
nilpotent und firv eV, v # 0 sei

m(v) := my(v) := max{m € Ng: N™v #£ 0} .

Dann existieren Vektoren vy, ... ,vx € V. mit folgenden Eigenschaften:
a) (v, Nvi,... , Ny .. v, Nuy, ... ,Nm(”k)vk) ist eine Basis von V,
b) (N™)yy, .. N™U)y,) ist eine Basis von Kern(N).

Beweis.

Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach n = dim V. Fiir n = 1 ist die Behaup-
tung klar. Es sei n € N, und es sei N € L(V) nilpotent, wobei dim(V') = n. Dann ist
N nicht surjektiv (sonst wire auch N™ surjektiv fiir alle m), also ist dim(Bild(NV)) <
n = dim(V). Wir betrachten N := Nigilq(n)- Dann ist N € L(Bild(N)) und nilpotent.
Nach Induktionsvoraussetzung existieren uy, ... ,u; € Bild(NV) so, dass

(i) (u1, Nug, ..., N™@yy o uj, Nug, ..., N™%)y,) eine Basis von Bild(N)

und

(ii) (N™()qy, ... N™)y;) eine Basis von Kern(N) = Kern(N) N Bild(N)

ist (man beachte dabei m(u) = my(u) = mg(u) fiir alle u € Bild(N)).

Da {u1,...,u;} C Bild(N) ist, existieren vy,...,v; € V mit Nv, = wu, fir r =
1,...,j. Dann gilt m(v,) = m(u,) + 1 fiir r = 1,... , 5 (beachte u, # 0). Wir wihlen
einen Unterraum W von Kern(N) mit

Kern(N) = (Kern(N) NBild(N)) & W

(existiert nach S. 5.20) und eine Basis (vj41,... ,v;) von W (dabeiist k£ = dim(Kern(NV)).
Aus vjyq, ..., v, € Kern(N) folgt m(v,) =0 fir r=5+1,... k.

Wir zeigen, dass fiir die so konstruierten vy, ... ,v; die Bedingungen a) und b) gelten.
zu a): Wir zeigen zunéichst: Das System in a) ist linear unabhéngig.

Dazu seien a, € K mit

k. m(vr)
:Z ar s N°(vy)
r=1 s=0
Anwenden von N ergibt
k. m(vr) i m(ur)+1
0=N(0) = Z ar s N*(Nvy) Z Z ar,sN*(uy)
r=1 j=0 r=1 s=0
m(ur)
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Also folgt aus (i)
ars =0 fir r=1,...,5 und s=0,... ,m(v,) —1.

Hieraus ergibt sich (beachte: m(v,) # 0)

7 k
0=> " trm(oy N™(wr) + Y arovr -
r=1 r=j+1
—_————
€Kern(N)NBild(N) cew

Da die Summe von Kern(N) N Bild(N) und W direkt ist, erhalten wir

J J
0= CLr,m(vr)]\fm(vr) (UT') = Z ar,m(vr)Nm(ur) (ur)

r=1 r=1

und

k
0= Z Qr Uy -

r=j+1
Aus (ii) ergibt sich
Uy =0 fir r=1,...,j
und da (vj41,...,vx) eine Basis von W ist, folgt auch

aro=0 fir r=j5+1,... k.

Damit sind alle a, s = 0, d. h. das System in a) ist linear unabhéngig.
Weiter impliziert (i)

J J

dim(Bild(N)) = Y “(m(u,) + 1) = > m(v,) .
r=1 r=1
Das System in a) besteht also aus
k J
> () +1) =k+ > m(v) = dim(Kern(N)) + dim(Bild(N))
r=1 r=1

d. h. nach S. 7.4 aus dim(V') = n Vektoren. Damit ist das System in a) eine Basis von
V.
Zu b): Es gilt

(Nm(vl)vl, . ,Nm(”k)vk) = (Nm(ul)ul, . ,Nm(“j)uj, Vjgis e Uk) -

Also ist nach (ii) und der Definition von (vj41,...,vy) dieses System eine Basis von
Kern(V). O
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Beispiel 20.13 1. Es sei V = II,, und N(P) := P’ (P € II,,) (vgl. B. 20.10). Fiir
vy € II,, mit vy (2) = 2", gilt dann m(v;) = n und

(v1, Ny, ... ,Nm(”l)vl) = (2", na™ 1, ... nlz®)

ist eine Basis von V = II,,. AuBerdem ist (N™"y;) = n!z0) eine Basis von Kern(N) =
Il
2. Es sei V =K*und N(v) := Av mit

o o o O

0
0
0
0

o = O O

1
0
0
0

Dann ist A (d. h. N) nilpotent, denn es gilt A2 = 0.
Fir

v = = €4

o O = O
= o O O

gilt

N01:A€2:€1 y N02:A64:63
N201:A61:O y N2’02:A63:0,

d. h. m(v;) = m(vy) = 1. Hier ist
(v1, Nvi,ve, Nuvg) = (eg,€1,€4,e3) Basisvon V = K4
und

(Nvy, Nvy) = (e1,e3) Basis von Kern(N) .

Satz 20.14 Es sei V ein linearer Raum dber K, und es sei T' € L(V'). Weiter seinen
m

Ui,...,Up invariante Unterrdume und es gelte V.= @ Uj. Ist M = (vy,... ,v,) =
7=1

(Vdgs+++ >Vdys -+ s Vdpy_1415 -+ »Vdy,)s WObEL (Vg 41,... ,v4;) eine Basis von Uj ist

(mit do :== 0 und dy, :==n), so gilt

By 0

Bo
A=opu(T) =
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wobei B; € K(di=4-1)x(di=di=1) die Matriz von Ty, bzgl. (va;_y+1,--- ,va;) st (d. h.
A hat Blockdiagonalgestalt).

Beweis.
Ist A= (ajx)sogilt fir j=1,... ,mund k=d;_1+1,...,d;

n m dg dj
T, = E AukVy = E g AukVy = g AukVy
MZO Zzl ;L:d,g,1+1 }L:dj_l—‘rl

d. h. ay, =0 fir p & {dj—1 +1,...,d;}. Damit hat A eine Blockdiagonalgestalt wie
behauptet. O

Folgerung 20.15 Es seien V, N, vy,... ,v; wie in S. 20.12. Ist M die Basis von V aus
S. 20.12 in “absteigender Reihenfolge” d. h.
M = (Nm(vl)vl, o Nup,vp,... Ny L UE)

so gilt fiir A = @pr(N):

- .

A= b

| O By |
wobei fir m(v,) > 0

(0 1 o0 0]
Bo=|: | e kmeosimeon

1

0 0

bzw. B = (0) fiir m(v,) = 0.

Denn: Fiir r € {1,... ,k} wird der erste Vektor des Tupels (Nm(”r)vr, ooy Nup,vp)
durch N auf 0 abgebildet und die folgenden jeweils auf ihren Vorgénger. Insbesondere
sind die Unterrdume W, =< N m(”")vr, ..., U, > invariant unter N und es gilt V =

k
@ W,. Nach S.20.14 hat A Blockdiagonalgestalt wie oben angegeben mit gewissen
r=1
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By, ..., Bi. Auflerdem liefern die Matrizen
(001 o0 0
B, = 0
1
0 0

innerhalb von W, gerade das entsprechende Abbildungsverhalten.

Definition 20.16 1. Es sei A € K. Eine Matrix A der Form

A1 0 ... 0
0 . o
A= e K
1
| 0 ... 0 A

fiir n > 2 bzw. A = (\) fur n = 1 heiBt Jordan-Matriz.

2. Es sei V ein endlich-dimensionaler linearer Raum tiber K, und es sei " € L(V'). Eine
Basis M von V heifit Jordan-Basis (fir T'), falls ¢ (T") folgende Blockdiagonalgestalt
hat:

Ay

om(T) =

wobei A; fiir j =1,...,p eine Jordan-Matrix ist.

Damit gilt schlie8lich

Satz 20.17 (Jordan’sche Normalform) Es sei V' ein endlich-dimensionaler linea-
rer Raum tiber K, und es sei T € L(V') triangulierbar. Dann existiert eine Jordan-Basis

fir T aus Hauptvektoren von T .

Beweis.
Es sei T' € L(V) triangulierbar, und es seien A1, ..., A\, die paarweise verschiedenen

Eigenwerte von 7. Dann gilt nach S. 20.7

V=U;

g=1
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mit U; = Kern(T' — A\;I)" und die U; sind invariant. AuBerdem ist (7" — A1)y,
nilpotent fiir j = 1,...,m nach B. 20.11.2. Also existiert nach F. 20.15 fiir j =
1,...,m eine Jordan-Basis fiir (T'— A;I)|y, und diese ist dann auch Jordan-Basis fiir
Tiy, = (T = N\jI)jy; + My, (bestehend aus Hauptvektoren zum Eigenwert \;). Setzt
man diese Basen zusammen, so erhilt man nach S.20.14 eine Jordan-Basis fiir T aus

Hauptvektoren von T'. O
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21 Elementare Zahlentheorie

Wir starten mit einigen Ergebnissen aus der elementaren Zahltentheorie.

Definition 21.1 Es seien a,b € Z = {ganze Zahlen}. Man sagt, a sei Teiler von b
(bzw. a teilt b) (kurz: alb), falls b/a € Z gilt, d. h. falls ein ¢ € Z existiert mit b = ga.

Es gilt damit

Satz 21.2 .

1. Fir alle a € Z ist £1|a und +ala.

2. Sind a,b € Z mit alb, blc, so ist alc.

3. Sind a,b; € Z, j=1,... ,n, mitalb; firj=1,...,n, so ist

n
a]chbj fir alle c¢y1,...,ch €7Z.
j=1

Beweis. [U]

Definition 21.3 Es seien a,b € Z mit a # 0 oder b # 0. Dann heifit
d := max{k € N : k|a und k|b}

grofster gemeinsamer Teiler von a und b (kurz: ggT'(a,b)).
(Fiir a = b = 0 setzen wir g¢g7'(0,0) := 0.) Im Falle ggT(a,b) = 1 heiBen a und b

teilerfremd.

Satz 21.4 (Division mit Rest) Es seien a,b € Z,b # 0. Dann existieren q,r € Z
mit

a=gb+r und 1 €{0,...,|b| —1}.

Beweis.
Da b # 0, ist, gilt

L=Non{a—zb:x€Z}#0.

Fiir 7 := min L und ¢ so, dass a — gb = r gilt dann die Behauptung. O

Zur Abkiirzung schreiben wir im folgenden fiir Mengen A, B C C und A\, up € C

M = {da:ac A}, pEtXA={putra:ac A}
uB+XA = {ubtXla:a€ Abe B}.

Es gilt damit
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Satz 21.5 Es scien a,b € Z, und es sei d := ggT'(a,b). Dann ist
{az+by:x,y € Z} =aZ +VZ =dZ .
Insbesondere sind a,b genau dann teilerfremd, wenn gilt

aZ.+ b7 =7 .

Beweis.
Ist a = 0 oder b = 0, so sieht man leicht, dass die Behauptung gilt. Es sei also a # 0
und b # 0, und es sei m := min(N N L) wobei

L:=aZ+bZ=ax+by:z,ycl}.
Aus d|a und d|b folgt d|ax + by fiir alle z,y € Z (S. 21.2.3), also gilt
L cdz

und insbesondere d|m.

Andererseits gilt m|a.

(Denn: Es gilt mZ C L und a € L, also auch a — mZ C L. Division von a durch
m mit Rest (nach S. 21.4) kann keinen Rest r # 0 ergeben (wire a = gm + r mit
re{l,...,m—1}sowirer =a—qgm € a—mZ C L im Widerspruch zur Minimalitét
von m). Also ist m Teiler von a.)

Entsprechend sieht man mlb. Also ist m < d nach Definition von d. Mit d|m folgt

m = d, also
dZ.=mZ C L .

Insgesamt ergibt sich L = dZ. O

Folgerung 21.6 Es seien a,b,c € Z mit gg7T'(a,b) = 1. Dann gilt
1. Es existieren z,y € Z mit xa + yb = 1.

2. Ist albc, so ist alc.

3. Ist alc und b|c, so ist ablc.

Denn:

1. Die erste Aussage ergibt sich direkt aus der letzten Aussage von S. 21.5.

2. Nach 1. existieren z,y € Z mit za + yb = 1. Also ist ¢ = zac+ ybe. Da albc und ala
ist alc nach S. 21.2.3.

3. Wie in 2. ist ¢ = xac+ybc. Da ¢ = ua = bv fiir gewisse u, v € Z, ist ¢ = rabv+ybau =
ab(zv + yu). Also ist ablc.
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Definition 21.7 Es sei p € N,p > 2. Dann heifit p Primzahl falls p nur die Teiler 1
und +p besitzt.

Bemerkung 21.8 Sind a,b € Z und ist p eine Primzahl, so folgt aus p|ab schon pla
oder plb. (Denn: Ist p kein Teiler von a, so ist gg7'(a,p) = 1. Also ist p|b nach F.
21.6.2.)

Satz 21.9 (Primfaktorzerlegung; Fundamentalsatz der Arithmetik) Fssein €
k
N,n > 2. Dann existieren Primzahlen p1,... ,py mit n = [[ p; und diese Zerlegung
j=1
ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Beweis.

1. Existenz: (Induktion nach n)

n = 2: Fiir n = 2 ist die Behauptung klar.

n—1—n(n>3): Ist n eine Primzahl, so ist nichts zu zeigen. Es sei also n keine

Primzahl. Dann existiert ein Primteiler p von n, d. h. es existiert eine Primzahl p mit
p|n. (Denn: Man wéhle p := min{k > 1 : k|n}. Dann ist p eine Primzahl, denn sonst
hatte p einen Teiler pg mit 1 < pg < p, und damit wéare py auch Teiler von n im
Widerspruch zur Minimalitit von p.)

Also ist n = pq fiir ein ¢ € N mit 1 < ¢ < n. Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢
Produkt aus Primfaktoren, und damit gilt dasselbe fiir n.

2. Eindeutigkeit: Wir zeigen per Induktion nach k:

Ist n Produkt aus k£ Primzahlen, so besteht jede Darstellung von n als Produkt aus
Primzahlen aus k& Faktoren, und diese Faktoren sind bis auf die Reihenfolge dieselben.
k =1: Ist n = p eine Primzahl, so gilt die Behauptung nach Definition.

k—1—k (k>2): Es sei

k m
n=]]r=]lw
j=1 j=1

mit Primzahlen p; und g;. Aus px|[[jZ, ¢; folgt aus B. 21.8 (induktiv), dass pk|gj, fiir
ein jo € {1,...,m}, also py = ¢j, (da gj, Primzahl). Nach Umnummerierung kénnen

wir o. E. ¢j, = ¢, annehmen. Dann ist

k—1 m—1
n=[lr=1lu-
j=1 j=1

Nach Induktionsvoraussetzung ist k—1 = m—1 und die Faktoren p1, ... , px_1 stimmen
bis auf die Reihenfolge mit den ¢, ... ,qx_1 iiberein. Nach obiger Konstruktion gilt
die Behauptung damit auch fiir k. O
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Definition 21.10 1. Esseien a,b € Z, m € Ny. Dann heiflen a und b kongruent modulo
m, falls

m|(a —b) .
Wir schreiben dann

a=bmodm.

Bemerkung 21.11 1. Man sieht leicht, dass durch
a~b:&sa=bmodm

eine Aquivalenzrelation auf Z gegeben ist. Die Aquivalenzklassen werden Restklassen
(modulo m) genannt. Wir schreiben kurz fiir die Restklasse mit dem Représentanten
a € Z (d. h. fiir die Menge {a + km : k € Z})

[a] :==[a]y :=amodm :=a+mZ
und auflerdem setzen wir
L =7Z/mZ :={[a] :a € L},

d. h. Z,, ist die Restklassenmenge.
Es gilt dabei

fiir m # 0 (und Zo = Z).
2. Auf Z,, kann man reprisentantenweise eine Addition und eine Multiplikation einfiihren:

[a] + [b] := [a + b
und
[a] - [b] = [a - b]

fiir a,b € Z. Dabei ist wichtig, dass die Operationen unabhéngig von der Auswahl der
Représentanten sind.

(Es gilt etwa fiir die Multiplikation: Ist [a] = [a], [b] = [B], so ist m|(a—a) und m|(b—b).
Also ist nach S. 21.2.3 auch m/|(a—a)b+a(b—b), d. h. m|(ab—ab). Also ist [ab] = [ab].)

3. Es sei m € N und ¢ := €2™/™ eine m-te Einheitswurzel (¢™ = 1). Dann ist durch
[a] = [a]m, — C¢* eine bijektive Abbildung von Z,, nach {¢* : a € Z} = {(* : a =
0,1,...,m—1} gegeben. Dabei entsprechen die Restklassenoperationen aus 2. gewissen
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Operationen in C, némlich [a] 4 [b] entspricht ¢+ und [a][b] entspricht ¢*°.
Ist etwa m = 4, so gilt

[2+3] =5 mod4 = [1]
sowie
[2-3] =6 mod4 = [2]
und entsprechend
CPEEG)=¢=¢
sowie

=)= (1P =-1=¢.
Aus den Rechenregeln im Korper C oder durch direktes Nachrechnen erhélt man leicht

Satz 21.12 FEs sei m € N. Dann gilt
1. (Zp, +) ist eine abelsche Gruppe (mit Nullelement [0] und —[a] = [—a]).
2. Fir alle [a], [b], [c] € Zp, ist

und

sowtie

3. Fir alle [a] € Zp, gilt [a][1](= [1][a]) = [q]

(d. h. (Zpm,+,") ist ein “kommutativer Ring mit Finselement”).

Bemerkung 21.13 Im allgemeinen ist (Z,,, +, -) kein Korper, d. h. i. a. existiert nicht
fiir alle [a] € Zy, \ {[0]} ein [z] mit [a][z] = [1]. Zum Beispiel hat die Gleichung
Bls[z]6 = [1]6

keine Losung [z]e, denn [3]¢[z]¢ € {[3]6, [0]¢} fiir alle x € Z. AuBlerdem kénnen Null-
teiler existieren, d. h. nichtverschwindende Losungen der Gleichung [a][b] = [0]. So gilt

etwa

[3]6[2]6 = [0]6 -

Wir wollen jetzt zeigen, dass in gewissen Teilsystemen von Z,, solche Probleme nicht
auftreten.
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Bemerkung und Definition 21.14 Sind a,b € Z, m € N so folgt aus a = bmodm
und ggT'(a,m) = 1 auch ggT'(b,m) = 1.

(Denn: Nach S. 21.5 hat die Gleichung az + my = 1 eine Losung (z,y) € Z2. Fiir
b= a+ km gilt dann

br +m(y — kx) = ax + kmx +my — kmx =1,

d. h. {bu+mv : u,v € Z} = 7Z. Also ist wieder nach S. 21.5 ggT'(b,m) = 1.)
Man bezeichnet im Falle gg7'(a, m) = 1 die Restklasse [a],,, (représentantenunabhéingig)

als prime Restklasse (modm ). Auerdem setzen wir

Zy, = (Z/mZ)* = {la]m : [a]m prime Restklasse} .

Es gilt damit:

Satz 21.15 Es sei m € N. Dann ist (Z},,-) (mit - wie in B. 21.11.2) eine abelsche
Gruppe.

Beweis.
Offensichtlich ist [1] € Z,. Also geniigt es nach S. 21.12, zu zeigen: mit [a], [b] € Z7,
ist auch [a][b] € Z, und die Gleichung [a][z] = [1] hat fiir jedes [a] € Z}, eine Losung

in Z;, (vgl. D. 2.1).
Es seien a,b € Z,a,b teilerfremd zu m. Dann existieren nach S. 21.5 (z,y) € Z? und
(u,v) € Z* mit

ax +my =1, bu+mv=1.

Die erste Gleichung impliziert az = 1modm, d. h. [a][z] = [az] = [1], und auBerdem
gilt 1 € xZ+mZ. Also ist ggT(x,m) = 1 nach S. 21.5. Damit ist [z] € Z,. Weiter gilt

1 = (azx + my)(bu + mv) = (ab)(zu) + m(azv + ybu + myv) ,

d. h. 1 € abZ+mZ und damit ist gg7'(ab,m) = 1 nach S. 21.5, also [a][b] = [ab] € Z},. D

Beispiel 21.16 Fiir m = 6 gilt g¢gT'(1,6) = gg7'(5,6) = 1 und g¢7'(0,6) = 6, g¢gT'(2,6) =
2, ggT'(3,6) = 3, ggT'(4,6) = 2, also ist

Nach S. 21.15 ist (Zg, -) eine Gruppe.

Ganz anders sind die Verhaltnisse im Falle von Primzahlen m.
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Folgerung 21.17 Es sei p € N eine Primzahl. Dann gilt ggT'(a,p) = 1 fiir alle a €
{1,...,p—1},d. h.

Zy =A{[1],[2],- ., [p = 1]} = Z, \ {[0]} .

Also ist nach S. 21.15 Z, \ {[0]} eine abelsche Gruppe und folglich ist nach S. 21.12
(Zyp,+,-) ein Korper (mit p Elementen) .

Eine nette Anwendung von Kongruenzen sind bekannte Teilbarkeitskriterien:

Satz 21.18 FEs sei N € N,
n
N:Zayl()” mita, € {0,...,9} firv=20,... ,n.
v=0

Dann gilt
n
1. 3|N  genau dann wenn 3| ) a,

v=0

n
2. 9|N genau dann wenn 9| ) a,
v=0

Beweis.
1. Aus 10 = 1 mod 3 folgt 10¥ = 1mod 3 (denn [10”]3 = ([10]3)" = [1] fiir alle v € Ny).
Also gilt

n n

[N]s = [Z ayloyl = [a]310"]s = [a]s
v=0

3 v=0 v=0
n
= g ay )
v=0 3

n n
d. h. N =} a, mod3. Insbesondere gilt also 3| N genau dann wenn 3| Y a,.
v=0 v=0
2. Analog. O

Von grundlegender Bedeutung ist folgendes Ergebnis iiber simultane Kongruenzen

Satz 21.19 (Chinesischer Restsatz) FEs seien mq,... ,m, € N paarweise teiler-
fremd, und es seien a1,... ,a, € Z. Dann existiert ein x € Z so, dass

xr=a; modm; firg=1,...,n.
Dabei ist x modmy - ... -my, eindeutig bestimmt und mit x ist jedes y € [T]m;....m,, €ine

Lésung.
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Beweis.
1. Eindeutigkeit: Sind «,y € Z Loésungen des Systems von Kongruenzen, so gilt

mjl(x —y) G=1,...,m).

Da die m; paarweise teilerfremd sind, ist dies &quivalent zu

n
[Tmil@—y).
j=1
(Denn: Induktiv ergibt sich aus F. 21.6.3: Ist ¢ € Z, so folgt aus
mjle (j=1,...,n)

auch
n
H mjlc .
Jj=1

Man beachte dabei: Fiir u,v € Z, k € N folgt aus ggT'(u, k) = ggT(v,k) = 1 schon
99T (uv, k) = 1 nach dem Beweis zu S. 21.15).

Also ist = ymod [] m;.
j=1
2. Existenz: Wir betrachten die Abbildung

definiert durch

b | [] B | = ([#mys - s [2)mn) -
Jj=1
Sind (][] ;s WI[Tmy; € Z1] m; mit O([2][pm,) = b([Yl[[m,), so gilt fir j=1,...,n

rT=y mod m; .

Also ist z = ymod [[m; nachl., d. h. [z]|[]; = [yl[] m,- Damit ist b injektiv. Da

Zy ;| = [ [ = 1 T] Zom,|
j=1 j=1

gilt, ist b auch bijektiv, d. h. fiir beliebige a1, ... ,a, € Z existiert ein x € Z mit

[T]m; = [aj]m; bzw. xr = a; modm; .
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Beispiel 21.20 Wir betrachten die Kongruenzen

r=2 mod 3
=3 mod 5
=2 mod 7.

Dann ist = 23 eine Losung. Nach S. 21.19 ist x mod 105 = 3-5-7 eindeutig bestimmt.
AuBlerdem ist jedes y € [x]105, d. h. jedes y mit y = 23+ k- 105 fiir ein k € Z, ebenfalls
Losung.

Definition 21.21 Fiirn € N,n > 2, sei

o(n) :=1|Z,| = Anzahl der primen Restklassen mod n

= Anzahl der a € Nmit a <nund ggT'(a,n) =1

und fiir n = 1 setzen wir (1) := 1. Die Funktion ¢ : N — N heifit Eulersche Funktion
(oder Eulersche Phi-Funktion).

Es gilt

Satz 21.22 1. Die Fulersche Funktion ist multiplikativ, d. h. fiir alle teilerfremden
n,m € N gilt

p(nm) = p(n)p(m) .

4

2. Ist p eine Primzahl, so ist p(p¥) = p¥ — p*~! fiir alle v € N. Insbesondere ist

e(p)=p—1.
3. Fir beliebige n € N st

Beweis.

1. Es sei b wie im Beweis zu S. 21.19 (mit m; = m, mg = n). Dann ist b* := bz =~ eine
bijektive Abbildung von Zj,, nach Zj, x Z,.

(Denn: Ist x € Z mit [¢]mn € Z,,, so gilt ggT(mn,z) = 1, also auch ggT'(m,z) =
99T (n,z) = 1. Also ist b([z]mn) = ([2]m, [x]n) € ZF, X ZZ.

Ist andererseits ([z]m, [z]n) € Z), X Z7,, so ist ggT(x,m) = ggT'(x,n) = 1, also auch
99T (z,mn) = 1 (vgl. Beweis zu S. 21.15). Also ist [Z|mn € Z},,,- Da b : Zyy, — Ly X Ly,
bijektiv ist, ist damit auch b* : Z =~ — ZF x Z} bijektiv).

Aus p(mn) = |Z7,,| = |25, x 23| = |Z3,|1Z5,| = ¢(n)p(m) folgt 1.

n|_
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2. Ist p prim und v € N, so sind die a € {1,... ,p"}, die nicht teilerfremd zu p” sind,
genau die p*~! Zahlen

p.2p,3p,...,.p" 'p.

Also ist p(p¥) = p¥ —p*~ L.
3. Es sei n € N beliebig. Dann existieren (eindeutig bestimmte) paarweise verschiedene
Primzahlen pi,... ,pg und vq,... , v, € N so, dass

— Vi
n_pll...pk .

Da pjy-j paarweise teilerfremd sind, gilt nach 1. und 2.

k k
oin) = [lew?) =]1]p v/ =
j=1 j=1
k k 1 1 1
Vj
= (T ) (T ) | =»TT (1= ) =n T (1-3)
j=1 j=1 Pj j=1 Pj pprim p
pln

22 Untergruppen und Homomorphismen

In Abschnitt 2 haben wir Gruppen definiert, haben Beispiele kennengelernt und ei-
nige einfache Eigenschaften hergeleitet. Wir werden jetzt einen genaueren Blick auf
Gruppen werfen, wobei das Schwergewicht auf endlichen Gruppen liegen wird.
Ahnlich wie Unterrdume bei linearen Riéumen spielen “Untergruppen” bei Gruppen
eine wichtige Rolle.

Definition 22.1 Essei G = (G, o) eine Gruppe. Eine Menge U C G heifit Untergruppe
von G wenn (U, o|y«yr) eine Gruppe ist (d. h. wenn mit a,b € U auch aob € U gilt,
und wenn e € U und mit a € U auch a~! € U ist). Statt a o b schreiben wir auch kurz
ab.

Bemerkung 22.2 Eine Menge U C G, U # () ist schon dann eine Untergruppe, wenn
mit a,b € U auch ao b~ ! € U gilt.

(Denn: Ist a € U, soist e = aoa™! € U. Also ist auch a™! = eca™! € U. Sind a,b € U
so gilt also auch aob=ao (b~1)"1 € U.)

Beispiel 22.3 1. Ist G eine beliebige Gruppe, so sind U = G und U = {e} Unter-
gruppen (die sog. trivialen Untergruppen).
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2. Ist (G,0) = (C,+), so haben wir folgende Kette ineinander geschachtelter Unter-
gruppen (wobei m € N)

{0fcmZcZcQcCcRcCC.

3. Ist (G,0) = (C\ {0},-), so haben wir folgende Kette ineinander geschachtelter
Untergruppen:

{1} ¢ {£1} cQ\ {0} C R\ {0} C C\ {0} .

4. Es sei K ein Korper und (G, o) = (GL,(K), ) die Gruppe der invertierbaren (n x n)
Matrizen iiber K mit der Matrix-Multiplikation (vgl. B. 8.25). Dann ist

SL,(K):={A€GL,(K):det A=1}

eine Untergruppe von G L, (K). (Sind A, B € SL,(K), so gilt det(AB~!) = det A/ det B =
1, also ist AB™! € SL,(K)).
Weiter ist fiir K =K

Up :={A € GL,(K) : Aunitér}

eine Untergruppe von GL,(K) ([U]), die sog. unitére Gruppe. Fiir K = R heifit O, :=
U,, auch orthogonale Gruppe. Die Menge

SO, =0 :={A€ 0, :det A=1}

ist eine Untergruppe von O,, (die sog. spezielle orthogonale Gruppe).

Definition 22.4 Es sei (G, o) eine Gruppe. Dann heift
ord (G) := |G| (e NU{o0})
die Ordnung von G.

Neben den Gruppen (Zy,,+) und (Z},, -) spielen in der Theorie endlicher Gruppen die

symmetrischen Gruppen S, eine wichtige Rolle.

Beispiel 22.5 (vgl. B. 2.3 und Abschnitt 11)
Esseio e S, (d.-h.o:{l,...,n} — {1,...,n} bijektiv). Neben der Schreibweise

kann o auch in der sog. Zykelschreibweise dargestellt werden: Jedes o ist Produkt aus
Zykeln, d. h.

szwwuam]m”opgw_aw}v

» Ymy © o Umy,
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wobei ein Zykel [ai,... ,an] eine Abkiirzung fiir die Abbildung 7 € Sy, mit 7(a;) =
ajy1 firj=1,...,m—1und 7(an) = a1 sowie 7(a) = a fir a € {a1,... ,an} ist (d.
h. aj—ay —a3 — ... —a;,—aq). Eine solche Darstellung ist i. a. keineswegs eindeutig.
Ist etwa

123 45 6 7

o= .

32 45 1 76

So ist

o =1[1,3,4,5 06,7 .

Dabei sind die Zykeln der Liange 2 Transpositionen (D. 11.1). Zykeln der Lénge 1 (wie
oben im Beispiel 2) werden nicht aufgefiihrt.
Es gilt damit etwa: S3 hat die nichttrivialen Untergruppen

Ul = {Zda [17 21 3]7 [17 37 2}}
der Ordnung 3 und
Us = {id, [1,2]}, Us = {id, [1,3]}, Uy = {id, [2,3]}

der Ordnung 2. Dabei heif3t U; Drehgruppe und Us, Us, Uy heiflen Spiegelungsgruppen.
(Nummeriert man die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks mit 1, 2, 3, so entsprechen
den Symmetriebewegungen des Dreiecks die obigen Permutationen der Eckpunkte:

entspricht [1,2, 3]
entspricht [1, 3, 2]
entspricht [2, 3]
entspricht [1, 2]

entspricht [1,3] )

Definition 22.6 Es seien (G,0) und (H,e) Gruppen. Eine Abbildung h : G — H
heifit (Gruppen-) Homomorphismus, falls

h(aob) = h(a) e h(b)

fiir alle a,b € G gilt. Ein Homomorphismus h heifit Injektion (oder FEinbettung), falls
h injektiv ist. Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus. Existiert ein Iso-
morphismus h : G — H, so heiflen G und H isomorph.
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Beispiel 22.7 1. Es sei h: (Z,4+) — (Zy, +) definiert durch
h(a) := [a] (aeZ).
Dann ist h ein Homomorphismus (denn
h(a+b) = [a+b] = [a] + [b] = h(a) + h(b))

2.Ist h : (R, +) — (C, +) definiert durch h(z) = 410 (x € R), so ist h eine Einbettung
(die natiirliche Einbettung von R in C).

Wir stellen einige elementare Eigenschaften von Homomorphismen zusammen:

Satz 22.8 Es seinen (G,o) und (H,e) Gruppen, und es sei h : G — H ein Homo-
morphismus. Dann gilt

1. h(e) =e.

2. h(a=1) = (h(a))™?! fiir alle a € G.

3. Ist U C G eine Untergruppe von G, so ist h(U) C H eine Untergruppe von H.

4. Ist V. C H eine Untergruppe von H, so ist k= (V) C G eine Untergruppe von G.
(Insbesondere ist damit

Kern(h) := h™1({e})

eine Untergruppe von G ).

5. h ist genau dann injektiv, wenn Kern(h) = {e} ist.

Beweis.
1. Es gilt

h(e) = h(eoe) = h(e) e h(e),

also ist e = h(e)h(e)~! = h(e)h(e)h(e)™! = h(e).
2. Nach 1. gilt fir a € G

also (h(a))™! = h(a~!) nach S.2.2.2.

3. und 4.: [U]

5. Ist h injektiv, so ist h=*({e}) = Kern(h) hochstens einelementig. Da Kern(h) ein
Unterraum von G ist, ist Kern(h) = {e}.

Es sei umgekehrt Kern(h) = {e}. Dann gilt fiir alle a,b € G mit h(a) = h(b).
h(ab™!) = h(a)h(b™") = h(a)(h(b)) " =¢,

also ab~! = e und damit a = ab=1b = eb = b. O
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Satz 22.9 FEs seien G, H Gruppen, und es sei h : G — H ein Isomorphismus. Dann

ist auch h™' : H — G ein Homomorphismus (und damit ein Isomorphismus).

Beweis.
Es seien u,v € H. Dann existieren a,b € G mit u = h(a),v = h(b). Also gilt

h Y (uv) = 1 (h(a)h(b)) = 1 (h(ab)) = ab = K™ (u)h ™ (v) .

O
Ist h : G — H eine Injektion, so ist h : G — h(G) C H ein Isomorphismus zwischen
G und der Untergruppe h(G) von H. Dies kann man ausnutzen um die Rolle der

symmetrischen Gruppen zu verstehen:

Satz 22.10 (Cayley) Jede endliche Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu einer
Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sy,.

Beweis.
Es sei G eine endliche Gruppe. Wir miissen eine Einbettung i : G — S, konstruieren.
Essei G = {a1,... ,an}, und es sei a € G. Die Multiplikation (von links) mit a bewirkt

eine Permutation von G, d. h. es existiert genau ein ¢ = g, € 5, mit

aa; = aq(j) j=1,...,n)
(wichtig: Ist aa; = aay, so gilt ailaaj = a laay, also aj = ay). Es gilt dabei fiir
a,be G
0a0b = Oqb

(Denn: Fir j =1,... ,n gilt

(ab)a; = a(ba;) = aaq,(j) = Ao, (04(j) = Uouoy) () -

d. h. o4y = 040%).

Also ist h : G — S, mit h(a) := o, ein Homomorphismus. Auflerdem gilt: Ist id =
h(a) = 04, so ist aa; = a;q;) = a; fir j = 1,...,n und damit a = e. Also ist
Kern(h) = {e}, d. h. h ist injektiv und damit eine Einbettung. O

Definition 22.11 1. Es sei (G, o) eine Gruppe. Fiir x € G setzen wir

2" i=go---ox, z ":= (x_l)n (= (In)_l)
nmal

fir n € N (und ¥ := e). (Ist (G,0) eine “additive Gruppe”, d. h. “o” = “+” so
schreibt man {iblicherweise nx statt ).
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Fir z € G setezn wir zudem
<z >={z":neZ}.

(Dabei ist < z > eine Untergruppe von G, wie man leicht sieht.)
2. Die Gruppe (G, o) heifit zyklisch, falls G =< x > fiir ein x € G gilt.
Das Element x heifit dann erzeugendes Element von G.

Beispiel 22.12 1. Es sei (G, 0) = (Z,+). Dann gilt
L=<1>=<-1>

und +1 sind die einzigen erzeugenden Elemente.
2. Es sei (G,0) = (Zy,+). Dann gilt

Ly =< [1] > .

AuBerdem gilt fiir jede prime Restklasse [a] auch Z,, =< [a] > ([U]).
Das Repertoire an zyklischen Gruppen ist damit (bis auf Isomorphie), schon erschopft:

Satz 22.13 Jede zyklische Gruppe G =< x > ist entweder isomorph zu (Z,+) oder
2u (L, +) fir ein m € N.

Beweis.

1. Fall: Es ist 2™ # zF fiir alle n,k € Z,n # k. Dann ist durch h : Z —< z > mit
h(n) := z™ ein Isomorphismus von Z nach G =< x > definiert.

(Denn: Fir n, k € Z gilt

h(n+k) = 2™ = 2" o 2% = h(n) o h(k) ,

also ist h ein Homomorphismus. Ist y € G =< x >, so existiert ein n € N mit 2" = y,
d. h. y = h(n). Sind schlieflich n,k € Z mit h(n) = h(k), d. h. 2™ = 2%, so ist nach
Voraussetzung n = k, also ist h bijektiv.)

2. Fall: Es existieren n,k € Z, n # k, mit 2" = 2*. Dann ist h aus “1. Fall” ein
surjektiver Homomorphismus, aber nicht mehr injektiv. Also existiert nach S. 22.8.5
ein n € Kern(h) \ {0}. Da Kern(h) eine Gruppe ist, ist mit n auch —n € Kern(h).
Also existiert ein minimales m € N mit m € Kern(h). Dann sind 27, j =0,... ,m —1
paarweise verschieden (ansonsten gibe es 4,5 € {0,... ,m—1},i < j, mit 2° = 27, also
277" = e und damit j — i € Kern(h) mit 0 < j —i < m).

Aus 2™ = e folgt a™tF™ = 2" o gF™ = " o (2™)F = 2" fir alle n,k € Z, d. h.
h(n) = h(n + km) fiir alle n, k. Also ist durch

h([n]m) := h(n) (neZ)
eine Abbildung h : (Z,, +) —< z >= G (wohl-)definiert. Aus obigen Uberlegungen

folgt, dass h ein Isomorphismus ist. O
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Bemerkung und Definition 22.14 Es sei (G, o) eine Gruppe und es sei z € G.
Dann heifit

ord(z) := ord (< x >)

Ordnung von x.

Es ist " = e fiir ein n € Z genau dann, wenn n = 0 oder wenn ord(z) < co und n
Vielfaches von ord (z) ist, d. h. n = kord (z) fiir ein k € Z. (Dies ergibt sich aus der
Isomorphie zwischen < x > und Z,, mit m = ord(z) im Falle ord(z) < oo und der

Isomorphie zwischen < z > und Z im Falle ord(x) = o0.)

Bemerkung und Definition 22.15 Es sei (G, o), eine Gruppe, und es sei H C G
eine Untergruppe. Fiir a,b € G definieren wir

a~b: & ab'c€H (& acHb:={hb:he H}).

Man sieht leicht, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf G ist. Die Aquivalenzklassen sind
die Teilmengen Hb, die Rechtsrestklassen genannt werden. (Durch Betrachtung von
b~'a anstelle von ab~! erhilt man Linksrestklassen bH; fiir abelsche Gruppen gilt
natiirlich Hb = bH).

Beispiel 22.16 1. Es sei (G,0) = (Z,+). Fiir m € N ist mZ eine Untergruppe von Z.
Hier sind die Rechtsrestklassen (und Linksrestklassen) gerade die iiblichen Restklassen

[a]m

(Denn: Sind a,b € Z, so gilt a — b € mZ genau dann, wenn a = b + km fiir ein k € Z,
also a € mZ + b, d. h. [a];, = [b]m)

2. Es sei (G, 0) = (S3,0). Ist H = {id, [1,2,3],[1,3,2]} (vgl. B. 22.5) so existieren die
zwel Rechts- (und Links-)restklassen

Ri=H-id=H
und
Ry=H-[1,2] ={[1,2],]1,3],[2,3]} .
Ist H = {id, [1,2]}, so existieren die drei Rechtsrestklassen

Ry =H-id, Ry=H-[1,3]={[1,3], [1,3,2]},
Rs=H -[2,3] ={[2,3], [1,2,3]}

und die drei Linksrestklassen

Rl :id'Hy R2 = [1>3]'H: {[1’3]7[1’2a3]}7
Ry=1[2,3]-H = {[2,3],[1,3,2]} .
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(Hier stimmen die Rechts- und die Linksklassen zu [1, 3] und [2, 3] nicht iiberein.)
3. Es sei (G,0) = (R%,+) und es sei H = Rz = {\z : A\ € R} fiir ein z € R?\ {0}.
Dann sind die Restklassen Hb gegeben durch

Hb=Rz+b (beR?).

Bemerkung und Definition 22.17 Es seien (G, o) eine Gruppe und H C G eine
Untergruppe. Dann heifit

G:H:=|{Hb:be G} (e NU{c0}),

also die Anzahl der Rechtsrestklassen bzgl. H, der Index von H in G. Dabei sieht man
leicht, dass G : H auch mit der Anzahl der Linksrestklassen bzgl. H iibereinstimmt

([0).
Es gilt damit folgendes elementare Ergebnis.

Satz 22.18 (Lagrange) Ist G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe, so ist
ordG := (G : H)-ord(H) .

Insbesondere teilt also die Ordnung von H die Ordnung von G.

Beweis.

Der Beweis ergibt sich sofort daraus, dass die Aquivalenzklassen Hb eine Zerlegung
von G in G : H Teilmengen bewirken, und dass |[Hb| = |H| = ord H fiir alle b € G
gilt (die Abbildung ¢ : H — Hb mit ¢(h) = hb ist bijektiv). O

Also Konsequenzen erhalten wir

Satz 22.19 (Euler) Es sei G eine endliche Gruppe, und es sei x € G. Dann ist
ord(z) ein Teiler von ord(G). Insbesondere gilt stets

ord (G)

T =e€.

Beweis.
Die Behauptung ergibt sich sofort aus dem Satz von Lagrange mit H =< x > und aus
B. /D. 22.14. O

Wendet man dies speziell auf die primen Restklassengruppen Z;, an, so ergeben sich
wichtige Zahlentheoretische Konsequenzen.
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Folgerung 22.20 1. Sind a € Z,m € N mit ggT'(a, m) =1, so ist
a?m =1 mod m .
2. (Kleiner Satz von Fermat) Sind a € Z und p eine Primzahl, so gilt
a’ =a modp
und in dem Fall, dass p kein Teiler von a ist (d. h. g¢gT'(a,p) = 1)
a1=1 modp.

Denn: Nach Definition gilt |Z},| = ¢(m). Also folgt 1. sofort aus S. 22.19. Ist m = p,
wobei p prim, so ist ¢(p) = p—1 nach S. 21.12 und damit folgt die zweite Aussage von
2. aus 1. Durch Multiplikation von a?~! = 1 mod p mit a ergibt sich die erste Aussage
im Falle ggT'(a,p) = 1. Ist pla, d. h. a = kp fiir ein k € Z, so gilt

a=0 mod p
also auch
a?=0=a modp.

Anwendungsbeispiel 22.21 (RSA-Kryptographie-Verfahren) Eine (noch recht
junge) Anwendung der obigen Folgerung 22.20 ergibt sich fiir Verschliisselungsverfah-
ren. Das von Rivest, Shamir und Adleman im Jahre 1978 vorgestellte Verfahren beruht
auf folgender Beobachtung;:

Es seien p,q Primzahlen (moglichest gro8 ; etwa je 100 Stellen) p # ¢, und es sei

N = pqg. Dann gilt ¢(N) = (p — 1)(¢ — 1) nach S. 21.22. Weiter sei s € N teilerfremd
zu @(N). Dann existieren nach S. 21.5 ¢, k € Z mit

st=kp(N)+1

(d. h. st =1 mod ¢(N)). O. E. kénnen wir ¢,k € N annehmen.

Behauptung: Dann gilt fiir alle a € N
(a®)' =a"=a mod N (10)
Denn: Ist ggT'(a, N) =1 so gilt nach F. 22.20.1
a®t = gFPN)+1 = (a“"(N))k a=amod N .

Da p(N) = (p—1)(¢—1) gilt, folgt aus st = 1 mod ¢(NN) auch st = 1 mod (p —1) und
st = 1mod (¢ — 1), d. h. es existieren /,m € Nmit st =l(p—1)+1=m(¢g—1)+1
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(némlich etwa £ = k(p — 1) und m = k(¢ — 1)). Also folgt aus F. 22.20.2 im Falle
a # 0mod p (beachte (Z, \ {[0]}, ) ist eine Gruppe)

[a*]p = [a"?~Va], = [a]," Val, = (o]} - [al,, “[alp = [al; a], “[a]p = [a,

st —

(und im Falle a = 0 mod p natiirlich auch a a = 0mod p).

Entsprechend gilt

st

a amod q .

Da p, g teilerfremd sind, gilt mit F. 21.6.3

a =amod N =pq .

Wie kann man die Beziehung (10) nutzen?

Will man eine Nachricht, die ohne Einschréinkung ein Vektor (aq, ... , a,,) natiirlicher
Zahlen sein soll, iibermitteln, ohne dass Unbefugte die Nachricht verstehen kénnen, so
kann man, nachdem man p, ¢, s, t wie oben festgelegt hat, die verschliisselte Information
(ai,...,a},) wie auch s und N offentlich iibertragen. Die Nachricht (aq,... ,amn) ist
dann aus der Gleichung (10) sehr leicht rekonstruierbar, wenn man zusétzlich ¢ bzw.
©(N) bzw. p und ¢ kennt (¢ ist aus ¢(N) leicht berechenbar). Die Prmfaktorzerlegung
N = pq ist fiir ein gegebenes grofies N jedoch eine sehr schwierige Aufgabe, die fiir

geniigend grofie p, ¢ (mit den derzeit bekannten Methoden) praktisch unmdoglich ist.
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23 Normalteiler

Ein (bis heute unerreichtes) Fernziel ist es natiirlich, alle (endlichen) Gruppen zu ken-
nen bzw. zu klassifizieren, wobei isomorphe Gruppen nicht als verschieden angesehen
werden.

Fiir Primzahlordnungen liegen die Verhéltnisse besonders einfach. Es gilt ndmlich

Satz 23.1 Ist p eine Primzahl, so ist jede Gruppe G der Ordnung p isomorph zu
(Zp7+)'

Beweis. Es sei € G\ {e}. Dann hat = nach dem Satz von Euler (S. 22.19) die
Ordnung p, d. h. <z >= G. Nach S. 22.13 ist G damit isomorph zu (Z,,+). O

Im allgemeinen Fall spielen gewisse Untergruppen eine zentrale Rolle:

Definition 23.2 Es sei GG eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann heifit H
Normalteiler (von G), falls Hg = gH fiir alle g € G gilt (d. h. falls alle Rechts- und
Linksrestklassen bzgl. H iibereinstimmen). Mann schreibt dann H < G.

Bemerkung 23.3 Es sei G eine Gruppe, und es sei H eine Untergruppe von G. Dann
heiss t

HY:=gHg ':={ghg™':he H}

zu h konjugierte Untergruppe. Man rechnet leicht nach, dass HY stets eine Untergruppe
von G ist ([U]). Es gilt damit: H ist genau dann Normalleiter von G, wenn H9 = H
fiir alle g € G gilt.

(Denn: “=": Es gelte gH = Hg fiir alle g € G. Wir zeigen:

Dann ist HY C H fiir alle ¢ € G (und damit gilt dann auch H9 ' C H, also H =
(H9 )9 c HY9,d. h. H = HY fiir alle g € G).

Es sei also a € HY d. h. a = ghg™" fiir ein h € H. Da gh € gH = Hyg ist, existiert ein
h € H mit gh = hg. Also ist a = hgg~! = h € H.

“«<": Ks gelte H9 = H fiir alle g € G, und es sei a € Hg, d. h. a = hg fiir ein h € H.
Dann existiert ein h € H mit h = gﬁg_l. Folglich ist a = hg = gﬁg_lg = gil € gH.
Also ist Hg C gH. Entsprechend sieht man, dass gH C Hg gilt (beachte dabei:
HY ' =H))

Beispiel 23.4 1. Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe H C G Normalteiler.
2. Essei G =GLy(K)und H = SL,(K) (vgl. B. 22.3.4).
Ist A € GL,(K), so gilt fiir alle B € SL,(K):

det(ABA™!) = det(A) det(B) det(A™) = det(B) =1,
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d. h. ABA~! € SL,(K). Damit gilt H4 C H.

Da A beliebig war, ist auch H = (HA )4 ¢ H4, d. h. H* = H und damit ist H nach
B. 23.3 Normalteiler in G.

3. Es sei G = SLy(K) und

P )

Dann ist H eine Untergruppe von SLs(K).
(Denn: Es gilt

1 ¢ 1 s 1 s+t
B.Bs = = = B4, also (B;)"' = B_.
N YR I I
1
1 0 1 1 ¢ 0 -1 10
ABtA = =
-1 0 01 1 0 —t 1

d. h. fiir t # 0 ist AByA~' ¢ H, also H* ¢ H. Damit ist H kein Normalteiler.

Satz 23.5 FEsseienU undV Gruppen und es sei f : U — V' ein Homomorphismus. Ist
N C V ein Normalteiler von V., so ist f~1(N) ein Normalteiler von U. Insbesondere
ist Kern(f) Normalteiler von U.

Beweis. Es geniigt, zu zeigen: Fiir alle g € G ist (f~1(N))? ¢ f~Y(V). Ist g € G und
u € (f71(N))9 so existiert ein @ € f~1(N) mit u = giig—*. Also ist

flu) = flgug™) = f(9) f(@)(f(9)~" € f(9IN(flg)) " =N,

d. h.ue f71(N).
Da {e} ein Normalteiler von V ist, ist insbesondere

Kern(f) = f!({e})

Normalteiler von U. O

Die Normalteiler sind unter allen Untergruppen deswegen ausgezeichnet, weil die Rest-
klassen von Normalteilern (wie die Restklassen von mZ in Z) durch Definition einer

Restklassenverkniipfung zu einer Gruppe gemacht werden kénnen.
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Satz 23.6 Es seien G eine Gruppe und H ein Normalteiler in G. Dann ist die Menge
G/H:={Hg:ge G} (={gH:9€G})
eine Gruppe bzgl. der reprisentantenweise definierten Multiplikation
Hg-Hh:=H(g-h)
(die sog. Faktorgruppe G/H ). Die kanonische Projektion
m:G—G/H, m(g) == Hg
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern(mw) = H, und es gilt

ord(G/H) =G : H .

Beweis. Wesentlich ist, dass die Multiplikation wohldefiniert ist, d. h. unabhéngig
von den Repréisentanten g, h ist. Es seien also g,h,a,b mit Hg = Ha und Hh = Hb
gegeben. Dann gilt auch gH = aH, und folglich ist g = ge € aH und h € Hb. Also ist
a~'g€ Hund hb~!' € H.

Dann ist auch

alghbte H
und also
ghbta™t =aa tghb e eaHa ' = H* = H .

Dies bedeutet wiederum gh € Hab bzw. Hgh = Hab. Klar ist, dass He = H das
neutrale Element von G/H und Ha~! das zu Ha inverse Element ist.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich auch, dass 7 ein surjektiver Homomorphismus
ist. Ist 7(g) = He, so ist Hg = He = H und damit g € H. Umgekehrt folgt aus g € H
auch wieder Hg = H = He, also m(g) = He. Also ist Kern(w) = H.

Nach der Definition von G : H (B./D. 22.17) ist ord(G/H) = G : H. O

Der folgende Satz liefert eine gewisse Umkehrung von S. 23.6.

Satz 23.7 Es seien G und B Gruppen, und es sei f : G — B ein surjektiver Grup-
penhomomorphismus. Dann ist B isomorph zur Faktorgruppe G /Kern(f).

Beweis. Wir zeigen: Durch i(Kern(f)-g) := f(g) ist eine Abbildung i : G/Kern(f) —
B wohldefiniert.
(Denn: Ist Kern(f) - g = Kern(f) - h fiir g, h € G, so gilt

gh™t € Kern(f) .
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Also ist e = f(gh™') = f(9)(f(h))™', d. h. f(g) = f(h). Damit ist i(Kern(f) - g) =
i(Kern(f) - h)).

Man sieht sofort, dass ¢ ein Homomorphismus ist, und nach Definition ist ¢ surjektiv.
AuBlerdem gilt Kern(i) = {Kern(f)}, also besteht Kern(i) genau aus dem neutralen
Element in G/Kern(f). Damit ist ¢ auch injektiv nach S. 22.8.5. O



