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4. Übung zur Wahrscheinlichkeitstheorie II

Gruppenübungen

G7: Es seien (Ω,S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Xn : Ω → Rm Zufallsvariable mit
Xn → X P -fast sicher. Zeigen Sie: Ist f : Rm → Rk Borel-messbar und PX -fast sicher
stetig, so gilt auch f ◦Xn → f ◦X P -fast sicher.

G8: Es seien A ∈ Rm×k, b ∈ Rm, und es sei X : Ω → Rm eine Zufallsvariable auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,S, P ). Zeigen Sie:

ϕAX+b(s) = ei sT b · ϕX(AT s) (s ∈ Rm) ,

wobei AT die Transponierte von A bezeichnet.

Hausübungen

H10: a) Es seien Q,Qn Verteilungen auf B mit Qn
w→ Q. Zeigen Sie: Ist f : R → R Borel-

messbar, beschränkt und Q-fast sicher stetig, so gilt∫
f dQn →

∫
f dQ (n →∞) .

b) Zeigen Sie: Ist f : R → R Borel-messbar und beschränkt, und ist f ·1[0,1] Lebesgue-fast
überall stetig, so gilt

1
n

n∑
j=1

f
( j

n

)
→

∫
[0,1]

fdλ (n →∞) .

H11: a) Für k ∈ N0 seien µk Maße auf (Ω,S). Wir definieren
∞∑

k=0

µk durch

( ∞∑
k=0

µk

)
(A) :=

∞∑
k=0

µk(A) (A ∈ S) .

Zeigen Sie: Ist f ∈M(Ω,S) mit
∞∑

k=0

∫
|f |dµk < ∞, so ist f ∈ L1(

∞∑
k=0

µk), und es gilt

∫
f d

( ∞∑
k=0

µk

)
=

∞∑
k=0

∫
f dµk .

b) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte der Poisson-Verteilung mit Parameter λ.

H12: Es seien (Θj , Tj , µj) σ-endliche Maßräume und hj ∈M+(Θj , Tj) mit hj < ∞ für j = 1, 2.
Zeigen Sie:

a) Die Funktion h1 ⊗ h2 : Θ1 × Θ2 → [0,∞) mit (h1 ⊗ h2)(ϑ1, ϑ2) := h1(ϑ1)h2(ϑ2) ist
(µ1 ⊗ µ2)-Dichte von (h1 · µ1)⊗ (h2 · µ2).

b) Ist (Ω,S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sind Xj : Ω → Θj Zufallsvariable mit
Xj ∼ hj · µj (j = 1, 2), so sind X1, X2 genau dann unabhängig, wenn gilt

(X1, X2) ∼ (h1 ⊗ h2) · (µ1 ⊗ µ2) .


