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11. Übung zur Wahrscheinlichkeitstheorie II

Gruppenübungen

G21: Es seien (Ω,S) ein Messraum und (Sj) eine aufsteigende Folge von σ-Algebren

Sj ⊂ S. Eine Abbildung τ : Ω → N ∪ {∞} heißt Stoppzeit bezüglich (Sj), falls

{τ ≤ j} ∈ Sj für alle j ∈ N gilt. Wir setzen

Sτ := {A ∈ S : A ∩ {τ ≤ j} ∈ Sj} (j ∈ N) .

Zeigen Sie:

(i) Sτ ist eine σ-Algebra.

(ii) Ist σ eine Stoppzeit mit σ ≤ τ , so gilt Sσ ⊂ Sτ .

G22: Es seien I 6= ∅ eine Menge und ζ das Zählmaß auf I. Zeigen Sie: Ist f : I → [0,∞)

mit
∫

fdζ < ∞, so ist {ι ∈ I : f(ι) ≥ δ} für alle δ > 0 endlich und {ι ∈ I : f(ι) > 0}
abzählbar.

Hausübungen

H31: Es seien (Ω,S) ein Messraum, (Sj) eine aufsteigende Folge von σ-Algebren Sj ⊂ S
und Xj (Sj,B)-messbar (j ∈ N). Zeigen Sie:

a) Ist τ : Ω → N eine (endliche) Stoppzeit bezüglich (Sj), so ist Xτ : Ω → R
definiert durch Xτ (ω) := Xτ(ω)(ω) (ω ∈ Ω) eine (Sτ ,B)-messbare Abbildung.

b) Ist B ∈ B, so ist durch

τB(ω) := min{j ∈ N : Xj(ω) ∈ B} (ω ∈ Ω)

eine Stoppzeit gegeben.

H32: Es seien (Ω,S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Xn) ein Martingal und τ eine

Stoppzeit bzgl. (Sn). Zeigen Sie: Ist τn := min(n, τ), so ist (Xτn) ein Martingal

bzgl. (Sn).

H33: Es seien I 6= ∅ eine Menge und ζ das Zählmaß auf I. Für f = (aι)ι∈I : I → [0,∞)

sei
∑
ι∈I

aι :=
∫

f dζ < ∞. Zeigen Sie: Ist 0 < δn ↓ 0, so gilt

∑
ι∈I

aι = lim
n→∞

∑
ι∈I: aι≥δn

aι = sup
J⊂I endlich

∑
ι∈J

aι .


