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11. Ubung zur Wahrscheinlichkeitstheorie II

Gruppeniibungen

G21: Es seien (€2, S) ein Messraum und (S;) eine aufsteigende Folge von o-Algebren
S; C S. Eine Abbildung 7 : @ — N U {oco} heifit Stoppzeit beziiglich (S;), falls
{r <j} €S, firalle j € N gilt. Wir setzen

Sr={AeS:An{r <j} €S} (j eN).
Zeigen Sie:

(i) S; ist eine o-Algebra.
(i) Ist o eine Stoppzeit mit o < 7, so gilt S, C S

G22: Es seien I # () eine Menge und ¢ das Zahlma$ auf I. Zeigen Sie: Ist f : [ — [0, 00)
mit [ fd¢ < oo, soist {¢ € I: f(1) > 6} fiir alle § > 0 endlich und {¢ € I : f(¢) > 0}
abzéhlbar.

Hausiibungen

H31: Es seien (€2, S) ein Messraum, (S;) eine aufsteigende Folge von o-Algebren S; C S
und X (S;, B)-messbar (j € N). Zeigen Sie:

a) Ist 7 : @ — N eine (endliche) Stoppzeit beziiglich (S;), so ist X; : @ — R
definiert durch X, (w) := X;)(w) (w € Q) eine (S;, B)-messbare Abbildung.

b) Ist B € B, so ist durch
Tp(w) :==min{j € N: X;(w) € B} (weQ)
eine Stoppzeit gegeben.

H32: Es seien (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X,) ein Martingal und 7 eine
Stoppzeit bzgl. (S,). Zeigen Sie: Ist 7, := min(n,7), so ist (X,,) ein Martingal
bzgl. (S,).

H33: Es seien I # () eine Menge und ¢ das Zahlma$ auf I. Fiir f = (a,),e; : I — [0,00)
sei Y a, := [ fd( < oo. Zeigen Sie: Ist 0 < d,, | 0, so gilt

el
E a, = lim g a, = sup E a, .
n—oo

el vel:a,>0n JCI endlich LeJ



