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10. Ubung zur Wahrscheinlichkeitstheorie II

Gruppeniibungen

G19:

Es seien (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,,) ein Submartingal bzgl.
(S,). Zeigen Sie: Mit X := X1,Sp := &; und

Zo=3 B(X;~ X, S1),  Yo=Xy—Z,
j=1

gilt: (Y;,) ist ein Martingal bzgl. (S,,), und es ist 0 = Z; < Z, < Z3... P-fast sicher.

G20: (Pdlyasches Urnenmodell, Teil 1)
Eine Urne enthélt weifle und schwarze Kugeln. Eine Kugel wird ,,zufillig” gezogen
und anschlieBend durch zwei Kugeln derselben Farbe ersetzt. Enthélt also die Urne
¢ weile und r — ¢ schwarze Kugeln und wird etwa eine weifle gezogen, so ist der
Anteil der weilen Kugeln nach dem Ersetzen (¢ +1)/(r 4+ 1).
Versuchen Sie, die Verdnderung des Anteils der weiflen Kugeln durch einen Markov-
Kern zu modellieren.

Hausiibungen

H28: Es sei (X,,) eine unabhéngige Folge N(0, 1)-verteilter Zufallsvariablen. Ferner sei
S, = > X; und Y, := e "2 (n € N). Zeigen Sie, dass (Y;,) ein Martingal bzgl.

j=1

(o(Xq, ..., Xp))n ist.
Hinweis: Es gﬂt/ e*dN(0,1)(x) = e'/?

H29: Es seien ({2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X € £1(2,S, P) U MT(2,S) und
Y : (Q,8) — (6,7) messbar. Zeigen Sie: Fiir PY-fast alle y € © gilt

BOXY =9) = [0 P (g do).

(Die Existenz von PYX wird vorausgesetzt.)

H30: (Pélyasches Urnenmodell, Teil 2)

Man stelle sich vor, dass der in G20 beschriebene Prozess ,,beliebig oft“ wiederholt
wird. Zeigen Sie: Beschreibt X, den Anteil der weilen Kugeln vor dem n-ten Ziehen,
so ist durch (X,,) ein Martingal gegeben.



