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1 Analytische Funktionen und Cauchysche Integralfor-

mel

Bemerkung und Definition 1.1 Es sei ) C K offen, und es sei f: Q — C. Dann heifit
f analytisch an der Stelle zg € Q, falls ein R > 0 und eine Folge (a,) so existieren, dass

f(2) =) a(z=2)" (2 €Ur())
v=0

gilt. In diesem Fall ist f insbesondere beliebig oft differenzierbar an zg und es gilt

_ f(”)(zo)

V!

av

(siehe Analysis). Weiter heifit f analytisch in Q, falls f analytisch an jedem Punkt zo € Q
ist.

Beispiel 1.2 1. exp, sin und cos sind analytisch in C.
2. Wir betrachten fiir festes a € C die Funktion f : C\ {a} — C mit

1

a—z

f(z) =
Hier ist fiir alle zg # a und alle z mit |z — 2| < |a — 20|

f(2) : : : EOO e )
zZ) = = . = Z— Z .
a—20+2—2 a—z 1-—22% V:O(a—zo)l’“ 0

a—=zo

Damit ist f analytisch C\ {a}.

Bemerkung und Definition 1.3 Es sei () C K offen, und es sei f : & — C analytisch
an der Stelle zp € Q. Dann heifit zy Nullstelle der Ordnung m € N von f (oder m-fache
Nullstelle), falls fU)(z9) =0 fiir j =0,...,m — 1 und ™) (z) # 0 gilt.

In diesem Fall existiert eine Funktion g : Q@ — C, die analytisch an zq ist mit g(zg) # 0 und
so, dass

f2)=(z=-2)"g9() (2€9).

(Denn: Es sei

fir z € Ug(zp). Wir setzen

) G=z0)Tf(2) fiir 2 € Q\ {20}
9(z) =

am fir z = 2z



1 ANALYTISCHE FUNKTIONEN UND CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL 4

Dann gilt f(z) = (z — 29)™g(z) fiir alle z € Q und

9() =D amp(z —2)" (2 € Ur(20))
v=0

also ¢ analytisch an zg. Auflerdem ist g(20) = a,, # 0.)
Hieraus folgt insbesondere, dass ein r > 0 so existiert, das f(z) # 0 fiir alle z
mit 0 < |z — zo| < 7.

Bemerkung 1.4 Ein entsprechendes Ergebnis gilt i. A. nicht fiir differenzierbare Funktio-
nen! Ist etwa f : R — R definiert durch

so ist f (stetig) differenzierbar auf R und in jeder Umgebung von 0 gibt es unendlich viele
Nullstellen. Noch etwas dramatischer ist die Situation etwa fiir

~Jatsin(l/z), 2 #0
fle) = {0, z=0

Dann ist f ebenfalls stetig differenzierbar und in jeder Umgebung von 0 liegen unend-
lich viele isolierte Nullstellen. Man kann auch Funktionen f € C'*°(R) mit entsprechnden
Eigenschaften finden.

Bemerkung und Definition 1.5 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und M C X. Ein
Punkt z € X heifit Hiufungspunkt von M, falls (Us(z) \ {z}) N M # 0 fiir alle 6 > 0. Man

sieht leicht ([U]), dass die Menge der Hiufungspunkte von M stets abgeschlossen in X ist.

Satz 1.6 FEs sei G C K ein Gebiet, und es sei f : G — C analytisch. Wir setzen

Z(f) =={20 € G : f(20) = 0}.

Dann gilt: Entweder ist Z(f) = G (d.h. f =0) oder Z(f) hat keinen Hiufungspunkt in G.

Beweis. Es sei zg € Z(f) fest, und es sei R = R(z9) > 0 so, dass
fz)=> a(z—2)" (2 € Ur(20))
v=1

(mit a, = f®(z)/v!) gilt. Nun sind zwei Fille moglich: Entweder ist a, = 0 fiir alle
v € Ny, also f(z) = 0 auf Ug(zp), oder es existiert eine kleinste Zahl m € N mit a,, # 0,
d. h. f hat eine Nullstelle der Ordnung m. In diesem Fall ist zy kein Haufungspunkt von
Nullstellen nach B./D. 1.3.
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Es sei A die Menge der Haufungspunkte von Z(f) im metrischen Raum (G,d).|). Da f
stetig auf G ist, gilt A C Z(f).

Also: Ist A # 0 und zg € A, so tritt notwendigerweise der erste Fall auf, d.h. f(z) = 0 auf
einer Umgebung von zy. Damit ist zy € A°, also A offen. Auflerdem ist A auch abgeschlos-
sen (in (G,d).|)) als Menge von Haufungspunkten. Da (G, d|.|) zusammenhéngend ist, gilt
schon A = G und damit auch Z(f) = G. Dies war zu zeigen. O

Als Konsequenz erhalten wir unmittelbar folgendes fundamentale Ergebnis.

Satz 1.7 (Identititssatz fir analytische Funktionen)
Es sei G C K ein Gebiet, und es seien f,g: G — C analytisch. Ezistiert eine Menge M in
G mit Haufungspunkt in G und so, dass

fiir alle z € M gilt, so ist f =g in G.

Beweis. Mit f und g ist offenbar auch f — g analytisch in G. Aus M C Z(f — g) ergibt
sich die Behauptung sofort aus S. 1.6. a
Der folgende Satz liefert eine Klasse analytischer Funktionen.

Satz 1.8 FEs seila,b] C R ein kompaktes Intervall, und es seien ¢, : [a,b] — K stickweise
stetig. Ferner sei Q := C\ ¢([a,b]). Wir definieren f: Q — C durch

b
_ ©() ;
z)a/w(t)_zdt (2 €Q).

Dann ist f analytisch in Q, und es gilt

FP(z) = k! dt  (z€Q, keN).

— )k

Q

\Q_

—~

<

—~

=
S
—~

~+

~—

Beweis. Es sei zp € Q und R := dist(z9,9Q) = dist(z0,%([a,b])) (dann ist R > 0, da
¥ ([a, b]) kompakt ist). Aus

<1

’ z— 2 ’ |z — zo|
’(ﬂ — 20 R
fir alle z € Ur(zp) und alle t € [a,b] folgt, dass die Reihe

o0

Z Z—ZO o 1
Y(t) — 20)v Tt Y(t) — 2

v=0
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(vgl. B. 1.2) fiir jedes feste z € Ugr(zg) gleichméBig auf [a, b] konvergiert (Weierstraisches
Majorantenkriterium). Also erhalten wir mit durch Vertauschung von Summation und In-
tegration

b b
= 3 M = N 2 — z0)Y - &
f(z)a/ A0 G = e [

gilt fiir alle 2z € Ug(zo)
) =3 anlz - 20)"
v=0

Folglich ist f analytisch an der Stelle zg. Auflerdem erhalten wir fiir z = zg

b
f(’“)(zo) = klag = k! / (zp(t)w—(tz)o)’”l dt (ke Np) .

a

Da zy € ) beliebig war, folgt die Behauptung |

Bemerkung 1.9 Der Beweis zu S. 1.8 zeigt, dass die Potenzreihenentwicklung
f(2) = au(z—2)"
v=0

fiir alle z mit |z — zo| < dist(zg, 00) gilt.

Beispiel 1.10 Es sei Q:=C\{z€ C: |z| =1} und es sei f: Q — C definiert durch

2m
eit
= - dt .
1) = [ —
0

Dann ist f nach S. 1.8 analytisch in Q und es gilt fiir z €

27
ett i 2
f'(2) :/(eit —2)2 dt = eit_z|t:0 =0.
0

Also ist f/ =0 in Q.
DaD:={z € C:|z| < 1} ein Gebiet ist, gilt damit f = £(0) = 27 in D ([U]).
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Definition 1.11 Es sei Q C C offen, und es sei f : @ — C. Dann heifit f holomorph in €,
falls f’ auf Q existiert und stetig ist. Wir setzen

H(Q):={f:Q— C: f holomorph in Q} .

Wir wollen nun zeigen, dass jede holomorphe Funktion schon analytisch ist, also insbeson-
dere beliebig oft differenzierbar - eine Art mathematisches Wunder!

Entscheidend dafiir wird die Cauchysche Integralformel sein, die wir nun (in einer ersten
Version) herleiten. Wiederum vorbereitend dazu gibt es ein Ergebnis iiber die Differenzier-
barkeit von Parameterintegralen.

Satz 1.12 Es sei U C K offen, und es sei I = [a,b] C R. Ferner sei ¢ : U x I — C so,
dass

1. o(z,-) fir alle z € U eine Regelfunktion ist,
2. (-, t) fur alle t € I differenzierbar und g—f U x I — C mit g—f = O1p stetig ist.
Dann ist ® : U — C, definiert durch

b
z) = /gp(zt) dt (ze€U),

differenzierbar auf U mit

b
:/g—f(z,t)dt (z€U).

Beweis. Es sei zg € U fest. Wir setzen fir t €

0
he(2) = (2, 1) — a*f (z0,t) -z (z€U).
Dann ist h; differenzierbar auf U mit

W) =220~ Loty (V).

Wir wihlen ein 7 > 0 so dass M := U,(z) in U liegt. Da 2 stetig auf M x I und ferner
M x I kompakt ist, 1st 2 gleichméfig stetig auf M x I.
Nun sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein d € (0,7) so, dass

|hy(2)] < e (|lz — 20| < 6, t €1I).

Ist 2 € U mit 0 < |z — 20| < §, so ergibt sich mit (s) := 29 + s(z — 2¢) fiir s € [0, 1] nach
dem HDI, Teil 2 (beachte: h} ist stetig auf U) und der Kettenregel fiir alle ¢t € T

1 1
ha(2) = halz0) = /hwv =/mm@m&w—m>
0 0
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Hieraus folgt fiir alle t € T

[o(z.1) = plz0,1) = B (20, 1)z — 20)] =

1
= |hi(z) — he(20)] / (v(9)] ds - |z — 20| < €|z — 2],
0

<e
also
/ 0
0(2) ~ @) ~ [ 52 Gty (2~ 20)|
b a
dp
< [ lp(z,t) = w(20,t) — o (20,t)(2 — 20)| dt < €|z — 20|(b — a)
und damit
®(z2) —
—_— , dt‘ <e(b-
‘ z— 2p /3 (20, eb—a).
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Beispiel 1.13 Es sei g € H(U,(0) \ {a}) fiir ein p > 1 und ein a € D. Ist

27 it
D(N) = /g(a—i—)\(eit —a)) e'e - dt 0<A<1),
0

so ist ®(A) = const auf (0, 1].
(Denn: Zunéchst ist ® definiert auf (0, \,) fiir ein A, > 1, und es gilt mit

(A1) := g(a + (et — a))

(A1) € (0,),) x [0,2n])

nach S. 1.12

2m

d'(\) = /g‘f(u :/g a+ e — a)) e'ldt = 1A (2 + Ale™ — 2))
0 0

Damit ist & = const auf (0,A,).)

Satz 1.14 (Cauchysche Integralformel fiir Kreise; kurz CIF)
Es seien Q C C offen und f € H(QY). Ferner seien zp € Q und 0 < R < dist(zg,9Q). Dann
gilt
2 .
Re't

f(Z) = iﬂ_/f(Zo + Reit)m dt (z (S UR(Z()))-
0
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Beweis. Wir setzen p := dist(zo, 2)/R und definieren g € H(U,(0)) durch

92) = feo + B2) (2] < ).
Dann gilt nach B. 1.13 mit a := (z — 29)/R fiir z € Ur(zp) und n € N

27 27
1 , Re't 1 < et
— Re?y ——— gt = — W~ dt
27r/f(20+ e)zo—kRe“—z QW/g(e)elt—a

0

(=)

et —a

2
BN N VN S (© e
= 0/g(a—|— ) ; dt — / dt —= f(Z) (n—)oo),

da g(a+ (" —a)/n) = g(a) = f(z) fir n — oo gleichméBig auf [0, 2]. O

Bemerkung 1.15 Man beachte: S. 1.14 zeigt insbesondere, dass die Funktionswerte in
Ugr(z) durch die Werte am Rand

Kg(z9) :={2z€C:|z— 2| =R}
durch Integration berechnet werden kénnen!

Wahlt man speziell z = zg, so ergibt sich die wichtige Mittelwertformel

2w

f(zo):% /f(zo—kRe”)dt. (1.1)

0

Also: Der Funktionswert im Kreismittelpunkt ergibt sich als ,, Integralmittel“ der Funkti-
onswerte am Rand des Kreises.

Satz 1.16 Es sei Q C C offen, und es sei f € H(Q). Dann gilt fiir alle zg € Q (mit
dist(z, 0) := 00)

fe =31

v=0

(v)
V('ZO) (z —20)" in |z — zo| < dist(zp,00).

Insbesondere ist f analytisch in €.

Beweis. 1. Es seien 2o € Q und R < dist(zg,992). Mit S. 1.14, S. 1.8 und B. 1.9, angewandt
auf
[a,b] = [0,27], ¥(t) = 20 + Re", o(t) = f(z0 + Re"*)Re™ /2r)

folgt

— W) (5
f(z) = E ay(z — z)" = E fi(o)(z_ZO)u
v=0

v!
v=0
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fiir alle z € Ug(z0). Da R < dist(zp, 02) beliebig war, gilt die Darstellung in |z — zg| <
dist(zg, 092). Da zp € 2 beliebig war, ist f analytisch in €. o

Bemerkung 1.17 Aus S. 1.16 ergibt sich insbesondere, dass jede Funktion f € H(Q)
beliebig oft differenzierbar auf €2 ist. Auflerdem gilt nach S. 1.8 folgende verallgemeinerte
Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen:

Fiir alle zg €  und R < dist(zg, dQ) ist

27 .
f®(2) = % /f(zo + Re't) Re* dt (2 €Ug(z)).

(20 + Re® — z)k+1
0

Die obigen Ergebnisse zeigen, dass holomorphe Funktionen sich in drastischer Weise von
reell differenzierbaren Funktionen unterscheiden. Wir wollen den Unterschied etwas genauer
beleuchten.

Bemerkung 1.18 Es sei Q C C (= R?) offen, und es sei f: Q — C. Ist f (komplex) dif-
ferenzierbar an der Stelle zo € €, so existiert fiir alle ¢ € C, || = 1 die Richtungsableitung
O¢ f(z0) und es gilt

9¢f(20) = f'(20) - . (1.2)

(Denn: Jeweils nach Definition gilt

f(z0 +tC) — f(20) f(z0 +t¢) — f(20)

=11 = . = !
Oel o) = iy = oMt )
.. . af 8f .
Also existieren insbesondere - (z0) = 9;f(20) und %(zo) =01 f(20), und es ist
of .y . Of

(sog. Cauchy-Riemannsche Differenzialgleichung).

Ist umgekehrt f reell differenzierbar an zp und gilt (1.3), so ist f auch komplex differen-
zierbar an zg und es gilt f/(z) = %(zo).

(Denn: Da f reell differenzierbar an zo ist, existiert eine Funktion € : Q — {2} — C mit
g(h) — 0 (h — 0) und so, dass mit h =t +is = (t,s)T

Foth) = )+ grad” ) (1) + bl

)+ 5 o) - (1) () + 1)

= 7o)+ 9 ol Il <(h)

Nach der Zerlegungsformel ist f (komplex) differenzierbar an zp mit f/(z9) = % (20)-)
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Satz 1.19 Es sei Q) C C offen. Fiir f: Q — C sind dquivalent
a) f ist holomorph in Q.

b) feCYQ), und es gilt (1.3) fiir alle zo € 2.

Beweis.
a) = b): Ist f holomorph in €, so ist f stetig auf  und damit sind nach B. 1.18 auch die
partiellen Ableitungen stetig auf  (und es gilt (1.3)).

b) = a): Ist f € C1(Q), so sind die partiellen Ableitungen stetig auf 2. Dann ist f insbe-
sondere reell differenzierbar auf 2. Nach B. 1.18 ist f komplex differenzierbar an zy. Da
g—f stetig auf € ist, ist f holomorph. o

x

Bemerkung 1.20 Definiert man 0 : C1(Q2) — C(Q) durch

gp.— L(0F 0f
af'_2(8x+28y>’

so zeigt S. 1.19, dass f € C*(£2) genau dann holomorph ist, wenn df = 0 ist, mit anderen
Worten, H() ist der Kern des Operators 0.
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2 Anwendungen der Cauchyschen Integralformel

Eine erste Folgerung aus der CIF ist

Satz 2.1 Fs sei Q C C offen, f € H(QY), und es seien zg € Q und R < dist(z9, Q). Dann
st fir 0 <r < R

B () < —ME

(R - T)kJrl Cerlr(lgéo)

und damit insbesondere fiir r =0

|f(k) (20)]

IO (keNo, [z =2 <)

k!
< — ke N
< 7 Cer}ggéo)\f(ol ( 0)

(Cauchysche Ungleichung) .
Beweis. Nach B. 1.17 gilt fiir [z — 29| <7 (da |20 + Re® — 2] > R— |z — 20| > R—7)

k!

27
k! : R
(k) v 1t —
PO g [ 1o+ R s de < i 17O =y
0

also die Behauptung. m|

Bemerkung und Definition 2.2 Eine in C holomorphe Funktion f heifit ganze Funkti-
on. Ist f ganz, so gilt nach S. 1.16 fiir alle zg € C (da dist(zg, }) = o)

() (,
f(Z)ZZf (0)(2—20)” (z€C).

Beispiel 2.3 Polynome und exp, sin, cos sind ganz.

Satz 2.4 (Liouville)
Ist f ganz und beschrinkt, so ist f konstant.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein M > 0 mit |f(z)| < M fiir alle z € C. Mit der
Cauchyschen Ungleichung gilt fiir alle £k € N, R > 0

|f(’“)(0)\§]];—LM—>O (R — o).

Also ist £ (0) = 0 fiir alle k € N, d.h.

X r(v)
1= L0 e e
v=0 :

14
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Bemerkung 2.5 Ist f ganz und nicht konstant, so existiert eine Folge (z,) in C mit
|zn| = 0o und | f(z,)| — oo fiir n — co.

(Denn: Nach dem Satz von Liouville ist f unbeschrénkt. Damit existiert eine Folge (z)
so, dass |f(z,)| = oo. Fiir diese gilt auch |z,| — oo, da ansonsten nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrass eine Teilfolge z,, mit z,, — z existieren wiirde. Fiir diese wiirde dann
aber auch f(z,) — f(z) gelten. Dies widerspréiche aber |f(z,)] — 00.)

Beispiel 2.6 Ist f(z) = cosz, so gilt fir y € R

| cos(iy)| = cos(iy) = %(e‘y +e¥) = cosh(y) — oo (y — 00).

Bemerkung 2.7 Als kleine Anwendung des Satzes von Liouville ergibt sich ein kurzer
Beweis zum Fundamentalsatz der Algebra. Wesentlicher Teil des Beweises war der Nachweis
der Tatsache, dass jedes nichtkonstante Polynom P eine Nullstelle besitzt. Wir zeigen noch
einmal:

P hat eine Nullstelle in C.

Denn: Angenommen, nicht, d.h. 1/P ist eine ganze Funktion. Dann existiert nach B. 2.5
eine Folge (z,,) in C mit |z,| — oo und |1/P(z,)| = oo (n = 00), also P(z,) — 0(n — o).
Dies widerspricht aber |P(z)| — oo fiir |z] — oco.

Eines der zentralen Themen der reellen Analysis ist die Frage nach Extremstellen von Funk-
tionen (mit Werten in R). Da wir keine Ordnung in C haben, macht eine solche Fragestellung
fiir komplexwertige Funktionen keinen Sinn. Wir kénnen jedoch nach Extremstellen von
| /| suchen.

Bei holomorphen Funktionen bleibt diese meist erfolglos. Es gilt ndmlich

Satz 2.8 (Maximumprinzip; negative Formulierung)
Es seien G C C ein Gebiet und f € H(G). Hat |f]| ein lokales Mazimum, so ist f = const.

Beweis. Es sei zg ein lokales Maximum von | f|, d.h. es existiert ein r > 0 mit

[7(2)] < |f(20)] fir alle z € Uy(20) .
Angenommen, es existiert ein z; € U,(2z0) mit |f(21)] < |f(20)|- Ist p = |21 — 20], so gilt
auf Grund der Stetigkeit von t — f(z9 + pe't) auf [0,27] und |f(z0 + pe)| < |f(z0)]

27

——/um+mnm<WQW—/ﬂ Gl

0

also mit der Mittelwertformel (1.1)

2

1

éf/ (20 + pe™)|dt < |(20)]
0
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Widerspruch! Damit ist |f| = const auf U,(zp).
Hieraus folgt, dass auch f = const auf U,(zp) ist ([U]). Nach dem Identititssatz (S. 1.7)
ist damit f = const auf G. m|

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir

Satz 2.9 (Maximumprinzip; positive Formulierung)
Es sei G C C ein beschrinktes Gebiet, und es sei f : G — C stetig auf G und holomorph
i G. Dann existiert ein zg € G mit

|/ (20)| = max|[f(2)[.

zeG

Beweis. Ist f = const, so ist die Behauptung klar.

Es sei f # const. Da G beschriinkt ist, ist G = G'U G kompakt. Also existiert ein zg € G

mit |f(20)] = max|f(z)| (beachte: |f| stetig auf G). Dabei ist zg ¢ G nach S. 2.8, also
z€G

2o € 0G. o

Bemerkung und Definition 2.10 Es sei f: C — C ganz. Wir setzen

My(r) := max | f(2)] (r>0).

|z|=r

Dann gilt mit dem Maximumprinzip fiir alle » > 0

My (r) = max | f(2)|

|z|<r

und M(r) ist (streng) monoton wachsend (gegen oo nach dem Satz von Liouville falls f
nicht konstant ist).

Beispiel 2.11 Wir betrachten wieder f(z) = cos z. Ist |z] = r, so folgt

> (_1)1/Z2u
Z (2v)!

v=0

< Vz::o (;V)! = cosh(r) = cos(ir) .

|cosz| =

Also ist My (r) = cosh(r).

Bemerkung 2.12 Ist G C C ein Gebiet und ist f € H(G), so gilt natiirlich fiir alle
Nullstellen zy von f

[f(20) =0<|f(2)]  (2€G),

d.h. Nullstellen sind Minima von |f]|. Ist aber f(z) # 0 fiir alle z € G (d.h. Z(f) = 0),
so hat f im Falle f # const auch kein lokales Minimum in G (Minimumprinzip; negative
Formulierung).
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Auflerdem existiert dann im Falle, dass GG beschrinkt ist, stets ein zg € 0G mit

|/ (20)] = min [ f(z)]

zeG

(Minimumprinzip; positive Formulierung).
Beides ergibt sich unmittelbar durch Anwendung obiger Maximumprinzipien auf 1/f.

Definition 2.13 Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rédume. Sind f,,,f: X = Y, so
sagt man, die Folge (f,) sei lokal gleichmdfig konvergent gegen f (auf X), falls zu jedem
x € X eine Umgebung U von x existiert mit f, — f gleichmdf$ig auf U.

Bemerkung 2.14 Potenzreihen sind auf ihrem Konvergenzkreis lokal gleichméfig konver-
gent (siehe Analysis).

Wir untersuchen nun Folgen holomorpher Funktionen. Es gilt

Satz 2.15 Es sei 2 C C offen, und es seien f, : Q@ — C holomorphe Funktionen. Ferner

gelte fn, — f lokal gleichmdfig auf Q. Dann ist auch f holomorph in Q, und es gilt fiir alle
keN
f9 5 B (o o0)

lokal gleichmdfig auf 2.

Beweis. Ist zg € 2, so existiert ein R > 0 mit f,, — f gleichméBig auf Ur(z). Nach der
Cauchyschen Integralformel folgt fiir z € Ugr(20)

it zt it it
- /fn (z0 + Re™)Re fzo—i-Re )Re dt (n - 0o).
™

20 + Reit — z 271' 20 + Reit — 2

Damit gilt

dt (z € Ur(20))

/f 20 + Re')Re't
~or 2o + Re®t — 2

und folglich ist f analytisch in Ur(zp) nach S. 1.8 (vgl. Beweis zu 1.16).
Aus der Cauchyschen Ungleichung folgt weiter fiir alle festen k € N

K12k
Lmax (0@ - Y6 < e max (£ = Q=20 (n—o0).

Also gilt fr k) ) lokal gleichmifig auf Q. |
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Beispiel 2.16 Die Riemannsche Zeta-Funktion ¢ : G — C ist fir G:= {2 € C: Rez > 1}
definiert durch

<(z):=§jlylz (=§efm)~

Dabei konvergiert die Teilsummenfolge s,(z) = Y. -% lokal gleichméBig auf G ([U]). Da
v=1
die Teilsummen ganze Funktionen sind, ist ¢ holomorph in G nach S. 2.15.
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3 Stammfunktionen und Cauchyscher Integralsatz

Wir wenden uns nun der Frage nach der Existenz von Stammfunktionen im Komplexen zu.

Satz 3.1 FEs sei G C C ein sternférmiges Gebiet, und es sei f holomorph in G. Dann
existiert eine Funktion F : G — C mit F' = f (also eine Stammfunktion zu f in G).

Beweis. Ohne Einschriankung sei G sternférmig bzgl. 0. Wir definieren F' : G — C durch

F) = /z-f(zt)dt (€ Q).
0

Dann gilt

% (zf(2t)) = f(zt) + zf'(2t)t (z € G, te0,1]).

Da f holomorph in G ist, ist die rechte Seite stetig auf G x [0,1]. Nach S. 1.12 ist F
differenzierbar auf G mit

F'(z) =

z

1 1
(zf(zt))dt:/f(zt) dt+/t-zf’(zt) dt
0 0

O\H
Qv‘ >

1

f(zt) dt+t~f(zt)|(1)f/f(zt) dt = f(2).

0

Il
o _

Als erste Anwendung wollen wir uns mit der Frage der Existenz von Logarithmen und
allgemeinen Potenzen in C beschéftigen. Im ersten Teil der Analysis hatten wir die reelle
Logarithmusfunktion als Umkehrung der (reellen) Exponentialfunktion definiert. Schon die
Tatsache, dass die Exponentialfunktion im Komplexen nicht mehr injektiv ist, deutet an,
dass die Situation hier komplizierter wird. Es gilt jedenfalls

Satz 3.2 Es seien G C C ein Gebiet und g € H(G) mit Z(g) = (0. Dann gilt
1. Ist G sternformig, so existiert eine Funktion f € H(G) mit ef = g.

2. Sind f,f : G — C stetig, so gilt e/(?) = el fiir alle z € G genau dann, wenn ein
k € Z existiert mit

f(z) = f(z) + 2kmi (z€@).
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Beweis. 1. Da G sternformig ist, existiert nach S. 3.1 eine Funktion f € H(G) mit f' =
g'/g. Dabei kann f so gewihlt werden, dass fiir ein vorgegebenes zp € G und g(zo) = roe’#°
zusétzlich f(zo) = In(rp) + ipo gilt (ggfs. addiere man zu f eine geeignete Konstante). Es
folgt

(ge Y =ge 4 ge I (—f)=0 inG.
Also existiert eine Konstante ¢ mit

g(z) = ce/® fiir alle z € G.

Aus e/(%0) = g(z,) ergibt sich ¢ = 1 und damit die Behauptung.
2. Sind f, f € C(G) mit ef = e/, s0 gilt

el =) = ef(3) el () = 1 in G,

Damit ist -
-1

€7
211

o(2)

fiir alle z € G. Da G zusammenhiingend und ¢ stetig auf G ist, ist p(z) = const auf G
nach S. A.6, d.h. es existiert ein k € Z mit

f(z) = f(z) + 2kmi (z€q).

Die Umkehrung ist klar. O

Bemerkung und Definition 3.3 Esseien G C C ein Gebiet und g € H(G) mit Z(g) = 0.
Jede Funktion f € H(G) mit e/ = g in G heifit Zweig des Logarithmus von g in G. Ist f
ein solcher Zweig, so ist auch f mit f(z) = f(z) + 2kmi fiir ein k € Z ein Zweig. Nach S.
3.2.2 sind durch diese (abzéhlbar unendlich vielen) Funktionen alle Zweige gegeben.

Beispiel 3.4 Es sei
C_:=C\ (—00,0].

und ¢(z) = z. Dann ist C_ sternformig (etwa bzgl. 1). Nach S. 3.2.1 existiert eine in
Funktion f € H(C_) mit
ef) = 4 fiir alle z € C_.

(also ein Zweig des Logarithmus von z). Dabei kann f mit f(1) = 0 gew&hlt werden.
Ist z € C_, so existieren eindeutig bestimmte r > 0 und ¢ € (—m,7) (Polarkoordinaten)
mit z = re’?. Die Abbildung p : C_ — (0,00) x (=, ) mit

p(z) = (r,p) (2=re?eC.)
ist stetig auf C_ (siche Analysis). Damit ist auch f : C_ — C mit

f(z)=Inr+ip (zeC_)
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stetig. Weiter gilt natiirlich auch

ef () = elnrtiv — poiv — (zeCo).

Da f(1) = 0 = f(1) gilt, ist f(z) = f(z) in C_. Fiir z = r > 0 haben wir insbesondere
f(r) = Inr, d.h. dieser Zweig setzt den ,reellen Logarithmus“In holomorph auf C_ fort.
Wir nennen f den Hauptzweig des Logarithmus (von z) in C_ und schreiben dafiir auch

f(z) =:log 2 (zeC).
Nach S. 3.2.2 sind alle weiteren Zweige von der Form
z > logz + 2kmi = lnr +i(p + 2km)

fir ein k € Z.

Wie sieht es mit der Giiltigkeit der Funktionalgleichung
log(zw) = log(z) + log(w)

fir z,w € C_ aus?
Ist z = re’?, w = pe'’ mit p,9 € (—m,7) und @ + 9 € (=7, 7), so ist zw = rpe’¥*+?) Es
gilt also

log(zw) =In(rp) + i(e+¥) =lnr+ip+Inp+ i =logz + logw .
Ist jedoch etwa ¢ + 9 > 7, so ist zw = rpe’*T9=2™) also
log(zw) = In(rp) + i(¢ + ¥ — 2w) =log z + logw — 27i.

Es kommt also ein , Korrekturterm® 27r¢ hinzu. Im Falle ¢ 4+ = 7 ist log(zw) nicht einmal
definiert.
Die Beispiele zeigen, dass Vorsicht im Umgang mit komplexen Logarithmen angebracht ist!

Wie im Reellen definieren wir allgemein Potenzen mit Hilfe von Logarithmen. Wir be-
schranken uns dabei auf Potenzen, die unter Verwendung des obigen Hauptzweiges definiert
sind.

Definition 3.5 Es sei C_ = C\ (—00,0], und es sei b € C. Wir setzen
2P = elloez (zeC_).

Ist speziell b = 1/k fiir ein k € N,k > 2, so schreiben wir auch {/z an Stelle von 21k,
und ist k& = 2, so schreiben wir kurz /z. Die Funktion 2 — /z heiflt Hauptzweig der
k-ten Wurzel (fiv k = 2 Hauptzweig der Wurzel) (von z) in C_. Ist z = re'¥ € C_ mit
@ € (=, ), so gilt ¥z = &re?/* (und damit auch (¥/z)* = 2). Fiir z = r > 0 stimmt
die neu definierte Wurzel mit der reellen Wurzel iiberein.

Andere Zweige der k-ten Wurzel erhédlt man durch Verwendung anderer Zweige des Lo-
garithmus. Auflerdem kann man allgemeine Potenzen auch fiir allgemeinere Funktionen
betrachten, fiir die Logarithmen existieren.
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Bemerkung 3.6 Fiir z € C_ und by,b, € C gilt

Shitbz _ b b
Weiter ist z — 2° holomorph in C_ mit

(z°) =b- 271,

Wir wollen nun das lokale Abbildungsverhalten einer holomorphen Funktion etwas genauer
beleuchten. Das Maximumprinzip wird sich dabei auch noch einmal als Konsequenz ei-
nes allgemeineren Resultats ergeben. Zunéchst ergibt sich i.W. aus dem Hauptsatz iiber
Umbkehrfunktionen ([U]):

Satz 3.7 Es sei Q C C offen, und es sei f € H(Q). Ist zo € Q mit f'(z0) #0 (d. h. ist zg
eine einfache Nullstelle von f —wy), so existieren offene Umgebungen U von zg in Q und
V von wo = f(z0) in f(Q) so, dass fiy : U =V bijektiv ist mit f'(z) # 0 in U. Auferdem
ist dann g := (fiy)~' : V. — U holomorph mit

(Umkehrregel).

Beispiel 3.8 Wir betrachten f(z) = 22 (2 € C). Dann gilt f/(z) = 22 # 0 fiir alle z # 0. Ist
also 2 # 0, so existieren offene Umgebungen U von zy und V' von 22 so, dass S U=V
bijektiv ist.

Man beachte jedoch: f ist nicht injektiv auf C\ {0} (da f(z) = f(—=z) fiir alle z € C gilt).

Satz 3.9 Es sei Q C C offen, und es sei f € H(QY). Ferner sei zo € Q und wo = f(20),
wobei zg eine Nullstelle der Ordnung m von f —wq ist. Dann existieren eine offene Umge-
bung U von zo und eine in U holomorphe Funktion ¢ mit ¢(z9) = 0 sowie ¢'(z9) # 0 und
so, dass

f) =wo+¢m(z) (D).

Beweis. Es seien U := U, (z9) und g € H(U) so, dass f(z)—wo = (2—20)"g(z) und g(z) # 0
fir alle z € U (existieren nach B./D. 1.3). Dann existiert nach S. 3.2 ein h € H(U) mit
el = g.Ist ¢ : U — C definiert durch

w(z) = (2 — zo)eh(z)/m (zeU),

so gilt
P (2) = (2 = 20)"e"P) = (2= 20)"g(2) = f(z) —wo (2 €U).
Dabei ist ¢(z9) = 0 und ¢'(29) # 0. O

Als unmittelbare Konsequenz erhalten wir
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Satz 3.10 Ist G C C ein Gebiet und ist f € H(G), f # const, so ist [ offen (d. h. Bilder
offener Mengen sind offen).

Beweis. Es seien M C G offen und wy € f(M). Zu zg € M mit f(z9) = wp seien U C M
und ¢ wie in S. 3.9 (man beachte: jede Nullstelle von f —wg hat endliche Ordnung nach dem
Identitétssatz). Nach S. 3.7 kann dabei U so (klein) gew#hlt werden, dass ¢ : U — Us(0)
fiir ein 6 > 0 bijektiv ist. Da w — w™ 4 wy die Kreisscheibe Us(0) auf Usm (wg) abbildet
(Existenz komplexer Wurzeln; siehe Analysis) ist

Usm (wo) = wo + Usm (0) = wo + ™(U) = f(U) C f(M) .

Also ist f(M) offen. m|

Bemerkung 3.11 Es seien G C C ein Gebiet und f € H(G), f # const.

1. Fiir alle wy € f(G) und alle » > 0 mit U, (z) C G ist die Menge f(U,(%0)), wobei zg so,
dass f(z9) = wo, offen. Also existiert insbesondere stets ein wy € f(U,-(2¢)) mit |wy| > |wol.
Damit hat |f| keine lokalen Maxima in G. Dies zeigt, dass S. 3.10 das Maximumprinzip
umfasst.

2. (Gebietstreue holomorpher Funktionen) Da f insbesondere stetig auf dem Gebiet G ist,
ist nach S. A.5 und S. 3.10 auch f(G) ein Gebiet.

Wir beschéftigen uns nun mit dem Konzept komplexer Wegintegrale. Wir werden uns dabei
auf Integrale ldngs Pfaden beschréinken.

Definition 3.12 Ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg ~ : [, 5] — C heifit ein Pfad
(Dabei ist ~ stiickweise stetig differenzierbar, falls 4/ bis auf endlich viele Punkte existiert
und zu einer stiickweise stetigen Funktion fortgesetzt werden kann). Ist f : v* — C stetig
auf v*, so ist f oy -+’ eine Regelfunktion auf [, 3]. Wir definieren das (Weg-)Integral von

/f¢:/f(C)dC :—7f07~7'—7f(7(t))’7'(t)dt~

Auflerdem setzen wir

f lings v durch

B
/ FO) ¢ = / SO ()] dt

sowie L(7) := [ |d(|. Dabei heiit L(v) die Linge von 1.
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Bemerkung 3.13 Fiir v : [0,27] — C mit y(¢) = 2o + Re'’ wobei 29 € C und R > 0, und
fiir f stetig auf Kpr(zo) = v* ist

2m 27
F(O)d¢ = | f(z0+ Re)iRedt und | £(¢)|d¢| = | f(zo + Re*)Rdt
frox-] from- ]

v

Wir schreiben in diesem Fall auch

[ oo [ st [

[(—20|=R Kr(z0) Rl
Damit gilt fiir alle R > 0
27
/ (Re™) Y iRe™ dt =i / dt = 2mi.
C — 20
Kr(zo0) 0 0

Ist allgemeiner f holomorph auf einer offenen Menge €2, so liest sich fiir zp € € und
R < dist(zg, 02) die Causchysche Integralformel kurz

fz) = = / Cf@)zdg (= € Unl=0) -

Kr(20)

Bemerkung 3.14 1. Esseien 7 : [@, 3] — C und 7 : [a, 8] — C Pfade, und es sei ¥ = oo,
wobei ¢ : [a, 3] = [, (] stetig differenzierbar mit ¢’ > 0 und @(@) = a, ¢(3) = 4. Dann
ist v* = 4%, d.h. die Spuren stimmen tiberein, und es gilt mit der Substitutionsregel

/f=/Bfw-ﬁ'=/gfovw-w’os0-<p’=/ﬁfov-w'=/f~
E? & & o 5

Dies zeigt, dass die Pfadintegrale im Falle der Existenz einer Funktion ¢ wir oben iiberein-
stimmen. Wir schreiben 4 ~ ~ falls eine Abbildung ¢ mit obigen Eigenschaften existiert.
Offensichtlich ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Pfade in C. Wir kénnen
damit insbesondere zu jedem Pfad 7 : [a, 3] = C und zu jeden Intervall [&, 3] einen #qui-

valenten Pfad 7 : [&, 3] — C finden (p(t) = a + 6~ - (f(t — «) ist geeignet).

Fiir die zu v gehorige Aqulvalenzklasse ] ist

/ f e / ;ofecty
wohldefiniert.

2. Es seien a,b € C und 7 : [0,1] — C definert durch

y(t):=a+tb—a) (t€]0,1]).
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Dann schreiben wir auch

ot

Ist () := b+ t(a — b) so ergibt sich

b

jf=—/f-

a

Man beachte, dass die Spuren v* und 7* iibereinstimmen.

)

3. Unmittelbar aus der jeweiligen Definition ergibt sich (mit || f||co = || f|lM,00 := sup | f(¢)
ceM

folgende einfache, aber oft sehr niitzliche Abschétzung fiir das Integral von f lings +:

| [ 4] < [15©01adl <l - L6

Der folgende Satz zeigt, dass bei Existenz einer Stammfunktion Integrale wegunabhéngig
sind.

Satz 3.15 Es sei G C C ein Gebiet, und es sei f : G — C stetig. Existiert eine Funktion
F e HG) mit F' = f in G (d.h. F ist eine Stammfunktion zu f in G), so gilt fir alle
Pfade v in G mit Anfangspunkt a und Endpunkt b

/f:F(b) — F(a).

[

~

Insbesondere ist damit

fiir alle geschlossenen Pfade in G.
Beweis. Es sei v : [a, f] = G mit y(«) = a und v(8) = b. Dann gilt

B8 B8
/f=/fwwM=/www%dwmm—me»=ﬂw—F@

nach dem HDI. O
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Beispiel 3.16 Es seien zp € C und v : [a, 5] = C\ {20} ein beliebiger Pfad. Dann gilt fur
m € Z, m# —1

/(C - Zo)de = %ﬂ((b — Zo)m+1 _ (a _ ZO))m+1) ’

wobei v(«a) = a,v(8) = b. Also: Der Wert des Integrals héngt nur von den Anfangs- und
Endpunkten von 7 ab, nicht aber vom Weg ~!
Insbesondere gilt fiir jeden geschlossenen Pfad v in C\ {z0}

/(C — Z())mdc = 0 .
~

Ist m = —1, so ist dies nach B. 3.13 im Allgemeinen falsch.
S. 3.15 zeigt dariiber hinaus, dass z — 1/(z — z9) = (z — 20) "' in G = C\ {20} keine
Stammfunktion haben kann!

Satz 3.17 (Cauchyscher Integralsatz fiir sternformige Gebiete)
Es sei G C C ein sternformiges Gebiet, und es sei f holomorph in G. Dann ist

[
7

fiir alle geschlossenen Pfade in G.

Beweis. Nach S. 3.1 existiert ein F' mit F’ = f in G. Also folgt die Behauptung aus S.
3.15 |

Bemerkung 3.18 Es seien G = C\ {z} und f(z) = 1/(z — 2z9). Wieder zeigt B. 3.13,
dass die Aussage von S. 3.17 nicht fiir G und damit nicht fiir alle Gebiete gilt.

Bemerkung 3.19 Sind Q C C offen und f € H(Q), so gilt nach S. 3.17 insbesondere fiir
jeden Kreis U = Ug(zp) in 2 und jeden geschlossenen Pfad « in U

=0

Ist A = A(a, b, ¢) das Dreieck mit Ecken a, b, ¢, so gilt also insbesondere

C a

[re(f ]+ e

b c
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falls A C Ugr(zo). Tatséchlich gilt auch folgende Umkehrung (Satz von Morera):
Ist f € C(Q) und existiert zu jedem zo € Q ein r > 0, so dass

Jr-

fiir alle Dreiecke A = A(a,b,¢) in U, (z0), so ist f € H(Q).
(Denn: Es sei F': U := U,(z9) — C definiert durch

F(z) ::/Zf (z€U).

Dann gilt fiir z,w € U

w

F(w) - F(:) = (/+7)f=(

z0 z

LoDl

also fiir h # 0 geniigend klein

z+h
UGN LNCE ﬁ | / (FO=F )| || F =)z aayoe =0 (B —0).

Damit ist F differenzierbar auf U mit F’ = f auf U. Da f stetig ist, ist ' holomorph auf
U und folglich auch f. Da zy beliebig war, ist f holomorph auf .)



4 FOURIER- UND LAURENT-REIHEN 26

4 Fourier- und Laurent-Reihen

Im ersten Abschnitt haben wir uns mit Taylor-Reihen bzw. Potenzreihen beschiftigt. Wir
wollen nun eine andere Art von Reihenentwicklungen untersuchen, die den wesentlichen
Vorteil hat, dass keine Ableitungen von f bendtigt werden. Dazu stellen wir zunéchst
einige Voriiberlegungen an.

Bemerkung 4.1 Wir schreiben im Weiteren kurz
S:={z€C:|z| =1} (= K1(0) = 0D) .
Dann sind durch

<hg>= o [FQFQIE (fg€C(s)
S

ein Skalarprodukt auf C(S) und durch

Illz = £l := (< £, f >)2 (FeC(S)

eine Norm auf C(S) definiert.
Ist ferner e : S — C fur k € Z definiert durch

er(z) = 2" (z€9),

so gilt dabei

T

1 — 1 (hmi

_ g —- z gt

27T/CC|dC| 27r/€ dt
S

—T

< ek, e >

T

1

b itk
2mi(k — j)

—T

1 k=3

Damit ist (ex)gez ein Orthonormalsystem (ONS) in (C(S), < -, - >).
Ist - .
flz)= VZ_:OO ayz’ = nh—>12<> V;n ayz gleichméifig auf S ,
so gilt f € C(5) und ar =< f,ex > fiir alle k.
(Denn: Es ist

1 T 4 o 1 n ‘
_ i(v—k)t _ i(v—k)t _
< f,ex >= o / 2 a,e dt = V:E_Ooal’ o /e dt = ay,.)

V=—00

Dies ist nach dem Weierstrassschen Majorantenkriterium insbesondere dann der Fall, wenn
o0

> Jau] < oo gilt.

v=—00
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Definition 4.2 Es sei f € C(S). Dann heifit fiir k € Z

F) =< > o= o [ 1T 1 = o [ senreioas = oL [ 8 ac
S - S

k-ter Fourier-Koeffizient von f. Fiir n € Ny heifit weiter s,, = s, f mit
n

$n(2) := (snf)(z Z flv Z < fre, > e, (2) (z €9)

v=—n v=—n

n-te Fourier-Teilsumme von f und (s, f)nen, Fourier-Reihe von f.

Beispiel 4.3 1. Ist (ap)nen, eine Folge in C mit Z la,| < o0, so ist die Reihe Z ayz
n=0

gleichmiilig konvergent auf D. Also ist f: D — C, deﬁnlert durch

)= az’  (]2|<1),
v=0

stetig auf D und holomorph in . Nach B. 4.1 ergibt sich f(k) = ax = f*)(0)/k! fiir k > 0
und f (k) = 0 fir £ < 0. Also stimmt die Taylor-Reihe von f auf S mit der Fourier-Reihe
von f (oder genauer f|g) iiberein.
2. Wir betrachten f:S — R mit

JE) =51 (temm),
d. h f(2) = w/2 — | arg(z)| wobei Im(log z) =: arg(z) fiir z € S\ {—1} (und arg(—1) := 7).
Dann gilt fir k£ # 0

o f (k /| | cos(—ks) dsfz/\ |sin(—ks) d /scos(ks)ds:%(lf(fl)k),

=0

also
f(k) = (k ungerade) , f(k)y =0 (k gerade, k #0).

Auflerdem ist

k2

#(0) g / Itldt =0 .
Folglich gilt fiir z = e € S
= . 2 X2 P A
o = 2y =2 )
v=—00 v ungerade v>0 ungerade
4 Re(z”) 4 cos(vt)
R Z 2 Z V2
v>0 ungerade v>0 ungerade

Dabei ist die Konvergenz (auch fiir die mit den Absolutbetrigen gebildete Reihe) gleichméifig
auf S.
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Bemerkung 4.4 Bisher wissen wir nur wenig dariiber, unter welchen Bedingungen die

Fourier-Reihe die Funktion f darstellt, d.h. wann (und in welchem Sinne)
f= lim s,f
n—oQ

gilt.
Da (ex)rez ein ONS ist, ergibt sich (siche Lineare Algebra)

”f - 5nf||2 = diSt(fa Tn)a

wobei
T, := linspan{e; : k € {—n,...,n}}

die Menge des trigonometrischen Polynome vom Grad < n bezeichnet.

Also: s, f € T, ist die beste Approximation an f beziiglich der || - ||2-Norm.

Wenn wir also nach Konvergenz bzgl. || - ||2 fragen, so folgt, dass

If =snfllz—=0  (n—o0)

fir alle f € C(S) schon dann gilt, wenn nur dist(f,7,) — 0 erfiillt ist, m.a.W., wenn
U T (die Menge der trigonometrischen Polynome) dicht in (C(S), || - ||2) ist. Da fiir alle

neN

fec(s) . "
171l = (55 [ 1#)PIact) " < 15
S

gilt, reicht es dafiir zu zeigen, dass |J T, dicht in (C(S),]| -
neN

) ist.

Bemerkung und Definition 4.5 Es seien f,g € C(S). Wir definieren die Faltung f * g :

S — C von f und g durch

(F o)z /fzc il = 5 [ 1G:1090F G es)
S

Dann ist f * g stetig auf S, und es gilt

fxg=gxf.

([0]). Ist dabei speziell f € T, so gilt

und damit

v=—n

U0 = Y f o [To0ci= Y fwie Ges).
S

Also ist auch f * g € T,, mit
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Wir setzen fiir A C S so, dass t — ya(e!) eine Regelfunktion auf [—m, x| ist (hierbei ist
x4 die Indikatorfunktion von A),

FQldl = [ fe")xale™)dt.
[raw=]

Satz 4.6 Firn € N seien Q,, € T,, mit folgenden Figenschaften:
(i) @n >0 auf S (n € N),

(i) 57 [ QulQldc =1 (e ),
S

(iii) Firalled >0 gilt [ Qn(¢)]d¢] = 0 (n — o).
S\Us(1)

Ist f € C(S), so gilt
f*Qn— f gleichmaifig auf S.

Beweis. Mit (ii) ergibt sich zunichst

(f*Qu)(z) — f(2) = — /<f<zz>—f<z>>@n<<>|d<| (z€8neN),

T o
5
also mit (i)

(£+@u)E) ~ £ < 5= [ 170 - F@IRuOl] (2 € Sime)
S

Es sei nun € > 0 gegeben. Da f stetig auf der kompakten Menge S ist, ist f gleichméfig
stetig. Also existiert ein § > 0 so, dass

f(z0) = f()l <e  (z€8[C-1]<0).

Hieraus folgt wieder mit (ii)

Us(1) Us(1)
Mit (iii) gilt zudem

swos [ GO - S@IROM <2l 5 [ @uOldc] 0 (0 o0)

zeS 2w
S\Us (1) S\Us (1)

Folglich ist fiir n geniigend grof3
1 Qn = flloo < 2e.
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Bemerkung 4.7 Es stellt sich natiirlich die Frage nach der Existenz von Folgen wie in S.
4.6. Ein Beispiel ist

F.(z) = Z (1—%)2’” (z€ S,neN)

vV=—n

(Fy, heifit n-ter Fejér-Kern). Es gilt dafiir: F,, € T,, und

= [ Fu©lacl = > (- /<"|d<|—1
/ =,

750 v

also ist jedenfalls (ii) erfiillt. Weiter ist fir z € S

n41-1|zzj|2 n—1r1<§:zj><zn:zj>:

Jj=0 Jj=0 Jj=0

n

1 n
= i _n+1 2, (1= = Fu(a),
J,k=0 v=-n

also F,, > 0 und fiir z € S\ Us(1)

"+1—12 1 4
nz:n—i—l‘Z ]{ n—|—1 z—1 ’§n—|—l.ﬁ_>

Damit gilt F,, — 0 gleichméBig auf S\ Us(1). Also ist insbesondere auch (iii) erfiillt.
Nach S. 4.6 gilt also fiir alle f € C(5)

fxF,—f gleichméBig auf S.

Da alle f x F), trigonometrische Polynome (von Grad < n) sind, ist insbesondere |J T}, dicht

in (C(S)7 H ’ ”oo)

Wie bereits in B. 4.4 erldutert, impliziert dies insbesondere, dass fiir alle f € C(5) gilt
lf =snflla=0  (n—00)
d.h. s, f — f ,im quadratischen Mittel“. Dies bedeutet jedoch noch nicht, dass stets auch
snf(2) = f(2)

fiir alle z € S gilt. Tatséichlich gilt dies auch nicht fiir alle f € C(S) (genauer ist (s, f(2))n
noch nicht einmal fiir alle z unf f beschrénkt, was wir jedoch nicht zeigen werden).

Satz 4.8 (Fejér)
Es sei f € C(S). Dann gilt

I Z suf = f gleichmafig auf S.
v=0
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Beweis. Es sei F), der n-te Fejér-Kern. Dann gilt

n

1
n—&—lzl’f _n—i-lzzf

v=0 v=0 pu=—v
LY g 1= (1 )
1 n+1
p=—n v=|pl p==—n

——

=n+1—|u|
d.h. f* F,, ist das arithmetische Mittel der Fourier-Teilsummen sqf, ..., s, f. Also folgt die
Behauptung mit B. 4.7. m|

Als Folgerung aus B. 4.7 erhalten wir

Satz 4.9 Es sei f € C(S). Dann gilt

LflIE= S |fw)? (Parsevalsche Gleichung).

2. Gilt f(l/) =0 fir allev € Z, so ist f = 0.

3. Konvergiert (s, f) gleichmdfig auf S, so gilt

snf — f.

Beweis.
1. Es gilt s,,f € T), und f — s, f € T;- (— Lineare Algebra). Also ergibt sich aus dem Satz
von Pythagoras

1115 = 11f = safll3 + lIsafll3-

Nach B. 4.7 gilt ||f — s, f]|3 = 0(n — o), d.h. ||s,f]|3 = ||f]]3 (n — 00). AuBerdem ist
(wieder mit Pythagoras)

(e Z fwels = Z FOP e 3= > 1F @)

vV=—n vV=—n vV=—n

Damit ergibt sich 1.
2. Ist f(v) =0 (v € Z), so ist ||f]||? = 0 nach 1., also f = 0.
3. Aufgrund der gleichmBigen Konvergenz ist ¢ : S — C mit

g(z) := nhm snf(z Z fw

stetig auf S. Auflerdem gilt nach B. 4.1
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also auch (f — ¢gJ{k) = 0. Nach 2. ist f —g =0. O

Wir untersuchen nun Funktionen f, die holomorph sind in einem Kreisring
Ver(zo) ={z€C:r<|z—2)| <R},

wobei 0 <r < R < o0.

Bemerkung 4.10 Es sei (a,),ez eine Folge in C. Ist
1

Vh_)r{)lo la,| = = und Vlgrolo la_,| =r,
(oo}
so konvergiert die Potenzreihe 3 a,(z — zg)” gleichmiBig auf jeder kompakten Teilmenge
v=0

o)

von |z — zp| < R (siehe Anaysis) und ) a_,(z — z9) " gleichméfig auf jeder kompakten
v=1

Teilmenge von |z — zg| > r (Potenzreihe in 1/(z — 2p)). Also ist im Falle » < R die Summe

> a,(z—2zp)" der beiden Reihen gleichméfig konvergent auf jeder kompakten Teilmenge

V=—00

des Kreisringes V;. g(z). Ausserdem ist

f(z) = Za,,(z —20)" + Z a—y(z—2z9)7"
v=0 v=1

holomorph in V;. g(20).

Beispiel 4.11 Fiir a, :=1/|v|! (v € Z) gilt
VILH;O la,| =0 und Vll)r{)lo Vie—,| =0,

also r = 0 und R = oco. Hier ist

) o v g
f(z) = Z auZVZZ;—FZV'ZV =e*+el/* -1
v=0 "~ v=1 "

V=—00

holomorph in Vp o (0) = C\ {0}.

Wir zeigen nun, dass jede in einem Kreisring holomorphe Funktion durch eine solche Reihe
dargestellt wird.

Bemerkung und Definition 4.12 Es sei f € H(V), wobei V = V,. r(20), und es sei fiir
kelZ

ak()\) = L / (C_f«(ZE;kHdC (>\ € (Tv R)) .
[C—zol=A
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Dann ist A — ag(\) konstant auf (r, R).

(Denn: O.E. kénnen wir zg = 0 und 7 < 1 < R annehmen (ansonsten: f(z) = f(zo + pz)
fiir ein p € (r, R) auf V,.;, r/,(0) betrachten).

Der gleiche Beweis wie in B. 1.13 zeigt, dass fiir g € H(V;. g(0)) und @ : (r, R) — C mit

d(N) ;:/g(Ae”)dt (A€ (r, R))

gilt: @ ist konstant auf (r, R).
Damit folgt mit g(z) := if(z)/2" fiir alle A € (r, R)

, f Aeit)idet r if(Ne')
2miak(X) = / Ck+1 d¢ = )\k+161t G W= | g At =2
[CI=A -
Also ist ai(\) unabhingig von A.)
Wir setzen
fv(k) = ak()\) (k S Z) .

Dann heiBen fy (k) k-ter Laurent-Koeffizient von f bzgl. V und > fu(v)(z — 20)”

Laurent-Reihe von f bzgl. V. Ferner heiBen die (Potenz-)Reihe 3 fy (v)(z — z)” Re-
v=0
-1 S
gulirteil (oder auch Nebenteil) und die Reithe > fy(v)(z—20)" = > fu(—v)(z—20)7"
v=—00 v=1

Hauptteil der Laurent-Reihe.

Satz 4.13 Es seien 0 <r < R < oo sowie zy € C, und es sei f € H(V, r(z)). Dann gilt

o0

@)= > h)z—2)"
v=—00
mit gleichmdffiger Konvergenz von Reguldr- und Hauptteil auf allen kompakten Teilmengen
von Vi r(%0).
Auferdem ist die Darstellung eindeutig, d.h. ist f(z) = > b,(z—20)" mit glokal leichmdifsi-

ger Konvergenz auf Vy. g(20), so ist by, = fy (k) fir alle k € Z.

Beweis. 1. O. E. sei wieder zp = 0 und r < 1 < R. Wir setzen zur Abkiirzung a, := fy (v).
Es gilt firr < A< R

L 2mA [ f11 K (0,00
|”|*‘2m / v C’—g wrillflloe === (veZ).

ICI=A

Also folgt

N 1 -
fm {/ja,[ <5 und  Tim la_u] <.
V—r 00

vV—00
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Da X € (r, R) beliebig war, ist

N 1 _
lim /]a,| < = und lim /]a_,| <7r.

V—r00 V—r 00

Aus B. 4.10 ergibt sich die Konvergenzaussage.
Essei g(z) :== > ay,2” fir z € V, g(0). Dann ist g € H(V,. g(0)) nach B. 4.10. Aus

V=—00

f‘;(k) _ % / f(s)e_iksds = ZLﬂ'Z/ gk(—éi:z d¢ = ay, (keZ)
-7 S

folgt g5 = li_>rn 5n(f|s). Dabei ist die Konvergenz gleichméBig auf S. Also ist nach S. 4.9.3

gis = fis -

Nach dem Identitéitssatz gilt g = f (beachte: beide sind holomorph in V,. g(0)).
2.Ist f(z) = >, bu(2—20)" lokal gleichmiBig in V;. g(z0), so gilt fiir A € (r, R) und k € Z

V=—00

nach B. 3.16

R el B e =L S DIF S ISP

- 20
[(—20|=A [(—z0|=A

V=—00

Bemerkung 4.14 1. Es seien 2 C C offen und f € H(Q\ {z0}) fiir ein 2o € Q. Ist f
beschrénkt bei zg, d. h. beschfankt auf 0 < |z — 2| < ¢ fiir ein 6§ > 0, so gilt fir alle v € N
und 0 < A <6
) < A =0 A—=0
fr(-nl < _max_IFOW 20 (A =0
(vgl. Beweis zu S. 4.13). Also ist fy (—v) = 0 fiir » € N und damit nach S. 4.13

f(z) = fv(¥)(z = 20)"
v=0

fir 0 < |z — 20| < R := dist(z0,09). Also ist f zu einer in © holomorphen Funktion
fortsetzbar und die Potenzreihenentwicklung gilt auf Ug(zo).

2. Eine kleine Modifikation des Beweises zu S. 4.10 zeigt, dass aus S. 4.9.3 auch gk, o) =
J1x,(0) fiir alle p € (r, R) folgt. Damit kommt man im Beweis zu S. 4.10 auch ohne den
Identitétssatz aus. Ist f € H(2) in 1., so ist natiirlich f beschrénkt bei zg. Also haben
wir damit einen weiteren Beweis zu S. 1.16. AuBerdem gilt in diesem Fall auch fy (v) =
FW)(20) /0! fiir v > 0.
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5 Isolierte Singularititen

Bisher haben wir uns mit dem Verhalten holomorpher Funktionen f : 2 — C in der Menge
Q beschiftigt. Oft ist aber das Verhalten holomorpher Funktionen bei Anniherung an
Randpunkte von §2 besonders interessant. Der einfachste Fall eines solchen Randpunktes
ist der eines isolierten Punktes, mit dem wir uns jetzt genauer befassen.

Bemerkung und Definition 5.1 Es seien  C C offen und f € H(Q). Ist a € 9 ein
isolierter Punkt von Q° (d.h. Us(a) \ {a} C Q fiir ein § > 0) so heifit a eine isolierte
Singuarlitit von f. Ist dabei R := dist(a, 92\ {a}), so hat fin V :=Vy r(a) = Ur(a) \ {a}
die Laurent-Entwicklung

o0

f@)= 3 fG-a'= Y alz-a)"

V=—0Q V=—00

geméB S. 4.13. Damit heifit a
1. hebbare Singularitit falls a_, = 0 fiir alle v € N.
2. Pol der Ordnung p € N falls a_,, # 0 und a_, = 0 fiir alle v > p.

3. wesentliche Singularitit falls a_,, # 0 fiir co viele v € N.

Beispiel 5.2 1. Es sei f: C\ {0} — C definiert durch

e*—1

fz) = (z#0).

z

Hier gilt

oo v

f(Z):ZOm in Vb,oo(o)a

also ist a_,, = 0 fiir alle v € N. Damit hat f an 0 eine hebbare Singularitiit.
2. Fir pe Nsei f: C\ {0} — C definiert durch

f(z):=¢e*/2? (z#£0).

Dann ist
=1 = 1
— o 2y k
f(2) UZ:Oy!z k;pi(kij)!z ,

also a_, =1 und a_, = 0 fiir v > p. Damit hat f an 0 einen Pol der Ordung p.
3. Essei f:C\ {0} — C definiert durch

flz)=e*  (z#0).
Dann ist

f(z)=1+ Z JZ_V in Vu,r(0),
v=1 '

also ist hier a_, = 1/|v|! # 0 fiir alle v € N. Folglich hat f an 0 eine wesentliche Singularitét.
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Wir wollen nun fiir alle drei Typen isolierter Singularitéiten Charakterisierungen herleiten.

Satz 5.3 (Riemannscher Hebbarkeitssatz)
Es seien ) C C offen und a eine isolierte Singularitit von f € H(QY) . Dann sind dquivalent

a) f hat an a eine hebbare Singularitit.

b) f st durch f(a) := fuv(0) = ag zu einer auf QU {a} holomorphen Funktion f fort-
setzbar (die wir auch f nennen).

b) Es existiert eine Umgebung U von a so, dass f in U\ {a} beschrinkt ist.

Beweis. a) = b): Ist a eine hebbare Singularitit von f, so ist

o) =3 a0y
v=0
holomorph auf U := Ugr(a) mit R = dist(a, 02\ {a}), und es gilt
f(2)=1(z)  (zeU\{a}).
b) = ¢) ist klar und b) = a) ergibt sich aus B. 4.14.1. m|
Fiir Pole der Ordnung p gilt folgende Charakterisierung.

Satz 5.4 Fs scien  C C offen und a eine isolierte Singularitit von f € H(Q). Dann sind
dquivalent:

a) f hat an a einen Pol der Ordnung p.

b) Es existiert eine Funktion g € H(Q U {a}) mit g(a) # 0 und so, dass

fe) =2 e

c) 1/f ist (definiert und) holomorph auf einer offenen Umgebung U von a mit Nullstelle
der Ordnung p an der Stelle a.

Beweis. a) = b): Wir setzen g(z) := (z — a)? f(2) fiir z € Q. Ist

o0

f(z) = Z ay,(z—a)’ in Vyrg(a)

v=—p
mit a_, # 0, so ist

o0 o0

9(z) = Z ay(z — a)"*P = Z ay—p(z — a)”

v=—p v=0
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holomorph auf QU {a} mit g(a) = a_, # 0 und

i =29 cq).

(z —a)

b) = ¢): Es sei U eine offene Umgebung von a so, dass ¢g(z) # 0 in U. Dann ist

1 1
=(z—alf — zeU\{a}).
=G GeU\ )
Also ist 1/f (definiert und) holomorph auf U und hat nach B./D. 1.3 eine Nullstelle der
Ordnung p an a.

¢) = a): Nach Voraussetzung gilt

1 P, z z a
ﬁz):(zfa) go(2) (2 €U\ {a})

mit einer Funktion go € H(U) mit go(a) # 0. Dann ist auch go(z) # 0 auf einer offenen
Umgebung U von a. Also ist

_ 1/g0(2)
(z—a)p

Da 1/go holomoroph in U ist, hat 1/go eine Potenzreihendarstellung

f(2) (=€ U\{a}).

l/go(z)zz:by(z—a)” in Us(a)
v=0

fir ein § > 0. Damit ist

f(z) = Zbu(z —a)’ P = Z bu+p(z —a)”,
v=0

v=—p

in Vp s(a) mit gleichméBiger Konvergenz auf allen kompakten Teilmengen, d. h.

1 p
Mo = 3 bz —a) =3 by u(z— )
v=—p v=1
ist der Haupttteil der Laurent-Reihe, und es gilt a_, = by = 1/go(a) # 0. O

Als Folgerung erhalten wir

Satz 5.5 Fs seien Q) C C offen und a eine isolierte Singularitit von f € H(Q). Dann hat
f an a genau dann einen Pol (irgendeiner Ordnung), wenn gilt

tim /()] = oo

Beweis. Hat f an a einen Pol, etwa der Ordnung p, so gilt mit g wie in S. 5.4 (da g(a) # 0)

l9(2)]

|2 —al?

If(2)l =

— 00 (z—a).
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Gilt umgekehrt
()] =00 (2= 00),

so existiert eine offene Umgebung U von @ mit f(z) # 0 in U \ {a} und
1

lim —— =0.

= f(2)
also ist 1/f nach S. 5.3 holomorph fortsetzbar an der Stelle a mit Nullstelle, etwa der
Ordnung p. Dann hat f nach S. 5.4 einen Pol der Ordnung p. a

Beispiel 5.6 Es gilt
1
Z(sin) = {km: k € Z}, Z(cos) = {(k+ i)ﬂ ckeZ},

und alle Nullstellen sind von der Ordnung 1. Damit hat auch tan an den Stellen k7w Null-
stellen der Ordnung 1 und cot an den Stellen (k + 1/2)m. Nach S. 5.4 hat cot = 1/tan
Pole der Ordnung 1 an den Stellen k7 und tan = 1/ cot Pole der Ordnung 1 an den Stellen
(k+1/2)7.

Nach S. 5.5 gilt fiir alle k € Z

lim |cotz| = lim [|tanz|=o00.
z—km z—(k+3)m

Bemerkung und Definition 5.7 Es sei

52 .= {8: (&,m,¢) €R3: ’s—(0,0,%)‘ = %}

Dann ist durch

P(2) == Pz + iy) = IZP% (@, |22 (z€C)

eine bijektive Abbildung von C auf S2\ {(0,0,1)} definiert ([U]). Die Umkehrabbildung ist

gegeben durch

_ & .
P 1(57"77()_1_<~+7’1_<

(so genannte stereographische Projektion).

Setzt man
Coo := CU {00}, P(0) :=(0,0,1),

so ist P : Coo — S? bijektiv, und durch
X(z,w) :=|P(z) — P(w)] (z,w € Cxo)

wird (Co, x) ein kompakter metrischer Raum (die so genannte Riemannsche Zahlenkugel).
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1

V122

Dabei gilt x(z,00) = fiir z # oo, also ergibt sich fiir eine Folge (z,) in C

X(zn,0) = 0 (n — o)

(d. h. z, = 00 in (Cw, X)) genau dann, wenn |z,| — oo (n — 00).

Da P:C — 8%\ {(0,0,1)} und P! : S§2\ {(0,0,1)} — C stetig sind, ist M C C genau
dann offen in (C, d).), wenn M offen in (Co, x) ist. Fiir 2,, z € C folgt zudem |z, —z| — 0
genau dann, wenn x(zn,z) — 0.

Ist also a € C und ist f : U \ {a} — C holomorph fiir eine offene Umgebung U von a mit
Pol an der Stelle a, so kann f durch f(a) := co zu einer stetigen Funktion f : U — Cy
fortgesetzt werden. (Man beachte: Nach S. 5.5 gilt

f(z) 5 (z = a)

in (Coo, X))

Definition 5.8 Es sei (2 C C offen. Eine Funktion f : Q@ — Cy heiflit meromorph in €,
falls

P(f):={2€Q: f(z) = 00} = f7!({o0})
keinen Héufungspunkt in €2 hat, f € H(Q\ P(f)) gilt und f an allen Stellen z € P(f) Pole
hat (d. h. f ist stetig an allen z € P(f)).

Beispiel 5.9 1. Die Funktionen cot und tan (durch den Wert oo an den Polstellen definiert)
sind meromorph in C (vgl. B. 5.6). Man beachte dabei: P(tan) = {(k+1/2)7 : k € Z} und
P(cot) = {km : k € Z} haben keine Hiufungspunkte in C.

2. Es sei f: C\ {0} — C definiert durch

1

1
)= gy (FEC U ke k£01U{0])

(und f(1/(km)) = oo fir k € Z, k # 0). Dann ist f meromorph in @ = C\ {0} mit
Polstellenmenge P(f) = {1/(kw) : k € Z, k # 0}).

Bleibt noch, das Verhalten in der Nihe von wesentlichen Singularititen zu charakterisieren.
Bitte schon:

Satz 5.10 (Casorati-Weierstrass)
Es seien Q C C offen und a eine isolierte Singularitit von f € H(Y). Dann sind dquivalent:

a) f hat an a eine wesentliche Singularitdt.

b) Fiir alle offenen Umgebungen U von a gilt

fU\{a}) =C,
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¢) Zu jedem w € Cy existiert eine Folge z, in Q mit z, = a und f(z,) = w fiirn — oo.

Beweis. a) = b): Angenommen, es existiert eine offene Umgebung U von a mit

fU\{a}) #C.
Dann existieren ein w € C und ein 6 > 0 so, dass |f(z) —w| > § fiir alle z € U \ {a} gilt.
Wir definieren g : U \ {a} — C durch

o0 = s CEUN.
Dann ist g € H(U \ {a}) mit |g(z)| < 1/6 fiir alle z € U, z # a. Also hat g an a eine hebbare
Singuarlitét nach S. 5.3 (wir schreiben auch fiir die Fortsetzung wieder g).
Ist g(a) # 0, so ist f(z) = w + 1/g(z) beschrénkt in einer Umgebung von a, also hat f
wieder nach S. 5.3 eine hebbare Singuarlitdt. Widerspruch!
Ist g(a) = 0, so gilt .

|f(Z)*w|*m%OO (z = a),
also auch

|f(z)| = o0 (z—a).

Damit hat f an a einen Pol nach S. 5.5. Widerspruch!
b) = ¢): Ist w € C, so existiert zu jeden n € N ein z, mit 0 < |z, —a| < 1/n und
|f(zn) —w|] < 1/n. Damit gilt z, — a und f(z,) = w fir n — co. Ist w = oo, so existiert
entsprechend fiir alle n ein z, mit 0 < |z, —a| < 1/nund |f(z,) —n| < 1, also | f(z,)| — 0.
c) = a): Gilt die Bedingung c), so ist f unbeschriankt in jeder Umgebung von a, und es
gilt sicher nicht |f(z)| — oo fiir z — a. Folglich hat f an a weder eine hebbare Singularitéit
noch einen Pol (S. 5.3 bzw. S. 5.5). Also hat f an a eine wesentliche Singuarlitét. O

Beispiel 5.11 Wir betrachten die Funktion f: C\ {0} — C

[ == (5 4£0).
Fiir die Folge (1/n) gilt f(1/n) — oo (n — o) und fiir die Folge (—1/n) gilt f(—=1/n) —
0 (n— 00). Ist w e C,w # 0 und w = re’? mit p € (—m,n], so gilt fiir die Folge
Zp = [Inr +i(p 4 2nm)] 7!

zn — 0 (n — 00) und
f(Zn) — elnr+i(<p+2n-rr) — ,reigo —w.

Also gilt hier sogar f(z,) = w fiir alle n € N (und damit natiirlich insbesondere f(z,) —
w (n — 00)). Es ist also hier tatséchlich

fFUN\{0}) =C\ {0}

fiir alle Umgebungen U von 0, d.h. in jeder (noch so kleinen) Umgebung von 0 wird jeder
Wert w € C\ {0} (unendlich oft) als Funktionswert angenommen!
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Bemerkung 5.12 Eine ganze Funktion f heiflt transzendent, falls f kein Polynom ist.
Durch Ubertragung des Satzes von Casorati-Weierstrass sieht man: Ist f transzendent, so
existiert zu jedem w € Co, eine Folge (z,) in C mit z, — oo und f(z,) = w (n — 00).

(Denn: Es sei f(z) = > a,2” (¢ € C). Dann hat g : C\ {0} — C,
v=0

1
die Laurent-Entwicklung

a

9 a0+ 3 (2 £0).

Da a, # 0 fiir oo viele v gilt (beachte: f ist kein Polynom), hat g an 0 eine wesentliche
Singularitét nach B./D. 5.1. Also existiert nach S. 5.10 zu jedem w € Co, eine Folge ((,)
in C\ {0} mit ¢, — 0 und ¢(¢,) — w (n — o). Die Folge (z,) mit z, = 1/, erfiillt dann
zn — 0o und f(z,) = w(n — 00).)
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6 Cauchy Theorem und Residuensatz

In den vorherigen Abschnitten haben wir die Cauchysche Integralformel fiir Kreise und den
Cauchyschen Integralsatz auf sternférmigen Gebieten kennengelernt. Wir wollen nun eine

gemeinsame Verallgemeinerung herleiten.

Bemerkung und Definition 6.1 Es seien v : [a, 8] — C ein Pfad und f € C(y*). Dann
heifit die Funktion C'f = C, f : C\ v* — C, definiert durch

B
N6 =g [ a0 [Ty ma ey

Cauchy-Integral von f bzgl. v. Weiter heifit im Falle eines geschlossenen Pfades ~

1 d
2l

Index (oder auch Windungszahl) von z bzgl. .
Nach S. 1.8 ist C'f € H(C\ v*). Auflerdem gilt fiir z & v*

(CHEN < gl el oy 20 (=00

d. h. mit (Cf)(o0) := 0 ist C'f stetig auf C \ v*.

Beispiel 6.2 Ist y(t) = zg+Re® (t € [~m,7]), so gilt nach der Cauchyschen Integralformel
fiir Kreise und dem Cauchyschen Integralsatz fiir alle f, die holomorph auf einer Umgebung

von Ug(z) sind,
f(z), falls |z —z| < R
C = (C Z) = ’
(Cka(e) F)(2) = (C1f)(2) {07 falls [z — 20| > R

(man beachte: fiir |z — zp| > R ist dann auch ¢ — f(¢)/(¢ — z) holomorph auf einer (o. E.
sternformigen) Umgebung von Ug(2)).

Insbesondere ist

1, falls|z— 2| <R
indg () (2) =ind,(z) =
Kin(eo) (2) = indy (2) { 0, falls |z — 2| > R
Der folgende Satz zeigt, dass der Index lokal konstant und ganzzahlig ist. Man beach-
te dabei, dass fiir kompakte K C C die offene Menge C \ K genau eine unbeschrinkte
Zusammenhangskomponente hat.

Satz 6.3 Es seiy : [o, 8] = C ein geschlossener Pfad. Dann ist ind,(C\ ~*) C Z. Au-
Berdem gilt ind,(z) = const auf jeder Komponente von C\ v* und ind,(z) = 0 auf der
unbeschrinkten Komponente von C\ v*.
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Beweis. 1. Es gilt

B
_ L 7'(s)
2t ) ~(s) — =

[e%

ind, (z) ds (ze C\~v").
Fir w € C gilt e” = 1 genau dann, wenn w/2mi € Z. Also ist die Aussage, dass ind,
ganzzahlige Werte hat, dquivalent dazu ¢ = ¢, : [, 5] — C mit

t

o) = ( [ f(‘s’ds) (t € o B)

J A==

fir alle z € C\ v* die Bedingung () = 1 erfiillt.
Die stetige Funktion ¢/(y — 2) ist eine Stammfunktion zu

p'(r—2)— ¢y
(("y—)z)Q auf [CE, 6]
Weiter gilt

also auch

@' (O (v(t) — =) — o)y (t) =0
fiir alle t € [a, (] bis auf eine endliche Ausnahmemenge. Hieraus folgt, dass eine Konstante
c existiert mit

pt) =c(y(t) —z)  (telopf]).
Aus v(a) = v(B) ergibt sich
p(B) =) =1.
2. Es sei G eine Komponente von C \ v*. Da G zusammenhéngend und ind, stetig und
ganzzahlig auf G ist, ist ind,(z) = const in G nach S.A.6. AuBlerdem gilt fiir z in der
unbeschrinkten Komponente G

lind, (z)| — 0 (z = 00).

Also ist |ind,(2)| < 1 fiir |z| geniigend grof. Da ind,(z) = const auf der unbeschrénkten
Komponente von C \ v* ist, ist ind,(z) = 0 dort. O

Definition 6.4 Es sei « ein geschlossener Pfad in C. Dann heifit

Int(y) :={z € C\ v : ind,(z) # 0}
Inneres von v und
Ext(y) := {z € C\ v : ind,(z) = 0}
Auperes von 7. Ist G C C ein Gebiet und 7 ein Pfad in G, so heifit v nullhomolog in G,

falls
Int(vy) C G.
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Satz 6.5 (Cauchy Theorem; Homologieversion)
Es sei G C C ein Gebiet. Ist v ein geschlossener Pfad in G, so sind folgende Aussagen

dquivalent:
a) ~v ist nullhomolog in G.

b) Fir alle f € H(G) und z € G\ v* ist

£(2) - indy (2 %/
J

(Cauchysche Integralformel).

= (G N)()

¢) Fir alle f € H(G) ist

fren

Y

Beweis. a) = b)
1. Wir zeigen: Fiir die Funktion g : G x G — C, definiert durch

fQ-1)
g(z.0) =5 C—z 7
f'(2), z=(
gilt )
" (GELCECEL I
(2.¢) =
0z & (=2
2 N

und dg/0z ist stetig auf G x G.
Denn: Ist (29, (o) € G x G mit o # 20, so gilt mit der Quotientenregel

f(¢o) — f(20) — f'(20)(Co — 20)
(Co — 20)? '

dg

92 (20,C0) =

Ist (o = 2o, so gilt fiir z # zg

0“0 2) - L (1)~ fz0) - £/ z0)(z ~ 20)

z— 2o (z — 20)?

OO (v) Py "y
:Z ! 1/(! ) (z—2)" 2= ! (20) (z = 20).

Die Stetigkeit von dg/dz ist klar an allen Stellen (zg, (o) mit 2o # (o.
Es sei also zg = (p und 0 < R < dist (29, 9G). Dann ist nach dem Taylor-Satz fiir Richtun-
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gen (— Analysis) fiir z,{ € Ugr(z0),2z # ¢ mit w:= (( — 2)/|¢ — z| und t = | — 2|
t

f(Q) = f(z+tw) = f(2) + 0w f(2) -t+/(t— )02 f(z + sw) ds

0

o2l

=fz)+ f'(2)-((-2) t2/t—s "(z 4 sw) ds.
0

Weiter ergibt sich aus der Stetigkeit von f” an zg

t
1 1
7 (t—38)f"(z+sw)ds — f"(20) —Q/t—s
0 0
—_—
—1/2

fiir (z,¢) — (20, 20). Also folgt fiir (z,¢) — (20, 20)

t

1
= [(t—35) f”(z + sw) ds, falls z # ¢ 1"
o 0
2e0=1" o/ B = G
f2(z)7 falls z = ¢

Eine analoge (einfachere) Argumentation unter Nutzung des Taylor-Satzes fiir n = 0 statt
n = 1 liefert auch die Stetigkeit von g auf G x G.
2. Wir definieren ¢ : G X [«, 8] = C durch

o(z,t) = g(z,91) (1) (t€[ep)).

O. E. sei v/ stetig auf [a, 5] (ansonsten: geeignete Zerlegung von [«, 8] betrachten). Dann
ist nach S. 1.12 und 1. die Funktion ® : G — C mit

B
:/go(z,t)dt (2 € Q)

differenzierbar auf G' mit

B
_ [9¢
_/E(z,t)dt (2 € Q).

Die Stetigkeit von d¢p/0z impliziet, dass auch @’ stetig ist (Stetigkeit von Parameterinte-
gralen; [U]), d. h. ® € H(G). Fiir z € G und z ¢ v* ist

B
®(2) :/Q(Z’V(Z))v’(t) dt—/g(z,C)dC—/Wdc

= / Cf(—oz d¢ — 2mi f(z) ind, (2) = 2mi(C,, f)(2) — 2mi f(z) ind, (2).

~
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Also reicht es, & = 0 zu zeigen.
Zunéchst ist Cy f holomorph in C\ v* nach B./D. 6.1 mit ®(z) = 27i(C, f)(z) fiir alle
z € GNExt(y). Aus Int(y) Uy* C G folgt 0G C G° C Ext(y). Damit ist durch

D(2), zeqG
2mi(Cyf)(2), z€G°

eine ganze Funktion F' definiert. Aus F'(z) = 27i(C, f)(z) fiir z € Ext(y) ergibt sich zudem
(wieder mit B./D. 6.1)

|F(2)] = [2mi(Cy f)(2)[ = 0 (2 = o0).

Mit dem Satz von Liouville folgt, dass F' konstant ist und damit auch F = 0 in C. Also
gilt fiir alle z € G
®(z) = F(2)=0.

b) = ¢) Esseizg € G\ v*. Dann gilt mit b), angewandt auf f : G — C mit fo(z) =
(z = 20) f(2):
d¢ = /f
v

¢) = a) Folgt aus ¢ — Ciz € H(G) fiir alle z ¢ G. O

0(¢)
¢— 20

0= 2mif(z) - ind, (z0) = /

Bemerkung und Definition 6.6 Es sei G C C ein Gebiet. Beschrinkte Komponenten
von C\ G heilen Licher von G. Weiter heifit G einfach zusammenhdingend, falls G keine
Locher hat. Insbesondere ist jedes sternformige Gebiet in C einfach zusammenhéngend.
Ist v ein beliebiger geschlossener Pfad in G so, dass Int(y) keine Locher von G enthilt, so
ist 4 nullhomolog in G.

(Denn: ind, ist stetig und ganzzahlig auf C\ ~*, also insbesondere auf A := C\ G. Da ind,
konstant auf jeder Komponente von A ist, liegt eine Komponente entweder ganz in Int(~)
oder ganz in Ext(7y). Also liegen alle beschréinkten Komponenten von A (falls existent) in
Ext(7y). Aus ind, (c0) — 0 fiir z — oo folgt ind,, = 0 auf allen unbeschrénkten Komponenten
von A. Folglich ist Int(y) C G.)

Insbesondere ergibt sich damit: Ist G einfach zusammenhéngend, so ist jeder geschlossene
Pfad in G nullhomolog in G. Nach dem Cauchy Theorem gilt folglich der Cauchysche Inte-
gralsatz auch fiir allgemeine einfach zusammenhéngende Gebiete anstelle von sternférmi-
gen!

Wir wollen nun den Residuensatz beweisen, ein Ergebnis, das man als wiederum Verallge-
meinerung der Cauchyschen Integralformel und des Cauchyschen Integralsatzes auffassen
kann. Im Weiteren werden wir den Satz u. a. nutzen, um gewisse (z. T. reelle) Integrale
bequem zu berechnen. Zunéchst zum Begriff des Residuums.
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Definition 6.7 Es sei 2 C C offen und a eine isolierte Singularitéit von f € H (). Dann
heif3t

Res(f,a) = fug n(a)(—1) ( = zim / F(O)dC¢ fitr 0 < 7 < R := dist(a, 90\ {a}))
[¢—al=r

Residuum von f an der Stelle a.

Beispiel 6.8 (vgl. B.5.2)
1. Hat f an a eine hebbare Singularitét, so gilt

Res(f,a) =0.
2. Fiir p € N sei f(z) =e*/2P (z € C\ {0}). Dann gilt

1 .
(-1

Res(f,0) =

3. Fiir
f(z)zel/zzlJer.Ziu (z € C\ {0})

gilt Res(f,0) = 1.

Satz 6.9 (Residuensatz)
Es seien G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und f holomorph in G\ A fir eine
Menge A C G ohne Hdiufungspunkt in G. Dann gilt fiir alle geschlossenen Pfade v in G\ A

/f:27ri > indy(w) - Res(f,w).

weANInt(y)

Beweis. Es sei Ay := ANInt(y). Dann ist A endlich, da ansonsten Ay nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrass einen Haufungspunkt in G hétte (man beachte Int(y)U~* ist kompakt
in C).

O. E. kénnen wir Ag # () annehmen (fiir Ag = @ ergibt sich die Behauptung aus B. 6.6).
Wir wihlen 6 > 0 so, dass Us(w) C Int(v) fiir alle w € Ap und

|lw—w| > d

fiir alle w,w € Ag, w # @ gilt. Dann hat f fiir alle w € Ag nach S.4.13 eine Laurent-
Entwicklung
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konvergiert dann gleichmé#Big auf allen kompakten Teilmengen von Vj o (w) = C\{w} (vgl.
B. 4.10). Also folgt fiir w € Ay

/m@w::iﬁmFW/@fW

8! - 8!
= fvw)(=1)-2mi ind,(w) = 27 ind, (w) - Res(f, w).
(Man beachte dabei: Fiir v > 1 ist [(z — w) "dz = 0 nach B.3.16.)
Die Funktion g : G\ A — C

9z)=f(2) = Y hu(z)  (z€G\A)

wEAp

ist holomorph in G\ 4, und fiir w € A gilt in V(w)

9(2) =Y fraw@WE-w’ = > hal2).
v=0 WEAg, WAW

Da die rechte Seite holomorph in Us(w) ist, hat g an w eine hebbare Singularitit. Also ist
g holomorph fortsetzbar nach (G\ A) U Ag. Da v nach B. 6.6 nullhomolog in (G'\ A) U Ag
ist (man beachte: (G \ A) U Ay hat keine Locher in Int(7y)), ergibt sich

[a=0

v
aus dem Cauchy Theorem. Folglich ist

O:/f— Z /hw:/f—Qm' Z ind, (w) - Res(f,w).
5 weEAg 5 y weEAg

O

Um den Residuensatz anwenden zu kénnen, ist es wichtig, Techniken zur Berechnung von
Residuen zur Verfiigung zu haben. Fiir Pole gilt:

Satz 6.10 Es sei Q C C offen und a eine isolierte Singularitit von f € H(S).

1. Hat f an a einen Pol der Ordnung p, so ist o(z) := (z—a)? f(z) holomorph fortsetzbar
nach QU {a}, und es gilt

0= (a) 1 qp—1

Res(f.a) = * =7 = =y I e (G =)/ (2).

2. Euistieren eine offene Umgebung U von a und Funktionen g,h € H(U) mit h(a) =0,
W(a) # 0 und f=g/h in U\ {a}, so gilt

Res(f,a) = 9(a) .
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Beweis. 1. Es gilt fir z € V := V) g(a), wobei Ug(a) C QU {a},
p(z) = (z—a)’f(z Z o)z =)™ =3" fv(v-p)(z—a)".
v=—p v=0
Also ist (da die rechte Seite holomorph in Ug(a) ist)

(r=1)(q ar—1
festd o) = w(p - 1()!> N (pf1 1 28 Zor T ((z =)’ 7(2).

2. Ist g(a) # 0, so hat nach Voraussetzung h/g eine Nullstelle der Ordnung 1 an a, also hat
f einen Pol der Ordnung 1 an a. Nach 1. ist

L 9(z) _ . ; 1 _ gl
Res(f,a) = lim (z —a) 5 = lim 9(2) lim 7oy = ey

Ist g(a) = 0, so hat g/h eine hebbare Singularitit an a, da h eine Nullstelle der Ordnung
1 an a hat ([U]). Also ist dann Res(f,a) = 0. O

Beispiel 6.11 1. Es sei f(z) = cotz = cosz/sinz (z € C\ {kn : k € Z}). Dann gilt mit
g(z) = cos z, h(z) = sin z nach S.6.10.2

g(km) = (=1)*, h(km) =0, B (k) = cos(km) = (—=1)*

und damit

g(k)
W (k)
2. Es sei f(2) = 1/(1 4 22) (2 € C\ {&i}). Dann gilt mit g(z) = 1, h(z) = 1 + 22 nach
S.6.10.2

Res(f, km) = =1 (keZ).

1 i
+i)=4— = F—.
Res(f, £1) 5 = T3

Dies sieht man auch leicht direkt mittels Partialbruchzerlebung: Es gilt

o) = = s = — 2 —
VT T )e—0) 2240 2z2-4
also
i1 dz )
Reshi) = 5z [ Sds=—gn [ 1=
|z i|=1 |z—i]=1

(und entsprechend fiir —1).
3. Essei f(2) =1/(1+ 22)? (2 # 4i). Dann hat f an #i Pole der Ordnung 2. Es gilt nach
S.6.10.1
) .d . .
Res(f,i) = lim — ((z —4)*f(2)) = lim — ((7

z—1 A2 z—i dz
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7 Anwendungen des Residuensatzes

Wir werden nun zeigen, dass man den Residuensatz insbesondere dafiir nutzen kann, unei-

7f(:£)da:

zu berechnen. Vorbereitend betrachten wir geeignete geschlossene Pfade.

gentliche Integrale der Form

Bemerkung 7.1 Fiir R > 0 seien

Vi) = (B te (O
Rcost, te(—m,0]

und

_ Re,  te (—m0)
Vg (1) =
Rcost, te (0,7

Dann sind 'ﬁ; geschlossene Pfade in C und nach der Substitutionsregel gilt

/Ofw;s(t) ) dt = /f und /f i () () (8) dt = /f

Also ergibt sich fiir f stetig auf Kr(0) U [-R, R]
Jrfr |
Kr(0)
Insbesondere ist fiir z € Ur(0) mit Im(z) > 0 (da z € Ext(vy))
indy;(z) = indg,0)(2) — ind%; (z)=1.
Satz 7.2 Es sei E := {z € C : Im(z) > 0}, und es sei A C E° endlich. Ferner sei

f € H(G\ A), wobei G ein einfach zusammenhingendes Gebiet mit E C G ist, und so,
dass Konstanten Ry, M > 0 und o > 1 existieren mit

()] < f‘f ( € |2l > Ro).

Dann existiert [ f(x)dz, und es gilt

—0o0

/f )dz = 2mi Y Res(f,w)

weA
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Beweis. Zunichst folgt aus |f(z)| < M/|z|* fir z € R,|x| > Ry und der Existenz der
0 -1 [ee) 0
Integrale [ dx/z*und [ dx/|z|* auch die Existenz der Integrale [ f(z)dz und [ f(z)dz

1 —0o0 0 —00

(man beachte dabei: f ist stetig auf R).
O.E. kénnen wir davon ausgehen, dass |w| < Ry fiir alle w € A gilt. Fiir R > Ry betrachten
wir den Pfad 7} aus B. 7.1. Dann folgt aus dem Residuensatz und B. 7.1

weA

/f =2mi »_ Res(f,w) fiir alle R > Ro.
a
Tr

Weiter gilt

™

. . M Mmr
ity it
‘/f(Re )iRe dt‘gRa-sz pat 0 (R o).
0

Also erhalten wir
R R x
27 Z Res(f,w) — / f= /f — /f = /f(Reit)iReitdt =0
weEA “R ’YE —R 0

fiir R — oo, woraus die Behauptung folgt. O

Bemerkung 7.3 Insbesondere ldsst sich S.7.2 bei Integranden der Form

(z) P(z) P(x)

() Q(x) Q(x)

anwenden, wobei a > 0 ist und wobei P und @ Polynome sind mit deg(Q) > deg(P) + 2

und Q(z) # 0 (x € R).
(Denn: Es sei

)

flw) = e

= cos(ax) + 4 sin(ax)

O

A:=2Z(Q) NE°
die Menge der Nullstellen von @ in der oberen Halbebene E°. Dann ist
P(z)
Q(2)

holomorph in Gj \ A, fir G5 := {z : Im(z) > —J} mit einem § > 0. AuBlerdem gilt fiir
Im(z) > 0,z = x + iy mit einem M >0

f(z) 1= i

e PGL _ IPGQL M
HEI= a6 = 1ee) = T

fiir |z| geniigend grofl. Damit sind alle Voraussetzungen von S.7.2 erfiillt.)
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Beispiel 7.4 Fiir a > 0sei f: C\ {£i} — C definiert durch

iaz

6=

Dann ist f wie in B. 7.3. Also gilt nach S.7.2 (man beachte, dass

(z € C\ {£i}).

o0

/ sin(az)/(1 4+ 2?)dx =0

— 00

gilt, da der Integrand ungerade ist)

T cos(ax) T er : .
/ 1+ 22 de = / T2 dx = 2miRes(f,1).
Weiter ist (etwa nach S.6.10.2)
eiaz e~ @
R 1) = =
S =5~
also -
cos(ax) u
/ T2 doe =me™* .

Eine weitere interessante Klasse von Integralen, die mittels des Residuensatzes oft leicht
berechnet werden kénnen, sind Integrale der Form
2 o
/R(cost)dt bzw. /R(sint)dt,
0 0
wobei R eine rationale Funktion ist. Beachtet man, dass
cost:%(z+%), sint:%(z—é)

fiir z = e gilt, so ergibt sich mit
y 1 1 1 o 1 1 1
R(z)=-R(5(+3)) v R7()=-R(5(:-7))

dabei (falls R* bzw. R** stetig auf |z| = 1 sind)

/R*(z)dz = z/R(%(z—&-%))% = i7R(cost)dt (7.1)
|z|=1 |z|=1 0
bzw.
/R**(z)dz - i/R(%(z—é))% - i/R(sint)dt (7.2)
[z]=1 |z|=1 0

Dies beweist schon im Wesentlichen folgenden
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Satz 7.5 FEs sei R eine rationale Funktion.
1. Ist 1 1 1
R'(z) = —R(5(:+ 7))
(2) z 2 (Z + z)

holomorph in U,.(0) \ A* fiir eine endliche Menge A* C D und ein r > 1, so gilt

27
/R(cos t)dt =27 Z Res(R*,w) .
0 weA*

2. Ist 1 1 1
R*™(z) == R<2—l(z - 7)>

z z
holomorph in U,.(0) \ A** fiir eine endliche Menge A** C D und ein r > 1, so folgt

27

/ R(sint)dt =2r Y Res(R™,w).

0 weA**

Beweis. Die Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus (7.1) bzw. (7.2) und dem Resi-
duensatz, angewandt auf R* bzw. R** und G = U,.(0) sowie v(t) = €% (¢ € [0, 27]). O

Beispiel 7.6 1. Fiir 0 < p < 1 betrachten wir das Integral

2m
/ dt
1—2pcost+ p2~
0
Ist
R(cost) = .t
1 —2pcost + p?
und
1 1 1 1

R <Z)_;R(§(Z+;)) Tz 1-p(z+1/2)+p2  (z—p)1—pz)’

so hat R* die beiden einfachen Pole p < 1 und 1/p > 1. Also gilt nach S.7.5 und S.6.10.1

2

dt 1 2
/—zQﬂ-Res(R*,p):%’- =T
1 —2pcost + p? L—pz,_, 1-p?
Fiir die Funktion
P( t)~—i (0<p<1,0<t<2n)
P " 1—2pcost + p2 P N = = AT
folgt also
27
1 /P( Bt =1
o Py =
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fiir alle p. Diese Funktion, der sogenannte Poisson-Kern, spielt eine wichtige Rolle in der
Theorie harmonischer Funktionen.
2. Fiir p € Nund a > 1 betrachten wir das Integral

2
/ dt
(a+ cost)P

0

Hier ist 1
R(cost) = ————
(cost) (a+cost)p’
also
1 1 PPl 2P Pl

R(z) = z (a+ (z+1/2)/2)P - (22 4+2az+1)P B (z —w1)P(z — wg)P

mit wy = —a+va?—-1€ (-1,0) und wy = —a —Va? —1 < —1.
Also ergibt sich aus S.7.5 und S.6.10.1

27

dt 2 ar=1 2P zp—1
/ ————— =27 -Res(R*,w;) = T T ( i ) .
) (a + cost)P (p—1)! dzPr=t \ (2 — w2)P/ |z=w,
Fiir p = 1 erhalten wir
2
/ dt 9 2 2m
_—_— T . = ,
a+ cost a2 -1 Va2-1
0
und fiir p = 2 folgt
2
/ dz d 4z
T = or.= (7)
(a + cost)? dz \(z — wg)?/ |z=w,
0
_ 9.4 —wl—w23: 2ma .
(w1 — ’LUQ) a2 —1

Wir kommen zum Schluss dieses Abschnittes zu zwei interessanten funktionentheoretischen
Anwendungen des Residuensatzes.

Satz 7.7 (Argumentprinzip)
Es sei G C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet, und es sei f meromorph in G. Ist
v ein geschlossener Pfad in G\ (Z(f) U P(f)), so gilt

% J;j = Z ind, (w) - n(w) — Z ind, (w) - p(w),

5 weZ(f)NInt(y) weP(f)NInt(y)

wobei n(w) = ny(w) die Ordnung der Nullstelle w von f und p(w) = py(w) die Ordnung
der Polstelle w von f bezeichnet.
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Beweis. 1. Ist a eine Nullstelle von f der Ordnung n(a), so existiert eine in einer offenen
Umgebung U von a holomorphe Funktion g mit ¢g(z) # 0 in U und

f2)=(-a"Yg() (z€U).

Also folgt
f'z) _ nla) 4Gz
= + inU\{a}.
o) " z-a g M
d.h. f'/f hat an a einen Pol der Ordnung 1, und es gilt

Res(J;l, a) =n(a).

2. Ist a ein Pol der Ordnung p(a) von f, so existiert ein in einer Umgebung U von a

holomorphe Funktion g mit g(z) # 0 in U und

fo) = 29 v ().

(z — a)P(a)
Aus

o 90 ol (€U (o)

folgt
OO O R
f(Z) - g(z) s—a ( GU\{ })7
d.h. f’/f hat wieder einen Pol 1. Ordnung an a mit

/

Res(?,a) = —p(a).

3. Ist 7y ein geschlossener Pfad in G\ (Z(f) U P(f)), so gilt nach S. 6.9 und 1. und 2. (man
beachte: Z(f) U P(f) hat keine Hiufungspunkte in G)

LMl Y b oaw - Y mdw)opw). O

2me f
v weZ(f)NInt(y) weP(f)NInt(v)

Bemerkung und Definition 7.8 Fiir geschlossene Pfade v mit ind,(z) = 1 fiir alle z €
Int(vy) (wir nennen solche Pfade einfach geschlossen) ergibt sich unter den Voraussetzungen

von S. 7.7
1 I
%/ff - Yoo onw) — Y pw). (7.3)

weZ(f)NInt () wEP(f)NInt(y)

d.h. das Integral auf der linken Seite gibt die Differenz zwischen der Anzahl der Nullstellen
und der Polstellen von f in Int(y) (inkl. Vielfachheiten) an.

Ist unter den Voraussetzungen von S. 7.7 zusitzlich f holomorph in G (m. a. W. P(f) = 0)
und ist 7 ein einfach geschlossener Pfad in G \ Z(f), so erhalten wir aus (7.3)

1 [ f
%/7 = Z n(w) . (7.4)

weZ(f)NInt(y)
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d.h. das Integral auf der linken Seite ,,z&hlt“ die Nullstellen von f in Int(vy) (inkl. Vielfach-
heiten).

Als Folgerung aus dem Argument-Prinzip (bzw. (7.4)) erhalten wir

Satz 7.9 (Rouché)
Es sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, und es seien f,g € H(G). Ferner
sei vy ein einfach geschlossener Pfad in G so, dass

[f(2) =9 < [f(2)] fiir alle z € v" .

Dann haben f und g die gleiche Anzahl von Nullstellen in Int(vy) (incl. Vielfachheiten), d.

h.
Nooonpw)y = > ng(w).

weZ(f)NInt(y) weZ(g)NInt(y)

Beweis. Fiir ¢ € [0, 1] betrachten wir die Funktionen ¢, € H(G) mit
pri=f+ilg=f)=f—th
mit h:= f — g. Fiir z € v* gilt

[pe(2)] = [f(2)] = th(2)] = [f(2)] = |[h(2)] > O,

so dass ¢; auf v* keine Nullstellen hat. Nach (7.4) gilt fiir ¢ € [0, 1]

L[ ¢i(2)
el dz = =: N().
2w ot (2) : Z ) "
5 weZ(pe)NInt(7y)
Die Funktion N : [0,1] — Ny ist stetig.
(Denn: Sind ty,t2 € [0,1], so gilt

) (t2 —t1)( flh fr') fH =

e |- | SN F LSS

ari(vies - )| = | [ G o | < el =il 20
Dies zeigt die (Lipschitz-)Stetigkeit von N.)
Da [0, 1] zusammenhéingend ist, ist N(t) = const auf [0, 1], also insbesondere

Y. ng(w) =N(1)=N(0) = Y nyw).
w€EZ(g)NInt(y) weZ(f)NInt(y)
O

Wir geben einige typische Anwendungsbeispiele zum Satz von Rouché.
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Beispiel 7. 10 1. Wir beweisen noch einmal den Fundamentalsatz der Algebra. Also: Es
sei P(z) = Z a,z¥ ein Polynom vom Grad n € N. Dann ist >, n(w) =n, d.h. P hat

weZ(P)
n Nullstellen 1nk1. Vielfachheiten.
(Denn: Ist Q(2) := a,2"™, so gilt fiir R geniigend grof
n—1
P(2) = Q) = | > az’| < lan2"| = 1Q(2)] (I =R).
v=0

Also ergibt sich aus S. 7.9 (mit y(t) = Re®)
Y np(w) = Y. now) = ng(0)=n)

weZ(P)NUR(0) wEZ(Q)NUR(0)

2. Wir betrachten die (transzendente) Gleichung
e =1+2z.

Wir suchen alle Losungen in D. Offensichtlich ist z = 0 eine Losung. Mit f(z) = 2z und
g9(z) =142z —e* gilt fiir |2| =1

1f(2) =9(z)] = |e* = 1] < 2=[f(2)|
(beachte: fiir |z| < 1 gilt

le” — 1] SZ%:e‘Z‘—lge—l<2).

Also haben f und g die gleiche Anzahl von Nullstellen in I, ndmlich eine. Folglich ist z = 0
die einzige Losung der Gleichung in D.

Wir studieren zum Abschluss einige Auswirkungen des Satzes von Rouché auf Funktionen-
folgen.

Satz 7.11 Es sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, und es seien f,, € H(G)
mit f, — f lokal gleichmdfig auf G. Ist v ein einfach geschlossener Pfad in G und ist
f(z) # 0 fir alle z € v*, so haben f und f, fir n geniigend grof die gleiche Anzahl von
Nullstellen (inkl. Vielfachheiten) in Int(v).
Beweis. Da f stetig auf v* ist, gilt
d := min |f(z)| > 0.

zey*
Da v* C G kompakt ist, existiert ein N = N(§) > 0 so, dass
(2) = ful2)] <6

fiir alle n > N gilt. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz von Rouché (S. 7.9). m|

max
zey*
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Beispiel 7.12 Es sei

v

‘ I

! (z€C).

<

fRy=e =)
v=0

Dann gilt fiir die n-ten Teilsummen s,(z) = > z¥/v! nach S. 7.11, angewandt mit v(t) =
v=0

Re® (t € [0,27]): Fiir alle R > 0 existiert ein N = N(R) so, dass s, fiir alle n > N

in |z| < R keine Nullstelle hat (d.h. die Nullstellen, die nach dem Fundamentalsatz der

Algebra ja existieren, riicken mit wachsendem n immer weiter ,, Richtung co*).
Als Folgerung aus S. 7.11 erhalten wir insbesondere

Satz 7.13 (Hurwitz)

Ist G C C ein Gebiet und ist (f,) eine Folge in G holomorpher Funktionen mit f, — f
lokal gleichmdfSig auf G und Z(f,) = 0 fiir oo viele n, so ist entweder f =0 in G oder es
ist Z(f) = 0.

Beweis. Es sei f # 0 in G. Angenommen, f habe eine Nullstelle zp, etwa der Ordnung
m € N. Ist r > 0 so, dass f(z) # 0 in U.(20) \ {20} gilt, so folgt aus S. 7.11 (angewandt
auf y(t) = z9 + re®), dass f, fiir n geniigend gro in U,.(zy) ebenfalls m Nullstellen hat.

Widerspruch! o
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8 Harmonische Funktionen und Dirichlet Problem

Ist f € C1(£2), wobei 2 C C offen ist, so wisssen wir bereits, dass f genau dann holomorph

in  ist, wenn
of _,of
oy Oz

gilt, also genau dann, wenn f die homogene partielle Differenzialgleichung 0f = 0 mit

._l(iﬁ_ﬁ)_l(ﬁﬂﬂ)
T2V ox oyl 2'0x Oy

Ql

16st. Wir betrachten jetzt Losungen einer anderen homogenen partiellen Differenzialglei-
chung, der sog. Laplace-Gleichung.

Definition 8.1 Es sei Q2 C R? offen. Eine Funktion f € C?(Q,K) heifit harmonisch, falls

~

d 92 d
Af=Y" = 0f=0aufQ
j=1

L=
T

o)

j=1
gilt. Wir setzen

Har(Q?) := Har(Q,K) := {f : @ —» K: f harmonisch}.

Wir werden uns im Folgenden auf den Fall d = 2 (also Q@ C R? = C) beschriinken. Hier
gibt es enge Verbindungen zu holomorphen Funktionen:

Bemerkung 8.2 Es sei (2 C C offen. Dann gilt
1. H(Q?) C Har(Q).
2. Ist f € Har(92), so ist
of .of

3. Ist f = u+iv mit u,v € C?(,R), so sind Aquivalent
a) f € Har(Q),
b) f € Har(9),
¢) u,v € Har(Q, R).

Dies zeigt, dass man sich (anders als im Falle holomorpher Funktionen) im Wesent-
lichen auf die Untersuchung reellwertiger harmonischer Funktionen beschrénken kann.



8 HARMONISCHE FUNKTIONEN UND DIRICHLET PROBLEM 60

(Denn:
1. Ist f holomorph in €, so gilt nach S. 1.19
of .0 o
= = f Q.
3y i o if’ au
Da auch f’ holomorph ist, erhdlt man wieder mit S. 1.19
R P
oy Oy - 0x 0x%
2. Es gilt g£7 gi € C1(Q) und
. of Z@f 82f+32f ——i&+82f— 87f_ of
896 Ox Oy * 922 oxdy  Oy?  Oydxr Oy \Ox 0y
Also 1st = af € H(f2) nach S. 1.19.

Als Folgerung erhalten wir

Satz 8.3 Es sei G C C ein Gebiet, und es sei u € Har(G,R). Dann sind dquivalent:
a) u=Ref firein f € HG).

b) 8—U — 8— hat eine Stammfunktion in G.
Ox 5y

In diesem Fall ist f aus a) eine Stammfunktion.

Beweis. Zuniichst gilt fiir beliebiges f € H(G)

ORef of ,
or ~ Regy ~Re/
und
ORef . Of _ N ,
9y —Reay—Re(zf)_ Im(f").
a) = b): Ist u = Ref, so folgt
ou ou
£—za—y—Ref +ilmf = f'.

b) = a): Ist f eine Stammfunktion zu % —1 gZ auf G (ohne Einschrinkung so, dass

Ref(z0) = u(zo) fur ein zp € G), so gilt
Ref' +ilmf = f' = % —ig—z,
1
ae ORef du  ORef du
oxr  ox’ oy oy’
und damit ist (siehe Analysis) u — Ref = const = u(zg9) — Ref(zp) = 0. O
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Bemerkung 8.4 1. Ist G C C ein sternférmiges Gebiet, so hat % —1 %Z € H(G) nach S.
3.1 eine Stammfunktion, also ist u = Ref fiir ein f € H(G).

2. Im Allgemeinen ist nicht jede Funktion u € Har(G,R) von der Form u = Ref fiir ein
f € H(G). Ist etwa G = C\ {0}, so ist u : G — R mit

u(z) :=1In|z| (2 #0)
harmonisch in G' mit o o )
uw . Ou 1

Bekanntlich hat z — 1/z keine Stammfunktion in G, und damit existiert kein f € H(G)
mit u = Ref.

Satz 8.5 Es sei G C C ein Gebiet, und es sei f € Har(G).

1. (Mittelwert-Formel)
Ist zg € G, so gilt fiir alle 0 < r < dist(z0,9G)

2m

f(z0) = %/f(zo + rett)dt. (8.1)

0

2. (Identititssatz)
Ist g € Har(G) und gilt fiy = gu fiir eine offene Menge U C G, so ist f = g.

Beweis.

1. Es sei u = Ref, und es sei zp € G. Da U,(z9) mit p := dist(z0,0G) sternférmig ist,
existiert eine Funktion h € H(U,(z9)) mit u = Reh auf U,(z) (B. 8.4). Also ergibt sich
nach der Mittelwert-Formel (1.1) fiir 0 <r < p

2w

u(z0) = Re(h(z0)) = Re (% /h(zo + re“)dt) = % /Re h(zo + re't)dt.
0

™

Eine entsprechende Argumentation gilt fiir Im f. Zusammensetzen liefert dann die Behaup-
tung fiir f.

2. Ohne Einschriankung sei g = 0 (ansonsten betrachte man f =f-9).

Wieder sei u := Ref. Dann ist nach B. 8.2.3

Da U offen ist, folgt aus fjy = 0 auch hjyy = 0. Nach dem Identitétssatz fiir holomorphe
Funktionen ist h = 0 auf G, also ist
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und damit (siehe Analysis) u = const auf G. Aus u(z) = 0 auf U folgt u = 0.
Entsprechendes gilt wieder fiir Im f. o

Bemerkung 8.6 Fiir analytische — und damit fiir holomorphe — Funktionen gilt bekannt-
lich eine stéirkere Version des Identitdtssatzes (S. 1.7). Ein entsprechendes Resultat ist im
Allgemeinen nicht giiltig fiir harmonische Funktionen. So gilt etwa fiir v, v € Har(C) mit

u(z) = Rez, v(z) =0 (€ C)

zwar fiir u(z) = v(z) fiir z € iR, aber u # v.

Satz 8.7 (Maximum-Prinzip)
Es sei G C C ein Gebiet. Dann gilt:

1. Istu: G = R harmonisch und hat u ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum,

S0 1st u = const.

2. Ist G beschrinkt und ist u € C(G,R) harmonisch in G, so existieren *, (. € OG mit

u(¢") = maxu(z) und u(C.) = minu(z) .
zeG zeG

Beweis.

1. Wie im Beweis zu S. 2.8 sieht man unter Verwendung der Mittelwert-Formel (8.1): Hat
u ein lokales Maximum an zp € G, so gilt u(z) = u(zo) auf U, (zo) fiir ein r > 0. Nach S.
8.5.2 ist dann u(z) = u(zp) auf G.

Da mit u auch —u harmonisch ist, gilt dies auch im Falle der Existenz eines lokalen Mini-
mums.

2. Wie Beweis zu S. 2.9. O

Bemerkung 8.8 Ist G sei beschrinktes Gebiet und ist f € C(G) harmonisch in G, so
folgt aus flag = 0 schon f =0.

(Denn: Ist u := Ref, so ist w = 0 auf JG. Damit ist nach S. 8.7.2 auch v = 0 auf G
Entsprechendes gilt fiir Im f.)

Eine der zentralen Fragestellungen ist die nach der ,,harmonischen Fortsetzbarkeit® stetiger
Funktionen.
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Definition 8.9 Es sei G C R? ein Gebiet, und es sei ¢ : 0G — K stetig. Unter dem
Dirichlet-Problem D(G, ¢) versteht man die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit

von Funktionen f € C(G) mit
Af=0 auf G

und
floc =¢

(also f harmonisch in G mit Randwerten ¢).

Wir betrachten wieder nur den Fall d = 2. Die Frage der Eindeutigkeit l4sst sich — jedenfalls
fiir beschrénkte Gebiete — leicht kldren.

Satz 8.10 Ist G C C ein beschrinktes Gebiet, so existiert fiir alle ¢ € C(0G) hdchstens
eine Losung von D(G, ).

Beweis. Es seien f1, fo Losungen. Dann ist f; — fo € C(G) mit f; — fo € Har(G) sowie
(f1 — f2)|aG = 0. Also ist f; — fo = 0 auf G nach B. 8.8. O

Bei der Suche nach Losungen werden wir (aus Zeitgriinden) sehr bescheiden. Wir betrachten
speziell den Fall G = . Wie konnte eine Losung aussehen?
Wir betrachten eine Folge (ay,)nez in K mit

lim {/|a,| <1 und lim {/|a_,| <1.

vV—0o0 vV—00

Dann haben die beiden Potenzreihen
o0
Ot (2) = Z a,z”

v=0
und

o0

D7 (2) := Zﬂz"

v=1

Konvergenzradius > 1, d.h. es gilt ®+, &~ € H(D). Setzt man
$:=0" + D,

so ist ® € Har(D) nach B. 8.2, und es gilt
Oz) =Y a2’+» a7  (2€D)
v=0 v=1

mit gleichmafBiger Konvergenz der Reihen auf kompakten Teilmengen von D.
Konvergiert die Reihe

oo oo o0
p(w) = Z a,w’ = Za,,w” + Z a_,w”’
v=0 v=1

v=—00
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fiir gewisse w € S = 0D, so kann man zumindest die Hoffnung hegen, dass fiir solche w gilt
D(2) = o(w) (z = w).

Dies wollen wir genauer untersuchen.

Bemerkung und Definition 8.11 1. Wir setzen
R(S) :=R(S,K) :={¢: S =5 K:t+ ¢(e") € R|-m, 7]}

und betrachten — etwas allgemeiner als frither — fiir ¢ € R(S) die Fourier-Koeffizienten
A(V) o i (C)Zu|d<‘ . i f ( it) 7’£tht
pw) =g [ ¢ =5 | wlef)e .

Es gilt dabei

d.h. die Folge (p(v )) ist beschrinkt.
2. Es seien f € C(D) und g € R(S). Dann setzen wir

(f *9)(= /fzc OldC| (2 D).

(Man beachte: Fiir z € D fest ist
t f(ze™")g(e") € R[-m,],

also existiert das Integral.)
Weiter betrachten wir P : D — C mit

oo oo
z) = Z 2¥ + ZE”.
v=0 v=1

Dann ist P € Har(D) (nach der Vorbemerkung mit a,, = 1 fiir alle n € Z), und es gilt fur
@ € R(S) und fiir z € D

(Psi)(z) = <Zz”<> |d<+/<§jz”<) ¢)ldc|
(8.2)

= ) 2¢(v) Zz p(—

(da S 2*¢" und 3. 7¥¢¥ gleichmiBig auf S konvergieren.)
v=0 =1

Wie in der Vorbem:erkung gesehen ist damit auch P * ¢ € Har(D).
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Satz 8.12 Es sei ¢ € R(S). Ist ¢ stetig an w € S, so ist

lim (P * ¢)(z) = p(w).

zZ—rw

Insbesondere ist im Falle ¢ € C(S) die Funktion P x ¢ Lésung des Dirichlet-Problems
D(D, ).

Beweis.
1. Es gilt zunéchst

(i) P(z) = |11__j2 >0 (zeD),

(i) 5 / PO =1 (s€D),

S

(iii) Fiir allew € S und § >0 gilt lim sup P(z() = 0.

EOWC—w]>6

Zu (i): Fur z € D ist

= (1 12
Ple) = 112 el : Z|1+—Z;E|l2 o |11—z:2 >0
Zu (ii): Es gilt mit p(z) =1 und (8.2) (da ¢(v) = do.»)
or [ PO = (Prp)) =1
5
Zu (iii): Ist |z — w| < /2, so folgt fiir alle ¢ mit |( —w| > ¢
|l A el 1— |22 1— |2

P(z() = 1z =22 " (C—wl—Jw—2))2 = 0°/4

und damit

-0 (z = w).
2. Es sel nun ¢ stetig an w, und es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein § > 0 mit
lp(C) — p(w)| <& fiir alle ¢ € S mit | —w| < 6.

Fiir z € D erhalten wir

(Pre)e) - pw)] 2[5 [ PEOC) - otw)ldd|

S

f\
INZ
=

2 / P(0)|(C) — plw)|dC]-
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Dabei ist fiir A e D

% / P(2C) |(¢) = p(w)] (] < e
—

[¢—w|<é <e

Auflerdem existiert nach (iii) ein ¢’ > 0 mit

sup P(z() <e fir alle z € D mit |z —w| < ¢'.
[(—w[>6

Also gilt fiir |z —w| < ¢

o [ PERe0) - elw)]dd] < 2 el
s S— N —————

IC-w|28 < <2[¢llo.s

Insgesamt ist damit fiir z € D mit |z — w| < §’

[(Px ¢)(2) = p(w)] < e(1+2[[¢loo.s) -

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. m]

Bemerkung 8.13 1. Ist z = pe’” € D und ¢ = €%, so ist

= o 1P 1-p
T— P L= pe0 0P

= L= =: P(p,9 — t)
 1-—2pcos(d—t)+p> P ’

wobei )
_ 1—p

P =

(p:5) 1 —2pcos(s) + p?

als Poisson-Kern bezeichnet wird (vgl. B. 7.6).

2. Es sei G C C ein beschrinktes Gebiet. Ist & : G — D holomorph und bijektiv und so,
dass h zu einer stetigen und bijektiven Funktion von G nach D forgesetzt werden kann, so
ist fiir p € C(9G) mit ¢ := o (hy)

(Pxip)oh

die Losung des Dirichlet-Problems D(G, ).
(Denn: 1 ist stetig auf S. Nach S. 8.12 ist P o ¢ Losung von D(D, ). Da h holomorph in
G ist, ist (P %) o h harmonisch in G ([U]). AuBerdem gilt

(P ) (h(2)) = ¥ (h(w)) = p(w) (2 —w)

fiir alle w € OG, da h stetig auf G ist.)
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Ist speziell G = U, (z) fiir z9 € C,r > 0, so hat h mit

hz) = =2 (2 €T (20))

r

offenbar obige Eigenschaften. Ist also ¢ € C(K,(20)), so ist durch

o) = 5 [ P(S220) el +r0)ldCl (= € Unlao)

S

die Losung von D(Ur(zo), <p) gegeben.

3. Ist f stetig auf U, (zp) und harmonisch in U, (zp), so gilt nach 2.

1) = 5z [P(E220) e +70lde] (2 € Urlea) (83)

T o
5
da beide Seiten Losungen von D (U, (20), f, (z)) sind. Die Darstellung (8.3) heiBt Poisson-
Integralformel fiir f.
Wie im Beweis zu S. 2.15 ergibt sich damit auch: Ist (f,,) eine Folge in Har(Q2) mit f, — f
lokal gleichmiiBig auf ©, so ist auch f € Har(Q). ([U])
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9 Konforme Abbildungen und Mdbius-Transformationen

Es seien G und D Gebiete in C. Dann nennt man eine bijektive, holomorphe Funktion
¢ : G — D auch eine konforme Abbildung von G auf D. Wir beweisen zunéchst:

Satz 9.1 Ist ¢ : G — D konform, so ist Z(©') =0 (d. h. ©'(z0) # 0 fiir alle 29 € G) und
0™l : D — G ist ebenfalls konform.

Beweis. Es sei zg € G. Nach S. 3.9 ist ¢(z) = wo + "™ (2) = 0,9’ (20) # 0 fiir eine
Umgebung U von zp und ein m € N. Angenommen, ¢’(z9) = 0. Dann ist m > 2. Da (U)
eine Umgebung von 0 ist (S. 3.10), existieren w, we?™/™ € (U). Sind 21,2, € U mit
P(21) = w,(22) = we2™ /™ 50 ist (21) = @(22). Widerspruch.

Damit ist (wieder nach S. 3.10) ¢ ~! holomorph auf einer Umgebung von wg = ¢(zp). Da
20 € G beliebig war, ist ¢~ € H(D). O

Bemerkung 9.2 Zwei Gebiete G, D heiflen konform dquivalent, falls eine konforme Ab-
bildung ¢ : G — D existiert. Nach S. 9.1 und der Kettenregel ist durch

G ~ D & G, D konform dquivalent

eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Gebiete in C definiert.

Beispiel 9.3 1. Fiir ¥ € R sei ¢(2) = ¢y(2) = ¢’z (2 € D). Dann ist ¢ : D — C

konform mit ¢(0) = 0. Umgekehrt folgt aus dem Schwarzschen Lemma (siehe [U], A16):
Ist ¢ : D — D konform mit ((0) = 0, so ist ¢(z) = €™ fiir ein ¥ € R ([U]).

2. Es seien G ={z € C:|Im(z)| <7} und D =C_ = C\ (—00,0]. Dann ist exp : G — D
konform (vgl. B. 3.4).

3. Es seien G =D* :=C\ D und D := C\ [-1,1]. Dann ist durch

W):%(w%) (€ Q)

eine konforme Abbildung ¢ : G — D definiert (die sogenannte Joukowski-Abbildung; [U]).

Bemerkung und Definition 9.4 Es seien a,b, c,d € C mit

b
det(a )zad—bc;«éo.
c d

Dann heifit die Abbildung ¢ : Coo — Co mit

az+b

@(Z):CZer

(z € Cxo)
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(wobei p( — £) := 00, p(00) 1= % mit & =0, & := oo fiir & € C\ {0}) eine Mébius-
Transformation.
Jede Mobius-Transformation ¢ bildet Co, bijektiv auf Co ab. Ist p(2) = gjj:db, so gilt dabei
—dw+b
—1
=— C
pw)= T (el

(nachrechnen). Offensichtlich ist ¢ holomorph auf C\ { — ¢}, und damit ist ¢ eine kon-
forme Abbildung von C\ { — %} auf C\ {¢}. AuBerdem ist ¢ : (Coo,x) — (Coo, X) ein

Homoéomorphismus.

Spezielle Klassen von Mobius-Transformationen ergeben wichtige konforme Abbildungen
auf die Einheitskreisscheibe:

Satz 9.5 1. Fiir o € D ist durch
zZ—«
1—az

p(2) = pa(2) = (2 €D)

eine konforme Abbildung oo : D — D definiert mit ¢o(a) = 0 und o, (w) =
1’1‘%"; (weD), d h ot =p_q4.

2. Fir g € H:= {Imz > 0} ist durch

o) =) =L (zem)

eine konforme Abbildung pg : H — D definiert mit pg(f) = 0 und @El(w) =
B=bw () e D).

1—w

Beweis. 1. Es gilt fiir [2| =1

lz—a|= |z| |1 —az|=]|1—-az|,
~—~
=1
also |¢(2)| =1, d. h. ¢(dD) C OD. Weiter ist nach B/D 9.4

Pl = 2= (weD),
also von der gleichen Form. Damit ist auch ¢~}(dD) C dD und folglich p(dD) = ID.
Aus p(a) = 0 € D und der Gebietstreue holomorpher Funktionen (B. 3.11.2) folgt dann
o(D) =D () )
2. Firxz € Rist |[z— | = |[x— 8], d. h. o(R) C 9D. Aulerdem ist ¢(c0) = 1, also ¢(0H) =
¢(RU{oo}) C D (8 bezeichnet den Rand in Cy). Da ¢(R U {o0}) zusammenhéngend
ist und a:grinoo o(x) =1 gilt, folgt Y(JoH) = ID. Aus p(8) = 0 € D ergibt sich wie in 1.

damit auch p(H) = D. O
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Beispiel 9.6 1. Durch _
z—1

)= (zeH)

ist eine konforme Abbildung von H auf D definiert. Dabei gilt (i) = 0 und

1+w
-1 =7 — D).
o (w) =1 - (we D)

2. Durch -
< v
v=1
ist eine konforme Abbildung ¢ : D — C\ (—oo,—1/4] definiert, die sogenannte Koebe-

Funktion.
(Denn: Es gilt

o2 = i)? () e

Also ist 4 = @3 0 3 0 1, wobei

_1+z
T 12z

p1(2) (z € D),
also 1 : D — {w : Re w > 0} konform nach 1. und ¢z (w) = w?, also ¢3 : {Re w > 0} —
C\ (=00, 0] konform, und ¢3({) = ¢ — 1, also 3 : C\ (—00,0] = C\ (—o0, —1] konform.)

Bemerkung 9.7 Man kann sich fragen, ,,wieviele” konforme Abbildungen zwischen G und
D (wenn iiberhaupt) existieren.
Sind 1,2 : G — D konform mit ¢1(29) = 0 und ¢a(z9) = 0 fiir ein 29 € G, so ist
a0t - D — D konform mit oy 0 97 *(0) = 0. Also ist ¢ 0 ;! nach B. 9.3.1 eine
Drehung, d. h.

pa(z) = €Vpi(2)  (2€Q)

fiir ein ¥ € R. Umgekehrt gilt natiirlich auch: Ist ¢1 : G — D konform mit ¢1(z9) = 0
und ist @y = e fiir ein ¥ € R, so ist @2 : G — D konform mit ¢(z9) = 0. Durch
geeignete Wahl von o ldsst sich ¢ also stets so normieren, dass ¢(z9) = 0 und ¢'(z9) > 0
gilt (dadurch ist ¢ eindeutig festgelegt).

Beispiel 9.8 Nach S. 9.5.1 und B. 9.7 ist ¢ : D — D konform mit ¢(«) = 0 fiir ein « € D

genau dann, wenn ¢ von der Form

fir ein ¢ € R ist.
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10 Der Riemannsche Abbildungssatz

Wir werden nun den Satz von Arzela-Ascoli verwenden, um einen wichtigen Satz von Montel
zu beweisen. Dieser wird wiederum die Grundlage zum Beweis des Riemannschen Abbil-
dungssatzes iiber die konforme Aquivalenz einfach zusammenhéngender Gebiete sein.

Satz 10.1 (Montel fiir holomorphe Funktionen)
Es sei G C C ein Gebiet. Ist F C H(G) beschrinkt auf jeder kompakten Teilmenge K von
G (d. h. Fk ist beschrankt in C(K,C)), so ist F normal (in C(G,C)).

Beweis. Nach B. B.6.2 reicht es zu zeigen, dass F gleichgradig stetig ist. Es sei zg € G.
Ist Urlz20] C G, so ist ¢ := sup || f|loo,vg[z] < 00- Ist 0 < 7 < R, so ergibt sich aus S. 2.1
feF

fir fe F
R
1 lloo,Us120) < [

und damit fiir 2z € U,.(2p)
1£6) = o)l = | [ £1(ae| < gptisge = .

Also ist F gleichgradig (Lipschitz-) stetig an zg. O

Vorbereitend zum Riemannschen Abbildungssatz bendtigen wir noch ein Ergebnis iiber
einfach zusammenhéngende Gebiete. Dazu ist es sinnvoll, den Begriff des Pfadintegrals

etwas zu erweitern.

Bemerkung und Definition 10.2 Es seien v; : [oj, 8] — C Pfade (j = 1,...,n). Das
Tupel T := (71,...,7n) heiBt dann eine Kette. Weiter heiit ' := (J;_, ~} die Spur von T.

Wir definieren fiir f € C(I'™)
F=11Qdc:=>[f
[

(und
[ nacr =3 [ et
r jzl’Yj

Die Kette I' heifit geschlossen, falls

7 (B5) = vi+1(ajy1) G=1,...,n—=1)

und
’Yn(ﬁn) =7 (al)'
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Es gilt damit: Ist I' geschlossen, so existiert ein geschlossener Pfad v so, dass v* = I'* und

/f /f (feC(r)).

(Denn: Zunichst existieren Pfade 7; : [j — 1,j] = Cmit v; ~ 7, (j = 1,...,n). Wir
definieren ~ : [0,n] — C durch

v;(t), fallste[j—1,j5),7€{l,...,n—1}
V(t) == :
Fn(t), fallst e [n—1,n]

Dann ist v ein geschlossener Pfad mit v* =77 U--- U~} =I'* und

/f }j/f §j/f /f (f € C(™)-

Weiter sei fiir einen Pfad « : [a, f] — C der Pfad —v : [, 8] — C definiert durch

=) =y +a—t)  (t€nf]).
Dann ist —y* = v* und fiir alle f € C(v*)

[ f

Satz 10.3 Es sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet und es sei f € H(G).
Dann gilt

1. Es existiert eine Stammfunktion F zu f auf G.

2. Ist Z(f) = 0, so existieren eine Funktion g € H(G) mit f = e9 und zu jedem k € N
eine Funktion h = hy, € H(G) mit h* = f.

Beweis. 1. Nach B./D. 6.6 gilt: Ist v ein geschlossener Pfad in G, so ist vy nullhomolog in
G, also ist fv f =0fiir alle f € H(G) nach dem Cauchy-Theorem. Damit gilt auch fr f=
fiir alle geschlossenen Ketten in G.

/ f (z € @),

Es sei z. € G fest. Durch

wobei v, einen beliebigen Pfad in G mit Anfangspunkt z, und Endpunkt z bezeichnet, ist
eine Funktion F' : G — C (wohl-)definiert.

(Wichtig: Der Wert ist unabhingig von der Wahl des Pfades +,, denn ist 7, ein weiterer
solcher Pfad, so ist I' = (7., —7.) eine geschlossene Kette, also gilt

0=!f=ZfiZﬂ
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Wir zeigen: F' = f auf G.
Denn: Ist zp € G und Ug(20) C G, so gilt fiir z € Ur(zp) mit

Vao,2(t) = 20 + £(z = 20) (¢ € [0, 1])

und I' = (729, V0,25 —72)

o:/f=/f+]f—/f=F@w+]f—F@.
r Yz 20 V= Z0

Also folgt F(2) — F(z) = fzzo f und damit

[ (G- 1) dd] < | - 56|

20

F(z) = F(20)

zZ— 20

1

Z— 20

—f(ZO)‘Z

=0 (2= 20).

*
’Yzo,z

2. Ist g eine Stammfunktion zu f'/f (existiert nach 1., da f’/f € H(G)) ohne Ein-
schrinkung so, dass e9(*) = f(z,) fiir ein z, € G, so folgt

(fe 9 = fle 9 — fe 9f/f =0 auf G,

also f/e9 = const =1 auf G.
Weiter gilt fiir h = hy = €9/% dann auch h* = e9 = f. m|

Satz 10.4 (Riemannscher Abbildungssatz)
Ist G C C,G # C, einfach zusammenhdngend, so ist G konform dquivalent in D.

Beweis. Wir setzen
F = {¢ € H(G) : (G) C D, injektiv}.

Zu zeigen ist: Es existiert ein ¢ € F mit ¢(G) = D.

1. Wir zeigen zunéchst, dass F # 0.

Denn: Es sei ( ¢ G. Dann existiert nach S. 10.3 ein ¢ € H(G) mit ¢*(z) = 2z — ( fiir
alle z € G. Ist p(z1) = p(22), s0 ist p?(21) = ©?(22), also auch z; = zy. Damit ist ¢
injektiv. Genauso existieren keine Punkte 21, zo mit 23 # 22 und ¢(21) = —p(22). Aus der
Gebietstreue holomorpher Funktionen folgt, dass ¢(G) ein Gebiet in C ist. Insbesondere
existiert ein Kreis U,(a) mit Uy[a] C ¢(G) und 0 < r < |al.

Damit ist U.[—a] N o(G) = 0, und folglich ist ¢ := > € F beachte: lo+al >r).

2. Wir zeigen: Ist ¢ € F mit ¢(G) # D und ist 29 € G, so existiert ein ¥; € F mit

|91 (20)] > | (20)]-
Denn: Die Funktionen ¢, : D — D,
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bilden D konform auf D ab (S. 9.5.1) mit ¢, (a) = 0 und

o =05"

Es sei & € D\ ¢(G). Dann ist auch ¢, 0t € F und (vq 09)(2) # 0 (2 € G). Also existiert
ein g € H(G) mit g2 = ¢, o). Wie in 1. siecht man, dass g injektiv ist, d. h. g € F. Ist
11 == g 0 g, wobei B = g(zp), so ist auch 1 € F. Ist s(w) := w? (w € C), so folgt

Y=9_a050g=¢0_a050p_pgoi.

Da 1 (z0) = pp(B) = 0 ist, ergibt sich aus der Kettenregel mit h := p_, 050 p_g:

' (20) = 1 (0) - ¥} (20).

Weiter ist 2(D) C D und h ist nicht injektiv. Nach dem Schwarz-Pick Lemma (siehe [U])
ist [1/(0)] <1, also |4’ (z0)| < [¢1(20)]-

3. Es sei zg € G fest. Wir definieren

n = sup {|¢'(20)| : ¥ € F}.

Nach 2. reicht es, zu zeigen: ,,sup = max”, d. h., es existiert ein ¢ € F mit ‘gp’(zo)| >
|0 (z0)| fiir alle ¢ € F.
Nach Definition von 7 existiert eine Folge (p,) in F mit

[on(z0)| = n (n—o0).

Da ¢(G) ¢ D (¢ € F), ist F normal nach S. 10.1. Also existiert eine Teilfolge (vy,),
die lokal gleichméflig auf G gegen eine Funktion ¢ € H(G) konvergiert. Dabei gilt auch
©n, — ¢ lokal gleichmiBig auf G, also insbesondere |¢(20)] = n. AuBerdem folgt aus
on(D) € D (n € N) und ¢ # const (beachte n > 0) und dem Satz von Hurwitz auch
»(D) C D. SchlieBlich folgt aus der Injektivitét von ¢, auch die Injektivitét von ¢, wieder

mit dem Satz von Hurwitz (vel. [U]). O

Bemerkung 10.5 1. G = C ist nicht konform &quivalent zu D, denn nach dem Satz von
Liouville ist eine ganze Funktion ¢ mit ¢(C) C D schon konstant.

2. Ist G # C einfach zusammenhéngend und ist zp € G, so existiert genau eine konforme
Abbildung ¢g : G — D mit ¢(29) = 0 und ¢’(zg) > 0.
(Denn: Ist ¢ : G — D konform, so ergibt sich ¢y durch ,,Nachschalten” einer geeigneten
Mobiustransformation der Form
Zr=en —
1-az

(vgl. B. 9.8. Die Eindeutigkeit folgt aus B. 9.7)).

3. Ist G C C ein Gebiet, das konform dquivalent ist zu D, so gilt die Cauchysche Integral-
formel in G, d. h., fiir alle f € H(G) und alle geschlossenen Pfade v in G ist fv f=0.
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1

(Denn: Ist ¢ : D — G konform, so ist 7 := ¢~ ! o~y ein geschlossener Pfad in D. Also gilt

fiir f € H(Q)
/f /f/ 0) ¢ =0)

Bl € H(D)
Da wir im Beweis zu S. 10.4 lediglich die Aussage 3. aus S. 10.3 (fiir k¥ = 2) genutzt haben,
ergibt sich aus dem Beweis zu S. 10.3 auch: Ist G # C ein Gebiet, fiir das der Cauchysche
Integralsatz gilt, so ist G konform &dquivalent zu . Man kann zeigen (was wir nicht tun
werden, da uns der Begriff der Homotopie fehlt), dass dies wiederum genau dann der Fall
ist, wenn G einfach zusammenhéngend ist.

Bemerkung 10.6 1. Es sei K C C kompakt. Dann ist Co, \ K C C,, zusammenhiingend
genau dann, wenn C\ K in C zusammenhéngend ist.

2. Es sei G C C4 ein Gebiet. Dann heiit G einfach zusammenhdingend, falls Co, \ G
in Co, zusammenhingend ist. Man sieht damit: Ist G C C, so ist G genau dann ein
Gebiet in (C,d|.|), wenn G ein Gebiet in (Cw, X) ist. AuBerdem ist G' genau dann einfach
zusammenhdngend in C, wenn dies in C,, der Fall ist.

3. Oft verwendet man den Riemannschen Abbildungssatz in folgender Variante:

Es sei K C C eine kompakte Menge so, dass K und C\ K zusammenhingend sind und
dass K nicht einpunktig ist. Dann ist C\ K konform équivalent zu D* = C\D.

(Denn: Ohne Emschrankung sei 0 G K. Definiert man - = {1 c:CeM } € C fiir
M C Cy, s0ist G = Cy \ + x COO\K ein Gebiet in C,, da

Cm9CH%eCw

homéomorph ist. Aus oo ¢ G folgt, dass G' auch ein Gebiet in (C,d).|) ist. AuBerdem ist
G C C einfach zusammenhingend, da Co, \ G = % zusammenhéngend ist (wieder ¢ — %
stetig) und G # C, da |K| > 2. Damit existiert nach dem Riemannschen Abbildungssatz
eine konforme Abbildung ¢ : D — G mit ¢(0) = 0 (beachte 0 € G, da 0 ¢ +). Ist
1) : D* — C definiert durch

1

V& =

(Z € ]D)*)v

so ist ¢ : D* — C\ K konform.)
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11 Die Klasse S

Definition 11.1 Essei G C C ein Gebiet. Eine injektive Funktion f € H(G) heifit schlicht
(f ist dann eine konforme Abbildung von G auf f(G) C C). Wir setzen

S:={f:D— C: f schlicht, £(0)=0, f/(0) =1}

={f:D— C: f injektiv, f(z —z—i—ZaV” (zeD)}

Beispiel 11.2 Fiir |a| < 1 sei f, : D — C definiert durch

falz) = Zva ¥ (zeD).

1 —az)
Fir a #0ist fo, =
Damit ist f, € H(D
Auflerdem ist

é k(az), wobei k die Koebe-Funktion aus B. 9.6.2 bezeichnet.
) injektiv (da k injektiv auf D ist; fiir o = 0 ist fo(z) = 2).
JO) =0 wd  f(0)=1,

also ist fq € S.

Bemerkung 11.3 Ist f € S, so existiert ein g € S mit
g(z)=f(z*)  (z€D).

(Denn: Es sei f(z) = z¢(z) (2 € D). Dann ist ¢(0) = 1 und ¢(z) # 0 (z € D). Also
existiert ein ¢ € H (D) mit 92 = ¢ (und ohne Einschriinkung so, dass 1(0) = 1). Dann gilt
fir g € H(D), definiert durch g(z) := 2¢0(2%) (2 € D), einerseits

g°(2) = 292(2%) = 2°p(2°) = f(:*) (2 €D)
und auflerdem g € S, denn

1. g(0) =0 und ¢'(0) = ¢(0) = 1.

2. Aus z,w € D mit g(z) = g(w) folgt f(2?) = f(w?), d. h. 22 = w?, da f injektiv,
also z = w oder z = —w. Im zweiten Fall ergibt sich g(z) = —wy(w?) = —g(w), also
g(z) = £ g(w) und damit g(z) = g(w) = 0. Da Z(¢)) = Z(¢) = 0, folgt z =w = 0.)

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass fiir jede Funktion f € S

f(D) > Uy/4(0)

gilt (Koebescher 1/4-Satz). Dazu betrachten wir zunéchst eine andere Klasse holomorpher

Funktionen.
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Bemerkung und Definition 11.4 Es sei f € H(D*). Dann hat f in D* eine Laurent-
Entwicklung der Form

Wir setzen

f(2) :Z@,z”—i—Zal,/z” (z € D* = V1,00(0)).
v=0 v=1

U:= {f € H(D*) : f schlicht, 51 =1,8, =0 (v > 2)}

Funktionen f € U haben also in D* die Laurent-Entwicklung

f) =2+ o+ 3/,

v=1

Auflerdem ist f eine konforme Abbildung von D* auf f(D*). Dabei ist C\ f(D*) kompakt
in C. Schlieflich gilt

(Denn:

U={feHD"): f(z) =1/g(1/z) + ¢ fiir ein g € S,c € C}.

D" Fir g € S gilt mit auf einer Umgebung von 0 beschrankten r;

also

und damit

Also ist

g(w) = w + aw® + asw® + -+ = w + agw® + ry (w)w? (w e D),

1 1 1 1

1
g(w) w1+ asw + i (w)w?
1+asw

:A£(1-aQuw+73(w)w2X1-+r300ﬁU%

g

= % (1 — aow)(1 4 r4(w)w?) (w € D)

BIORERIEES

:z—a2+@ (z € D).

g(ll/z) +c=2z+ (c— ag) +T‘5(1/Z)§

f(z) =

(z € D),

w 1+a2w.1+ww2

wobei 75(1/2)/z der Hauptteil der Laurent-Entwicklung ist. Da ¢ schlicht ist, ist auch f

schlicht.

Im Weiteren schreiben wir kurz O(w*) fiir w — 0 bzw. O(J) fiir z — oo statt r;(w)w

bzw. r; (%

»C”: [0])

)zik, wenn die konkrete Form von r; unwichtig ist.

k
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Bemerkung 11.5 (Jordanscher Kurvensatz)
Ist o : D — C stetig und injektiv, so heifit c* := o(ID) eine Jordankurve. Der Jordansche
Kurvensatz besagt, dass C\ o* in zwei Komponenten zerfiillt, wobei die beschrinkte das In-
nere von ¢* und die unbeschriinkte das AuBere von o* heiBt (Bezeichnung Int(o*), Ext(c*)).
Dabei ist

o* = 0(Int(c™*)) = (Ext(c™)) .

Satz 11.6 (Flichensatz)
Fir f el gilt

ZV|GV|2 <1

v=1

(und insbesondere |ai| < 1).

Beweis. Fiir R > 1 sei
or(¢() = f(R() (€€ D).
Dann ist 0}, = 0g(0D) eine Jordankurve. Auerdem ist o}, = v} mit
’YR(t) = f(Reit) (t € [_77771—})7
und es gilt ind,,(z) =1 (2 € Int(c})) (also insbesondere Int(c}) = Int(yg)).
Nach dem Greenschen Satz (— Analysis) gilt weiter mit k(¢) = ¢
. . ,
5 [Gac= [ B an(o) = xafimtion)
7 N——"
YR Int(c},) =1

(wobei Ay das zweidimensionale Lebesgue-Maf} bezeichnet).
Also folgt aus der gleichméfligen Konvergenz der entsprechenden Reihen und der Orthgo-

nalitiit von (e“™),,cz auf [—m, 7]

0 < Ao(Tnt(op))
1 [~ R [~ . o
= Z/<d<: §/f(Relt)f’(Re”)e”dt
TR -7
R = it N O i it
_§/<R+ﬁoez +Zlﬁ€1 )(1_21/1/%61” )dt
—7 v= n=

R — 1/|oz,,|2 2 - VIO‘V|2
:2<R— AT 2r=7R" [ 1 — T2t

v=1 v=1

und damit
o0

> Ve /R <1 (R>1).

v=1
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Hieraus folgt fiir alle n € N

> veP/RTP <1 (R> 1),

v=1

also auch Y v|a,|? <1 fir R — 1T, |

v=1

Bemerkung 11.7 Aus Int(op ) | C\ f(D*) =: K fiir R, | 1 ergibt sich aus der Stetig-
keit von unten des Lebesgue-Mafles Ay und dem Beweis zu S. 11.6 sowie dem Abelschen
Grenzwertsatz

A(K) = nl;rr;o A2(Int(og, ) =

o0 o0
_ 2 (41 _ 2 povt2 | _ _ 2
—nh_>n;o7ar (1 E via,|®/ R ) 77(1 E v]ay| ),

v=1 v=1

also eine Formel fiir die Flidche von K.
Im Falle f(2) =z ist a,, = 0 (v € N) und X\2(K) = A\2(D) = 7 und im Falle f(z) =2z +1/2
ist Qy = (5,,1 und )\Q(K) = )\2([72,2}) =0.

Satz 11.8 Es sei f € S mit f(z) =z+ > a,z” (z € D). Dann gilt
v=2

1. |a2| < 2,

2. U1y4(0) C f(D) (Koebescher 1/4-Satz).

Beweis. 1. Es sei g € S mit g?(2) = f(2?) (existiert nach B. 11.3).
Aus
f(Z%) =2 (14 a22® + O(z%)) (z—0)

folgt ([U]):

9(z) = z(l + % 2+ 0(23)) (z = 0).

Ist h(¢) =1/g(1/¢) fiir ¢ € D*, so ist h € U mit

1

h(Q)=¢- 221007

1 1
geom. Reihe C ’ 1+ % 472 ’ 1+ O(Cf?))

= (=S HOET) = ¢ O
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fiir { — oo. Nach dem Fliachensatz ist

)

1> far] = | - 2

also |as| < 2.

2. Es sei w ¢ f(ID). Wir betrachten

9 = () = (LD (D)

Dann ist g € H(D). AuBerdem ist g schlicht in D.
(Denn: Es gilt g = ¢ o f, wobei

¢

= € Cxn
#Q) = T (< )
eine Mobius-Transformation ist.) SchlieBlich ist
(z) = (z + agz? + (’)(z3)) (1 + 1(z) + (’)(22))
9 geom. Reihe 2 w

_ 2 3 z 2 )
= (z+a2” + O(z ))(1+ ” +0(z ))
1
=z+ (a2 + —)zQ +0(2%)
w
und damit zunéchst g € S und nach 1. dann auch
1
’CLQ + *’ <2
w

(und |az| < 2). Aus den beiden Ungleichungen folgt |1/w| < 4 mit der Dreiecksungleichung.
O

Bemerkung 11.9 Beide Abschitzungen in S. 11.8 sind bestméglich, denn fiir die Koebe-
Funktion

flz) = (1_22)2 =z4+222+...

gilt |as] =2 und f(D) =C\ (— o0, —1].
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12 Satze von Montel und Picard

Wir setzen fiir ein Gebiet G C C mit ocog, definiert durch cog(z) = oo (2 € G), und
M(G) :={f:G — Cy : f meromorph in G}

Moo (G) := M(G) U{oog} C C(G,Cx)

(dann ist f € Mo (G) genau dann wenn 1/f € Mo (G)). Aulerdem setzen wir Hoo(G) =
H(G) U{oog}.

Satz 12.1 Es seien G C C ein Gebiet und (f,) eine Folge in Mo (G) mit f, — f lokal
gleichmiflig auf G. Dann ist auch f € M (G). Ist f, € H(G) fir co viele n, so ist
f € Hyo(G).

Beweis. Ist f = oo, so ist nichts zu zeigen, d.h., wir kénnen f # oo voraussetzen. Zunéchst
ist f € C(G,Cw), da f,, € C(G,Cx).

1. Es sei zg € G so, dass f(zp) # oco. Dann existiert ein R > 0 so, dass f, — f gleichméBig
auf K := Ugrlzo] (d. h. in C(K,Cw)), und so, dass f(z) # oo fiir alle z € K. Aus der
Kompaktheit von f(K) folgt

= dist(f(K),o0) > 0.
Fiir n gentigend grof ist dann

X(fn(z),f(z)) <4/2 (z € K),

und damit dist(f,(K),00) > 6/2. Folglich konvergiert (f, x)n auch gleichméBig als Folge
in C(K,C). Damit ist fjxo holomorph, da f, ko holomorph (n € N).

Ist f(z9) = oo, so ist (1/f)(z9) = 0. Wie oben sieht man, dass 1/f € H(U), fiir eine
UmgebungU von zp. Damit hat f einen Pol an 2y (beachte: 1/f # const).

Insgesamt ergibt sich f € M(G).

2. Es sei nun f,, € H(G) fir co viele n € N. Angenommen, es existiert ein zg € G mit
f(z0) = oco. Dann ist (1/f)(20) = 0 und wie in 1. gilt

1/ fn—1/f

in C(K,C), wobei K := Ug[z] fiir R geniigend klein. Nach dem Satz von Hurwitz ([U]))
ist 1 1
L 0 (L 0
0e (f)(K ) Cm(fn)(K ),

also 0 € (f%)(KO) fiir n geniigend grof und damit co € f,(K°) fiir n geniigend grof.
Widerspruch. O

Wir verwenden im Weiteren folgende Kurzschreibweise: Sind X, Y (vollstéindige) metrische
Réume und sind f,, f € C(X,Y), so schreiben wir

fo— fin C(X,Y),
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falls f, — f gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge K von X, d. h.
oo, £) = max dy (fu(a), f(2)) =0 (n > o0).

Damit kann man etwa die erste Aussage von S. 12.1 auch so schreiben: Sind f,, € M (G)
so, dass

fn— fin C(G,Cy),

so ist f € My (G).
(Man beachte: Hier ist lokal gleichmiilige Konvergenz dasselbe wie gleichméiflige Konver-
genz auf kompakten Teilmengen.)

Bemerkung und Definition 12.2 Es seien G C C ein Gebiet und f € M(G). Dann ist
die auf G\ P(f) (wobei P(f) die Menge der Polstellen von f bezeichnet) stetige Funktion
% zu einer auf G stetigen Funktion f# : G — [0,00) fortsetzbar, f# heiBt dann
sphdrische Ableitung von f.

(Denn: Ohne Einschriankung sei f # const. Ist @ € P(f) mit Ordnung p = p(a) € N, so

gilt (Laurent-Entwicklung)

IO~y 0

und damit .

£(z) ~ ﬁ (z—a)
sowie | |2

c

|f2(Z)| Nm (z = a).

Folglich ist
|f'(2)] P p1
1+‘f2(2)| ﬂ|zfa\ (z = a),

also
|/ ()] ) 1/le], fallsp=1
0, falls p>1

Man rechnet leicht nach, dass (1/f)# = f# gilt (mit ooﬁ =0).

Die sphérische Ableitung spiegelt das ,,Verzerrungsverhalten” der Funktion f als Abbildung
von G C C in die Zahlenkugel C,, wider, wenn man C,, mit der sogenannten sphdrischen
Metrik o versieht, die man folgendermafien definieren kann:

Zunichst sei v : [«, 8] = Co stetig. Existieren eine Zerlegung o =t < t; < ... <t, =0
von [a, 5] und meromorphe Funktionen g; auf Uy, wobei Uy eine offene Umgebung von
[tr—1,tr] mit Gkl [tr—1,tx] = V[tr_1,tx]> SO heildt « ein stiickweise meromorpher Pfad. Weiter

heif3t
Y I AV S O
Lt = [ i = [ SLY | e
ol tr—1

B
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sphirische Linge von «. Damit definieren wir fiir a,b € Cy,
o(a,b) = inf { L4 () : 7 stiickweise meromorph, y(a) = a,v(8) = b}.

Man kann sich iiberlegen, dass o eine Metrik auf C., definiert (dquivalent zu x, genauer
gilt
x(a,b) < o(a,b) < 7 x(a,b).)

Ist f € M(U) fiir ein konvexes Gebiet U C C, so ergibt sich fiir z,w € U mit v, ,(t) :=
z+t(w—z)(t €[0,1])

w

o (F(2), f(w)) < L (f 0 7o) = / F#(Q)lde].

z

Damit haben wir die Basis geschaffen fiir

Satz 12.3 (Marty’s Theorem)
Es sei G C C ein Gebiet und es sei F C My (G). Dann sind dquivalent:

a) F ist normal (in C(G,Cx)).

b) {f* : f € F} ist beschrinkt auf jeder kompakten Teilmenge K von G, d. h., fiir alle
K e G st
sup H.f#”oo,K < 0.
fer

Beweis. b) = a): Es sei zp € G. Dann gilt fiir R > 0 mit Ur(z9) C G und z € Ug(20)
71 S0) < [ 701 < sup |, -2 = .
20

Also ist F gleichgradig stetig an zg. Nach B. B.6 ist F normal, (man beachte: (Cy, o) ist
wie (Coo, X) €in kompakter metrischer Raum).

a) = b):  Man kann zeigen ([U]): Ist (f,) eine beliebige Folge in M., (G), so folgt aus
fn— fin C(G,Cy) auch f# — f# in C(G, [0, 00)).

Angenommen, { fﬁ( : f € F} ist unbeschrinkt fiir eine kompakte Teilmenge K von G.
Dann existieren eine Folge (f,) in F mit

1F ¥ loo,e =00 (n— 0).
Da F normal ist, existieren eine Teilfolge (f,,,) und ein f € My (G) mit
fn; = fin C(G,C).

Dann gilt auch
fE = % in C(G,[0,00))
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und damit
17 oo = 11/ # I (G — 00).

Widerspruch. O

Beispiel 12.4 Wir betrachten F = {f, : n € N}, f,(2) = 2". Dann ist

n\z|"_1 n|2|n_1 (2 €D)

fFE) = < :
" 1+ |z 2n n *

Hieraus folgt, dass {f# : n € N} beschrinkt ist auf jeder kompakten Teilmenge von I und
von D*. Also ist F normal in C(D, Cy,) und C(D*, Cs). Aus f7(2) = n/2 fiir |2| = 1 folgt,
dass F nicht normal ist in C(G, Cy) fiir alle Gebiete G mit D NG # 0.

Bekanntermaflen gilt

e* = lim <1+ S) = lim f,(1+4 pn()
n—o0 n n—o0

mit p, = 1/n, wobei die Konvergenz lokal gleichméBig auf C ist. Man sieht also, dass bei

z =1 (wo F nicht normal ist) eine geeignete Skalierung im Argument der f,, zu einer (sogar

auf ganz C) konvergenten Folge fithrt. Eine entsprechende Aussage gilt ganz allgemein:

Satz 12.5 (Zalcman-Lemma)

Es seien G C C ein Gebiet und F C Moo (G). Ist F nicht normal in C(G,Cx), so existieren
Folgen (zy,) in G mit zp, — 20 € G, (pp) mit 0 < p, — 0 und (f,) in F sowie ein g € M(C)
mit g% (0) = 1, g% < 1 auf C und so, dass fiir alle K C C kompakt

9n(€) = fu(zn + pn() (C€K)

fiir n gendigend grof$ definiert ist und f,, — g gleichmdfig auf K gilt. Ist dabei F C H(G),

so ist g ganz.

Beweis. Nach S. B.5 existiert ein z € G so, dass F nicht normal ist auf jeder offenen
Umgebung von z. Ohne Einschrinkung sei z = 0 und D C G.
Dann existiert nach Marty’s Theorem eine Folge (f,,) in F mit

17 oot jafo) = 00 (n— 00).
Wir setzen

Ry i= max f(2) (1 - |2)).

|zI<
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Dann gilt

1
Bn > || ff oot oo} - 5 = 00 (n = 00).

Es sei z,, € D so, dass f#(2,)(1—|2,]) = Ry,. Dann gilt f#(z,) > R,,, also auch f#(z,) —
o0o. Wir setzen

1
Pn = —F—— (n eN).
Damit gilt p,, = 0 (n — oco0) und
Rypn = ——=1- ‘Zn|v

also Ug,,p, (2n) = zn + pnUr, (0) C D. Folglich ist

9n(C) = fulzn +pnC) (I < Rp)

definiert. Aus R,, — oo folgt, dass fiir jedes K C C kompakt damit g,, fiir n geniigend grofl
auf K definiert ist. Nach der Kettenregel gilt (beachte g,, € M (Ug,, (0)))

g#(C) = pnf#(zn + pnC) (|<| < R”)'

Wir wihlen eine Teilfolge (néo)) von (n) so, dass z ) — z € D und definieren induktiv
Teilteilfolgen: ’

(nz—l)

j ) bereits definiert. Ist || < Ry, so gilt fiir n > m

Dazu sei m € N und (n

Also folgt fiir n > m

R, Py o pnlty _ 1
L—lzn+pnCl = 1= |2a] = pald] prnRn — pnlC| 1—[C|/Rn

Ist0<R<Rm,soist(

97 () < pn

%>n2m beschrankt und damit ist

sup |97 | oo, (0] < 00

n>m

Nach Marty’s Theorem ist {g,, : n > m} eine normale Familie in C(Ug,, (0),Cs). Folg-

lich existiert eine Teilfolge (n(-m

J
C(Ug,,(0),Cy) konvergiert.
Nach Konstruktion konvergiert damit die Diagonalfolge (g;), also g; := g o (j € N),

)) von (n§-m71)) (mit n;m) > m) so, dass (g, m); in
J

gleichmilig auf jeder kompakten Teilmenge von C und fiir die Grenzfunktion g € M, (C)

gilt mit fj =52 = 2,0, 05 = P,
J J J
1= fF(z + py)b; = G (0) — g*(0),
also auch g7 (0) = 1. Ist ¢ € C, so gilt fiir j geniigend grof}

1<_1_|2|/Rj>§f(0—>g#(0 (j — 00)
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und damit ¢g#(¢) < 1.
Sind die f,, holomorph in G, so ist nach obigen Uberlegungen g holomorph in C.

Satz 12.6 (Montel)
Es seien G C C ein Gebiet und F C Moo (G). Ist

C\ | £(G)] =3,

feF

so ist F normal (in C(G,Cx)).

Beweis. Es reicht, zu zeigen: F ist normal an z fiir alle zg € G (nach S. B.5). Wir kénnen
daher ohne Einschrinkung zp = 0 und G = D annehmen. Auflerdem kénnen wir ohne
Einschrankung annehmen, dass

0,1,00¢ | J f(D)

feF

gilt. Ansonsten betrachte man statt F die Familie {¢ o f : f € F}, wobei ¢ : Coo = Cx
eine Mobius-Transformation, die die (mindestens) 3 Werte w1, wa, ws ¢ ;e 7 f(G) nach
0,1, 00 abbildet (p(z) = {2=pt - 2222 ist geeignet).

Dann ist F C H(D). Aus 0 ¢ f(D) folgt die Existenz m-ter Wurzeln von f € F, d. h., fiir
alle m € N existieren g € H(D) mit g™ = f. Wir setzen fiir £k € N

Fir:={g € HD) :ng = f fiir ein f € F}.

Angenommen, F ist nicht normal. Dann ist auch Fj, nicht normal (k € N).

(Denn: Ist (f,)n, eine Folge in F, die keine lokal gleichmiflig konvergente Teilfolge besitzt,
und sind g,, € Fj, so, das gflk = fn, so hat auch (g,), keine lokal gleichmiflig konvergente
Teilfolge.)

Es sei hy € M(C) die Grenzfunktion aus dem Zalcman-Lemma. Dann ist hy € H(C) und
hy # const. Damit ergibt sich aus dem Satz von Hurwitz, dass hx(C) keine 2*-ten Ein-
heitswurzeln enthilt (jede Funktion g € Fy ist so, dass g(D) keine 2*-ten Einheitswurzeln
enthilt).

Weiter ist hk# < 1 auf C. Damit ist nach Martys Theorem {hy, : k € N} eine normale Familie
in C(C,Cu). Ist h € Hoo(C) lokal gleichméBiger Grenzwert einer Teilfolge von (hy)ken, so
enthilt wieder nach dem Satz von Hurwitz h(C) keine 2F-te Einheitswurzel, jetzt aber fiir
alle k € N (beachte h # const, da h#(0) = 1). Da

{wéC:wzkzlfﬁreinkEN}

dicht in JD ist und da h(C) ein Gebiet ist, gilt A(C) C D oder A(C) C D*. Im ersten
Fall ist h konstant nach dem Satz von Liouville. Widerspruch. Im zweiten Fall liefert die
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Anwendung von Liouville auf 1/h den gleichen Widerspruch. O

Bemerkung und Definition 12.7 Es seien G C C ein Gebiet und a € 0G ein isolierter
Punkt von G¢. Hat f € H(G) an a eine wesentliche Singularitét, so folgt aus dem Satz von
Casorati-Weierstrass

- Cs
f(Us(a)\{a}) ~ =Cx

fiir alle 6 > 0 (mit Us(a) \ {a} C G).

Ein Punkt w € Co, mit

w & f(Us(a) \{a})

fiir ein ¢ > 0 heifit (Picardscher) Ausnahmewert von f an a. Wir verwenden diesen Begriff
auch im Falle f € M(G) und schreiben E f(a) fiir die Menge der Ausnahmewerte von
f in C. Fiir Funktionen f € H(G) ist der Wert oo offenbar stets ein Ausnahmewert. In
diesem Fall schreiben wir E¢(a) := Eu, ¢(a) N C.

Beispiel 12.8 Ist f(z) = ¢/* (z € C\ {0}), so hat f an 0 eine wesentliche Singularitiit.
Hier ist E;(0) = {0}. Dasselbe gilt fiir f(z) = e'/*(z — 1) (2 € C\ {0}), obwohl hier
0€ f(C\{0}).

Satz 12.9 (Picard; grofl)

Es seien G C C ein Gebiet und f € M(G). Ist a € OG ein isolierter Punkt von G° und ist
|Eoc,f(a)| > 3, soist f meromorph fortsetzbar nach GU{a}. Ist f € H(G) mit |Ef(a)| > 2,
so hat f an a eine hebbare Singularitit oder einen Pol.

Beweis. Es reicht, die Behauptung fiir f € M(G) zu zeigen. Ohne Einschrénkung seien
zudem a = 0 und 0, 1,00 Ausnahmewerte (ansonsten: Mobius-Transformation ,,nachschal-
ten”). Dann sind insbesondere f und 1/f in H(U), wobei U := U,(0) \ {0} und » > 0
geniigend klein. Wir definieren fiir eine beliebige Folge (p,,) in (0,1) mit p, — 0 (n — o)

gn(2) = f(pnz) (neN,zeU).

Aus dem Satz von Montel folgt, dass {g, : n € N} € H(U) normal in C'(U, Cy) ist. Nach
Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir g,, — ¢ lokal gleichmifig auf U annehmen.

1. Fall: g # co. Dann ist g € H(U) nach S. 12.1. Es sei 0 < p < r fest und M > 0 so, dass
[f() <M und fg(x)| <M (2] =p).

Dann ist auch |gn(z)| <M (\z| = p) fir n gentigend grof (g, — ¢ gleichméBig auf K,(0)),
also
£(2)] < M fir |2] = ppa.
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Nach dem Maximumprinzip ist damit sogar
|f(2)| < M fiir ppn < |2| < p,

also auch auf U,(0) \ {0}. Folglich hat f an a eine hebbare Singularitdt (Riemannscher
Hebbarkeitssatz).

2. Fall: ¢ = co. Dann argumentiert man entsprechend mit 1/f statt f (beachte 1/f €
H(U)). Damit hat 1/f eine hebbare Singularitét an 0 und folglich f einen Pol oder eine
hebbare Singularitdt an O. |

Bemerkung und Definition 12.10 Es sei f € M(C). Ein Punkt w € C hei8t (Picard-
scher) Ausnahmewert von f (an o), falls w Ausnahmewert von z — f(1/z) an der Stelle
0 ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn |f~!({w})| < oo ist (nach dem Identitéitssatz
existieren keine Haufungspunkte von w-Stellen in C).

Ist f ganz und transzendent, so hat z — f(1/z) an 0 eine wesentliche Singularitéit. Al-
so ist die Menge der Ausnahmewerte hochstens 2-elementig nach dem Satz von Picard!
Da oo bei ganzen Funktionen stets Ausnahmewert ist, gibt es hochstens einen Ausnahme-
wert in C. Wir schreiben E¢ C C fiir die (leere oder einpunktige) Menge der Picardschen
Ausnahemwerte # co.

Etwa fiir f(z) = e* oder f(z) = e®z ist 0 € Ey, d. h. ein Ausnahmewert in C kann
tatséichlich auftreten.
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13 Komplexe Dynamik

Wir untersuchen nun — in Ansétzen — das ,,Langzeitverhalten” diskreter dynamischer Sy-
steme, die durch ganze Funktionen und insbesondere durch Polynome definiert sind. Dazu
setzen wir fiir eine ganze Funktion f

fr=rr=fo---of (neN)
——

n—mal

mit fO:=idc und betrachten die Folge (f™)nen,-

Bemerkung und Definition 13.1 Wir setzen
E=HC)\{f:f(z)=az+b:a,beC}.

Dann heifit fiir f € £

F :=Fy := {2z € C: 3 offene Umgebung U von z : {(f");y : n € N} normal in C(U,Cy)}

die Fatou-Menge von f. Auflerdem heiit J := J; := C\ F die Julia-Menge von f. Man
beachte: Nach Definition ist F' offen und damit auch J abgeschlossen in C. Auflerdem ist
{f™ :n € N} normal in C(F,Cs) nach S. B.5.

SchlieBlich setzen wir I = Iy = {z € C: f"(z) = oo (n — o0)} (Attraktionsmenge von
00).

Beispiel 13.2 Es sei f(z) = 22 (2 € C).
Hier gilt (vgl. B. 12.4)

on 0 inC(D,Cu)
2 =
oo in C(D*,Cyx)

und folglich ist D UD* C Fy. Andererseits hat ((f")1)nen, keine lokal gleichméflig kon-
vergente Teilfolge fiir alle offenen U mit D NU # ). Damit ist 0D C J; also 9D = J; und
DUD* = Fy. SchlieBlich ist Iy = D*.

Bemerkung und Definition 13.3 Es seien G C C ein Gebiet und f € H(G). Ferner sei
z* € G ein Fixpunkt von f, d. h. f(2*) = z*. Dann heifit z*

1. superattraktiv, falls f'(z9) = 0,
2. attraktiv, falls 0 < | f'(z0)| < 1,
3. abweisend, falls | f'(z0)| > 1,

4. neutral, falls |f'(z)| = 1.
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Ist 2* (super-)attraktiv, so existiert zu jede a € (|f/(2*)

,1) ein r > 0so, dass f: U — U,
wobei U = U,(z*), eine a-Kontraktion ist.

(Denn: Es sei 7 > 0 so, dass || f[|cc,v,[»+] < o Dann gilt |f(z) — f(w)| < alz — w] fiir
z,w € U und speziell fiir w = z*

|f(z) =2
Induktiv ergibt sich fiir z € U

= |f(2) = f(z")

<alz-2z")

f1(z) = <a"z -2 (neN).

Hieraus folgt f™ — 0 gleichmé&fig auf U. Insbesondere ist dann z* € Fy im Falle f € £.
Ist dagegen z* abweisend, so gilt stets z* € Jy.
(Denn: Angenommen, es existiert eine offene Umgebung U von z* (ohne Einschrinkung U
Gebiet) so, dass {f" : n € N} normal in C(U,Cy) ist. Ist (n;) so, dass

f™ — g lokal gleichméaflig auf U,
so ist entweder g = 0o oder g € H(U) nach S. 12.1.
Im 1. Fall ergibt sich ein Widerspruch zu

friE)=2"=2" (=),

und im 2. Fall folgt mit der Kettenregel

00 ()" (") = () (") = g'(z") (= o0),

also auch ein Widerspruch.)

Beispiel 13.4 1. Fiir f(z) = 22 ist 2* = 0 superattraktiver Fixpunkt.
2. Fiir f(2) = Asinz, wobei A € C, ist z* = 0 Fixpunkt mit f/(0) = A\. Also ist 0 € FY,
falls |A\| < 1, und 0 € Jy, falls |\| > 1. AuBlerdem kann man sich iiberlegen, dass fiir A =1

ebenfalls 0 € Jy gilt ([U]).

Bemerkung und Definition 13.5 Es seien X eine Menge und f : X — X. Dann heif}t
eine Menge M C X

1. (vorwdirts-)invariant (unter f), falls f(M) C M,
2. riickwirts-invariant (unter f), falls f~1(M) C M,

3. wollstindig invariant (unter f), falls f(M) C M und f~(M) C M.

Man kann sich leicht {iberlegen ([U]): M ist genau dann vollsténdig invariant, wenn M und
M€ invariant sind. Weiter setzen wir

O*(M)=0f (M) = (M), O~ (M):= ") (M)

neN neN

O(M):=0"(M)UO~ (M)N MO} (M) uwnd OF)(z):=0P ({x}) fiir v € X.
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Satz 13.6 Fir f € £ sind Fy,Jy und I vollstindig invariant.

Beweis. Die Behauptung fiir Iy ergibt sich sofort aus der Definition. Es reicht also, zu
zeigen: FYy ist vollstindig invariant (da Jy = Ff).

1. Wir zeigen f~1(F) C F. Dazu sei 29 € C mit wg = f(20) € F. Zu zeigen ist zy € F.

Es sei V eine offene Umgebung von wy so, dass {f™ : n € N} normal in C(V,Cy) ist. Ist
(n;) eine Folge in N, so existieren eine Teilfolge (f"x) von (™) und ein g € Hoo (V) (ohne
Einschréankung V' Gebiet) mit

fre=t — g in C(V,Cq).

Dann gilt auch
flis = frr-tof =g ofin C(fH(V),Cs).

2. Wir zeigen: f(F) C F. Ist zg € F, so existiert eine offene Umgebung U von zy so, das
fiir jede Folge (n;) in N eine gleichmiBige Cauchy-Teilfolge (f™x+) von (f™*1) auf U
existiert. Ist w € f(U), so existiert ein z € U mit f(z) = w. Also ist

sup X (f"x (w), f19¢ (w)) < sup x (f7+ (2), [0 (2)).
we f(U) zeU

Damit ist (f™*) eine gleichméBige Cauchy-Folge auf f(U). Da f(U) eine offene Umgebung

von wo = f(20) ist, ist wg € F. O

d
Bemerkung 13.7 Es sei f ein Polynom vom Grad d > 2, f(z) = >_ a,z”. Dann gilt
v=0

d

f(z) ~agz (z = 00),

und damit existiert ein R > 0 so, dass ’f(z)’ > 2|z fiir z € V := Vg, (0). Induktiv ergibt
sich [f"(z)| > 2"|z| fir n € N und z € V. Damit ist V' C Iy. Auflerdem ist nach Definition
von [y auch
= r*w (=0-(v).
keN
Folglich ist I offen, und nach Definition von Fy ist Iy C Fy (beachte: f™ — oo gleichmaBig
auf f=%(V) fiir alle k € N). Damit ist J; C V° kompakt. Wir zeigen

07&8ICJf.

(Denn: Ist z* ein Fixpunkt von f (existiert, da f Polynom vom Grad > 2), so ist z* & I,
also ist OI # (). Da I = Iy vollsténdig invariant ist, gilt f(01) NI =0 und f(0I) C OI (ist
w € f(0I) und z € 9 mit f(z) = w, so existiert eine Folge (z,) in I mit z, — z. Also gilt
auch I 3 f(z,) = f(z) = w und damit w € T\ I = 9I.)

Induktiv ergibt sich f™(9I) C 9I (n € N), und damit ist (||f"||oo$31)n beschrénkt.
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Ist 2o € 01, so ist {(f") : n € N} nicht normal in C(U, C) fiir alle offenen Umgebungen
U von z; (da (f"(zo))n beschriankt und f"(zg) — oo auf UNI). Also ist zp € J. Man kann
zeigen (mit etwas Aufwand), dass tatséchlich Jy = 01 ist.

Nach diesen eher elementaren Uberlegungen nutzen wir nun die Siitze von Montel und
Picard, um weitergehende Aussagen auch fiir allgemeine ganze Funktionen zu machen.
Wesentlich fiir die gesamte Theorie ist folgende Beobachtung: Ist z € J und ist U eine
offene Umgebung von z, so ist nach dem Satz von Montel C\ O (U) hichstens 1-punktig.
Daraus ergibt sich schon einmal unmittelbar:

Satz 13.8 Ist f € &, so ist J; = C oder (J)° = 0.

Beweis. Es sei zg € (J§)Y. Ist U := Us(29) C Jy, so ist (da J; invariant)
ot (U) c Jy,

also 1> |C\ O*(U)| > |C\ Jy| und damit J; = C, da J; abgeschlossen ist. m|

Bemerkung 13.9 Fiir Polynome f ist nach B. 13.7 und S. 13.8 stets (J;)? = 0.

Nach B. 13.7 ist fiir Polynome f stets J; # (. Man kann zeigen (nicht leicht), dass auch
fiir transzendente f stets J; # () ist. AuBerdem kann man zeigen (auch nicht leicht): Ist
f(z) = Xe*, wobei A > 0, so ist J; = C genau dann, wenn A > 1/e.

Bemerkung 13.10 Es sei z € Jy und es sei U eine (offene) Umgebung von z. Ist w ¢
O+ (U), so ist

O~ (w)NnOT(U) = 0.
(Denn: Angenommen, es existiert ein z; € C mit f"(z1) = w und f¥(z;) € U fiir gewisse
n, k € N. Dann ist

fHw) = [ (z1) = 2 (fH(=20)) € f(U) € OF(U).
Widerspruch!)
Also ist |0~ (w) U {w}| <1 nach dem Satz von Montel und daher
0~ (w) =10,

d. h., w ist ein sogenannter ausgelassener Wert von f (wie etwas w = 0 bei f(z) = e*) oder
aber

O~ (w) = {w}
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und damit ist w ein Fixpunkt mit O(w) = {w} (wie etwa w = 0 bei f(z) = 2?). In beiden
Féllen ist w € C ein Picardscher Ausnahmewert (wovon es nur hochstens einen gibt).

Wir nennen w einen Montelschen Ausnahmewert und schreiben Ef fir die Menge der
Montelschen Ausnahmewerte (also |E| < 1). Dann gilt: Ist U offen mit U N Jy # 0, so ist
Ot (U) > C\ Ef.

Satz 13.11 Es sei f € £. Dann gilt fiir alle U C C offen mit U N Jy # 0

ot(UNnJs) o Js\ Ey.

~ N
Ist f ein Polynom, so ist Ey N Jy = 0 und es gilt |J f*(UNJy) = Js fir N geniigend
n=1

grofs.

Beweis. Die erste Aussage ergibt sich aus B. 13.10 und der Tatsache, dass O (J; NU) =
JrN Ot (U) gilt (vollstédndige Invarianz).

Ist f ein Polynom, so hat f keinen ausgelassenen Wert (Fundamentalsatz der Algebra).
Es sei w € C mit O(w) = {w}. Dann hat die Gleichung f(z) = w nur die Lésung w, d. h.

f(2) —w=c(z —w)?, d=deg f

mit einer Konstante ¢ € C\ {0}. Dann ist aber w € F; als superattraktiver Fixpunkt
(f"(w) = 0). Damit ist |J f"(UNJy) =0+t ({UNJs) = Js. Da J; kompakt und f*(U) offen
neN

N
in C ist fiir allen € N (und damit f*(UNJy) = JyNf"(U) offenin J), ist |J fM(UNJy) =
n=1

Jy fiir N geniigend gro8. O

Bemerkung 13.12 Essei f € £. Ist z € Jy \Ef, so ergibt sich aus S. 13.11 unmittelbar,
dass O~ (z) dicht in Jy ist. Ist f ein Polynom, so gilt dies fiir alle z € Jy.

Dies kann genutzt werden, um Bilder von J; zu erzeugen. Man startet mit einem beliebigen
z € Js (kein Montel-Ausnahmewert) und berechnet sukzessive die entsprechenden Urbilder.
Die Vereinigung , fiillt J; dicht auf”.

Ist X =@ und ist f: X — X, so heifit xg € X periodisch, falls f(xg) = z fiir ein n € N.
Ist (X,d) ein metrischer Raum, so heifit X perfekt, falls X kompakt ist und jeder Punkt
H&iufungspunkt ist.

Satz 13.13 Es sei f ein Polynom. Dann gilt J; = Jym fiir alle m € N und Jy ist perfekt.
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Beweis. 1. J; = Jym als [U].

2. Wir zeigen zunichst: Ist z € J, so existiert ein 2 € J mit z € OT(2) und z ¢ O*(2), d.
h. 2€ O (2)\ Ot (2).

Ist z nicht periodisch, so kann man zZ € O~ (z) beliebig wihlen.

Es sei z periodisch und n € N die minimale Periode von z. Nach S. 13.11 hat f™ keinen
Montelschen Ausnahmewert in Jgn = Jy. Also existiert ein 2 € O}, (2) \ {#}. Dann ist
Z ¢ O (z) (sonst wire z = f¥(2) fiir ein k < n wegen f™(z) = z). Damit wire mit m so,
dass f"™(Z) = z,

FEE) = (=) = P (5(2) = 7E) = 2

Widerspruch zur Minimalitédt von n.)

Es seien z € J und U eine Umgebung von z. Ist Z wie oben, so ist Z € f¥(U N Jy) fiir ein
N € Nnach S. 13.11. Ist ¢ € U N Jy mit fN(¢) = 2, so ist ( # 2z da z ¢ O"(z). Damit ist
z ein Haufungspunkt von Jy. Da Jy kompakt ist, ist J; perfekt. O

Bemerkung 13.14 1. Die Aussage von S. 13.13 gilt auch fiir transzendente Funktionen f
in dem Sinne, das jedes z € J;y Haufungspunkt ist. Die ist allerdings schwieriger zu beweisen
(wie oben erwéhnt ist schon Jy # () schwer zu zeigen).

2. Ist X ein perfekter metrischer Raum, so ist X ,lokal iiberabzdhlbar”, d. h. jede offene
(nichtleere) Menge U C X ist iiberabzihlbar. ([U])

Satz 13.15 Es seien (X,d = dx) ein vollstindiger metrischer Raum und (Y,d = dy) ei
separabler metrischer Raum. Ist (T,,) eine Folge stetiger Abbildungen T,, : X =Y, so sind
dquivalent

a) Firalle) £U C X,0#V CY offen eristiert ein n € N mit
TNV =0 (T, (V)nU#0).

b) Die Menge M := {x € X : {T,,(z) : n € No} dicht in Y} ist dicht in X.

In diesem Fall ist M eine (dichte) Gs-Menge.

Beweis. Es sei {y; : j € N} dicht in Y. Dann ist
U:={Uyk(y;) : j € N,k € N}

eine abzihlbare Basis von Y (d. h., jede offene, nichtleere Menge ist Vereinigung sol-
cher Kreise). Es sei (Wy,)men eine Abzdhlung von U. Dann gilt a) genau dann, wenn

U T, (W,,) dicht in X ist fiir alle m € N.
neN
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Weiter ist € M genau dann, wenn zu jedem m € N ein n € N existiert mit T),(z) € Wiy,
d. h. z € T;1(W,,). Also ist

M= T (Wn).

meN neN

a) = b): Nach Voraussetzung ist |J T, *(W,,) dicht in X fiir alle m € N. Auflerdem ist
neN
U T, (W,,) offen. Nach dem Satz von Baire ist damit M dicht in X.
neN
b) = a): Da M dicht in X ist, ist auch |J 7,;'(W,,) dicht in X fiir alle m € N. ]
neN

Satz 13.16 Ist f € £ mit Ef NJr =0, soist {z € Jp: OF(z) dicht in Js} eine dichte
Gs-Menge in Jy.

Beweis. Es sei T), : Jy — Jy,T,(2) = f™(z). Nach S. 13.11ist OT(UNJy) = U T.(UN
neN
J¢) = Jy fiir alle U offen in C mit U N Jy = ). Also existiert zu jeder offenen Menge V in

Cmit VNJy #0einn e Nmit T,,(UNJr) NV # (. Damit ist a) aus S. 13.15 erfiillt (man
beachte: A C J; ist offen genau dann, wenn A = Ay N J; fiir eine offene Menge Ay C C).
O

Bemerkung 13.17 Der Satz gilt auch ohne die Voraussetzung Ef NJy = 0, allerdings
braucht man dann f {ir den Beweis, dass J; keine isolierten Punkte hat (damit ist insbe-
sondere w € Ef N Jy nicht isoliert in J¢). Dies haben wir bemerkt (B. 13.14), aber nicht
bewiesen.
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14 Die Rungeschen Approximationsséitze fiir Kompak-

ta

Ist Q C C offen und ist f € H(Q), so gilt fiir jedes zg € Q mit R := dist(zg, 0Q)

Z f —20)" = nh_}ngo Sn(2)

gleichméBig auf jeder kompakten Teilmenge von Ug(zp), wobei

Sn(z) = Sn fa 20, % Z f ZO)V

das n-te Taylor-Polynom von f beziiglich zo bezeichnet.
Wir wollen der Frage nachgehen, inwiefern f auf allgemeineren kompakten Mengen durch
Polynome oder rationale Funktionen (gleichméBig) approximiert werden kann.

Beispiel 14.1 Es sei G = C\ {0} und f(z) = 1/z (2 € G). Fiir r > 0 existiert keine Folge
(P,,) von Polynomen mit

P, — f gleichmiiBig auf K,.(0).
(Angenommen, doch. Dann folgt
d
/ P,(¢)d¢ — / ?C =27 (n — o)
K;(0) K. (0)

Widerspruch!). Andererseits gilt fiir die n-te Teilsumme s,, der Laurent-Entwicklung von

f e H(G)
sn— f in C(G,C).

Damit ist f auf allen kompakten Mengen K C G gleichméflig approximierbar durch ratio-
nale Funktionen mit Polen ausschlieflich in 0 und oo.

Definition 14.2 Ist (X, d) ein metrischer Raum , so schreiben wir im Weiteren kurz K &
X, falls K C X kompakt ist. Damit setzen wir fiir K € C

HK)={f:K—C:3UDK offten und F € HU) : Fix = f}

sowie
P(K) :=span” {z — 2" : v € Ng},
C(K,C)

() ﬁ, falls a € C
Ga\Z) ‘=
z, falls a = oo

wobei span’® M := spanM
Weiter sei
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und fiir A C C
RA(K) :=span”{g” :a € A,v € N}

(damit ist P(K) = R{)(K)).
Mit diesen Bezeichnungen ist in der Situation von B. 14.1

H(G) C Rio,00}(K)

fir alle K € G =C\ {0} und go ¢ P(K) fir K = K,.(0).
Eine erste Version eines Runge-Satzes ist die folgende

Satz 14.3 (Runge fiir rationale Approzimation)
Fiir jedes K € C ist
H(K) C span” {g, :a € C\ K}.

Fiir den Beweis benotigen wir eine Version der Cauchyschen Integralformel fiir allgemeine
Kompakta. Fiir a,b € C nennen wir den Pfad v : [0, 1] — C mit () = 74, (t) := a+t(b—a)
die orientierte Strecke von a nach b.

Satz 14.4 Es seien Q C C offen und K € Q. Dann existieren orientierte Strecken y1, ..., Ym
in Q\ K so, dass mit T' := (y1,...,vpm) fiir alle z € K und alle f € H()

1) = 50 [ 2
r

gilt.

Beweis. Es sei
0 := dist(K,09) (> 0).

Wir betrachten das Gitter dZ+idZ, wobei die ,,Maschenweite” d so ist, dass dv/2 < § (hier
ist dZ + dZ = {dx +idy : x,y € Z}). Es seien Q1,...,Q, die (endlich vielen) kompakten
Quadrate mit Ecken in dZ + idZ, die K ,treffen” (also nichtleeren Schnitt mit K haben).
Dann gilt

N

Kc|JQmca.

n=1
(Denn: Nach Definition gilt K C Ule Qn-Ist ne{l,...,N} und ist z, € Q, N K, so gilt
Us(z,) C Q.Da diam(Q,,) = dv/2 < § ist, folgt Q,, C Q.)
Ist @ ein beliebiges (kompaktes) Quadrat mit Ecken a,b,c,d (positiv orientiert), so ist
0Q =T, wobei

L'q = (Ya,bs Vo,es Verds Vd,a)



14 DIE RUNGESCHEN APPROXIMATIONSSATZE FUR KOMPAKTA 98

eine geschlossene Kette ist. Dabei ist ([U]

indp(z < 2m = ) (z € QY. (14.4)

Wir betrachten nun diejenigen orientierten Strecken, deren Spur Seite genau eines der
Quadrate Q1,...,Qx ist (also nicht gemeinsame Seite von zwei der Q) und bezeichen
diese mit 71, ...,va. Es gilt dann fiir T := (y1,...,7m)

M
= U vr CQ\ K

m=1

(beachte: keines der ~, trifft K, da ansonsten +;;, zum Rand zweier der @Q,, gehoren wiirde).
Nach Konstruktion gilt weiterhin

Z / c—zd“z /c—z (/g(—oz‘K)

fiir alle z € Q\UnN:1 0Q,, (die auf der rechten Seite ,,fehlenden” Strecken werden je zweimal

in entgegengesetzter Orientierung durchlaufen).
Ist 2 € QY fiir ein n € {1,..., N}, so gilt nach B./D. 10.2, dem Cauchy-Theorem sowie

(14.4)
f(z), fallsf=mn
2mi / C— z = {0, sonst .

Damit gilt

~ omi (—=z
r

fiir alle z € Uﬁle QY.
Da die linke wie die rechte Seite stetige Funktionen auf Q\I'* sind, ergibt sich die Gleichheit
auch fiir beliebiges z € (Uﬁ;l Q) \T* D K. O

Bemerkung 14.5 Die Konstruktion der v, ...,vy zeigt, dass fiir eine geeignete Zerle-
gung I1,..., 1, von {1,..., M} die Ketten I'; = (v;)jes, (¢ € {1,...,¢}) geschlossen sind,
d. h. I'* besteht aus ¢ (paarweise disjunkten) ,,Polygonziigen” mit achsenparallelen Seiten.

Beweis zu S. 14.3 Wir wihlen eine offene Umgebung €2 von K so, dass ein F' € H(2)
existiert mit Fig = f. Ist I' = (y1,...,ywm) wie in S. 14.4, so gilt nach S. 14.4

e =re =g [Fa(= L [FOu) e
r m=1 Ym
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Dabher reicht es, zu zeigen: Ist v = 7,5 eine orientierte Strecke in C\ K und ist g € C'(v*),
so ist

zH/C{J(_C)ZdCGSpaHK{ga:aE'y*}
v

(man beachte I'* = U:Ll v, CC\ K).
Es sei € > 0. Da
V*XKB(C,z)HCg(C)ZG(C

(gleichmiiBlig) stetig auf v* x K & C? ist, existiert ein § > 0 mit

’g(C) _9(@)
(—2z (' —=z

Weiter existiert eine Zerlegung

(¢.¢ e I¢— (| <6z € K).

O=to<ti1i <...<t,=1

vo [0,1] so, dass fiir
Y =Nyt G=10,m)

gilt
(=dl<d (¢ ersi=1...,n).
Wiéhlt man @Q; € 75, so folgt fiir z € K

‘/é’fldg/ﬂdz‘ < eL(v;).

Also erhalten wir mit

cj::g(aj)/dC (j=1,...,n)

fir alle z € K

j=1 J

> ([ E5w- [32)

J Vi

9(¢) - 1
‘/czdc_zcjalz
Y

n

< e-ZL(w) =e- L(y).
Od

Der Beweis zeigt, dass in der Situation von S. 14.3 die Pole a in I'* gew#hlt werden kénnen,
wenn I" wie in S. 14.4 ist. Wir wollen nun eine wesentlich genauere Aussage hinsichtlich der
Waéhlbarkeit der Pole machen.
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Satz 14.6 (Runge fiir rationale Approximation mit vorgegebenen Polen)
Essei K €C. Ist AC Cy \ K so, dass ANG # ) fiir jede Komponente G von Co \ K,
S0 15t

H(K) C Ra(K).

Beweis. Es sei G eine Komponente von Co, \ K. Dann ist Gy := G \ {00} ein Gebiet
in C. Nach S. 14.3 reicht es, zu zeigen: Fiir alle a € Gq ist g, € Ra(K). Wir definieren
v : Gy — C(K) durch

w(a) == gaq (a € Go).

Dann ist ¢ stetig.
(Denn: Ist a € Go und 6 := dist(a, K) und ist (a,) eine Folge in Gy mit a,, — a, so ist
dist(an, K) > §/2 fiir n geniigend grof}, also auch

2
||gan _gaHoo,K < 57 |Cl—an| —0 (n—>oo)

(man beachte
1 1 a—any

_ - ).

an—2 a—z (an—2)(a—2z)
Wir setzen V := ¢~ '(Ra(K)). Dann ist V' C Gg abgeschlossen, da R4(K) C C(K)
abgeschlossen ist.
Wir zeigen: § # V offen. Da Gy ein Gebiet ist, ist dann schon V = Gg und damit g, €
R4 (K) fiir alle a € Gy.
Zu V # 0: Ist G beschrinkt, so existiert ein b € ANGy (beachte G = Gy dann). Damit ist
gp € Ra(K), also b € V. Ist Gy unbeschrénkt (d. h. G die Komponente von Cy \ K, die
oo enthélt) und b € ANG, so ist g, € Ra(K), also im Falle b # oo (d. h. b € Gy) wieder
beV.Ist b= oo, so ist fiir |a| > max,cx |2

oo oo

11 1 1, 1,
900 = o T T e T T 0

v=0

mit gleichméBiger Konvergenz auf K. Damit ist g, € P(K) C Ra(K).
ZuV offen: Es sei b € V, d. h. g» € Ra(K). Dann ist fiir n € N auch g € Ra(K).
(Tatséichlich ist R4(K) eine Funktionenalgebra, d.h. mit f,g € R4(K) ist auch fg €

R4(K); [U]). Es sei ¢ := dist(b, K). Dann gilt fiir a € Us,2(b)

oo oo

9a(2) = biz ' 1_% => (b a)um = (b-a)'g ' (2)

b—z v=0 v=0

mit gleichmiiBiger Konvergenz auf K (beachte: ’g:—‘;| < 1/2). Also ist auch g, € Ra(K). O
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Bemerkung 14.7 Als Spezialfall fiir A = {co} ergibt sich aus S. 14.6 unmittelbar: Ist
K & C mit zusammenhéngendem Komplement (in C oder C,, egal), so ist

H(K) C P(K)

(Runge fiir polynomiale Approximation). B. 14.1 zeigt, dass fiir K mit nicht zusammenhéingen-
dem Komplement die Aussage im Allgemeinen falsch ist.

Beispiel 14.8 1. Es existiert eine Folge (P,) von Polynomen mit
P,(0) = oo und P,(z) — 0 fiir alle z # 0.

(Denn: Fiir n € N seien

: 1
L,=V.,0n{z=re¥:—n4+—-<p<m}
’ n

und
K, := L, U{0}.
Dann ist K € C und C\ K zusammenhéngend. Nach B. 14.7, angewandt auf f, € H(K,)
mit
0, z€L,
fn(z) = { )
n, z¢&€M,

existiert ein Polynom P, mit
1
||fn - Pn”oo,Kn < —.
n

Die Folge (P,) ist dann wie behauptet ([U]).
2. Es existiert eine Folge (P,,) von Polynomen mit

P.(z) =0 (n — o0)
fiir alle z € C und so, dass
[ Prlloo,us0) =00 (1 — 00)

fiir alle 6 > 0. Insbesondere ist damit (P,) in keiner Umgebung von 0 gleichmifig konver-
gent.
(Denn: Fiir n € N seien

L, :=U,[0]N ({Im z < 0} U {Im z > 2/n})

und
M, :=U,[0]N{Im z =1/n}

sowie K, := L, UM,. Dann ist K € C und C\ K zusammenhéngend. Also existiert nach

B. 14.7, angewandt auf
0, zeL,
fn(2) = {

n, z€M,
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(beachte: f, € H(K})), ein Polynom P,, mit

1

an - Pn”OO,Kn < -

n

Ist z € C, so ist z € L,, fiir n geniigend groB, also gilt fiir diese n
1
‘Pn(z)| = |Pn(z) — fn(z)’ < - -0 (n = o0).

Ist § > 0, so ist Us(0) N M, # 0 fiir n geniigend groB. Ist z,, € Us(0) N M, so gilt

1
fiir n — oo.
Bemerkung 14.9 Es seien 2 C C offen und A C 2 ohne Haufungspunkt in 2. Weiter

seien P, (w € A) Polynome. Wir sagen, eine Funktion f € H(2\ A) habe die Partial-
bruchzerlegung (Py)wea in €, wenn fiir alle w € A die Laurent-Entwicklung um w (also

auf V s(w)) den Hauptteil
1 1
(=)
z—w z—w

hat. Es stellt sich die Frage, ob fiir jedes Tupel (P,)weca ein solches f existiert. Eine

naheliegende Idee wére, die ,,Reihe”

weA

zu betrachten. Im Falle |A| = oo ist die jedoch im Allgemeinen nicht konvergent. Ist etwa
N=C,A=Zund P, = 1(w € A),soist ) ﬁ nicht konvergent. , Gruppiert” man
jedoch geeignet, so ist

1+§:( L + 1 )_1+§:272_f()
z z—m z4m/ z 122—m2_' “

auf allen kompakten K C 2\ A gleichmifiig konvergent. Man kann zeigen (mit Hilfe des
Residuensatzes), dass hier gilt

f(z) = mcot(nz) (€ C\Z).

Wir wollen zeigen, dass durch Hinzufiigen geeigneter , konvergenzerzeugender Summanden”

eine Konvergenz erzwungen werden kann.

Bemerkung und Definition 14.10 Es scien @ C C offen und (K,,) = (K ()) die
Standardausschopfung von 2 aus dem Beweis zu S. B.5. Es gilt dann: Ist G eine Kompo-
nente von Co, \ Ky, so existiert ein ( € GN (Cx \ Q).

(Denn: Ist G die Komponente, die co enthilt. so ist { = oo geeignet. Ist G eine weitere
Komponente (falls existent), so gilt nach Definition: Ist z € G, so existiert ein ¢ € C\ 2 mit
|z — ¢| < 1/m (beachte: G C Up,[0]). Dabei gilt Uy /,,,(¢) C G, also insbesondere ¢ € G.)
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Damit ist auch
Zeo(Q) € Ze ok, (Q) =G,
wobei Z;(¢) die Zusammenhangskomponente von M C C bzgl.  bezeichnet.

Satz 14.11 (Mittag-Leffler)

Es seien Q C C offen und A C Q ohne Hiufungspunkt in Q. Ferner seien P, (w € A)
Polynome. Dann ezistiert ein f € H(Q2\ A) mit Partialbruchzerlequng (Py)wea, d.h. fir
alle w € A ist der Hauptteil der Laurent-Entwicklung auf Vo s(w) gegeben durch

1 1
Pn( )
Z—Ww Z—Ww

Beweis. Es sei (K;,)m = (K,,L(Q))m die Standardausschépfung von 2. Fiir m € Ny setzen
)

wir (mit Ky :=
B = AN (K1 \ Km)
und (mit ), :=0)
@)= Y ——Py(-2)  (z€C\By)

z—Ww z—Ww
wEB,

(man beachte: B,, ist endlich, da A keinen H&ufungspunkt in Q hat). Dann ist f,, €
H(C\ By,) und damit insbesondere f,, x,, € H(K,). Da jede Komponente von Co \ K,
einen Punkt aus C \ © enthélt, gilt

Sk, € Reno(Km)

nach S. 14.6, d. h., es existiert eine rationale Funktion R,, € H(Q) (also Pole nur in C,,\ Q)
mit )
Hfm\Km - Rm”oo,Km < 3
m

(dabei sei R, =0, falls K,,, = 0). Also konvergiert

o0

Z (fV(Z) - RV(Z))

gleichméBig auf K,,. Daher ist durch

oo

f(2) =) (fu(2) — Ru(z)) (2€Q\A)

v=0
eine Funktion f € H(Q2\ A) definiert (beachte: die Reihe konvergiert gleichmiifig auf jeder
kompakten Teilmenge vo Q \ A). Dabei ist fiir alle m € N

m—1 [ee] m—1
F=> f+> (fi—R)=D> R,
v=0 v=m v=0

=gm

mit g, € H(Q\U,—,, B.). Da K,,, C @\, By, ist, hat f in K,,, genau die vorgeschrie-
benen Pole mit entsprechenden Hauptteilen. Da m beliebig war, folgt die Behauptung. O




15 DER RAUM H()) UND UNIVERSELLE FUNKTIONEN 104

15 Der Raum H(f2) und universelle Funktionen

Bemerkung und Definition 15.1 Es seien Q C C offen und (K,,,) = (K,,()) die Stan-
dardausschopfung von . Wir definieren fiir f,g € C(Q,C) = C(Q)

A(.9) = do(f.9) = sup min (. [|f = glloorc,.) (<)
meN m

(it [/ = glloc.g = 0). __
Dann rechnet man nach, dass d eine Metrik auf C(Q) ist; [U].

Auflerdem erhélt man: Ist (f,,) eine Folge in C(Q), so gilt f, — f in (C(f2),d) genau dann,
wenn f, — f gleichméfig auf allen kompakten Teilmengen von €. Dies rechtfertigt auch
die schon frither dafiir verwandte Schreibweise

fo = fin C(Q,C).

(Denn: ,,=” Gilt f, — fin (C(2),d) und ist K € Q, so wihlen wir M € Nmit K C K.
Aus d(fn, f) — 0 folgt

. 1
min (57 1F = fallca ) 0 (n = 00),
also auch
”f_anOO,KM —0 (n_>oo)
und damit
”f*fn”oc,K‘}O (n%oo)
,,<=" Esseie >0 gegeben. Dann existiert ein M = M, € N mit ﬁ < e. Also ist
1
Sup 1min (7a ”f - fn“oo,Km) <e.
m>M m

Weiter existiert ein N = N, € N mit

Hf_anoo,KM€ <e (TLZN)

Damit ist

.1
Lmax min (— 1 = fulloe,,) <

fiir alle n > N, also auch d(f, f,) < e fir n > N.)

Entsprechend sieht man, dass (f,) genau dann eine Cauchy-Folge in C(Q) ist, wenn (f,)
gleichmiflige Cauchy-Folge auf allen kompakten Teilmengen von € ist. Damit ist (C(Q2), d)
vollstandig.

(Ist (fn) C-Folge in (C(2),d), so gilt fiir alle K € Q2

fn — [ gleichméBig auf K

fiir eine Funktion fx stetig auf K. Durch
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falls z € K, ist f € C(Q2) wohldefiniert.)

Auflerdem ist H(2) abgeschlossen in C(£2) nach S. 2.15, also (H(€2), d) ebenfalls vollsténdig.
Wichtig ist nicht die konkrete Form obiger Metrik d, sondern eigentlich nur die ,,induzierte
Topologie”, also die entsprechenden offenen Mengen.

Wir setzen fiir f € H(Q),e >0 und K €

Vex(f) :={9€ HQ),If — glloo.x <&} (= f+ Ve x(0)).

Dann gilt: U C H(Q) ist eine Umgebung von f € H() genau dann, wenn ein £ > 0 und
ein K € () existieren mit

VE,K(f) cU.

(Denn: ,,=” Nach Voraussetzung existiert ein € > 0 mit U.(f) C U. Wir wihlen M € N
mit 57 <. Ist g € Ve i\, (f), 50 ist ||f — glloc, k0 < €, also auch

i (0 gl ) <
ISH;lang\/frxllrl — 9lloo, K €

und damit d(f, g) < e. Folglich ist V; k,, (f) C U(f).
»<" Essel V; g(f) C U. Wir wihlen M € N mit K C K. Fiir ¢/ := min (ﬁ,s) gilt
dann: Ist g € Uo/(f), so ist min (57, ||f — gllec,x,,) < €’ und damit

If = glloo.x <If = glloo.kay <€ <e.

Satz 15.2 (Runge fiir offene Mengen)
Es sei Q C C offen. Ist A C Coo \Q s0, dass ANC £ fiir jede Komponente C von Cyo\ Q,
so existiert zu jedem f € H(Q) eine Folge (R,,) rationaler Funktionen mit Polen nur in A

und so, dass
R, — [ in C(Q).

Beweis. Es sei m € N. Ist G eine Komponente von Coo \ Ky, s0 ist fiir ( € GN(Coo \ Kn)
(# 0 nach B./D. 14.10)
@ 7é AN ZCOO\Q(C) CcC ANG.

Also existiert nach S. 14.6 eine rationale Funktion R,, mit Polen nur in A und
If = Rmlloc,k,, <1/m.
Ist K € Q beliebig, so ist K C K, fiir m geniigend grof}, also
1
1f = Rinlloo,x < —
m

fiir m gentigend grof. O
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Bemerkung 15.3 Als wichtigen Spezialfall erhiilt man wieder (mit A = {oco}): Ist Q offen
und C. \ ©Q zusammenhiingend (insbesondere, wenn 2 ein einfach zusammenhingendes
Gebiet ist), so existiert zu jedem f € H(Q) eine Folge (P,) von Polynomen mit

P, = f inC(Q).

Dies ist im Allgemeinen falsch, wenn Co \ © nicht zusammenhéngend ist (etwa fiir Q =
C\ {0}; vgl. B. 14.1).

Als weitere Anwendung der Rungesétze fiir polynomiale Approximation beweisen wir die

Existenz sogenannter universeller Funktionen in zwei Fillen.

Satz 15.4 (Birkhoff)
Es sei (ay,) eine unbeschrinkte Folge in C. Dann ist die Menge der ganzen Funktionen f,
fiir die die Translationen f(-+ ay) dicht in H(C) sind, eine dichte Gs-Menge in H(C).

Beweis. Fiir a € C betrachten wir den Translationsoperator Ty, : H(C) — H(C) mit

(Taf)(z) = f(z+a)  (2€0).

Dann ist T, : H(C) — H(C) stetig.

Weiter ist (H(C), d¢) vollstidndig und separabel (die Polynome mit Koeffizienten in Q+iQ
bilden eine dichte Teilmenge in H(C)).

Wir beweisen a) aus S. 13.15 fiir (T}, ) (dann folgt aus S. 13.15 die Behauptung).

Es seien also ) # U,V C H(C) offen. Dann existieren g,h € H(C) und € > 0, K € C (ohne
Einschrinkung K = Ug|0] fiir ein R > 0) mit

VE,K(g) cU, VE’K(h) cV.
Also reicht es, zu zeigen: Es existiert ein n mit
Ta, (Ve,x(9)) N Ve, (h) # 0.

Es sei n so, dass |a,| > 2R. Dann ist KN(K+ay,) = Ug[0]NUg|a,] = § und KU(K +a,) € C
hat zusammenhédngendes Komplement. Wir setzen

o(2) = g(2), ze K
. h(z — an), zeK—l—an.

Dann ist ¢ € H(K). Nach B. 14.7 (Runge fiir polynomiale Approximation) existiert ein
Polynom P mit

H(P - PHOO,KU(K+an) <e.

Also ist einerseits ||g — Plloco,x < € (also P € V, k(g)) und andererseits
|h —Tu, Plloc,x = |T-a,h — Plloc,k+a, <€,
d.h. T, P € Ve x(h). O
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Satz 15.5 Es sei G = D* \ (—oo,—1). Dann ist die Menge aller f € H(D), fir die die
Taylor-Teilsummen

noof)
@@= 0w e
v=0 :

dicht in H(G) sind, eine dichte Gs-Menge in H(D).

Beweis. Die Abbildungen s, : H(D) — H(G) mit

n (v)
)2 =Y LW e

v!
v=0

sind stetig ([U]). AuBerdem ist H (D) vollstindig und H(G) separabel (die Polynome mit
Koeffizienten in Q + ¢Q sind dicht in H(G) nach B. 15.3, da G einfach zusammenhéngend
ist).

Wie im Beweis zu S. 15.4 reicht es, zu zeigen: Sind g € H(D), K € D (ohne Einschréinkung
K =U,[0] fir ein r < 1) und h € H(G), L € G (ohne Einschrinkung L = K,,(G) fiir ein
m € N und damit L¢ zusammenhéngend) sowie € > 0 gegeben, so existiert ein n € N mit

sn(Vec(9) N Ve () #0,
Da (K U L)€ zusammenhéngend ist, existiert nach B. 14.7 ein Polynom P mit
19 = Plloc,xx <& und [[h = Plloc,r <¢

(beachte K N L = 0). Ist n > degP, so ist s,P = P. Damit ist P € V, x(g) und
suP = P e V. r(h). o
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16 Der Satz von Mergelian

Wir untersuchen nun wieder Approximation auf kompakten Mengen K in C. Ist

f S R(K) = RCOO\K(K),

so ist natiirlich f € C(K), und auBerdem ist fjxo € H(K?).

(Ist R, eine Folge rationaler Funktionen mit Polen in C,, \ K und so, dass R, — f
gleichméBig auf K, so folgt aus R, ko € H(K") auch fjxo € H(K®) nach S. 2.15.)

Wir setzen

= {f € (K): fio € H(K®)} (= C(K), falls K° = 0).
Damit ist also
R(K) C A(K)
und insbesondere
P(K) C A(K).

Weiter zeigt schon B. 14.1, dass P(K) # A(K)(= C(K)) fir K = K1(0) gilt. Wir zeigen
im folgenden Beispiel, dass auch Kompakta K existieren mit K = () und so, dass

R(K) # C(K) (= A(K)).

Beispiel 16.1 (Schweizer Kise, A. Roth) Wir betrachten eine Folge von Kreisen U; =
Uj(a;) so, dass Bj := Ujla;] C D fiir j € N, a; =0 und

1. BjﬂBkZQ)(j#k‘),

o0
2. Z i < 1,
j=1

3. U U; dicht in D.
JjeN
(Eine solche Folge existiert: Es sei {g, : n € N} eine Abzihlung von DN(Q+:Q). Wir setzen
ar := 0,71 :=1/3 und definieren (a;),en, (7j)nen induktiv. Sind a1, ...,a; € DN (Q + Q)
und rq,...,r; mit r; € (0,1/37), so setzen wir

J
nj41:=min{n € N:gq, ¢ U U, lae)}
=1

und a;41 = ¢y, ., sowie 7541 € (0,1/37%1) so, dass U,

i1 l@j11] € D und

J

Urjia aj+1 U relae] = 0.
=1
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Dann haben die U; obige Einegenschaften.)
Wir definieren damit

K:=D\ U
jEN
Dann gilt K = ) (nach 3.) und
R(K) # C(K).

(Denn:
1. Zunichst zeigen wir: Ist g € R(K), so ist mit K; := oU; = K, (a;)

oo

/g=2/g- ()

—
K1(0) ITUK;

Wieder, denn: Ist R rational mit Polen nur mit Co, \ K, so ist P(R)NU, = 0 fir n
geniigend grofl (wobei P(R) die Menge der Polstellen von R bezeichnet). Also folgt mit
dem Residuensatz fiir n geniigend grof3

/Rsz’ Z Res(R, w) Z/

K1 (0) weP(R)ND Jj= 1K

Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert eine rationale Funktion R mit Polen nur in Co, \ K
und ||g — R||eo,x < €. Es folgt fiir n geniigend grof

<|lg — Rlloo,x - (27T+27rer) < 27r(1+27’j> €
j=1 j=1

Da € > 0 beliebig war, gilt (x).

2. Wir betrachten nun f : K — C mit

f(2) ::u (z € K).

z

Dann ist f € C(K) (beachte 0 ¢ K). Angenommen, f € R(K). Dann folgt

w=| [ ‘“H/f =[S [ 1

K1(0) - KJ
S| [ 1] <1l 20 Y < 2w
i—1 — i—1
J K; -1 J

Widerspruch!)
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Bemerkung 16.2 Es gibt auch Kompakta K C C mit K° # () und so, dass R(K) #
A(K) (Schweizer Kése mit inneren Punkten). Die Frage, fiir welche Kompakta R(K) =
A(K) (bzw. R(K) = C(K) fiir K = 0) gilt, ist duBerst schwierig zu beantworten. Eine
Charakterisierung liefert der Satz von Vituschkin.

Unser Ziel ist es, genau zu kldren, was P(K) ist.

Bemerkung und Definition 16.3 Es sei K € C. Ist U die unbeschrinkte Komponente
von C\ K, so heifit

K :=C\U (= K, falls C\ K zusammenhéngend)

die polynomial-konveze Hiille von K (also: K ist die Vereinigung von K und allen be-
schrinkten Komponenten von C \ K). Nach dem Maximumprinzip gilt fiir die Polynome
P

1Plloo, i = [1Pll 0, -
(Denn: Ist G eine beschrinkte Komponente von C \ K, so ist G € C, also ist ||P|| &z =

1Plloc,06 < [IPloo,x-)
Gilt also f € P(K), so existiert eine Folge (P, ) von Polynomen mit

P, — f gleichméflig auf K.
Dann ist (P,,) auch eine gleichmifiige Cauchy-Folge auf K , also existiert ein F' C A([? ) mit
P, — F gleichméfig auf K.

Dabei ist natiirlich Fjx = f und F' ist eindeutig bestimmt durch f nach dem Maximum-
prinzip. Mit
AK)g = {f € O(K):3F € A(K) : Fixc = f}

ergibt sich P(K) C A(IA( )i . Tatséchlich gilt sogar Gleichheit:

Satz 16.4 (Mergelian) Es sei K € C. Dann gilt

und speziell fiir C\ K zusammenhiingend (d. h. K = K )

P(K) = A(K).

Aus B./D. 16.3 folgt, dass es reicht, den Beweis fiir K = K zu fithren. Dies wird nicht ganz
einfach sein. Wir bendétigen vorweg eine Reihe fiir sich genommen interessanter Ergebnisse

aus der Analysis.
Dazu setzen wir fiir © C R? offen und f € C(Q) = (C(Q2),C)

supp(f) = {# € RT: [(2) Z0}
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sowie

Ce(Q) == {f € C(Q) : supp(f) € 0},
CHQ):={f e CFQ) :supp(f) € Q} (ke NU{a}).

Bemerkung 16.5 Es sei () #)K € RY.

1. Ist U D K offen (und ohne Einschriinkung beschriinkt), so existiert ein ¢ € C.(R?)
mit 0 < ¢ <1, supp(p) C U und ¢ g = 1.
(Denn: Mit § := dist(K, U) ist ¢ : R? — [0,1] mt

(x) := max (O7 1-— % dist(z, K)) (xz € RY)

geeignet.)
2. Unter Verwendung von 1. zeigen wir:

a) (Zerlegung der Eins beziiglich einer offenen Uberdeckung)
Sind Uy, ..., U, offen mit K C U;nzl Uj, so existieren Funktionen f1,..., 3y, €
C.(R%) mit 0 < B8; <1, supp(8;) CU; (j =1,...,m) und

j=1

b) (Erweiterungssatz von Tietze)
Ist f € C(K), so existiert ein F € Cc(R?) mit Fjx = f.

(Zu a): Ohne Einschrinkung seien Uy, ..., U,, beschrinkt. Fiir x € K sei §, > 0 so,
dass Us, [z] C Uj fiir ein j € {1,...,m}. Dann ist (Us, (z)) eine offene Uberdeckung
von K, also existieren z1,...,z, € K mit

N
K C U U(;wn (mn)

n=1

Fiir j € {1,...,m} seien
Ii:={ne{l,....N}:Us, [x,] CU;} (#0)

und

L= J Us,, [za].

nel;

Dann ist L; € Uj, d. h., es existiert ein ¢; € C.(R%) mit @jiL, = 1, supp(p;) C Uj
und 0 < ¢; < 1. Wir setzen (mit [] :=1)
0

-1
Bi=¢; [[0—¢0) (G=1,....m).
(=1
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Dann gilt Bjy, =0 (j =1,...,m) und 0 < f; < 1 sowie

Z/BﬂK =1- H(l - ‘PJ)
j=1 j=1
(wie man induktiv sieht). Da fiir jedes z € K ein j € {1,...,m} existiert mit 2 € L;,

ist die rechte Seite = 1 auf K.

Zu b): Ohne Einschriankung kann man f(K) C [—1, 1] annehmen.
Es sei U offen und beschrénkt mit K C U. Wir setzen

Kt ={zeK:f(x)>1/3}, K ={zeK: f(x)<-1/3}.

Dann ist K* € K und dist(K*, K~) > 0. Damit existiert (mit a)) eine Funktion
f1 € C.(R%) mit supp(f,) C U, | f1lloore < 1/3 und

f1|K+ =1/3, fl\K* =-1/3

(also [|f = filloo,x < 2/3).
Mit entsprechender Argumentation (mit f — f; statt f) existiert ein fo € C.(R?) mit

Supp(fQ) cU, ||f2Hoo,]Rd < % ' % und
If = f1 = fellooc < (2/3)°.
Induktiv erhilt man eine Folge (f,) in C.(R%) mit supp(f,) C U sowie

1= il = (3) Wl < (3)
v=1

n—1

1
-

Damit konvergiert F':= Y f, gleichmiflig auf R? (also F' € C(R%)) mit

v=1
i f, = f auf K.
v=1

Aus supp(f,) C U fiir alle n € N folgt supp(F) C U € R%.)

Es sei A2 das 2-dimensionale Lebesgue-MaB. Sind f € C.(C) und g As-messbar und lokal
integrierbar (d. h.

/|g|d)\2 < oo
K

fiir alle K € C), so existiert das Faltungsprodukt

/f w)dAa(w)

fiir alle z € Cund es ist fxg € C(C) mit f*xg=gx* f, also

/f(w) w)dAa(w /f > — w)g(w)dra(u)
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fiir z € C. Weiter ist supp(f * g) C supp(f) + supp(g) (beachte: ist z € supp(f * g), so ist
z—w € supp(g) fiir ein w € supp(f)) und im Falle f € CL(U) fiir eine offene Menge U C C
gilt f*g e CHV) fiir alle V offen mit V — supp(g) C U und

Af*9)(z) = (0f) xg)(2)  (z€V).

(Stichwort: Differenzierbarkeit von Parameterintegralen)

Aus
/dA'jﬂ| //rdrd@fm (R>0)

UR —m 0

folgt, dass
1
Coz— -€eCqy
z

lokal integrierbar auf C ist. Damit existiert fiir f € C2(C) das Faltungsprodukt (9f) = 2.
Wir beweisen dafiir:

Satz 16.6 (Pompeiu-Formel) Es sei f € CL(C). Dann ist

f=@) s~

mTe

Beweis. Es sei z = (z,y) € C. Wir setzen fir ¢ € [-m,7|,r >0
F(r,@) = f(z +re?) = f(x +rcosp,y + rsinyp)

Dann gilt mit ¢ = z + re™ fiir 7 > 0

0 0 0

e (1) = 5(0) cosp + T (Qsineg

0 0

875(’ )767{(0( rsing) + = (¢)rcosp,

also
oF oF 0 0
(71“04,0187“> (r,cp):fia—i(g)(cosgofisingo)Jr%(C)(cosgafisinga)

_ —ip(0f Of
= (5, ~15)©
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Damit ergibt sich mit der Substitutionsregel und dem Satz von Fubini

1 (af af)(g) dx2(Q) L/ew(laj_iaj) (r,go)rd)\Q(T’@

27rz dy e C—z  2mi r Op or ret®
R2
1 mwl&?_
271'2// rop r)(r’ w)dpdr
0 —m
1//8Frg0dgodr*f—/ p)dr dyp
ar
0 —m
%/_/
=F(re)l?2o=—F(0,¢)
1 ™
éf/FQ¢d¢=ﬂd
T =f(2)
SchlieBlich ist noch
1 of . of dX2(C) l/ = dA2(C)
2mi (ay 836)(0 -z = (99(©) z—C

Bemerkung 16.7 1. Ist K € C mit K und K¢ zusammenhéngend, |K| > 2, so existiert
nach B. 10.6.3 eine konforme Abbildung

P :D* - C\ K.
Dabei gilt nach der Konstruktion in B. 10.6.3
P(z) =cz+0(1) (2= ),

wobei ¢ so wihlbar ist, dass ¢ > 0 (Drehung ,,vorschalten”). Mit dieser Normierung ist ¢
dann eindeutig bestimmt (vgl. B. 10.5). Die Zahl ¢ heifit (logarithmische) Kapazitit von K
(kurz: cap(K)). Als Folgerung aus dem Koebeschen 1/4-Satz ergibt sich

diam(K) < 4 - cap(K).

(Denn: Zunéichst sei 0 € K und ¢ : D* — C\ K wie oben. Dann ist ¢ := 1y:D* = C\ilK
mit
P(z) =24+ O(1) (z = o0).

Weiter ist durch

g(w) == = (w e D)
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eine Funktion g € S definiert (aus 0 € 1 K folgt g(D) C C). Dabei ist
c
D)=C\ —.
9D) =C\ 4
Nach dem Koebeschen 1/4-Satz ist
g(D) O Uy1/4(0)

und damit & C {Jw| > 1}, d. h. K C Uy[0].
Ist a € K beliebig, so ergibt sich mit gleicher Argumentation mit K — a anstelle von K
auch

K —a C Uy [0],

also K C Uyc[a]. Da a € K beliebig war, ist diam(K) < 4c.)

Die Konstante 4 ist bestmdglich, wie die Joukowski-Abbildung zeigt (cap([—1,1]) = 1/2).
2. (Approximative Eins) Ausgangspunkt fiir die weiteren Untersuchungen ist die Funktion
a:C — C mit

exp( — ﬁ), |z| <1

a(z) = .
0, |z| > 1

Man kann zeigen (— Analysis), dass a € CL(C) (genauer sogar a € C°(C)) gilt. Wir
definieren ¢ € C}(C) durch

o(z) == fald)\Q a(z) (z€C)

und s € C}(C) fiir § > 0 durch

Dann gilt supp(y) = Us[0] und

(i) /%d)\z =1,

.. = 0 o
(ii) /&pad)\z = 0 (genauer: /%d)\2 = / 8i;jd/\2 =0),

™

(ii) /@pa\dh < [0¢llooc - 5

(Denn:
Zu (i): Es gilt (mit T'(2) = T(z,y) = §(x,y) und det JT = §?)

/ psdda — 5% / o(2/6) dAa(2) = 5% / (1) 62dAs (1) = / oddg = 1.

Zu (ii): Mit dem Satz von Fubini und dem HDI gilt
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Entsprechendes gilt fiir [ ? dXs.
_ gy
Zu (iii): Aus 0p5(2) = 55 (9¢)(2/() folgt

_ 1 — 1, =
[Bestira =5 [ 1@/D)]drae) < 55100l wctn
Us[0]

Damit kommen wir zum Beweis zu S. 16.4:
Es sei f € A(K) gegeben. Zu zeigen ist f € P(K).

1. Wir konnen ohne Einschrinkung f € C.(C) annehmen (Tietze-Erweiterungssatz). Fiir
§ > 0 betrachten wir das Faltungsprodukt fxs. Dann gilt f*ps € C1(C) mit supp(f*ps) C
supp(f) + supp(yps) = Us[supp(f)] (wobei Us[M] := {z : dist(z, M) < &}). Ferner ist

A(f * ps) = (Ops) * f auf C

sowie
A(f * ps) = (Of) * s = 0 auf Vj,

wobei V5 := {2z € K : dist(z,0K) > &} (beachte: V — supp(ps) = V — Us[0] € KP).
AuBlerdem gilt fiir alle z € C

F2) = (F *os)(z) & / (F(2) = (= — w) s (u)da(u)

und damit

1f = [ *¢sllooc < w(d)- /Wuz @ (s).

(Hierbei ist w : Ry — Ry mit
wlt) = wp) = swp [f(2)— FG)] (t>0)

der sog. Stetigkeitsmodul von f.)
SchlieBlich ergibt sich

@5+ )(z) 2 /5<p5(u) (f(z =) = f(2))dr2(u)
und folglich

= _ (i) 5
10(F = @5)[| o c = 1Pps) * [l o c < w||a¢||w,c.¥,

2. Nach der Pompeiu-Formel ist
— 1
[xps =0(f xps) * —,
me
und aus 1. ergibt sich

Bs == supp (0(f = ¢s)) C Us[supp f] \ V.



16 DER SATZ VON MERGELIAN

117

Ist nun Q5 D K offen und rs € C(Bs x Qs) so, dass r5(¢,-) € H(Qys) fiir alle ¢ € Bs, so

ergibt sich fiir g5 : Qs — C mit

052) =+ [ 3+ a)rs(€ drelc)
Bs

zum einen g5 € H(s) (Potenreihenentwicklung!) und zum anderen fiir z € Qs

05(2) — (Fs)(2) =+ B/ (s * 03)(2) (6. 2) — 2 )dra(c)
und damit
g5 = £ * o3l < 1Bplcc 5 sup [ Jrs(6,2) = 2 [ra(0).

Bs

Existiert also ein M > 0 so, dass

ze€K

supB[ ‘7‘5((,2’) - Z%C‘d)\g(g“) <M-§

fiir § > 0 gentigend klein, so folgt

If = gslloo,x S NF = f*©slloo,x + If * 05 — g5l00, K

< w@)(1+]10¢flcoc- M) =0 (5= 0).

Nach dem Satz von Runge ist g5 € P(K) (da g5 € H(K) und K° zusammenhéngend) fiir
alle 6 > 0. Damit ist dann auch f € P(K), und die Behauptung ist bewiesen. Es bleibt

also, noch die Existenz geeigneter Approximanden r5 des Cauchy-Kerns zu beweisen.

3. (Lemma von Mergelian)

Wir zeigen zunéchst folgende ,,lokale” Aussage: Es sei E € D mit E, F¢ zusammenhéngend
und cap(E) > 0. Ist d := 1/cap(E), so existiert eine Funktion r € C'(D x (C\ E)) so, dass

r(¢,-) € H(C\ E) fiir alle ¢ € D und
17/l s0,px (c\B) < d+d* + d

sowie
(2= O®r(¢2) — (2 = Q)?| < 8(d+d* +d°) +4

fir alle (e D,z € C\ E.
Ist dabei diam(E) > 1, so ist d < 4 nach B/D 16.7.1 und damit

d+d®+d* <84
(Denn: Es sei ¢ wie in B/D 16.7.1 und ¢ = ¢~!: C\ E — D*. Dann ist

p(z) =dz+ O(1) (z = ).
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Ist g definiert durch
d
g(z) = ze C\ E),
@)= (eC\E)
soist g € H(C\ E) mit ||g]|c,c\pg = d und
1
g~ (2 o0).

Es sei ¢ € D. Dann gilt fiir |z — ¢| > 2 (Laurent-Entwicklung)

1 a(¢) 1
9= ¢+ - = gp)

(dabei deutet O¢ an, dass die entsprechenden Konstanten von ¢ abhéngig sind). Weiter ist

o©) =55 | (= Ooaz= 5 [ = Qge)a

(z = o)

K2(¢) |z]=1
1

= — zg(z)dz —( - o

|z|=1

9(2)dz,

=1 (da g(2)~1/2)

also
|a(Q)] < llgllos,crm + ¢l =d+[¢] <d+1.
Wir definieren 7 : D x (C\ E) — C durch

r(C,2) == g(2) —a2(Q)g*(2)  ((€D,z€C\E).

Dann gilt r € C(D x (C\ E)), r(¢,-) € H(C\ E) und
7(¢, 2)] < llglleve + |a(Q)] lglIEy g < d+ (1 + d)d®

und damit fir ( €D,z € D\ E
(2= 0®r(¢2) = (= Q? < 8(d+d* +d°) + 4. (%)

Da fiir ¢ € D fest
1

fiir z — oo gilt, folgt

r(C,z) — i = a(C)(%)Q - 92(2)) + OC(ﬁ) B 04(@)

und damit
(z = 0).

(2 = ¢)*r(¢,2) = (2 = O] = Oc(1)
Nach dem Maximumprinzip (angewandt auf Coo \ U,[E] fiir p > 0 so klein, dass U,[E] C Dy
vgl. [U]) ergibt sich (%) auch fiir z € C\ E.
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Ist nun allgemein U = Uss(a) fiir ein a € C und ein 6 > 0, so gilt fiir jedes Kompaktum
F C U mit F, F° zusammenhéngend und diam (F) > 26 mit E := 5= (F — a)

E C D, E, E° zusammenhéngend, diam (E) > 1.

Ist r wie oben, so gilt fiir ( € U,z € C\ F

-0 g (g S5) - 7=

=:715,a,7((,2)
:452‘(z—a_ C—a)3r(C—a z—a) B (z—a_{—a)2’
20 20 20 7 20 20 26
< 4(4+ 8- 84)6% + 270462 .
und
s rlloo < 2
d,a,F ||loo > 5 .
4. Es sei § > 0 gegeben. Dann existieren ay,...,a, € C\ K so, dass

Bsc U,  Uj=Usnla) (G=1,...,m)
j=1
(wichtig dabei: ist z € K mit dist(z,0K) > d, so gilt z ¢ Bs).
Weiter existieren Jordanwege ; in U; \ K so, dass diam(F;) > 24 fiir die Spuren Fj := v
gilt (a; ist durch einen Jordanweg in U; \ K mit einem Randpunkt von U; ,,verbindbar”,
da K¢ zusammenhénged ist).
Es sei (8}, .., Bm) eine Zerlegung der Eins auf Bs beziiglich (U, ..., U,,) und es sei 5 :=

(U;nzl Fj)c sowie (mit 754, r; (¢, 2) := 0, falls ¢ ¢ Uj)
rs5(C, 2) = Zﬁj(()m,ajfj((,@ (C € Bs,z € Q).
j=1

Dann ist 75 € C(Bs x Q) (da supp(8;) € U;) und r5(¢,-) € H(Qs) fiir ¢ € Bs. Schliefilich
gilt fiir z € K

B[ r3(¢.9) = =@t = [ 350 e (6:2) ~ )@l

Bs
= / —|— / ...::Il+127

BsNUs(2) Bsn((Ws(2))"
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wobei
- 1
I < Z 3j(§)(m+\T6,aj,Fj(C7Z)|>d)\2(C)
BsnUs(z) (cje:Ulj) <42/5
42 dA
< < 2(Us(2) + C 2_(0
— z
=md2 Us(z)
= (W) g 5
Us (0) el
und
" 27046
I < / Bj(C)Wd)\z(o

Bsn(Us(2))" (gje:UIj)

<2704 - 6% - / M:Q?Ozx.é? //%rdrdgp
T

wl?
(Us(0)° .
=2 (-1/r) ‘?:27\'/5

< 54087 - 6.
Also ergibt sich

sup / ‘Té(C,Z) S dA2(C) < 54527 - 4.
zGKB C -z
5

Bemerkung 16.8 1. Der Satz von Mergelian gibt eine abschlieBende Antwort auf die
Frage, welche Funktionen auf kompakten Mengen in C gleichméflig durch Polynome appro-
ximierbar sind. Wie oben bemerkt ist die entsprechende Frage fiir rationale Approximation
wesentlich schwieriger zu beantworten. Der Beweis zum Satz von Mergelian zeigt, dass
R(K) = A(K) jedenfalls dann gilt, wenn

inf{diam(G) : G Komponente von C\ K} >0

ist, also insbesondere dann, wenn C \ G nur endlich viele Komponenten hat.
2. Es gibt einen weiteren Beweis zum Satz von Mergelian, der funktionalanalytische Hilfs-
mittel verwendet und auf Carleson zuriickgeht.

Bemerkung 16.9 Als kleine Anwendung des Satzes von Mergelian beweisen wir folgende
Verschédrfung der Aussage von S. 15.5: Es existiert eine dichte Gs-Menge M C H(D) so,
dass fiir alle f € M gilt: Ist K € D¢\ (—o0, —1] mit zusammenhingendem Komplement,
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so sind die Taylor-Teilsummen s, f dicht in A(K), d. h., zu jedem h € A(K) existiert eine
Folge (n;) in N mit
sn; [ — h gleichméflig auf K.

(Denn: Fiir m € N sei
Ky ={2€C:1<|z]|<m}\{z€C:Rez<0,|Imz| < 1/n}.
Ist K € D¢\ (—o0, —1], so ist K C K,, fiir m geniigend grof.

1. Wir zeigen zuniichst: Fiir alle m € N existiert eine dichte Gs-Menge M, C H(D) so,
dass {s,f : n € N} dicht in A(K,,) ist fiir alle f € M,,.
Denn: Die Abbildungen s,, : H(D) — A(K,,) mit

O r)
()2 =3 L0
v=0 :

sind stetig. Auerdem ist H (D) vollstindig und (A(K),| - |eo,k,,) separabel (die
Polynome mit Koeffizienten in Q + iQ sind dicht in A(K,,) nach dem Satz von
Mergelian, da K¢, zusammenhéngend ist).

Es reicht, zu zeigen (vgl. Beweis zu S. 15.4 und 15.5): Sind g € H(D),r < 1,h €
A(K,,) und € > 0 gegeben, so existiert ein n € N mit

sn(Ve,u,101(9)) NU(h) # 0.

Da (U, [0] U K,;,)¢ zusammenhéingend ist und ¢ mit

ﬂ@:{m@,zewm

(z € Kp)

h(z), zé€ Ky,
in A(U,[0] U K,,,) liegt, existiert nach dem Satz von Mergelian ein Polynom P mit
g — Plloo,v,jo) <& und |[|h— Plleo,x,, <Ee.
Ist n > degP, so ist s, P = P. Damit ist P € V_ 1, j0(9) und s, P = P € Uc(h).

2. Da abzihlbare Schnitte dichter Gs-Mengen wieder dichte Gs-Mengen sind (warum?),
ist (,,ey M eine dichte Gs-Menge in H(D). Ist f € (),,cy My und sind K €
D¢\ (—o0,—1] mit K¢ zusammenhingend sowie h € A(K), so existiert nach dem
Satz von Mergelian eine Folge (h;) von Polynomen mit h; — h gleichmifig auf K.
Ist m so, dass K € K, so folgt aus der Dichtheit von {s,f : n € N} in A(K,,) die
Existenz eine Folge (n;) in N mit

180, f = hjllco i, =0 (5 = 00).
Also gilt auch
||5njf — Do,k < ||3n_jf - hj”OO,Km + ”hj —hlloo,x = 0

fiir j — o0.)
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Ein wesentlicher Unterschied zu S. 15.5 liegt darin, dass die kompakten Mengen K einen
nichtleeren Schnitt mit 0D haben kdnnen (tatsdchlich ist jedes K € 0D mit —1 ¢ K
zuléssig). Damit hat man auch ,,Universalitit” am Rande des Konvergenzkreises.
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A Zusammenhingende Mengen

Definition A.1 Es sei (X,d) ein metrischer Raum.
1. X heiflt unzusammenhdngend, falls offene Mengen U,V C X existieren mit
X=UUV,U#0, V), UNV=0.
Anderenfalls heist X zusammenhdngend.

2. M C X heifit unzusammenhdngend, falls (M, d|y;x ) unzusammenhéngend ist (d.
h. falls offene Mengen U,V C X existieren mit M Cc UUV,UNM # 0, VN M #
0, UNnV N M = (). Anderenfalls heiit M zusammenhdingend.

Beispiel A.2 Essei (X,d) = (R,d).)).
1. Wir betrachten M = [0,1] U [2,3]. Dann gilt fiir die offenen Mengen U = (—3,3),V =
2.3

McUUV, UnNM#0, VNM#0 und UNnvnM=10,

also ist M unzusammenhéingend.
2. Ist M = Q, so gilt fiir die offenen Mengen U = (—00,v/2),V = (v/2,00):

QCcUUV, UnQ#0, VNQ#D und UunvnQ=2>0,

also ist auch Q unzusammenhéngend.
3. Fiir alle a < b ist M = [a, b] zusammenhéngend.
(Denn: Es seien U und V' in ([a, b], d|.|) offene Mengen mit

@b =UUV, U#0, V#0.

Dann sind U = [a,b] \ V und V = [a,b] \ U auch abgeschlossen (in [a, b], aber damit auch
in R). Also gilt
E:=supU €U, n:=supVeV.

Da U,V offen in ([a,b], d).|) sind, muss { = n = b gelten. Alsoist be UN V)

Bemerkung A.3 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Aus obiger Definition ergibt sich
leicht

1. Die einpunktigen Mengen sind zusammenhéngend.

2. X ist zusammenhingend genau dann, wenn () und X die einzigen Teilmengen sind, die
offen und abgeschlossen sind.

3. Sind M, (a € I) zusammenhingende Mengen in X mit (| M, # 0, so ist |J M,
acl acl
ebenfalls zusammenhéngend.

(Denn: Wir setzen M := |J M,. Es seien U und V in X offene Mengen mit M C U UV,
MNU#Qund MNV £ 0. Ist z € (Mg, soist 2 € UUV. O. E. sei x € U. Weiter
existiert ein o € I mit M, NV # 0. Aus z € M, NU folgt auch M, NU # 0. Da M,
zusammenhéngend ist, folgt M, NU NV # (). Damit ist auch M NU NV # (.)



A  ZUSAMMENHANGENDE MENGEN 124
In (R7d||) gilt

Satz A.4 FEine nichtleere Teilmenge M wvon R ist genau dann zusammenhdingend, wenn
sie ein (ggfs. einpunktiges) Intervall ist.

Beweis. ,=“ Es sei M C R kein Intervall. Dann existieren Punkte a,b,c mit a < b < ¢
und a,c € M,b ¢ M. Folglich gilt fiir U := (—o0,b),V := (b, 00)

McUUV, UnM#0, VNM#0 und UnvVnM=0,

also ist M unzusammenhéingend.
»<=“ Essei M ein Intervall. Ist o € M, so gilt

M = U Iz, xo] .

zeM

Also ist M nach B. A.2.3 und A.3.3 zusammenhéingend.
O

Der folgende Satz zeigt, dass der Zusammenhang einer Menge sich unter stetigen Abbil-
dungen auf die Bildmenge iibertrigt.

Satz A.5 FEs seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und f : X — Y stetig. Ist
M C X zusammenhingend, so ist auch f(M) CY zusammenhingend.

Beweis. Wir kénnen uns beim Beweis auf den Fall M = X und Y = f(M) beschrénken.
Angenommen, Y ist unzusammenhéingend. Dann existieren offene Mengen Vi, Vo C M mit

Y=VUV, Vi#£0, VoD, VinVy=10.
Da f: X — Y stetig ist, sind
Ur=f"(Vi)  Us=f""(Ve)
offen (in (X, d)). Es gilt dafiir
Ut #0, Us#0, UnUs=f"(VinVa)=f"(0) =0

und
UiUls = fH(ViUVe) = fTH(Y) =X,

also ist X unzusammenhingend. Widerspruch! O

Als Konsequenz aus S. A.4 und S. A.5 erhalten wir eine Verallgemeinerung des Zwischen-

wertsatzes:
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Satz A.6 FEs seien (X,d) ein metrischer Raum und f : M — R stetig. Ist M C X
zusammenhdngend, so ist f(M) C R ein Intervall.

Beweis. Nach S. A.5 ist f(M) C R zusammenhéngend, also ein Intervall nach S. A.4. O

Bemerkung und Definition A.7 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei M C X.
Fiir x € M heifit

Zy(x) = U{A C M :x € A, A zusammenhéngend}

(Zusammenhangs-)Komponente von M (beziiglich x). Nach B. A.3.3 ist Zp(z) zusam-

menhiingend. Zudem gilt ([U]) fiir x,y € M entweder Zy(z) = Zp(y) oder Zyr(z) N
Zn(y) =0 (also ist {Za(z) : @ € M} eine Zerlegung von M).

Definition A.8 Es sei (X,d) ein metrischer Raum.

1.Ist 7y : [a,b] — X stetig, so heifit v ein Weg (in X). Der Punkt y(a) heifit Anfangspunkt des
Weges und () heift Endpunkt des Weges. Gilt vy(a) = v(b), so heifit der Weg geschlossen.
Ferner heifit v ein Jordanweg, falls 7|, 4 injektiv ist. Schlieflich nennt man v* := 7([a, b])
die Spur von 7.

2. Eine Menge M C X heifit wegzusammenhdingend, falls zu allen Punkten z,y € X ein
Weg ~ : [a,b] — M existiert mit Anfangspunjkt = und Endpunkt y.

Satz A.9 Fs sei (X,d) ein metrischer Raum. Ist M C X wegzusammenhdingend, so ist M
auch zusammenhdngend.

Beweis. Es sei zg € M fest. Dann existiert zu jedem z € M ein Weg v, : [a,0] — M
mit v, (a) = o und 7, (b) = x. Damit ist M = {J,.,,vs- Nach S. A.5 und B. A.2.3 ist 7}
zusammenéngend. Da zg € (), ¢y, 7 gilt, ist M nach B. A.3.3 zusammenhéngend. O

Bemerkung und Definition A.10 Eine Menge M C K% heiBt sternformig (bzgl. o),
falls I[x, o] C M fiir alle x € M gilt, d.h. falls M = (J, ¢, I [z, o] (hierbei ist ]z, 20] = v,
wobel y(t) = xg + t(x — xo) fiir ¢ € [0, 1]). Insbesondere sind konvexe Mengen sternférmig.
Nach S. A.9 ist jede sternférmige Menge (weg-)zusammenhiingend.

Bemerkung und Definition A.11 1. Eine Menge G C K¢ heiBit Gebiet, falls G offen,

nichtleer und zusammenhéngend ist.
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2. Ist 2 C K% offen, ist Zg(x) offen fiir alle x € Q ([U]). Also ist jede Komponente von
Q offen (und damit ein Gebiet). Auflerdem hat 2 hochstens abzihlbar viele Komponenten
([0]).

3. Ist G ein Gebiet, so ist G auch wegzusammenhéngend.

(Denn: Es seien zp € G fest und A die Menge aller 2 € G so, dass ein Weg v, in G existiert
mit Endpunkt 2 und Anfangspunkt z.

Ist * € A, so existiert ein 6 > 0 mit Us(z) C G. Ist y € Us(x), so laBt sich v, durch
Anhé#ngen einer Strecke zu einem Weg in G mit Anfangspunkt zg und Endpunkt y fortset-
zen. Also ist A offen in G. Die gleiche Uberlegung liefert auch die (Folgen-) Abgeschlossenheit
von A in G. Da A # () ist (beachte: zy € A), folgt A = G nach B. A.3.2.)



B DER SATZ VON ARZELA-ASCOLI 127

B Der Satz von Arzela-Ascoli

Wir betrachten allgemeine metrische Rdume und Mengen stetiger Funktionen zwischen
diesen metrischen Réumen. Dazu seien (X,d = dx), (Y,d = dy) metrische Radume. Wir
setzen

CX,)Y):={f: X =Y : [ stetig}

und fiir X kompakt
ds(f,9) = maxd(f(z),g(x))  (f.g € C(X,Y)).

(Beachte: Aus

folgt
|d(f(2), 9(2)) — d(f (%), 9(2))| < d(f(2), f(2)) +d(g(z), 9())

fiir alle 2,2 € X und damit aus der (gleichmifligen) Stetigkeit von f und g auch die
(gleichméBige) Stetigkeit von x — d(f(z), g(x)). Da X kompakt ist, existiert doo(f,9)-)
Ist speziell (Y,d) = (K, d|,), so ist

doo(f,9) = If =9l (f.9 € C(X,K)).

Dabei sieht man wie in diesem Fall (— Analysis) ganz allgemein fiir X kompakt, Y
vollstandig:

e (C(X,Y),dw) ist vollstindig.

e Ist X endlich und ist Y kompakt, so ist (C(X,Y) = Y d.) kompakt. (Ist X =
{x1,...,2,}, so entspricht YX dem Produkt Y" =Y x...xY).

Im Allgemeinen ist jedoch im Falle Y kompakt der Raum C(X,Y") nicht kompakt. Ist etwa
X =Y =[0,1] (mit dx = dy = dj.}), so hat die Folge (f,) in C(X,Y") mit

fo(z) =2 (1’ € [0, 1})

keine in C(X,Y") konvergente Teilfolge, da jede solche gegen f : [0,1] — [0, 1] mit

konvergieren miisste.

Definition B.1 Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Ridume. Eine Familie 7 ¢ C(X,Y)
heif3t gleichgradig stetig an der Stelle zy € X, falls fiir alle e > 0 ein § = d. > 0 so existiert,
dass

d(f(z), f(z0)) <e fiir alle x € X mit d(z,x¢) < é und alle f € F.
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F heiit gleichgradig stetig, falls F an allen zy € X gleichgradig stetig ist. Weiterhin schrei-
ben wir fiir Xo C X im Folgenden

Fxo ={fix, : f € F}.

Die Familie 7 = {f, : n € N} mit f,,(z) = 2™ (z € [0,1]) ist nicht gleichgradig stetig an
o = 1.

Satz B.2 (Arzela-Ascoli)
Es seien (X,dx) und (Y,dy) kompakte metrische Riume. Ist F C C(X,Y) gleichgradig
stetig, so ist F relativ kompakt.

Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst ein Hilfsresultat, das auch fiir sich genommen von Interesse
ist.

Ist (M, d) ein metrischer Raum, so heifit eine Menge A C M prdkompakt, falls fiir alle e > 0
eine endliche Menge E C M (wobei ohne Einschrinkung E C A) so existiert, dass

AcC U Ue(x).

zEER

Dann gilt:
A prikompakt < jede Folge in A hat eine Cauchy-Teilfolge.
und damit im Fall eines vollstdndigen metrischen Raumes
A prikompakt < A relativ kompakt.

(Denn:
,,=": Es sei (x,,) eine Folge in A. Da Ay = A priikompakt ist, existiert eine endliche Menge
E; C X mit

A= |J (U12(y) N Ag).

yEE

Da FE; endlich ist, existiert ein y; € E; so, dass oo viele der Folgeglieder von (z,) in
A= Uy a(yn) N Ao

liegen (d. h. [{n € N:z, € A1}| = 00). AuBlerdem ist diam (A4;) < 1.
Da A; C Ag prikompakt ist, existiert ein Fs C X endlich mit

Ay = U (U1/a(yr) N Ay).

yEE,

Wieder existiert ein yo € E2 so, dass oo viele Folgeglieder von (x,,) in

Ay =Uyja(y2) N Ay
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liegen. Dabei ist diam (A2) < 1/2.

Induktiv erhélt man auf diese Weise eine Folge (A;) von Mengen mit A; C A;_; und
diam (A;) < 1/j so, dass jedes A; unendlich viele Folgeglieder von (x,) enthélt. Setzt
man ng := 1 und wihlt fiir jedes j € N ein n; > n;_; mit x,;, € Aj, so ist (z,,) eine
Cauchy-Folge in X.

L= (1)

2. Nach 1. reicht es, zu zeigen: F ist prakompakt.
Dazu sei € > 0 gegeben. Fiir alle z € X existiert ein 6, > 0 mit

f(Us, (%)) CUca(f(2)) fiir alle f € F.

Da X kompakt und (Us, .)zex eine offene Uberdeckung von X ist, existiert eine endliche
Teilmenge F von X mit

xX=JUs,.(x).

z€E
Da Y kompakt ist, ist auch (Y#(= C(E,Y)),d)) kompakt. Also ist Fp prdkompakt, d.
h. fiir eine endliche Menge £ C F gilt
FE C U U./a(gip) (CYP).
ges
Es sei f € F. Dann existiert ein g € £ mit fig € U 4(g)2)-
Ist x € X beliebig, so ist x € Us, . (zo) fiir ein 29 € E. Fiir dieses z¢ gilt

d(f(@), f(w0)) <e/4 wund d(g(x),g(z0)) < /4,

also
d(f(2),g(x)) < d(f (@), (z0)) +d(f(x0). g(x0)) + (g9(z0),g(x)) < > c.

4
Folglich ist
doo(f,9) <3e/d < e

und damit

Fc|JU(g).

gee

Bemerkung B.3 Aus Satz B.2 ergibt sich auch die folgende Variante des Satzes von
Arzela-Ascoli fiir K-wertige Funktionen: Ist (X, d) ein kompakter metrischer Raum und ist
F C C(X,K9) beschrinkt in (C(X,K9),| - ||s) (wobei ¢ € N) und gleichgradig stetig, so
ist F relativ kompakt.

(Denn: Ist || f]leo < R fiir alle f € F, so kann man F auch als Familie in C(X, Ug[0]), wobei
(it || = || - l2 auf K9)

Urly] :={z € K?: |z —y| < R} C K9,

auffassen. Dabei ist (Ur[0],d).|) kompakt. Also ergibt sich die Behauptung aus S. B.2.
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Definition B.4 Es seien (X,d = dx) und (Y,d = dy) vollstdndige metrische Ridume.
Eine Familie F C C(X,Y) heifit normal, falls jede Folge in F eine Teilfolge besitzt, die
gleichméBig auf allen kompakten Teilmengen von X konvergiert.

Man sieht leicht, dass etwa F = {f, : n € N}, f,(2) = 2" (n € N) normal in C(D, C) ist.

Der Zusammenhang zum Satz von Arzela-Ascoli ergibt sich aus folgendem Resultat, das
auch zeigt, dass Normalitét eine ,,lokale Eigenschaft” ist.

Satz B.5 Es seien p € N, Q C KP offen und (Y,d) ein vollstindiger metrischer Raum.
Fir F C C(Q,Y) sind folgende Aussagen dquivalent:

a) F ist normal.
b) Fiir alle kompakten K C Q ist Fx relativ kompakt.

¢) Fir alle x € Q existiert eine offene Umgebung U von x so, dass Fy normal ist.

Beweis. ¢) = b): Essei K C Q kompakt. Fiir alle € K existiert eine offene Umgebung
U, von z so, dass Fy, normal ist. Es seien 6, > 0 so, dass Us, [z,] C U, gilt. Dann ist
(Us, (z))meK eine offene Uberdeckung von K. Also existieren x1,...,zy € K so, dass mit
Lm = U51~m [xm]

N
Kc | Lm.
m=1

Es sei nun (f,) eine Folge in F.
Nach Voraussetzung (beachte L1 C U, kompakt) existiert eine Teilfolge (f, 1)), die gleich-

méafig auf Ly konvergiert. Wieder nach Voraussetzung existiert eine Teilfoige (f, ) von
(fn(l)), die gleichméBig auf Lo (und damit auch auf Ky, wobei K, := L1 U...U L:n) kon-
ver]giert. Induktiv ergibt sich fiir jedes m € {1,..., N} eine Teilfolge (fnz_m)) von (fn;mfl)),
die gleichméfBig auf K, konvergiert. Fiir m = N ergibt sich gleichméfige Konvergenz auf
Ky D K.

b) = a): Wir setzen
Ky, = K, () :=Up [0] N {z : dist (x,Q) > 1/m}.
Dann gilt
o K,, C Q kompakt (m € N).
o K, 19

e Fiir alle K C Q kompakt ist K C K, fiir m geniigend grof.
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Wir werden im Weiteren die Folge (K,,) als Standardausschépfung von Q bezeichnen.
Wie im 1. Beweisschritt sieht man: Ist (f,,) eine Folge in F, so existiert zu jedem m € N
eine Teilfolge (f, o)) von (f m-1)), die gleichméBig auf K., konvergiert. Die Diagonalfolge
( fn(m)) konvergie]rt dann glei]chméiﬁig auf allen K, und damit auch gleichmé#flig auf allen
KCQ kompakt.

a) = ¢): Klar. O

Bemerkung B.6 Aus S. B.5 und dem Satz von Arzela-Ascoli (bzw. B. B.3) ergibt sich,
dass jede der folgenden Bedingungen hinreichend ist fiir die Normalitét einer Familie F C
C(,Y), wobei Q C KP offen.

1. (Y,d) ist kompakt und F ist gleichgradig stetig.

2. F C C(2,K9) ist beschrinkt auf allen kompakten Teilmengen K von Q (d. h. Fg ist
beschrinkt in C(K,K?)) und gleichgradig stetig.
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