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1 Banachraume, Hilbertraume und beschrankte Opera-
toren

Im Folgenden sei stets K € {R, C}.

Definition 1.1 Es sei X = (X, +, ) ein linearer Raum iiber K.
1. Eine Abbildung || - || : X — [0, 00) heiftt Halbnorm (auf X), falls

(i) (Homogenitét) || Az|| = |A|||lz]] (z € X, A € K),
(ii) (Dreiecksungleichung) ||z +y| < ||z| + |ly]| (z,y € X).

Gilt zusétzlich [|z|| > 0 fiir alle z # 0 (Definitheit), so heift || - || eine Norm (auf X).
Der Raum X = (X, || - ||) heifst entsprechend halbnormierter Raum beziehungsweise
normierter Raum.

2. Sind A, B C X, A € K, so schreiben wir

A+B:={z+y:x € Aye B} sowiec M:={I\zx:zec A}
Ist || - || eine Halbnorm auf X, so setzen wir aukerdem
Bx :={zx e X :||z| <1}.

Eine Menge M C X heiftt dann beschrinkt, wenn ein r > 0 existiert mit M C rBy.
Insbesondere ist rBx beschrankt.

Bemerkung und Definition 1.2 Ist (X, ] - ||) ein normierter Raum, so ist durch

dpy(zy) = lla -yl (z,y € X)

eine Metrik auf X definiert (die sogenannte induzierte Metrik). Im Weiteren soll (X, || - ||)
stets — wenn nicht anders gesagt — durch d.| metrisiert sein. Ist die Metrik d. vollstandig,
so heifit X = (X, || - ||) Banachraum.

Beispiele 1.3 1. Fiir p € [1,00) sind (£, || - ||p) mit
N > » > » 1/p
tyi={o=(2;) €C": Y Ja;l" < oo}, all == llzllp := (D lasl?)
j=1 j=1

Banachraume.
2. Es seien S # & eine Menge, (E,| - |g) ein normierter Raum und

B(S,E):={f:S — E: f(S) C E beschrénkt}.
Dann ist (B(S, E), || - [ls) mit

[flloo := 1 flloc.s == sup [f(#)|
tes



ein normierter Raum und im Falle, dass F ein Banachraum ist, auch ein Banachraum (siehe
Analysis). Fir (E, |- |g) = (C,|-|) schreiben wir B(S) := B(S,C). Speziell setzen wir

ls := B(N) = {x = (x,) : (x,,) beschrénkt}.

3. Es seien (€, %, u) ein Mafraum und p € [1,00). Dann ist auf

Zy(p) :={f:Q— C: f messbar, /|f|pdu < oo}
durch ™
190 = 1= ([ 117a0) " (7 € 000)

eine Halbnorm gegeben (siche Anhang). Mit N := {f € £, (1) : f = 0 p-fast iiberall} wird
Ly() i= %y (u)/N mit
1l = [ 1617

ein Banachraum. Man schreibt wieder kurz f statt [f] und spricht auch von Funktionen.

Bemerkung 1.4 Es sei (X, || - ||) ein normierter Raum. Dann gilt ([U]):
1. Ist dim(X) < oo, so ist (X, ] -||) ein Banachraum.

2. Ist X ein Banachraum und ist L C X ein Teilraum, so ist (L, || - ||) ein Banachraum
genau dann, wenn L C X abgeschlossen ist.

Bemerkung 1.5 1. Die Raume
c:={(zy) € loo : (z) konvergent} und co:= {(zn) € lo : Ty, = 0}

sind abgeschlossene Teilriume von /., also Banachriume ([U]).
2. Sind (S, d) ein metrischer Raum und (E, |- |g) ein Banachraum, so setzen wir

C(S,E):={f:5— E, f stetig} und Cy(S,E):=C(S,E)NB(S,E).

Dann ist Cy,(S, E) C B(S, E) abgeschlossen (man beachte: Konvergenz in (B(S, E), || - || g)
bedeutet gleichmifige Konvergenz). Also ist (Cp(S, E), || - ||co,s) ein Banachraum.
Ist (S, d) kompakt, so ist C(S, E) = Cp(S, E). In diesem Fall gilt zudem (siche Maf- und
Integrationstheorie): Sind Z(S) = (S, d) die Borel-o-Algebra beziiglich (S, d) und p ein
endliches Mafs auf #(S5), so ist C(S) := C(S5,C) dicht in L,(p) fiir alle p € [1, 00).

Satz 1.6 Es sei (X, | -||) ein normierter Raum. Dann sind dquivalent:
a) X ist ein Banachraum.

b) ,,Jede absolut konvergente Rezhe in X ist konvergent” d. h. ist (x;) eine Folge in X

mit Z lz;]| < o0, so existiert Z zj = lim Z xj.
j=1 j=1 e j=1



Beweis. a) = b): Es sei (z;) eine Folge in X mit ) ||z;|| < co. Da X ein Banachraum

Jj=1
n

ist, geniigt es zu zeigen: ( > x]-) ist eine Cauchy-Folge.
j=1
Ist € > 0 gegeben, so existiert ein N € N mit

n

> lzil<e  (n>n'=N).
j=n'+1

Also ist nach der A-Ungleichung auch
n 77/ n n
[ -a]=] X wl< X Inl<e  mswzn).
Jj=1 Jj=1 j=n'+1 j=n'+1

b) = a): Es sei (yx) eine Cauchy-Folge in X. Dann existiert eine Teilfolge (yg, )nen, mit

||ykn — ykn—lH < 1/2” (n € N)

Setzt man x; := Yk, — Yk,;_,, SO ist

n

Z — Yk —ykoJerJ (n € N).

j=1 j=1

Aus Y [lz;] < X 1/27 = 1 < oo folgt, dass (Y ;) und damit auch (yx,) in X
J=1 J=1 j=1
(

J
konvergiert. Da (yx) eine Cauchy-Folge ist, ist auch (y) konvergent. |

Definition 1.7 Es seien X,Y lineare Rdume iiber K.

1. Ein (linearer) Operator T von X nach Y ist eine lineare Abbildung 7' : D(T) — Y
(genauer: das Tupel (X,Y,T,D(T)), wobei D(T) ein linearer Teilraum von X ist. Ist
Y =K, so nennt man 7" auch ein (lineares) Funktional. Der (K-lineare) Raum X* aller
linearen Funktionale T': X — K heifst algebraisches Dual von X.

2. Sind (X, || -]l = || - llx) und (Y, || - || = || - |ly) halbnormiert und 7" : X — Y linear, so
heifft T' beschrénkt, falls T(Bx) C Y beschrénkt ist.

Satz 1.8 Es seien X,Y normierte Riume und T : X — Y linear. Dann sind dquivalent:
a) T ist beschrankt.
b) Es existiert ein ¢ > 0 mit | Tz|| < c||z|| fir allex € X.
¢) T ist (Lipschitz-)stetig auf X.

d) T ist stetig an 0.



Beweis. Man beachte: Da T linear ist, ist stets 70 = 0.
a) = b): Mit ¢:= sup [|[Tul| gilt fiir x #0

u€Bx
Il = ol - |7 (55 )| < ellel
x| = ||x]|| - — )| < c|lx]|.
&l
b) = ¢): Fiir z1,20 € X gilt
|Txy — Tas|| = ||T(z1 — 22)|| < cljar — 2|

Damit ist T Lipschitz-stetig auf X (also insbesondere stetig).
c)=d): Klar.
d) = a): Nach Voraussetzung existiert ein § > 0 mit |Tz|| <1 fiir ||z|| <. Damit folgt
fir z € Bx \ {0}
]l 8

= Bl )] <1

Bemerkung und Definition 1.9 Es seien X,Y normierte Rdume iiber K.

1. Wir setzen
L(X,Y):={T: X — Y : T linear und beschrénkt}

und L(X) := L(X, X). Da die Abbildung L(X,Y) 5 T — T|p, € B(Bx,Y) linear und
injektiv ist, ist durch
IT] == 1Tl = sup [[T|
rEBx

eine Norm auf L(X,Y) definiert. AuRerdem ist {T|p, : T € L(X,Y)} abgeschlossen in
B(Bx,Y).

Denn: Ist (7)) eine Folge in L(X,Y) mit T,,|p, — f in B(Bx,Y), so gilt fiir

alle z € X \ {0}

To(@) = o Tu (7o ) = ol (7o) (= o0).

[l ]

Aus der Linearitdt von T, folgt, dass durch 70 := 0 und Tz := ||z| f(z/||z|)
fiir  # 0 ein linearer Operator T : X — Y definiert ist mit T'|p, = f. Damit
ist T" auch beschrankt.

Ist Y ein Banachraum, so ist damit nach B. 1.3 und B. 1.4 auch L(X,Y’) ein Banachraum.
2. Der Raum

X' :=L(X,K):={T: X — K: T linear und beschrinkt}

heift Dualraum (oder kurz Dual) von X. Nach 1. ist X’ stets ein Banachraum.



Beispiel 1.10 Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Dann ist durch

flle0 = Ifllec + 1 e (f € CHI))

eine Norm auf C*(I) gegeben, mit der (C1(1),]| - ||l1,00) zum Banachraum wird ([U]). Ist
T : CY(I) — C(I) definiert durch

Tf=f  (feC'(D),
so ist
ITflloe =1l < Ifll1ee  (f € CTD)).
Damit ist T beschrénkt mit ||7']| < 1.

Betrachtet man jedoch T als Operator von (C(I), || - ||so) nach (C(I),] - ||)oo) mit D(T) =
C(I), so ist T unbeschrinkt!

n(nt), so ist [|fulloe <1

Denn: Ohne Einschrankung sei I = [0, 1]. Ist f,,(¢) = sin
=n— o0 (n— o).

und T'f,,(t) = ncos(nt), also |T fulleo = |T fr(0)]

Definition 1.11 Es sei X ein linearer Raum iiber K. Eine Abbildung (-,--) : X x X - K
heifst Skalarprodukt (auf X), falls gilt

(i) Fur alle y € X ist (-,y) € X*.

(ii) Fir alle z,y € X ist (z,y) = (y, ).
(iii) Fir o # 0 ist (z,z) >0 .

In diesem Fall heifit X = (X, (-, -)) unitdrer Raum (oder auch Pré&hilbertraum). Weiter
heifien z,y € X orthogonal, falls (x,y) = 0 gilt. Wir schreiben dann « 1 y. Ist A C X,
so schreiben wir x 1 A, falls = L y fiir alle y € A.

Bemerkung und Definition 1.12 Es sei (X, (-, --)) ein unitdrer Raum. Dann gilt (siehe
Lineare Algebra)
1. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung): Fiir alle z,y € X ist

2
[z )" < (z,2){y, ).
Daraus ergibt sich, dass durch
2l = llzlx = V(z,2)  (ze€X)

eine Norm auf X definiert ist. Ist dabei (X, |- |) ein Banachraum, so nennt man X =
(X, (-,-)) einen Hilbertraum.
2. (Parallelogrammidentitét): Fiir alle z,y € X ist

2+l + llz =yl = 2|z ]|* + [ly[|*)-
3. (Satz von Pythagoras) Sind z,y orthogonal, so gilt

=+ yll* = llzl* + llyll* -



Beispiel 1.13 Mit

(o)
(x,y) = ijyj (J?,y 662)
j=1
ist (€2, (-,-)) ein Hilbertraum. Allgemeiner ist fiir jeden Makraum (€2, %, p) mit

Fo9) = 0 pa) = / fgdu (f.9€ La(w)

(L2(p), (-,++)) ein Hilbertraum. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung entspricht hier der
Holder-Ungleichung fiir p = ¢ = 2.

Satz 1.14 Es sei (X, (-,-)) ein unitirer Raum. Ist C C X konver und so, dass (C,d.;)
vollstindig ist, so existiert in jedem x € X genau einy € C mit |z — y|| = dist(z, C).
Beweis. Aus der Parallelogrammidentitét folgt fiir beliebige u,v € C

2(lz = ull® + |z = vl*) = 22 —u = 0> + o = ul® = 4]z — (u+v)/2|* + [Jo - ull?,
also mit ||z — (u +v)/2| > d := dist(z, C)

lv—ul* = 2(lz —ull® + |z - vl*) — 4]z - (u+v)/2|*
2(||z — ul|® — d®) + 2(||z — v||* — d*).

IN

Es sei nun (y,) eine Folge in C' mit
lz—ynll — d (n — 00).

Mit u := yy, v := Yy, in (1.1) sicht man, dass (y,) eine Cauchy-Folge in C'ist. Da (C,d.|)
vollsténdig ist, existiert ein y € C mit y, — y (n — 00). Wegen

d<lle =yl <llz=ynl +llyn =yl =d  (n—00)

folgt ||l — y|| = d. Ist z € C mit ||z — z|| = d, so ergibt sich y = z aus (1.1), also auch die
Eindeutigkeit von . O

Bemerkung 1.15 Unter den Voraussetzungen von S. 1.14 setzen wir fiir x € X
P(z) = Pe(z) =y,

wobei y so, dass dist(z,C) = ||z — y||. Dann ist P : X — X wohldefiniert, und es gilt
P(X) = C sowie Po P = P. Auferdem ist z = P(z) fir z € C genau dann, wenn
Re{x — z,u — z) <0 fir alle u € C gilt.



Denn: Fiir z,u € C und ¢ € [0,1] ist 2z + ¢(u — 2z) € C und

lz— (z+tu—2z)) H2 — ||z — 2||* = =2t Re{x — z,u — 2) +t*|lu —z||>. (1.2)

<: Da die rechte Seite in (1.2) nach Voraussetzung nichtnegativ ist, ergibt sich
firueCundt=1
& —ul|* — ||z = 2| > 0.

Damit ist dist(z,C) = ||z — z||.

=: Ist z = P(x), so ist die linke Seite in (1.2) fiir alle v € C nichtnegativ. Also
ist fur ¢ € (0, 1] auch

—2 Re(z — z,u — 2) + t|ju — z||* > 0.

Fiir t — 07 folgt Re(z — z,u — 2) <0.
Wir betrachten jetzt spezieller Teilraiume L statt konvexer Mengen.

Satz 1.16 (Projektionssatz) FEs sei (X, (-, ) ein unitirer Raum, und es sei L C X
ein Teilraum so, dass (L,|| - ||) ein Banachraum ist. Dann ist Py, : X — X linear mit
Pr(X)=L und |P|| < 1. Firz € X und z € L gilt dabei z = Pr(x) genau dann wenn

(x—2) L L. (1.3)
Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst die 2. Aussage.
= Ist u € L, so gilt fiir alle t € R nach B. 1.15
0> Re(x — z,tu — 2) =t Re{x — z,u) — Re{x — 2, 2).

Dies impliziert Re(z—z,u) = 0. Ist K = C, so ergibt sich mit ¢t statt ¢t auch Im{z—z, u) = 0.
<: Dau—z €L fir alle u € L gilt, folgt Pr(z) = z aus B. 1.15.
2. Sind z,y € X und X € K, so ist APpz + Pry € L, und mit (1.3) gilt

At +y— (APrz+ Pry) = Mz — Prx) + (y — Pry) L L.

Wieder mit (1.3) ist also Pr(Az +vy) = APrx + Pry. Schlieflich ergibt sich mit @ — Pra L
Prx nach dem Satz von Pythagoras

lz|* = llo = Pra + Prz||* = o — Poal* + | Pra|® > || Ppa|®

und damit | Pr|| < 1. |

Definition 1.17 Es sei (X, (-,--)) ein unitdrer Raum. Eine Menge M C X heifit Or-
thonormalsystem, falls (e, f) = d. s (Kronecker-Symbol) fiir e, f € M gilt. Fir z € X
und e € M nennt man die Zahlen Z. := (x,e) die Fourier-Koffizienten von z (beziiglich
M). Ist span(M) dicht in X, so heifst M eine Orthonormalbasis.
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Beispiele 1.18 1. In ({3, (-, -)2) ist M := {e¥) : k € N} wobei e(*) den k-ten Einheitsvek-
tor bezeichnet, eine Orthonormalbasis ([U]). Man beachte: M ist keine algebraische Basis!
2. Es seien S := {z € C: |z| = 1} und m das normierte Bogenmaf auf S, d. h. 27rm ist das
Bildmak von A[_ rj unter der Abbildung ¢ — €. Es gilt dann

[ = [ e ir am® =5 [ s

Durch M = {ey : k € Z} mit ex(z) := 2* fiir 2 € S und k € Z ist eine Orthonormalbasis

00
-10 *\
10

-05

-10

Figure 1: Re(z?%) = cos(4t) mit z = € fiir t € [—7, 7]

in Ly(m) gegeben.!

Denn: Fiir j, k € Z gilt (da z = 2~ fiir z € S)
i 1 i(k—j)t
(er,ej) = [ 2°7dm(z) = — [ e"\"7%t = 6.
27
Man kann zeigen: L := span(M) ist dicht in (C(S),|| - [|so) (Weierstrafischer
Approximationssatz; Satz von Fejér), also wegen || - ||2 < || - [l auch in C(S)

versehen mit der Integralnorm || - ||2. Da C(S) dicht in Ly(m) ist (vgl. B. 1.5),
ist L auch dicht in La(m).

Bemerkung 1.19 Sind X ein unitdrer Raum und F' C X ein endliches Orthonormalsys-
tem, so gilt fiir L := span(F’) und z € X:

1. Pro= > T, -e.

eel
2. |[Pea|? = 32 [ef* und [lo - Praf® = [|lz]* = 3 [Z[*.
eclF e€F
n Polarkoordinaten z = e ist 2” = €™t = cos(nt) + isin(nt). Daher spricht man auch vom

trigonometrischen System M.
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Denn: Fiir f € F gilt

<J)—Z§)\e'e,f>:<$,f>—z<l‘,€><€,f>=07

ecF ecF

d. h.nach S. 1.16 ist Ppz = Y T.-e. Weiter gilt mit dem Satz von Pythagoras

ecF
DoE =D lFe-el> = 11D % -el* = || Pra|?
ecF ecF ecF

und damit

|2]|* = ||z = Poa + Pra|* = |lo — Poal® + | Pra|® = |lz — Pra|® + ) |7
ecF

Als duflerst niitzlich fiir die Formulierung der weiteren Resultate erweist sich das Konzept
der Summierbarkeit von Familien.

Bemerkung und Definition 1.20 1. Es sei (X, ||-||) ein normierter Raum. Eine Familie
(Za)aer in X heiflt summierbar (in X), falls ein € X und fiir alle € > 0 eine endliche
Menge F. C I so existieren, dass

|z — Z ol <€
acl

fiir alle endlichen Mengen F' C I mit F. C F gilt. In diesem Fall ist {a € T : z, # 0}

abzihlbar (|U]) und der Wert z eindeutig. Wir schreiben x := Y z,. Es gilt folgendes
acl
Cauchy-Kriterium fiir Summierbarkeit: Ist X ein Banachraum und ist (z,) eine Familie in

X, so0 ist (z4) genau dann summierbar, wenn fiir alle € > 0 eine endliche Menge F. C I

1> zall <

aeG

existiert mit

fiir alle endlichen Mengen G C I\ F.. Weiter heift (z,) absolut summierbar, falls
(|zall)acr summierbar in (R, |-|) ist. Man sieht leicht (vgl. S. 1.6): Ist X ein Banachraum,

so ist jede absolut summierbare Familie summierbar (mit || Y- zqo| < Y [|zall)-
acl ael
2. Ist (¢q)aer eine Familie in [0, 00), so ist (¢,) genau dann summierbar in R (und dann

zum Wert ¢), wenn

C = sup E Co < OO
FCI endlich ackF

gilt.
Zuriick zu Orthonormalsystemen.

Satz 1.21 Es sei X ein unitdrer Raum, und es sei M C X ein Orthonormalsystem. Dann
gilt:
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1. (Bessel-Ungleichung) Fiir alle x € X st (\556|2)66M summierbar mit

S el < ol (L4)

eeM
2. Folgende Aussagen sind dquivalent
a) M ist Orthonormalbasis.
b) (Parsevalsche Gleichung) Fiir alle x € X gilt Gleichheit in (1.4).
¢) (Fourier-Entwicklung) Fir alle x € X ist

T = E Tee.

ec M

Beweis. 1. Nach B. 1.19.2 gilt die Ungleichung fiir alle endlichen F* ¢ M. Mit B./D.
1.20.2 folgt dann die Behauptung.
2. Nach B. 1.19 ist fiir F* C M endlich mit Ly := span(F’) und fiir alle x € X

]2 = S @ = ]z — 3 Zee|® = dist®(z, Lr).
ecF ecF

Weiter ist M genau dann eine Orthonormalbasis, wenn fiir alle x € X und ¢ > 0 eine
endliche Menge F; , C M so existiert, dass dist(z, Lr) < ¢ fiir alle endlichen Mengen F'
mit F, , C F' C M gilt. Aus der Definition der Summierbarkeit ergibt sich die Aquivalenz
von a), b), ¢). O

Beispiel 1.22 Es sei (ej)rez wie in B. 1.18.2, d. h. ex(z) = 2* fiir 2 € S und k € Z. Dann
ist fir f € La(m)

Fri=fo, = /f )z Rdm(z 27T/f ekt gt (k€ 7).

Da {ej : k € Z} eine Orthonormalbasis von Lo(m) ist, gilt nach S. 1.21

/|f|2dm — 112 = SR

kEZ

Ist L, := span{ey, : |k| < n} fiir n € N, so nennt man die Folge (S, f) mit

= Z frer =Py, f

k=—n
die Fourier-Reihe von f. Nach S. 1.21 gilt in Ly(m)
f=lim S,f= > Frew,
kEZ

also

/|f—Snf\2dm—>O (n = o0).
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Zum Abschluss diskutieren wir kurz die Frage nach der Existenz von Orthonormalbasen.

Bemerkung 1.23 Es sei (X, (-,--)) ein unitdrer Raum. Ist A C X abzéhlbar, so existiert
zunéchst eine linear unabhingige (abzéhlbare) Menge B C A mit span(A4) = span(B)
und dann nach dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren (siehe Lineare Algebra)
ein abzéhlbares Orthonormalsystem M mit span(A4) = span(M). Ist also span(A) dicht
in X, so existiert eine abzdhlbare Orthonormalbasis in X. Insbesondere zeigt dies: Ist X
separabel (d. h. existiert eine abzdhblare dichte Teilmenge), so existiert eine abzéhlbare
Orthonormalbasis. Die Umkehrung dieser Aussage gilt ebenfalls ([U]).

Wir wollen zeigen, dass stets eine Orthonormalbasis existiert. Der Beweis beruht auf
einer Anwendung des Zornschen Lemmas, dessen Formulierung wir einige Bezeichnungen
vorausschicken.

Bemerkung und Definition 1.24 Es sei A eine nichtleere Menge.
1. Eine Relation < auf A heifst Halbordnung, falls fiir a,b,c € A gilt

(i) (Reflexivitit) a < a.
(ii) (Transitivitdt) Ausa <bund b < cfolgt a < c.
(iii) (Antisymmetrie) Aus a < b und b < a folgt a = b.

Ein Element m € A heifit maximal, falls aus m < a schon m = a folgt. Ist K C A, so
heiflt s € A obere Schranke von K, falls a < s fiir alle a € K gilt. Schliefllich heifst K
eine Kette, falls a < b oder b < ¢ fiir alle a,b € K gilt.

2. Mithilfe des Auswahlaxioms kann man das Lemma von Zorn beweisen:

Besitzt jede Kette eine obere Schranke, so besitzt A ein mazximales Element.

Satz 1.25 Sind X # {0} ein Hilbertraum und My C X ein Orthonormalsystem, so ex-
istiert eine Orthonormalbasis M von X mit My C M. Insbesondere existiert eine Or-
thonormalbasis.

Beweis. Wir setzen
o :={M' C X : M’ Orthonormalsystem mit My C M'}.

Mit C wird & zu einer halbgeordneten Menge. Dabei besitzt jede Kette # in o die obere
Schranke (J;; c» M'. Nach dem Zornschen Lemma existiert ein maximales Element M.
Wir zeigen: M ist eine Orthonormalbasis. Angenommen, nicht. Dann ist der Abschluss L
von span(M) ein abgeschlossener Teilraum von X und L # X. Ist ¢ L, so ist nach dem
Projektionssatz

0#y:=x— Prx L L.

Also ist M, := M U{||y|| "'y} # M ein Orthonormalsystem mit M, > M, im Widerspruch
zur Maximalitét von M. a
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2 Hauptsitze fiir Operatoren auf Banachraumen

Wir beweisen in diesem Abschnitt verschiedene zentrale Sitze iiber lineare Abbildungen
auf Banachrdumen. Die wesentlichen laufen unter den Namen:

e Satz von Banach-Steinhaus,
e Satz von der offenen Abbildung,
e Satz vom abgeschlossenen Graphen.

Als Ausgangspunkt dient ein Ergebnis der Analysis, das in vielen Situationen dufserst niit-
zlich ist.

Satz 2.1 (Baire) Es sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Ist (Uy,) eine Folge
offener Mengen so, dass U, dicht in X ist fiir alle n € N, so ist auch (), oy Un dicht in X.

Beweis. Es sei @ # U C X offen. Zu zeigen ist: U N ﬂneN U, # @. Da U; dicht in X
ist, ist U N U; # @ und offen. Also existiert eine abgeschlossene Menge A; C U N U mit
AS # @ und diam(A;) < 1 (etwa Ay := B (5,1/2} (¥), wobei Bs(z) C UNUy). DaU, = X
ist, ist AN Uz # @ und offen. Wie oben existiert eine abgeschlossene Menge Ay C AN Us
mit AS # @ und diam(Az) < 1/2. Induktiv erhélt man eine Folge (A4;);en abgeschlossener
Mengen mit @ # A; C A;_1 NU; sowie diam(A;) < 1/j. Wahlt man x; € A;, so ist (z;)
eine Cauchy-Folge. Also gilt x; — z fiir ein x € X. Aus z; € A; C A, fiir alle n € N und
j>nfolgt x € A, C U,. Aukerdem ist z € A1 C U, alsox € UN ﬂneN U,. O

Bemerkung und Definition 2.2 Abzéhlbare Schnitte offener Mengen bezeichnet man
als Gs-Mengen. In vollstindigen metrischen Ridumen (X,d) sind nach dem Satz von
Baire abzdahlbare Schnitte offener dichter Mengen dichte Gs-Mengen. Enthélt M C X eine
dichte Gs-Menge, so sagt man auch, M sei residual (in X). Der Satz von Baire zeigt,
dass abzéhlbare Schnitte residualer Mengen wieder residual sind. Wir werden den Satz im
Weiteren auch in dieser Form verwenden.

Bemerkung 2.3 Es seien (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und G C C(X). Wir
setzen flir z € X

s*(x) := sup|g(z)| € [0, o0].
geG

Dann ist die Menge So := {2 € X : s*(x) = 0o} eine Gs-Menge und es gilt: Entweder ist

Soo Tesidual in X oder es existiert eine nichtleere offene Menge U mit sup s*(z) < oco.
zeU

Denn: Fiir n € N ist

Spi={reX:s"(x) >n}= U {z € X :|g(z)| >n}.
geG
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offen als Vereinigung der Urbilder von (n,c0) unter |g| € C(X,R). Auferdem
ist nach Definition ﬂneN = Su, also Sy, eine Gg-Menge. Ist S, dicht in S
fir alle n, so ist S, nach dem Satz von Baire residual. Ist S, nicht dicht fiir
einn € N, so ist U := X \ S, nichtleer und offen. Fiir alle z € U ist s*(z) < n,
also auch sup,cy; s*(x) < n.

Satz 2.4 (Banach-Steinhaus; Prinzip der gleichméRigen Beschrénktheit) Es sei-
en X ein Banachraum, Y ein normierter Raum und M C L(X,Y). Dann ist die Menge
Seo der x € X mit suppeyy ||Tx|| = oo entweder residual in X oder leer. Im zweiten Fall
15t

sup ||T]| < oo.

TeM

Beweis. Wir wenden B. 2.3 auf die Familie G := {z — ||Tz|| : T € M} an. Ist die erste
Alternative nicht gegeben, so existieren nach B. 2.3 eine offene Menge @ # U C X und
ein ¢ > 0 mit [|[Tz| < cfirallex € Uund T € M. Ist y € U, so existiert ein 6 > 0 mit
Bs(y) CU. Fiir T € M und = € Bx gilt dz +y € Bs(y) C U, also

S| Tz = IT(6x +y) — Tyl < c+ [Tyl < 2¢.

Damit ist suppeps || 7] < 2¢/6 =: d und fiir alle z € X folglich auch supp¢,, [|Tz| < d||z|],
also S leer. O

Bemerkung und Definition 2.5 Es seien S := {z € C : |z| = 1} und m das normierte
Bogenmafs auf S. In B. 1.22 haben wir Fourierkoeffizienten fiir f € Lo(m) definiert. Allge-
meiner nennt man fiir kK € Z und f € Li(m)

i f/f ¢ dm(¢ /f it)e =ikt gy

den k-ten Fourierkoeffizient von f und die Folge (S, f)52, mit

= z": Frd® (z€9)

k=—n

die Fourierreihe von f. Mit D, (w) := Y wk fiir w € S gilt

k=—n

=3 Gt =[50 C2ram© = [ 50 D) dm(o)
k=—n k=—n

D, heifit n-ter Dirichlet-Kern. In B. 1.22 haben wir gesehen, dass S,, f — f in La(m) gilt.
Es dréngt sich die Frage nach der punktweisen Konvergenz von (S, f) auf. Wir zeigen als
Anwendung des Satzes von Banach-Steinhaus, dass sogar stetige Funktionen f existieren,
deren Fourierreihe nicht {iberall punktweise konvergiert.
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Figure 2: Dirichlet-Kern Ds.

Satz 2.6 Ist A C S abzdhlbar, so ist fir eine resduale Menge von Funktionen f € C(S)
die Folge ((Snf)(2))n fir alle z € A unbeschrinkt.

Beweis. 1. Es seien g € C(S) und T € C(S)* definiert durch

Iv::<ﬂg>=3/f§dm (f € C(S)).

Dann gilt |Tf] < [|f] lgldm < |lgll1 - | f]lec- Also ist T beschrinkt mit ||| < ||g|lz. Ist
€ > 0, so ergibt sich umgekehrt mit f. := g/(|g| + ¢)

lg|? lg* — &
ITf.| = ‘g|+€dm2 de: (lgl —e)dm = |lg|ls — .

Da || felloo <1 gilt, folgt damit auch | T|| > |lgll1, also || T|| = |lgl1

2. Da abzidhlbare Schnitte residualer Mengen in C(S) nach dem Satz von Baire wieder
residual sind, reicht es, die Behauptung fiir einpunktige Mengen A zu zeigen. Ohne Ein-
schriinkung kénnen wir A = {1} wihlen. Aus D,(¢) = D, (¢) folgt

(&mnz/ﬁmmznﬁ

wobei T, wie in 1. mit g = D,, ist. Also gilt || T,,|| = ||Dn|l1- Nach dem Satz von Banach-
Steinhaus, angewandt auf M := {T,, : n € N}, geniigt es,

sup || Dy ||y = o0
neN

zu zeigen. Fiir t € [—m, 7] gilt nach dem Schrankensatz |e?t — 1] < |t], also fiir w = e # 1

2n+1 _q (2n+1)it _ 1 1— 9 e
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und damit (da der Integrand gerade ist)

17 a1 T d
t
IDally = = /(1fcos((2n+1)t)?:; / (1fcosu);u
0 0
| 2ty ke | 2ty
> 5> g [ G-esnd=2 Y L
k=1 " 0, k=1
Aus der Divergenz der harmonischen Reihe folgt || D, |1 = oo (n — 00). O

Wir betrachten nun allgemeine Folgen stetiger Operatoren.

Satz 2.7 Es seien X ein normierter Raum, Y ein Banachraum und (T,) eine Folge in
L(X,Y) mit

sup || 7] < oo.

neN

Konvergiert die Folge (T,,x), fir alle x aus einer in X dichten Menge D, so konvergiert
(Thx)y fir alle x € X und durch Tz := lim T,x ist ein T € L(X,Y) definiert mit
n—oQ

Il < liminf |,

Beweis. Es seien z € X und € > 0 gegeben. Dann existiert ein y € D mit ||z — y| < e.
Weiter existiert ein N € N mit || Try — Tyl < € fir k,m > N. Also gilt fir k,m > N
auch

[T — To|| < ([ Th(x = y) | + 1Ty — Tonyll + [T (y — 2)[| < (2 sup 1Tl 4+ De.
ne

Damit ist (7,,z) eine Cauchy-Folge in Y, also konvergent. Da die Abbildungen T, linear
sind, ist die punkteise Grenzfunktion T ebenfalls linear. Es sei (n;) so, dass

| T, || = liminf || T, || (j — ).

Fiir z € By gilt dann [|Tz|| = lim ||T;, 2| < lim |7}, || = liminf ||T,,]. O
j—o0 j—o0o

Bemerkung 2.8 Da konvergente Folgen in normierten Rdumen beschrankt sind, ergibt
sich aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschrénktheit und S. 2.7 insbesondere: Sind X,Y
Banachriume und ist (T,) eine Folge in L(X,Y), so sind dquivalent:

a) Fir alle z € X ist die Folge (T),z), konvergent in Y.

b) Es gilt sup, ¢y [|7n]] < oo und es existiert eine dichte Teilmenge D von X so, dass
(Thx), fir alle € D konvergiert.
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Auferdem ist in diesem Fall der punktweise Grenzwert 7' € L(X,Y).

Beispiel 2.9 (Quadraturformeln; Satz von Szeg6) Integrale ff f fiir f € Cla, b] wer-
den hdufig durch Summen der Form

Qf = Z ok f(tk),
k=0

approximiert, wobei die Gewichte ay, ..., a, € R und die Stiitzstellena =tg < ... <t, =b
unabhéngig von f sind. Fiir das dadurch definierte Funktional @ € (Cla,b])* gilt

Q=" leul =
k=0

Denn: Offensichtlich gilt |Qf] < B||f|le fiir alle f € C[a,b]. Ist f € Cla,b] so,
dass f(tx) = sign(ay) fir K =0,...,n und f linear fortgesetzt auf [tx_1, 1], so
gilt |[flloc =1 und Q. (f) = B

Ist (@) eine Folge solcher Naherungen, d. h.

Za f t(n)

so stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen @, (f) — f; f (n — o0) gilt. Nach dem
Weierstrafischen Approximationssatz (siehe Analysis) sind die Polynome dicht in Cfa, b].
Damit sind nach B 2.8 folgende Aussagen dquivalent sind:

a) Qu(f) — [ f fiir alle f € C[a,b],

b) sup Z |ak | < oo und Qn(p) — f p fiir alle Polynome p.
neN k=0

n
Ist speziell a;n) > 0, so gilt ||Qnll = > a(n) Qn(1). Also folgt a) dann schon aus
k=

b
Qn(p) = [ p fiir alle Polynome p.?

a

Definition 2.10 Sind X,Y metrische Rdume, so heilit f : X — Y offen, falls fiir alle
offenen Mengen U C X auch f(U) C Y offen ist.

Bemerkung 2.11 Es seien X,Y normierte Rdume und 7' : X — Y linear. Dann gilt
1. Ist T offen, so ist T surjektiv.

2Zusammengesetzte Trapez- und Simpsonregeln haben positive Gewichte; Newton-Cotes-Formeln sind
nicht fiir alle stetigen f konvergent.
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Denn: Es gilt T(Bx) D T(U1(0)) D Us(0) fiir ein § > 0. Aus Uy, (0) = rUs(0)
und rT(Bx) = T(rBx) fiir r > 0 3 folgt

T(X) = T( U nBX) = JnT(Bx) > |J Uns(0) = Y.

neN neN neN
2. Ist T(Bx) € %y = {A CY : A Nullumgebung}, so ist T" offen.

Denn: Es sei 6 > 0 so, dass Us(0) C T'(Bx). Ist U C X offen und ist y € T'(U),
so existieren ein x € U mit y = Tz und ein p > 0 mit x + pBx C U. Hieraus
folgt

T(U)D>T(x+ pBx) =y+ pT(Bx) D y+ pUs(0) = Us,(y).

Bemerkung und Definition 2.12 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Menge A C
X heilt von erster Kategorie (oder mager) in X, falls eine Folge abgeschlossener Men-
gen B, existiert mit B, = & und A C |J,cy Bn- Andernfalls heift A von zweiter
Kategorie in X. Durch Komplementbildung sieht man leicht: A ist genau dann von
erster Kategorie, wenn X \ A einen abziahlbaren Schnitt offener, dichter Mengen enthélt.

Ist (X, d) vollsténdig, so ist damit nach dem Satz von Baire A C X genau dann von erster
Kategorie, wenn X \ A residual ist. Da Komplemente nichtleerer offener Mengen nicht dicht
sind, ist jede nichtleere offene Menge in X (also insbesondere X') von zweiter Kategorie.

Satz 2.13 Es seien X ein Banachraum, Y normiert und T € L(X,Y). Ist T(X) von
zweiter Kategorie in'Y , so ist T offen.

Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst: Ist T(Bx) € %, so ist T offen. Die Aussage wird auch

als Schauder-Lemma bezeichnet. Es sei dazu § > 0 so, dass Us(0) C T'(Bx). Dann gilt
fiir r > 0 auch?

U(;r(()) = TU&(O) C TT(B)() = T(’I"Bx).

Wir schreiben By /s := (1/s)Bx fiir s > 0. Nach B. 2.11 reicht es, T(Bx/2) C T(Bx) zu
zeigen. Dazu sei y € T(Bx/2). Dann existiert ein 21 € Bx /2 mit ||y — Tz1]| < §/4, also
y — Tz, € T(Bx/4). Damit existiert ein o € Bx /4 mit

y—T(x1+x2) = (y — Ty) — Tz € Us5(0).
Induktiv erhdlt man eine Folge (x,,) mit ||z,| < 1/2" und

y— T(En:;vk> € Us/on+1(0).

k=1

Aus > ||zn|| <1 folgt mit S. 1.6 die Existenz von z := > z,, € X. Auberdem ist ||z| < 1,
n=1 n=1
also x € Bx. Da T stetig ist, folgt y = lim T( > xj) =T(z).

3Ist T : X — Y linear, so gilt T(AA) = AT(A) und T(A+ B) = T(A) +T(B) fiir A, B C X und X\ € K.
4Sind X normiert, r >0 und A,BC X,sogilt rA=rAund A+ BC A+ B.
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2. Mit B,, := T(nBx) ist T(X) = U,enT(nBx) C U,cy Bn- Da nach Voraussetzung
T'(X) nicht von erster Kategorie ist, existiert ein n € N mit By # &, d. h. es existieren ein
y €Y und ein § > 0 mit y + Us(0) = Us(y) C By. Aus y € B,, folgt

—y € —B, =T(—nBx) = B,.

Also ergibt sich mit nBx + nBx = 2nBx

Us(0)C B, —yC B, + B, CT(nBx)+T(nBx)=T(2nBx)

und damit Us/(2y,)(0) C T(Bx). Nach 1. ist T' offen. O

Satz 2.14 (von der offenen Abbildung) Es seien X,Y Banachriume undT € L(X,Y).
Dann sind dquivalent:

a) T ist offen.
b) T ist surjektiv.

¢) T(X) ist von zweiter Kategorie in'Y .

Beweis. a) = b) folgt aus B. 2.11, b) = ¢) aus B. 2.12 und ¢) = a) aus S. 2.13. 0

Bemerkung 2.15 Esseien X,Y Banachrdume. Als eine einfache, aber wichtige Folgerung
aus S. 2.14 ergibt sich: Ist T € L(X,Y) bijektiv, so ist 77! € L(Y, X).

Denn: Fiir alle offenen Menge U C X ist (T~1)~}(U) = T(U) offen in Y. Also
ist T~ stetig. Die Linearitt ist klar.

Ist Y kein Banachraum, so kann 7' unstetig sein! Betrachtet man etwa die identische
Abbildung id : (C[a,b], || - [lc) = (Cla, b], || - [|l1), so ist id stetig (da [|f]1 < (b—a)[|f]ls),
aber id ™! nicht ([U]).

Bemerkung und Definition 2.16 Es seien X und Y normierte Rdume.
1. Fir p € [1, 0] sind durch

1/p
(el + ll?) ™", falls p < o0
@), :
max{al g}, falls p = o0

(paarweise dquivalente®) Normen auf X x Y gegeben. Wir schreiben fiir die entsprechend
normierten Produktrdume X @, Y. Dabei gilt: X &, Y ist ein Banachraum genau dann,

5Zwei Normen || - ||, || - || auf X sind dquivalent, falls id : (X, || - ||) — (X, || - |I") und id~?! stetig sind.
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wenn X und Y Banachrdume sind. Auferdem gilt (z,,yn) — (z,y) in X ®,Y genau dann,
wenn z, — x und y, — y.
2. Ist T ein Operator T von X nach Y, so ist der Graph

G(T) = {(z,Tz) :x € D(T)}

ein Teilraum von X x Y. Damit heifit T (graph-)abgeschlossen, falls G(T') in X &; Y
abgeschlossen ist.

Bemerkung 2.17 Es seien X,Y normierte R&ume. Ein Operator T" von X nach Y ist
genau dann abgeschlossen, wenn gilt: Ist (z,,) in D(T) mit ,, —  und T, — y, so ist
xz € D(T) und Tx = y.

Denn: Eine Folge (z,) in X xY liegt genau dann in G(T), wenn z,, = (z,,, Tz,)
fiir eine Folge (z,,) in D(T) ist. Damit ergibt sich die Aquivalenz leicht aus der
Tatsache, dass G(T') genau dann abgeschlossen ist, wenn fiir jede Folge (z,) in
G(T) mit z, — z schon z € G(T) gilt.

Insbesondere ist jeder Operator T' € L(X,Y’) damit abgeschlossen.

Beispiele 2.18 1. Es seien I = [a,b], X =Y = (C(I),] - ||eo) und T als Operator von X
nach Y definiert durch D(T) := C*(I) und Tf := f’. Dann ist T abgeschlossen.

Denn: Ist (f,) in CY(I) mit f, — f in C(I) und Tf, = f, — g in C(I), so ist
f € CYI) mit g = f' (JU]). Nach B. 2.17.2 ist T" abgeschlossen.
Man beachte: Nach B. 1.10.1 ist 7" nicht beschrénkt!

2. Nicht jeder Operator ist abgeschlossen: Es seien I = [—1,1], X =Y = (L2(I),] - ||2)
und 7T als Operator von X nach Y wieder definiert durch T'f := f' fiir f € D(T) := C'(I).

Fir f, mit
fat) =+/t2+1/n (neN,tel)
gilt fr, = f:i=1- glelchmaﬁlg auf I, also auch in Ly(1) und f/ — sign in Ly(I) ([U]). Es

|
ist jedoch f ¢ C1(I) =

Satz 2.19 (vom abgeschlossenen Graphen; Graphensatz) Es seien X,Y Banachriume.
Ist T: X — Y linear und abgeschlossen, so ist T € L(X,Y).

Beweis. Es seien Px : X XY — Y und Py : X x Y — Y definiert durch
Px(z,y):==z,  Pr(z,y)=y ((z,y) € X xY).

Dann sind Px € L(X @, Y, X) und Py € L(X @, Y,Y). Die Abbildung S := Px|gr) €
L(G(T),X) ist injektiv, denn aus Px(z,Tx) = 0, folgt * = 0, also auch Ta = 0. Da
D(T) = X gilt, ist S auch surjektiv, also bijektiv. Da G(T') abgeschlossen im Banachraum
X @1Y ist, ist G(T) ein Banachraum. Also ist S=! € L(X,G(T)) nach B. 2.15. Aus

(Py 0o S7Y)(2) = Py(x,Tz) = Tx (x € X)
folgt die Stetigkeit von T'. m]
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3 Satze von Hahn-Banach und Folgerungen

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Fortsetzbarkeit linearer Funktionale.

Definition 3.1 Es sei X ein linearer Raum iiber K. Eine Abbildung p : X — R heift
sublinear, falls p(z + y) < p(x) + p(y) fir z,y € X und p(azx) = ap(z) fir a >0, z € X
gilt. Insbesondere sind Halbnormen sublinear.

Damit gilt folgende erste Version eines Fortsetzungssatzes.

Satz 3.2 (Hahn-Banach fiir lineare Riume) Es seien X ein linearer Raum dber K
und p: X — R sublinear. Ferner seien L C X ein Teilraum und f € L* so, dass Re f <p
auf L. Dann existiert ein z* € X* mit 2*|;, = f und Rez* <p auf X.

Beweis. 1. Wir setzen

A={ge (D(g)":D(9) > L,glr = f, Reg < p auf D(g)}

und definieren eine Relation C auf A durch g; C g9, falls D(g1) C D(g2) und g2|p(g,) = 91,
also G(g1) C G(g2), gilt. Man sieht leicht, dass C eine Halbordnung auf A ist. Es sei K
eine Kette in A. Dann ist durch

D(g) = | D(n)

heK
und g(z) := h(x) fir z € D(h) eine Funktion g : D(g) — K wohldefiniert.

Denn: Ist € D(hy) N D(hs) fir hy,he € K, so ist hy C hy oder he C hy. Gilt
etwa hy C hg, so ist D(h1) C D(h2) und ha|pn,) = h1, also hi(z) = ha(x).

Ahnlich sieht man, dass D(g) ein linearer Teilraum von X ist und dass g : D(g) — K linear
ist. Aukerdem gilt Re g < p auf D(g). Schlieflich ist D(h) C D(g) und g|p(x) = h fiir alle
h € K. Damit ist g obere Schranke von K. Nach dem Zornschen Lemma besitzt A ein
maximales Element x*.

2. Wir zeigen: D(z*) = X. Dann ist 2™ wie gewiinscht, da z* € A.

Den Beweis fiihren wir nur fiir K = R. Der Fall K = C lafit sich relativ leicht darauf
zuriickfithren. Man verwendet dabei: Ist g ein C-lineares Funktional, so ist Reg ein R-
lineares Funktional, und es gilt ¢ = Reg — iRe g(i-).

Angenommen, es ist D(z*) # X. Wir fixieren ein a € X\ D(z*). Dann gilt fir z,y € D(z*)

¥ (z) +2*(y) = 2" (x +y) < p(z +y) <plx+a)+ply —a),

also
z*(y) —ply —a) < p(x +a) — z"(x).
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Hieraus folgt

a:= sup (2"(y)—ply—a)) < inf . (p(z +a) — z*(z)) = B.
yeD(z*) z€D(z*)

Damit gilt fiir v € [a, f] und x,y € D(x*)
(@) +v<pl@+a) und 2(y) -7 <ply-a) (3.1)
Wir setzen L, := D(z*) ® (R - a) und fiir v € [a, §]
F,(z+ Xa) =a"(x)+ X~y (x + Xa € Ly).
Dann ist F, € L} eine Fortsetzung von z*. Aus (3.1) folgt fiir X # 0

1

Fy(e+20) = N E (1

1 A
—x—l——a) = p(z + Aa).

A
r+ —a) <|Ap
579 <Pe(e+ iy

Also ist F, € A mit 2* C F, sowie L, # D(x*), was der der Maximilitdt von z* wider-
spricht. O

Wir formulieren eine ganze Reihe von Folgerungen. Wir werden im Weiteren fiir z* € X*
und & € X meist (z,z*) statt x*(z) schreiben. Auferdem schreiben wir z* L L, falls
¥, =0 gilt.

Satz 3.3 (Hahn-Banach fiir normierte Raume) FEs seien (X, ||-||) ein halbnormierter
Raum, L C X ein Teilraum und f € L*.

1. Gilt [{x, )] < ||z|| fir z € L, so existiert ein x* € X* mit |(z,z*)| < ||lz| firxz e X
und z*|p, = f.

2. Sind ||-|| eine Norm und f € L', so existiert ein x’ € X' mit ||2'|| = || f|| und 2’| = f.
Beweis. 1. Da || - || sublinear ist, existiert nach S. 3.2 ein * € X* mit 2*|;, = f und
Rez* < | - | Ist € X, so existiert ein v € K mit |y| =1 und |{z,2*)| = v - (z,z*), also

[z, 2%)] = 7(z,2") = (o, 27) = Re(yz, 27) <|[lyz|| = ||=]|.

2. Ohne Einschrénkung sei f # 0 und ||f|| = 1 (sonst betrachte man f/||f]|). Dann gilt
[{z, )| < ||z|| fiir x € L. Nach 1. existiert ein 2’ € X’ mit [(z,2")| < ||z| fir z € X (also
||| < 1) und 2’|, = f. Klar ist, dass ||2/|| > || f|| = 1 gilt. O

Satz 3.4 FEs seien (X, || -||) ein normierter Raum und L C X ein Teilraum. Dann gilt:
1. Fir alle x € X existiert ein x' € Bx, mit (z,2') = dist(x, L) und ' L L.

2. Ist x € X so, dass (x,2') =0 fiir alle 2’ € X' mit 2’ L L gilt, so ist x € L.
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3. Fiir alle x € X gilt ||z|| = sup |(x,2')| = max [(z,2")].
QE‘/GBX/ ﬂC'EBX/
4. Sind x1,...,x, linear unabhingig, so existieren z,...,z, € X' mit (z;,x}) = 0,k

firj k=1,... n.

Beweis. 1. Ist d := dist (x,L) = 0, so ist 2’ = 0 passend. Es sei also d > 0. Auf
L, :=L® (K-z) definieren wir f durch

fly+ 2 z):=Xd  (y+ Az €L,).
Dann ist f € L* mit f(z) =dund f L L. Fir A# 0 und y € L gilt
ly + el = [Alllz = A" yll > [Ad = |f(y + Az)],

also || f|| < 1. Damit folgt die Behauptung aus S. 3.3.

2. Da dist(x, L) = 0 genau dann gilt, wenn 2 € L ist, ergibt sich 2. aus 1.

3. Da ||z|| = dist(x, {0}) gilt, ergibt sich 3. aus 1. mit L = {0}.

4. Fir k € {1,...,n} sei L :=span{z; : j # k}. Dann ist dj, := dist(xy, L) > 0. Nach
1. existiert ein y;, € X' mit (xg,y},) = di und y;. L Ly. Also ist z}, := y}./di passend. O

Wichtig fiir die Anwendung obiger Resultate ist die Kenntnis des Dualraums X’ eines
normierten Raumes X. Wir wollen nun in einigen Beispielen auf die Darstellung des Du-
alraumes fiir wichtige Banachrdume eingehen.

Definition 3.5 Es seien X,Y normierte Rdume, und es sei f: X — Y.
1. f heiRt isometrisch, falls || f(z) — f(y)| = ||z — y|| fiir z,y € X.

2. f heifit antilinear, falls f(z+y) = f(z) + f(y) und f(Az) = A\ f(z) fiir 7,y € X und
rekK.

Aus der Definition folgt:
e Ist f isometrisch, so ist f injektiv.

e Gilt ||f(x)]| = ||=| fir alle 2 und ist f linear oder antilinear, so ist f isometrisch.
Hilbertrdume sind in gewisser Weise zu sich selbst dual. Genauer gilt

Satz 3.6 (Rieszscher Darstellungsatz fiir Hilbertrdume) Es sei (X, {(-,-)) ein uni-
tarer Raum. Dann ist (-,y) € X' fiir alle y € X und die Abbildung v : X — X', definiert

durch (y) = (., y), antilinear und isometrisch. Ist X ein Hilbertraum, so ist ¢ auch
surjektiv.
6Nach Definition der Operatornorm gilt auch die duale Aussage ||z’|| = sup |{z,z')|.
rEBx
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Beweis. Fiir y € X ist (-, y) linear und nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
[z, )] < llzlllyll  (z € X),

also (,y) € X' mit [(,y)] < Iyl Aus (5,9) = [yl folgt ()] = I )l = Iyl
Aufserdem ist ¢ antilinear nach Definition des Skalarproduktes und damit auch isometrisch.
Es bleibt noch zu zeigen: Ist X Hilbertraum, so ist ¢ surjektiv. Dazu sei 2’ € X’ gegeben.
Wir setzen L := ker(z'). Ist L = X, so ist ' = 0 und damit ¢(0) = 2’. Es sei also L # X.
Dann existiert ein z € X mit (z,2’) = 1. Fiir alle € X ist

(x — (z,2")2,2") = (z,2') — (z,2') =0,

d. h. z—(z,2')z € L. Da ' stetig ist, ist L C X ein abgeschlossener Teilraum, also (L, ||-||)
ein Banachraum. Nach dem Projektionssatz ist zp :== 2z — Ppz L L und mit « := (z, 2r)
dann

0= (x—{(x,2")z,21) = (x,21) — alx,2'),

also (z,21) = a(z,2’). Fir x = 2, gilt 0 < ||zL||*> = a(zL,2'), also insbesondere o # 0.
Mit y := a~ 'z, ergibt sich (z,2') = (x,y) fiir alle z € X, also (y) = 2’ O

Satz 3.7 Es seien p,q € (1,00) so, dass p+ q = pq. Dann ist fir jedes y € £, durch
(wy) = a7 (v=(z;) €Lp)
j=1

ein Funktional (-,y) € £, gegeben mit |[(-,y)|| = ||yllq- Die Abbildung v : £y — £, mit
t(y) == {(-,y) ist antilinear, isometrisch und surjektiv.”

Beweis. 1. Aus der Hélder-Ungleichung folgt fiir z € ¢,

D il < O 125P) " (O il ) = llzllpllyllg -
j=1 j=1 j=1

Also existiert (x,y) und es gilt [(z, y)| < ||zl [lyllq- Damit ist (-, y) € £, mit [[(-, y) || < [[yllq-
Andererseits definieren wir (mit 0% := 0 fiir a # 0)

zj=ly Py, (GEN).

Dann st [ = [y;19 = y;|#/7+1 = 2,75, also () € £, mit ([a],)” = (|lyll,)? sowie
o
@,y) =3 2575 = (ylo)* = Uyll) % = Iyllyliell,
j=1

und damit auch ||(-, y)|| > ||yllq-

"Die Aussage ist auch fiir p = 1 und ¢ = oo richtig, aber nicht fiir p = co und ¢ = 1.
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2. Die Abbildung ¢ ist antilinear und damit nach 1. auch isometrisch. Wir zeigen: ¢ ist
surjektiv. Dazu sei 2’ € £, gegeben und yj, := (e(*), "), wobei e®) der k-te Einheitsvektor

n n
ist, und (z;) wie in 1. Dann gilt fiir n € Nmit s, := > |z;]? = > |y;[¢
j=1 j=1

n n n
sn=y w5 = (Y ae?al) < ||| 1Y aiePl, = ||2']] 53/7,
j=1 j=1

=0

also sh /P < |[2||. Damit ist y € £,. Nach Definition stimmen z’ und ¢(y) auf allen e,

also auf dem Teilraum ¢ := span{e®) : k € N} der abbrechenden Folgen iiberein. Da ¢
dicht in ¢, ist ([U]), stimmen die beiden stetigen Funktionale insgesamt iiberein. O

Bemerkung 3.8 Allgemeiner als — und &hnlich wie — in S. 3.7 kann man mithilfe der
Holder-Ungleichung fiir Integrale zeigen: Ist (2, %, 1) ein Mafiraum, so ist fiir p,q € (1, 00)
mit p + ¢ = pg und jedes g € L,(p) durch

(f.9) = / fgdn  (f € Lp(w)

ein Funktional (-, g) € L,(u)" gegeben mit ||(-, ¢)|| = ||gllq. Auerdem ist wieder ¢ : Ly (p) —
Ly(p) mit ¢(g) := (-, g) antilinear und isometrisch. Unter Verwendung weitergehender
Hilfsmittel aus der Mafstheorie (insbesondere dem Satz von Radon-Nikodym) kann man
zeigen, dass ¢ auch surjektiv ist.®

Bemerkung 3.9 Es sei (5,d) ein kompakter metrischer Raum. Sind p ein endliches Maf
auf #(S) und h : S — C messbar mit |h| = 1, so ist durch

(f h) = / fd(hp) = / fhdy (f €C(S))

ein Funktional in (-, hp) € (C(5),] - ll)” gegeben (vgl. B. A.5). Man kann zeigen: Jedes
Funktional in C(S)’ ist von dieser Form. Dies ist die wesentliche Aussage des Rieszschen
Darstellungssatzes fiir C(S5).?

Interessante Anwendungen des Satzes von Hahn-Banach ergeben sich etwa in der Approx-
imationstheorie. Um einen Eindruck zu vermitteln, wollen wir ein typisches Resultat for-
mulieren und den Beweis skizzieren.

Bemerkung 3.10 Es sei K C C kompakt. Wir schreiben H(K) fiir die Menge aller f €
C(K) mit der Eigenschaft, dass eine offene Menge U D K und eine stetig differenzierbare
Funktion F': U — C existieren mit F|y = f. Es gilt der bekannnte

8Im Falle o-endlicher Mafe bleibt die Aussage auch fiir p = 1 und g = oo richtig.
9Ein Beweis findet sich etwa in W. Rudin, Real and Complex Analysis, 3rd ed., McGraw-Hill, New
York, 1987.
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Approximationssatz von Runge: Ist C\ K zusammenhdingend, so existiert
zu jedem f € H(K) und jedem € > 0 ein Polynom p mit ||f — pllec < €.

Wir skizzieren den Beweis. Es sei ex(2) := 2" fiir k € Ng, 2 € K und L := span{e : k € Ny}
der lineare Teilraum der Polynome in C(K). Nach S. 3.4.2. reicht es, zu zeigen: Sind
f € H(K) und hu so, dass mit

(e, hyt) = / HMh(2)dp(z) =0 (k € No)

gilt, so ist auch (f,hy) = [ fhdp = 0. Wir setzen G := C\ K und definieren das Cauchy-
Integral hy : G — C von hy durch

)= [ 2 ) wea)

w—z

Dann ist iy analytisch in G und fiir |w| > max{|z| : z € K} gilt

oo o0

i) = [ Bz 3G/ du(e) = (o) /b = 0
k=0 k=0
Da G zusammenhéngend ist, gilt E/; = 0 nach dem Identitétssatz fiir analytische Funktio-
nen (sieche Analysis). Dies implizert (f, hu) = 0.19

Wir kommen jetzt zu einer weiteren Version eines Hahn-Banach-Satzes, bei dem es um die
Trennung konvexer Mengen geht.

Bemerkung und Definition 3.11 Essei X ein linearer Raum iiber K, und es sei A C X.
Dann heift die Abbildung p4 : X — [0, 00| mit

pa(z) :=inf{A>0:2 € M} =inf{A>0:2/X € A} (x € X),

wobei inf @ := 0o, Minkowski-Funktional von A. Aus der Definition ergibt sich sofort:
Aus B C A folgt pa < pp und fir @ > 0 ist pa(ax) = apa(x) (mit aco := 00). Ist X
normiert, so gilt py, o) (x) = [|z||/0 und damit im Fall Us(0) C A auch ps < || - ||/4.

Bemerkung 3.12 Sind X normiert und C' C X eine konvexe Nullumgebung, so gilt:
1. Das Minkowski-Funktional pc ist sublinear.

Denn: Nach B./D. 3.11 reicht es, die Subadditivitét zu zeigen. Dazu seien
2,y € X und £ > 0. Dann existieren A, > 0 mit /X € C, y/u € C und
A < pe(x) + € sowie p < pe(y) + e. Also folgt

A
sty Az ey g
Adp A+p A Atpp
und damit pe(z+y) < A+ p < pe(x) + pe(y) + 2¢. Da e > 0 beliebig war, ist
pc(z +y) < pelz) +pe(y).

10Ist ~ ein U-nullhomologer Zyklus mit ind, (z) = 1 fiir alle z € K, so folgt aus dem Satz von Fubini und
der Cauchyschen Integralformel [ fhdu = (2m4)~! f,y F hy.
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2. Ist C offen, so ist C' = {z € X : pc(z) < 1}.

Denn: Es sei z € C. Da C offen ist, existiert ein A < 1 mit /A € C. Also ist
po(x) < 1. Ist umgekehrt po(z) < 1, so existiert ein A < 1 mit z/\ € C. Mit
0€ Cistauch z = Az/A+ (1 - N0 e C.

Satz 3.13 FEs sei X ein normierter Raum. Ist U C X konvex und offen mit 0 ¢ U, so
existiert ein ' € X' mit Re(x,2’) <0 fir allex € U.

Beweis. Wir fithren den Beweis wieder nur fiir K = R. Der Fall K = C lésst sich wie
beim Beweis zu S. 3.2 darauf zuriickfithren. Wir fixiern ein a € —U und setzen V := U +a.
Dann ist V offen und konvex mit a ¢ V und 0 € V.

Nach B. 3.12.1 ist p := py sublinear. Auflerdem existiert ein 6 > 0 mit Us(0) C V. Nach
B./D. 3.11 ist damit p < || - ||/§. Wir definieren f : R-a — R durch

f(ta) =tp(a) (L €R).

Dann gilt f < p auf R - a, denn ist t < 0, so ist f(ta) < 0 < p(ta), und ist t > 0, so ist
[f(ta) = tp(a) = p(ta).
Nach S. 3.2 existiert ein 2’ € X* mit 2/|g., = f und 2’ < p. Tatséchlich ist 2’ € X'/, denn
fiir alle x ist

(z,2")| = max{(z,2"), (~z,2")} < [|z[|/5.

Ist z € U,soist vi=x+a€V. Aus B. 3.12.2 folgt (v,2") < p(v) < 1 und wegen a ¢ V
zudem (a,2’) = f(a) = p(a) > 1. Damit ist (x,2’) = (v,2’) — (a,2") < 0. O

Als Folgerung erhalten wir
Satz 3.14 (Trennungssatz von Hahn-Banach) FEs seien X ein normierter Raum und
D,C C X disjunkte konvexe Mengen. Ist D offen, so existiert ein ¥’ € X' mit

Re(z,2") < Re(y, ')
fiir alle x € D und y € C.
Beweis. Es sei U := D — C. Dann ist U konvex und aus U = {J, (D — y) folgt, dass U
auch offen ist. Auferdem ist 0 ¢ U. Also existiert nach S. 3.13 ein 2’ € X' mit

Re(z,2’') — Re(y,2’) = Re{z —y,2") < 0 (re D,yeC).
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4 Kompaktheit und kompakte Operatoren

Definition 4.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei M C X. Dann heifit M
1. relativ kompakt, falls jede Folge in M eine konvergente Teilfolge besitzt,

2. folgenkompakt (fiir uns kurz kompakt), falls M relativ kompakt und abgeschlossen
ist. 1!

3. prakompakt oder auch total beschrankt, falls zu jedem € > 0 ein endliche Menge
F C X (oder dquivalent F' C M; [U]) so existiert, dass M C |, p Ue(z) gilt.

Bemerkung 4.2 Es seien (X,d) ein metrischer Raum und M C X. Dann gilt ([U] bzw.
Analysis)

1. M ist relativ kompakt genau dann, wenn M kompakt ist, und dann auch prikompakt.
2. M ist genau dann kompakt, wenn M iiberdeckungskompakt ist, also fiir jede Familie
offener Mengen (Uy)aer mit M C U, eine endliche Menge F' C I existiert mit
M C Upep Ua-

acl

Satz 4.3 Ist (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und ist M C X prikompakt, so ist
M schon relativ kompakt.

Beweis. Es sei (z,,) eine Folge in M. Da My := M prikompakt ist, existiert ein F} C X
endlich mit
My = | (Urj2(y) N My).

yeF]

Da F} endlich ist, existiert ein y; € F} so, dass oo viele Folgenglieder von (z,,) in
Ml = U1/2(y1) M MO

liegen. Auferdem ist diam(M;p) < 1.
Da M; C My prakompakt ist, existiert ein F5 C X endlich mit

My = | (Uijay) 0 M)
yeF:

Wieder existiert ein yo € F5 so, dass unendlich viele Folgenglieder von (z,,) in
Mg = U1/4(y2) n M1

liegen. Dabei ist diam(Ms) < 1/2. Induktiv erhélt man auf diese Weise eine Folge (M)
von Mengen mit M; C M;_; und diam(M;) < 1/j so, dass jedes M; unendlich viele
Folgenglieder von (z,,) enthdlt. Setzt man ng := 1 und wahlt fiir jedes j € Nein n; > n;_;
mit x,, € Mj, so ist (z,,) eine Cauchy-Folge in X. Da (X,d) vollstindig ist, ist (xn,)
konvergent. O

11 Aquivalent dazu ist, dass jede Folge in M eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M besitzt.
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Bemerkung 4.4 Es seien X,Y normierte Rdume. Sind A C X und B C Y (relativ)
kompakt, so ist auch A x B (relativ) kompakt in X @7 Y. Aus der Stetigkeit der Skalar-
multiplikation (A, z) — Az und der Addition (z,y) — x + y folgt damit, dass AA und im
Falle X =Y auch A + B (relativ) kompakt sind.

Der folgende Satz zeigt, dass die schone Aussage des Satzes von Heine-Borel leider nur in
endlich-dimensionalen Rdumen gilt.

Satz 4.5 Es sei (X, |- ||) ein normierter Raum. Dann sind dquivalent:
a) Bx ist kompakt,
b) Bx ist prakompakt.

¢) dim(X) < oo,

Beweis. ¢) = a) folgt aus dem Satz von Heine-Borel (gilt auch in beliebigen endlich-
dimensionalen Réumen) und a) = b) aus B. 4.2.
b) = ¢): Essei F' C X endlich mit

1 1
zeF

Wir setzen L := span F'. Dann ist L endlich-dimensional, also auch abgeschlossen in X.
Weiter gilt (beachte: L + (1/2)L = L)

1 1 1 1
Bx CL+=BxCL —(L —B):L > By,
x C +2 x C +2 +2X +4X
also induktiv Bx C L + 2 *By fiir alle k € N. Ist € By, so existiert damit eine Folge
(wx) in L mit ||z — z|| < 1/2% fiir k € N, also 2, — 2. Da L abgeschlossen ist, folgt = € L.
Damit ist By C L, also auch X = J,.,r Bx C L und folglich X = L. ]

Angesichts der erniichternden Erkenntnis des letzten Satzes wird man den Wert von Kom-
paktsheitsaussagen in unendlich-dimensionalen Réumen zu wiirdigen wissen. Ist (.9, d) ein
kompakter metrischer Raum und E ein Banachraum, so ist (C(S, E), || - ||o) nach B. 1.5
ein Banachraum. Wir wollen eine Kompaktheitsaussage fiir den Raum (C(S, E),|| - ||oo)
fiir endlich-dimensionales (E, |- |) beweisen.

Definition 4.6 Eine Teilmenge M von C(S, E) heift gleichgradig stetig an ¢t € S, falls
fiir alle & > 0 ein § > 0 so existiert, dass | f(s) — f(t)| < ¢ fiir alle s € Us(t) und alle f € M.
Ist M gleichgradig stetig an allen t € S, so heifft M kurz gleichgradig stetig.
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Satz 4.7 (Arzela-Ascoli) Es seien (S,d) ein kompakter metrischer Raum, (E,|-|) ein
endlich-dimensionaler normierter Raum und M C C(S,E). Ist M gleichgradig stetig und
sup e | f(2)] < oo fir allet € S, so ist M relativ kompakt.™

Beweis. Nach S. 4.3 geniigt es, zu zeigen, dass M priakompakt ist. Dazu sei e > 0 gegeben.
Fir alle t € S existiert ein 6, = §; . > 0 so, dass |f(s) — f(t)| < € fiir alle s € U, (t) und
f € M gilt. Da S kompakt ist und S = (J,c4 Us,(t) gilt, existiert eine endliche Menge
T C S mit

S = U Us, (t)

teT
Wir definieren p : M — C(T, E) = Abb(T, FE) =: F durch

p(f)=flr  (f€eM).

Da T endlich und {f(t) : f € M} fiir alle t € S beschrénkt ist, existiert ein ¢ > 0 mit
||p(f)HOo o, <cfir fe€M. Da (F,[[lo,r) endlich-dimensional ist, ist cBp prikompakt.
Damit ist auch p(M) C ¢Bp prikompakt. Folglich existiert eine endliche Menge H C p(M)
mit

p(M) € | U-(h)

heH
Wir wihlen G C M endlich mit p(G) = H. Dann existiert zu jedem f € M ein g € G mit
Hp(f) - P(Q)HOQ,T < g, also

|f(t)—gt)| <e  (teT).
Ist s € S beliebig, so ist s € Us, (t) fiir ein ¢t = t5 € T. Fiir dieses ¢ gilt
[f(s) = f(®)] <e  und  |g(s) —g(t)] <k,

also
£(5) = g(s)] < [f(s) = FO)] + | £(&) = g@®)] + |9(t) = g(s)] < 3e.
Folglich ist [|f — gllec < 3¢ < 4e und damit M C e Uae(9)- O

Bemerkung und Definition 4.8 Es seien X, Y normierte Rédume. Ist 7': X — Y linear,
so heiflt T kompakt, falls T(Bx) C Y relativ kompakt ist. Wir setzen

K(X,Y):={T:X — Y : T linear und kompakt}

und K(X) := K(X, X). Da relativ kompakte Mengen in Y beschrinkt sind, ist K(X,Y) C
L(X,Y).

12Man kann zeigen, dass auch die Umkehrung der Aussage gilt, d. h. ist M relativ kompakt, so ist M
(punktweise) beschréankt und gleichgradig stetig.
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Bemerkung 4.9 Es seien S C C kompakt und k& € C(S x [a,b]). Dann ist durch

b

(TF)(s) = /f(t)k(s,t) it (seS, fe Liab)

a

ein kompakter linearer Operator T' = T}, : L;]a, b] — C(S) definiert.

Denn: Es sei € > 0 gegeben. Da S x [a, b] kompakt ist, ist & gleichméRig stetig.
Also existiert ein 6 = 6. > 0 mit

|k(s,t) — k(s',t)| < e (|s—s'| <6, t €la,b]).

Hieraus folgt fiir alle f € Lq[a,b] und alle s, s’ mit |s — s'| < ¢

b
Tf(s) = Tf(s)] < / [F(O)] 1k(s,t) = k(s", 1) dt < e[| f]-

Dies zeigt, dass T'f stetig auf S ist, und dass M := T'(Bp,[4) C C(S) gleich-
gradig stetig ist. Offensichtlich ist T" linear. Schlieflich gilt fiir alle f € L1][a, b]
und s € S

b
Tf(s)] < /If(t)\ k(s )| dt < [|kl[oo - 1 £l

also || Tf|lec < ||k|loo fiir Tf € M. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist M
relativ kompakt, also T" kompakt.

Satz 4.10 Es seien X,Y normierte Rdume. Dann gilt
1. K(X,Y) ist ein Teilraum von L(X,Y).

2. Ist Y ein Banachraum, so ist K(X,Y) abgeschlossen in L(X,Y).

Beweis. 1. Esseien T, S € K(X,Y) und A € K. Dann gilt (T'+5)(Bx) C T(Bx)+S(Bx)
und (AT)(Bx) = A(T(Bx)). Nach B. 4.4 sind (T+S)(Bx) und (AT)(Bx) relativ kompakt.
2. Es sei (T,) eine Folge in K(X,Y) mit 7,, —» T in L(X,Y). Ist € > 0, so existiert ein
N € Nmit ||T —Ty| < e. Fiir z € Bx folgt

Tx = (T — TN).Z‘ +Tyzx € UE(O) + TN(Bx).

Da Ty (Bx) relativ kompakt und damit auch prakompakt ist, existiert eine endliche Menge
F CY mit Tn(Bx) C U,er Ue(y). Hieraus folgt

T(Bx) C U:(0) + Tn(Bx) C U=(0) + |J U=(y) € | V2c(w)-
yeF yeF

Also ist T(Bx) C Y prakompakt. Da Y ein Banachraum ist, ist T'(Bx) nach S. 4.3 auch
relativ kompakt. O
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Satz 4.11 Es seien X,Y, Z normierte Riume. Sind S € L(X,Y), T € L(Y, Z), und ist S
oder T kompakt, so ist auch TS kompakt.'3

Beweis. Ist S kompakt, so ist S(Bx) C Y relativ kompakt. Da T : Y — Z stetig ist, ist
auch (T'S)(Bx) = T(S(Bx)) relativ kompakt.

Ist T kompakt, so ist T'(rBy) relativ kompakt fiir alle r > 0. Da S € L(X,Y) ist, existiert
ein 7 > 0 mit S(Bx) C 7By. Damit ist auch T'(S(Bx)) C T(rBy) relativ kompakt. O

13Wir schreiben im Weiteren oft kurz T'S statt T o S.
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5 Resolvente und Spektrum
Wir starten mit Beispielen linearer partieller Differenzialgleichungen und zeigen, dass ein
Lésungsansatz iiber Variablentrennung zu Eigenwertgleichungen fiihrt.
Definition 5.1 1. Es sei Q2 C R? offen. Wir setzen fiir m € Ng U {00}
C™(Q):={f:Q = C:9°f € C() fiir alle a € NI, |a| < m}

mit |a == Z;l:l aj und 0% f := 07t -+ 03 f fiir a = (ou, ..., q) € NE.
2. Der Laplace-Operator A : C?(Q) — C(Q) beziiglich Q ist definiert durch

d 2u d
Au ::Z@Zu(: W:Zumﬁj)
j=1 i =1

fiir u € C%(2). Ist Au = 0 auf €, so heift u harmonisch in Q.

j=1

Definition 5.2 Es seien D C R x R? offen und « : D — C. Wir schreiben Punkte in D in
der Form (¢t,z) mit ¢t € R, z € R? und Au := Au := A(u(t, )) Damit heifit

1. Die Gleichung % — Au = 0 Wiarmeleitungsgleichung.

gu

1
2. Die Gleich -
ie Gleichung — - =

Au = 0 Schrédinger-Gleichung.

2

0
3. Die Gleichung u

2 Au = 0 Wellengleichung.

Sind I ein offenes Intervall und  C R? offen mit I x Q C D, so versuchen wir, Losungen
u der Form
u(t, z) = v(t)w(x) (tel,ze0)

zu finden. Bei einem solchen Ansatz zur Bestimmung von Lodsungen spricht man von
Trennung der Variablen.

Satz 5.3 Es seien Q C R? offen, I ein offenes Intervall und u: I x Q — C von der Form
u(t,x) = v(t) - w(z) mit v e CH(I) und w € C*(Q). Dann gilt

1. Fir o € C\ {0} ist w Lisung von

1 Ou

—— —Au=0

a Ot “
genau dann, wenn Konstanten C,\ so existieren, dass v(t) = Ce*** fiirt € I und
Aw(z) = dw(z) fir z € Q.
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2. v e C%*(I) und v ist Losung von

0%u
genau dann, wenn Konstanten A, B, u € C existieren mit v(t) = Acos(ut)+ Bsin(ut)
und Aw(z) = —pPw(z).

Beweis. 1. Auf I x  gilt
— g Aw) (t,2) = év'(t)w(x) — v(t)Aw(z). (5.1)

<: Ergibt sich durch Einsetzen in (5.1).
=: Fir u = 0 gilt die Behauptung mit ¢ = A = 0. Es sei u # 0 und (s,y) so, dass
u(s,y) # 0, also v(s) # 0 und w(y) # 0. Aus (5.1) folgt mit A := Aw(y)/w(y)

v'(t) = daw(t) (tel).

Also existiert eine Konstante C' # 0 mit v(t) = Ce**. Damit ergibt sich mit (5.1) fiir
z e
CAew(x) = Cer* Aw(x),

also Aw(x) = Aw(z) fiir z € Q.

2. Es gilt

(@ - Au)x — o ()w(z) — v(t)Aw(z) (5.2)
ot? ' )

<«: Sieht man wieder durch Einsetzen.

=: Wie in 1. sei ohne Einschrinkung u # 0 und (s,t) so, dass u(s,y) # 0, also v(s) # 0

und w(y) # 0. Ist u € C mit —pu? = Aw(y)/w(y), so folgt aus (5.2)

V'(t) = —pPo(t)  (tel)

Also existieren Konstanten A, B mit v(t) = A cos(ut) + Bsin(ut) fir t € 1. Wegen v(s) # 0
ergibt sich mit (5.2) fiir t = s auch Aw(z) = —p2w(x) fiir z € Q. O

Bemerkung 5.4 S. 5.3 zeigt, dass ein Losungsansatz {iber Variablentrennung im Falle der
Wirmeleitungs-, der Schrédinger- und der Wellengleichung auf ein Eigenwertproblem fiir
den Laplace-Operator fiihrt. Von besonderem Interesse sind dabei Eigenfunktionen mit
verschwindenden Randwerten. Ist A C Q2 kompakt und glatt berandet, so kann man unter
Verwendung der Greenschen Formeln'* fiir u,v € C?(Q) mit ulpa = v|ga = 0 zeigen ([U]):

1. Ist Au(z) = du(z) und u # 0, so ist A < 0.

2. Ist zusétzlich Av(z) = po(z) mit X # p, so ist [, uvdAy = 0.

14Siehe etwa https://www.math.uni-trier.de// mueller/Diffgleichungen/DGL-2018.pdf, Satz 7.7
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Definition 5.5 Essei X ein Banachraum, und es sei T' ein Operator in X, also T : D(T) —
X mit D(T) C X. Mit I := idx heift

p(T) :={N €K : Al —T: D(T) — X bijektiv und (\] — T)"" € L(X)}
Resolventenmenge von T und R = Ry : p(T) — L(X), definiert durch
RN = (M =T)" (A& p(T)),
Resolvente von T. Die Menge o(T') := K\ p(T) heifit Spektrum von 7" und
op(T) :={X € K: X Eigenwert von T} = {\ € K: AI — T nicht injektiv} C o(T)

Punktspektrum von T

Bemerkung 5.6 Ist dim(X) < oo, so gilt fiir jede lineare Abbildung 7' : X — X (siehe
Lineare Algebra): Al — T ist injektiv genau dann, wenn A\I — T surjektiv ist, und dann
ist auch (A — T')~! stetig. Also ist p(T) = {\ € K : A\l — T injektiv} und damit auch
o(T) = op(T). Im Fall dim(X) = oo kann durchaus o,(T") # o(T) sein. Betrachtet man
etwa den Volterra-Operator V : C[0, 1] — C0, 1], definiert durch

avxw=/} (te 0.1, f € Co,1),
0

soist (V f) = f nach dem Hauptsatz iiber Integralfunktionen. Aus V' f = 0 folgt also f = 0
und damit ist V injektiv, d. h. 0 ¢ 0,(V). Allerdings ist V wegen V(C[0,1]) C C*[0,1]
nicht surjektiv, also 0 € o(V).

Satz 5.7 Es seien X ein Banachraum und T ein abgeschlossener Operator in X. Dann
gilt

1. Ist XI — T injektiv, so ist (\[ —T)~': X D Bild(Al — T) — X abgeschlossen.
2. p(T) ={N€K: M —T:D(T) = X bijektiv}.

Beweis. 1. Ist (z,,) eine Folge in D(T) mit z,, — « und (A — T)x,, — y, so gilt
Tr, =ty — (M =Tz, = Az —y.

Da T abgeschlossen ist, folgt « € D(T) und Tax = Az —vy, also (A\[—T)z = y. Damit ist auch
A — T abgeschlossen. Ist nun A\ — T injektiv, so existiert (\I —T)~! : Bild(AI = T) — X.
Mit G(A\I —T) C X x X ist auch G((A\I — T)~!) abgeschlossen.!®

2. Aufgrund der Definition des Spektrums ist nur O zu zeigen. Ist A\l — T bijektiv,
so ist (M —T)~' : X — X nach 1. abgeschlossen. Nach dem Graphensatz ist damit
(A —T)"! € L(X) O

BIst 7 : X @1 X — X @1 X definiert durch 7(z,y) := (y,x), so ist 7 = 771 stetig und G(f~1) =
77 Y(G(f)) fiir alle Funktionen f: X D D(f) — X.
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Bemerkung und Definition 5.8 (Neumannsche Reihe): Es seien X ein Banachraum
und T € L(X). Aus ||T™] < ||T||™ folgt

F(T) = Timsup |[T°]'/" < ||T.
n— o0

Die Zahl 7(T) heifit Spektralradius von 7.6 Damit gilt: Fiir |¢| < 1/r(T) ist [ — ¢T €
L(X) invertierbar mit
—qT)~ Z @17

Denn: Aus der Voraussetzung folgt limsup || (¢7)™||*/" = |q|r(T) < 1. Nach

dem Wurzelkriterium und S. 1.6 ist damit die Reihe S := " (¢T")7 (absolut)
=0
konvergent in L(X). Aus

I—qT) «+ ZqJTJ I—qD)=1—¢""'T" 5T (n— ),

folgt S(I — ¢T) = I. Entsprechend sieht man (I — ¢T")S = 1.

Satz 5.9 Es seien X ein Banachraum und T ein abgeschlossener Operator in X .

1. (Resolventengleichung) Fir alle A\, € p(T) ist

R(A) = R(p) = (p = M R(A) R(p)-

2. p(T) ist offen und es gilt R(\) = i (=1)I(\ —a)’ (R(a))j+l fir alle a € p(T) und
7=0

A € Uy /r(r(a))(a).

3. Ist T € L(X), so gilt R\) = Y, X977 fiir |\ > r(T).
7=0

Beweis. 1. Fiir \, u € p(T) gilt wegen Bild(R(n)) = D(T)

(1= NROR(u) = RO (1l — T) — (A = T))R(n) = R(\) — R(p).

2. Es seien a € p(T) und |A —a| < 1/r(R(a)). Nach B. 5.8 ist I — (a — A)R(a) invertierbar
in L(X) mit
(I~ (a=NR(@) ™" =Y (-1 (A —a)’ (R(a))”.
5=0
Weiter gilt
(I—(a=NR(a)(al —=T)=al =T —(a— NI =X —T,

16Man kann zeigen, dass die Folge (||77||*/™) konvergent ist ([U]), also lim sup durch lim ersetzt werden
darf.
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also ist auch \I — T : D(T) — X bijektiv und damit A € p(T) nach S. 5.7. Wegen
RN =\ —=T)"'=R(a)(I — (a— /\)R(a))_1 folgt die Behauptung.

3. Nach B. 5.8 ist A\l =T = A(I — A7!T) invertierbar mit (A\I —T)~t = X"t > AT, O
7=0

Bemerkung 5.10 S. 5.9 zeigt insbesondere, dass fiir abgeschlossene Operatoren auf Ba-
nachrdumen das Spektrum o(T') stets abgeschlossen ist. Ist T € L(X), so ist o(T) nach S.
5.9 auch beschrénkt (also kompakt) mit o(T") C r(T)Bg. Ist T unstetig, so kann o(T") = C
sein: Ist etwa T : C[0,1] D C[0,1] — C0,1] der Ableitungsoperator, also T'f := f’, so ist
Texp(A-) = dexp(\-) fiir alle A € C, also 0,(T) = C.

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass etwa schon gewisse Drehungen auf R? keine
(reellen) Eigenwerte und damit leeres Spektrum haben. Wir zeigen!”, dass im Fall kom-
plexer Banachrdume das Spektrum stets nichtleer ist. Genauer gilt (mit max @ := 0)

Satz 5.11 FEs seien X ein komplexer Banachraum und T € L(X). Dann gilt

1. »(T) = a .
r(T) Zglgég)IZI

2. Ist X # {0}, soist o(T) # &.

Beweis. 1. Wir setzen 7 := max.¢q(7) |2|. Nach B. 5.10 ist nur r(7') < 7 zu zeigen. Fiir
0" € L(X)' sei die Funktion f = fy : p(T') — C definiert durch

f(z) = (R(2),0) (2 €p(T)).

Dann gilt fiir a € p(T) und |z — a| < 1/||R(a)||

(—1)7(z — a) {(R(a))" ", ).

I

72) = (317 —af (R(@) ™ ) =

J 7=0
Also ist f analytisch in p(T"). Auferdem gilt
0y 1Tﬂ'z—oo L i g 5.3
f(z)_<ZZj+1 7>_ZZ]+1< ) >? (')
j=0 =0

zunéchst fur |z| > r(T), aber dann aufgrund der Tatsache, dass f analytisch in p(7") ist,
auch in |z| > 7 (siche Funktionentheorie). Ist s > 7, so ergibt sich fiir ¢’ € By (x) aus der
Cauchyschen Ungleichung (wieder Funktionentheorie)

(27, 6)] < 5™ max] ()] < 5" max [R()] (n € No)

- |z|=s

17Ehrlicherweise muss man sagen, dass der Beweis einige Blackboxen aus der Funktionentheorie enthlt.
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Nach B. 3.4.3 ist damit ||T7| < s"*! lrnlax |R(2)|, also r(T) = limsup | T"||'/" < 5. Da

s > 7 beliebig war, gilt »(T) <7

2. Aus (5.3) folgt insbesondere f(z) — 0 fiir |z| — oo. Ist o(T) = @, also p(T) = C, so
ist f = fu fiir alle ¢/ beschrankt und analytisch in C. Nach dem Satz von Liouville (siehe
Funktionentheorie) ist (R, ¢') = f = 0. Da ¢’ € L(X)’ beliebig war, ist R = 0 nach S. 3.4.3.
Insbesondere ist dann 0 = —R(0) = T~!. Dies impliziert X = {0}. O

Bemerkung 5.12 Ist X ein komplexer Banachraum und ist 7 € L(X), so kann das
Punktspektrum o, (7T") leer sein: Ist etwa V der Volterra-Operator aus B. 5.6, also V' €
L(C[0,1]) mit (Vf)(¢) := fot f,soist »(V) = 0 (|U]) und damit o(7") = {0} nach S. 5.11
(oder auch nach B. 5.6 und B. 5.10). Da 0 ¢ 0,(T) gilt, ist o,(T) = 0.
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6 (Selbst-)adjungierte Operatoren

Wir wollen nun eine wichtige Klasse von Operatoren auf Hilbertrdumen untersuchen.

Bemerkung und Definition 6.1 Es seien X, Y unitdre Rdume und T ein Operator von
X nach Y. Ist T dicht definiert, also D(T) C X dicht, so setzen wir

D(T*):={yeY:3uecX: (hy)oT= (,u)lpm}

Man beachte: Da D(T) C X dicht ist und da u — {(-,u) € X’ nach S. 3.6 (Rieszscher
Darstellungssatz) injektiv ist, existiert fiir alle y héchstens ein solches u € X. Dies zeigt,
dass durch

T*(y):=u  (y€D(T))

eine Abbildung T* : D(T*) — X definiert ist. T* heifit Adjungierte von 7. Nach
Definition gilt damit

(Tz,y) = (x,T"y)  (x€D(T),y e DT)). (6.1)
Auferdem ist T* linear, also ein Operator von Y nach X. Ist X ein Hilbertraum, so gilt
D(T*)={yeY: (,y)oT eDT)}.

Denn: Nach S. 3.3 existiert ein 2’ € X’ mit (-,y) oT" = 2’| p(r) und dann wieder
nach S. 3.6 ein v € X mit 2’ = (-, u).

Satz 6.2 FEs seien X,Y wunitdre Riume und T ein dicht definierter Operator von X nach
Y. Dann gilt

1. T* ist abgeschlossen,

2. Bild(T)* = Kern(T*).'®

Beweis. 1. Es sei (y,) eine Folge in D(T™*) mit y,, — y und T*y,, — u € X. Dann gilt fiir
alle z € D(T)

<T$7y> — <T=Tvyn> = <xaT*yn> - <x,u> (’Il‘)OO),

also ist y € D(T*), und es gilt T*y = u.

2. Es sei y € Y. Dann ist y € Bild(T)* genau dann, wenn (T'z,y) = 0 fiir alle 2 € D(T),
also (-,y) oT = 0 gilt. Dies ist gleichbedeutend mit y € D(T*) und T*y = 0, also mit
y € Kern(T™). O

183ind X ein unitdrer Raum und M C X, so schreiben wir M+ = {z € X : = L M}.
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Bemerkung 6.3 Es seien X,Y Hilbertraume. Ist T € L(X,Y), so gilt D(T*) = Y.
Aufierdem ist dann T* € L(Y,X) und die Abbildung L(X,Y) > T — T* € L(Y,X)

antilinear und isometrisch.

Denn: Mit S. 3.4.3 und S. 3.6 gilt

sup ||[Tz| = sup Sup |(Tz,y)| = sup sup [(T*y,z)| = sup ||T".
z€Bx z€Bx y€By yEBy z€Bx yEBy
Damit ist T7* € L(Y,X) mit |T|| = ||T*||]. Aus der Definition ergibt sich

(T +8)* =T*+ 8" und (\T)* = AT* fiir T, S € L(X,Y), A € K und damit
die Antilinearitdt von T — T, also auch die Isometrie.

Ist Z ein weiterer Hilbertraum und sind T' € L(X,Y) sowie S € L(Y, Z), so gilt ([U])

(ST)* = T*5*.

Definition 6.4 Es seien X,Y lineare Rdume und 7, S Operatoren von X nach Y. Wir
schreiben T' C S, falls D(T') € D(S) und S|p(r) = T (also G(T') C G(9)) gilt. Sind X =Y
unitar und ist T dicht definiert, so heifst T’

1. symmetrisch, falls T' C T*.

2. selbstadjungiert, falls 7' = T™*.

Bemerkung 6.5 Jeder selbstadjungierte Operator ist symmetrisch, die Umkehrung gilt
jedoch im Allgemeinen nicht ([U]). Ist D(T) = X, so ist natiirlich 7' genau dann sym-
metrisch, wenn 7T selbstadjungiert ist, und in diesem Fall ist 7' = T™ abgeschlossen nach S.
6.2. Ist X ein Hilbertraum, so ist also jeder symmetrische Operator 7' : X — X nach dem
Graphensatz stetig!

Satz 6.6 Es seien X ein unitdirer Raum und T ein dicht definierter Operator in X. Dann
sind dquivalent:

a) T ist symmetrisch,

b) (Tz,y) = (x,Ty) fir alle x,y € D(T),
und im Falle K=C

¢) (Tz,xz) € R fir alle x € D(T).

Beweis. a) = b): Aus D(T) C D(T™) folgt fiir alle x € D(T) und y € D(T) C D(T*)
<Tl’,y> = <I,T*y> = <I3Ty>

b) = a): Ist y € D(T), so gilt (-,y) oT = (-,Ty)|p(r) nach Voraussetzung. Also ist y €
D(T*) mit T*y = Ty. Da y € D(T) beliebig war, folgt D(T) C D(T*) und T*|pry = T.
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Es sei nun K = C.
b) = ¢): Fir alle x € D(T) ist (Tz,x) = (z,Tx) = (Tx,x), also (Tz,x) reell.
c) = b): Es seien z,y € D(T). Dann gilt

(Tz,y) + (Ty,2) = (T(x +y),x +y) - (Tz,z) - (Ty,y) €R
also Im(Tz,y) = —Im(Ty, z) = Im(z, Ty). Mit iz statt = ergibt sich
Re(Tz,y) = Im(i(Tz,y)) = Im(T(iz),y) = Im(iz, Ty) = Im(i(z, Ty)) = Re(z, Ty).
Damit ist (T'z,y) = (z,Ty). O

Satz 6.7 Es seien X ein unitirer Raum und T ein symmetrischer Operator in X. Dann
gilt

1. 0,(T) CR und (\I = T)~' : Bild(AI — T) — X st stetig fiir alle X ¢ R.

2. Sind A\, p € 0p(T) und A # p, so gilt Kern(AM —T') L Kern(ul —T).
Beweis. 1. Ohne Einschrankung sei K = C und A € C mit Normaldarstellung a + 5.
Nach S .6.6 gilt Re(i8{x,Tz)) = 0 fiir x € D(T), also

2 2
A = ) ||? = IAPlJe|2 - 2Re(aw, Ta) + [Tall? = [|(af — T)al|* + 82)all? > 82|z

Ist 8 # 0, so ist damit A — T injektiv und (A — T)~! stetig.
2. Es gilt fiir z € Kern(Al — T') und y € Kern(p — T') mit 1.

Mz,y) = (Te,y) = (x, Ty) = plz,y),
also (A — p){(z,y) = 0. Aus X # p folgt (z,y) = 0. O

Fiir selbstadjungierte Operatoren lésst sich S. 6.7 wesentlich verschérfen.

Satz 6.8 FEs seien X ein (komplexer) Hilbertraum und T ein selbstadjungierter Operator
m X. Dann gilt
o(T) CR.

Beweis. Es sei A ¢ R. Nach S. 6.7 ist A\I — T injektiv und (M — T)~! stetig. Nach
S. 6.2 ist T(= T*) abgeschlossen, also mit S. 5.7 auch (M — T)~!. Hieraus folgt, dass
Bild(A — T') = D((M — T)~') abgeschlossen ist ([U]). Weiter gilt

M =T) =) —T* =X —T,
also mit S. 6.2
Bild(AI — T)* = Kern((M — T)*) = Kern(X — T) = {0}.

Mit B. 3.4.2 und S. 3.6 folgt, dass Bild(Al — T") dicht in X ist. Also ist Bild(A\l —T) = X
und damit A € p(T) nach S. 5.7. O
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Beispiel 6.9 (Multiplikationsoperatoren) Es seien (2,%, 1) ein Maffraum und ¢ :
0 — C messbar. Wir setzen D(T,) := {f € Lo(p) : fo € Lg(,u)} und betrachten den
Operator T, : Lo(p) O D(T,) — Lo(p) mit

T,f=v¢f (f€D(Ty)).

Man kann zeigen'?, dass D(T,) dicht in Lo (u), also T}, dicht definiert ist. Fiir reellwertige
@ ist T symmetrisch, da fiir alle f,g € D(T,,)

(T, f.q) = /wf-@du= /f-@du: (. Tog)

gilt. Man kann zeigen, dass T tatséchlich sogar selbstadjungiert ist.2° Nach S. 6.8 ist
also o(T) C R. Genauer gilt hier (auch fiir komplexwertige ¢):*! o (T,,) ist die Menge
aller A € C so, dass ¢~ (U-()\)) fiir alle e > 0 positives MaR hat, und fiir A € p(T) gilt
RA\) =\ —T,)" =Ty mit ¢ =1/(A— ).

Wir untersuchen jetzt speziell stetige bzw. kompakte Operatoren.

Satz 6.10 Es seien X ein Hilbertraum und T : X — X symmetrisch. Dann gilt

IT|| = sup [(Ta,z)| (= sup [(Tz,z))).
TEBx ||z||=1

Beweis. Man beachte zundchst, dass T nach B. 6.5 stetig ist.
>: Ist x € By, so gilt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichnug
(Ta,a)| < || Tl [lz]] < [T l|=]* < [ T]-

<: Mit d = sup,¢p, |(Tw,2)| ist [(Tu,u)| < d||u||? fiir beliebige u € X. Sind x,y € Bx,
so folgt

(T(x+y),x+y) = (T(x—y),z—y) = 2(Tz,y) + 2(Ty,z) = 4Re(Tz,y),
also mit Dreiecksungleichung und Parallelogrammidentitét
ARe(Tz,y) < d(|lz +yl* + llo —yl*) = 2d(||z]|* + |y|*) < 4d.
Ist vy mit |y| =1 so, dass |<Tx,y>’ = v (Tz,y), so ergibt sich mit yz € Bx
(T, y)| = (T(y2),y) = Re(T(y2),y) < d.

Nach B. 3.4.3 und S. 3.6 ist | T%|| = sup,ep, |(Tx,y)| < d fiir = € Bx. O

In B. 5.10 haben wir bemerkt, dass fiir stetige Operatoren stets o(T") C r(T") Bk gilt. Wir
zeigen fiir kompakte symmetrische Operatoren:

19Tm Wesentlichen mithilfe des Satzes von der dominierten Konvergenz
20Giehe etwa D. Werner, Funktionalanalysis 7. Aufl., Springer, 2011, S. 348.
2lebda, S. 355
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Satz 6.11 Es seien X # {0} ein Hilbertraum und T € K(X) symmetrisch. Dann existiert
ein Eigenwert A € { £ ||T|}, also ist

|7 = . A (=r(T)).

Beweis. Nach S. 6.10 existiert eine Folge (z,,) mit ||z,| = 1 und (T2, z,)| — ||T fiir
n — 00. Da (Tx,, z,) reell ist, existieren ein A € { £ ||T||} und eine Teilfolge (2, )nes mit
(TTp,xn) — A (J 31— c0),

also
(A = T)zp||? = A2 = 2X(T2p, 20) + || T | < 2||T|1? — 2MT2p, 20) — 0

fiir J 5 n — oco. Da T kompakt ist, existieren eine Teilfolge (x,,)ner von (z,)nes und ein
y € X mit Tz,, — y fiir I 3 n — oo, also

Aoy = (M =Ty + Tz, -y (n—o0,nel).

Ohne Einschrinkung sei 7 # 0 und damit A # 0. Dann gilt =, — A~ !y, also auch
Tz, — XN "'Ty fir I > n — oo. Folglich ist y = \7'Ty. Aus |z,] = 1 ergibt sich
[A"ty|| = 1, also y # 0. Dies zeigt X € o,(T). ]

Beispiel 6.12 (Fredholm-Operatoren) Fiir k € C([a,b]?) ist durch

(Thf)(s /f k(s,t)d (s € [a,b], f € La[a,b])

ein kompakter Operator T}, : La[a,b] — Ls[a, b] definiert.

Denn: Aufgrund der Hélder-Ungleichung ist die Einbettungsabbildung j; :
(Lala, 8], || - ll2) = (Lila,b], | - 1) mit ji(f) := f stetig. AuRerdem ist die
Einbettungsabbildung js : (Cla,b], || - [loc) — (L2[a,b], || - [l2) mit jo(f) := f
stetig. Ist T wie in B. 4.9, so ist Ty, = j2 o T o j; kompakt nach S. 4.11.

Weiter gilt fiir f, g € La[a,b] mit k*(t, s) := k(s,t) nach dem Satz von Fubini

(Tif.g) = k(s,t)dt) 5(s) ds

Se—_
Se—_




45

Folglich ist T}} = T}~ und insbesondere T} im Fall k¥ = k* symmetrisch. Nach S. 6.11 ist
dann

op(T) N {£ | Tul} # 2.

Bemerkung und Definition 6.13 Es seien X,Y normierte Riume und T € L(X,Y).
Ist (4)aer summierbar in X, so ist aufgrund der Stetigkeit von T' die Familie (T24)acr
summierbar in Y mit T( ) za) = Y Tz, ([0]).

acl

acl
Sind V' ein weiterer normierter Raum und (S,)aes eine Familie linearer Abbildungen S, :

V — X, so sagen wir (S,) sei punktweise summierbar, falls (S,v) fiir alle v € V

summierbar ist. Dann ist §: V — X mit Sv:= ) Syv linear und T'S = 3 T'S,.
acl ael

Bemerkung 6.14 Es seien X ein unitdrer Raum und M C X ein Orthonormalsystem.
1. Ist (pe) eine Familie in K mit Y u.e =0, so gilt fur alle e € M

ecM
0=(> usfie) =" pp(fie) = pe.
feM eeM

2. Ist der Abschluss L des Spanns von M ein Hilbertraum, so gilt Prz = > T, - e fiir

eeM
x e X.

Denn: Da M Orthonormalbasis von L ist, gilt Prx = > f/’L\ﬂce cefirz e X
ecM
nach S. 1.21. Auferdem ist wegen Prz — z € L+

]gL\xe = (Prz,e) = (Prx — z,e) + (z,e) = (z,e) = Te.

Mit P, := also P,x = Tee fir ¢ € X, gilt P, = Y, P, punktweise und

eeM

span{e}»

<Pe$ay> = §e<e,y> = Ee;@ = <$,6>@= <$7Pey> (x,y € X)7

also P’ = P.. Damit ist auch P; = Pr. Sind X ein Hilbertraum und M eine Orthonor-

malbasis, so gilt zudem I = Px = > P, nach S. 1.21.
ecM

Satz 6.15 Es seien X ein Hilbertraum, M C X ein Orthonormalsystem und (Ae)ecenr €ine
beschrinkte Familie in K.
1. (A P.) ist punktweise summierbar und T := Y X\ P. € L(X) mit | T|| = sup.eas [Ael-

eeM
Ist \e € R fiir alle e € M, so ist T zusdtzlich symmetrisch.

2. Ist M eine Orthonormalbasis, so gilt 0,(T) = {Ae : € € M} und

R()‘) = Z (>‘ - Ae)ilpe
eeM

fir A & 0,(T), also insbesondere o(T') = o, (T).
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Beweis. 1. Wir setzen s := sup,.¢;; |Ae|. Nach dem Satz von Pythagoras und der Bessel-

Ungleichung gilt fiir alle endlichen Mengen F' C M mit Tr := > A P. und fiir alle x € X
ecF

max [Ac[* - |||

~ 2 ~ ~
Tl = |3 Aedeel|” = 3 Nefel® < maxlAel®- 3 13 < § S o
ecF ecF °c ecF s e%‘xel

Aus der ersten Ungleichung folgt ||Tr| < maxeer |Ae| < s und aus der zweiten mit dem
Cauchy-Kriterium die Summierbarkeit von (A, P.x), fiir alle z € X.

Sind z € Bx und ¢ > 0 gegeben, so existiert ein F' = F, ,, C M endlich mit ||[Tz—Tpz| <&,
also ||Tx| < |[Tx—Trz|+||Trz|| < s+e. Folglichist T € L(X) mit |T] < s. AusTe = Ace
folgt |T']] > s.

Ist A, reell fiir e € M, so gilt

Th=> AP = AP.=Tr
eck ecF

fiir alle endlichen F' C M und damit auch T'= T™.
2. Fiir e € M ist Te = e, also A € 0,(T). Umgekehrt sei A € {A\e:e€ M} und z € X
mit

0=\ =T)z =Y (A= A)Zee.

ecM

Nach B. 6.14.1. ist (A — A¢)Z. = 0, also T, = 0, fiir alle e € M. Dies impliziert = 0, also

A€ op(T). Ist A ¢ 0,(T), so gilt
dist(\, {\e e € M}) >0
und damit ist (A — Ae)™1)eens beschriinkt in K. Nach 1. existiert S := Y>> (A = X.) 1P,

eeM
und es gilt
M =T)Sy=Y (A=A) "M -T)Py= Py=y (yeX).
eeM eeM
Damit ist A — T auch surjektiv, also A € p(T') nach S. 5.7 und R(\) = S. O

Bemerkung 6.16 Es seien X ein Hilbertraum und M eine Orthonormalbasis in X. Ist
(Ae) eine abklingende Familie?? in K, so ist (A\.P.) summierbar in K (X) ([U]), also ins-
besondere
T = Z AP, € K(X).
ecM
Nach S. 6.15 ist 0,(T) = {Ae : € € M} und o(T') C 0,(T) U {0}. Ist dim(X) = o0, so gilt
fiir T € K(X) stets 0 € o(T) ([U]). Also ist dann

o(T) ={Xc:e€ M} U{0}.

22Wir sagen, (za)acr sei abklingend, falls fiir alle & > O eine endliche Menge F. C I existiert mit
|zall < e fir o€ I\ Fr.
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7 Spektralzerlegung kompakter Operatoren auf
Hilbertraumen

Aus der linearen Algebra ist bekannt: Ist X ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum und
ist T : X — X ein selbstadjungierter Operator, so existiert eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren (Hauptachsentransformation). Wir wollen ein entsprechendes Ergebnis fiir
Hilbertraume X und symmetrische Operatoren T' € K(X) beweisen. Wir wissen bereits,
dass das Spektrum kompakt (S. 5.9) und reell (S. 6.8) ist. Aufserdem ist im unendlich-
dimensionalen Fall stets 0 € o(T"). Genauer gilt:

Satz 7.1 (Spektralsatz fiir kompakte symmetrische Operatoren) Es seien X # {0}
ein Hilbertraum und T € K(X) symmetrisch. Dann existieren eine Orthonormalbasis M
von X und eine abklingende Familie (Ae)eenr in R so, dass in K(X)

T = Z AP..

ecM

Beweis. Es reicht zu zu zeigen, dass T'e = A.e fiir alle e € M gilt: Nach B. 6.16 ist (AP ),
summierbar in K(X). Da M eine Orthonormalbasis und damit span(M) dicht in X ist,
stimmen die linearen und stetigen Funktionen 7" und . A.P. dann iiberein.

ee M
Nach S. 6.11 existiert ein Eigenwert gy € R mit |pu1]| = ||T|. Es sei ey so, dass |e1|| =1
und
T€1 = pieéq.

Ist X7 := {e1}*, so ist X; abgeschlossener Teilraum von X. Ist X; = {0}, so sind wir
fertig. Ist X7 # {0} und ist x € X1, so gilt

(Txz,e1) = (x,Ter) = pi{x,e1) =0,

also auch Tz € X;. Damit ist T(X7) C X7 und Ty :=T|x, € K(X;) symmetrisch.

Nun verfahren wir wie oben mit 7y statt 7. Ist po Eigenwert von T mit |us| = ||71]| und ist
es € X1 so, dass |les]| = 1 und Tey = pses, so ist mit Xy := {e1, ea} entweder X, = {0}
und wir sind fertig, oder der Operator T5 := T1|x, € K(X3) symmetrisch. So fortfahrend
erhilt man: Entweder existiert ein n € N mit X,, = {0} (dies ist der Fall dim(X) < o),
oder es ist X,, # {0} fiir alle n. Im ersten Fall ist nichts mehr zu zeigen. Wir betrachten
also den zweiten (und damit dim(X) = oco). Hier erhalten wir eine Folge (11;) en in R so,
dass (|u;|) fallend ist, und ein Orthonormalsystem {e; : j € N} mit Te; = pje; fiir j € N,
Wir zeigen: p; — 0 (j — 00). Denn, angenommen, nicht. Dann existiert ein ¢ > 0 mit
|nj| > ¢ fiir alle j € N. Da T kompakt ist, besitzt (Te;);jen eine konvergente Teilfolge.
Dies widerspricht aber

ITe; — Texl* = lluje; — prexll® = 13 + iy > 26> (j,k € N, j # k).

Nach S. 1.25 ldsst sich {e; : j € N} zu einer Orthonormalbasis M von X erweitern (falls
notig). Mit A; := py fiir j € Nund A, := 0 fiir e € M \ {e; : j € N} gilt dann Te = A.e
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fiir alle e € M, denn fiir e € M \ {e; : j € N} ist e € {e1,...,e,} = D(T},), also
[Tell = 1 Tnell < 1Tl = [l =0 (n— o0)

und folglich T'e = 0. Damit haben wir in allen Fillen eine Orthonormalbasis M von X und
eine abklingende Familie (A.)eens gefunden mit Te = A.e fir e € M. O

Bemerkung 7.2 1. Nach B. 6.16 ist in der Situation von S. 7.1
op(T) ={Ae e € M}
und im Falle dim(X) = oo
o(T) = o,(T) U {0}.
Aufierdem gilt dabei dim(Kern(A.I — T)) < oo fiir Ac # 0. Da (A.) abklingend ist, ist
{e € M : )\, # 0} abzéhlbar ([U]). Also ist in der Situation von S. 7.1 stets
My:={ee M: )\ #0}

abzdhlbar. Setzt man L = span(Mj), so gilt T+ = 0, und L ist separabel, d. h. T lebt”
stets auf einem separablen Teilraum von X. Ist T injektiv, so ist My = M, also notwendig
X separabel.

2. Die Orthonormalbasis M in S. 7.1 ist durch 7" im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.
So ist etwa schon im Falle T' = idg: jede Orthonormalbasis {e1, ez} von R? geeignet, wenn
man A, = A, = 1 wahlt. Fir A € 0,(T) gilt aber mit M) :={ee M : A\ = A}

Z P = PKern(/\IfT)-
ec My

Definiert man (mit ) := 0) die operatorwertige Funktion £ = Er : R — L(X) durch
z

E()\) = ET(A) = Z P, = PKern()\IfT)a
e€ My

sogilt > E(\) =1, E(AN)E(n) = E(X\)dy,, sowie

AER
T=> AP.=) A> P.=) AEQAN)= > AIE.

eeM AER  e€My AER A€o, (T)
Diese Darstellung, die Spektralzerlegung von T, ist eindeutig in folgendem Sinne: Ist T =

/\%R APp (), wobei L()) abgeschlossene Teilrdume von X sind mit Prx)Pr(u) = Prixoau

und ) Prey =1, so folgt L(A) = Kern(AM —T'), also P,y = E()) fiir A € R.
AER

Denn: C: Ist € L(\), so ist & = Pry)z, also

Tx = Z MPL(#)PL()\).%‘ = )\PL(/\)IIJ = Az.
pneR
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D: Ist 2 € Kern(Al —T'), also 0 = (A = T)xz = > (A — v) Pz, so folgt fiir
veR
alle p € R:

0 = PL(“)()\I — T)CU = Z()\ - V)PL(H)PL(V)SU = ()\ — /J,)PL(H)CU,
veR

also Pz = 0 fiir 4 # A. Damit folgt wiederum = = »  Pryz = Pre,
JS
also z € L(\).

Beispiel 7.3 Es seien k € C([a,b]?) mit k = k* und T = T} der Fredholm-Operator aus
B. 6.12. Dann existiert nach S. 7.1 (abz&hlbare) Orthonormalbasis M von Ls[a, b] und eine
abklingende Familie (\¢)eens € RM mit

T=Y AP (: ZAE()\)).

eeM AER

Dabei ist
o(T)={Xe:e€ M} U{0},
Also ist A\I — T : Lafa,b] — La[a,b] fiir alle A ¢ {\. : e € M} U {0} bijektiv und damit fiir
alle solchen A die Fredholm-Gleichung zweiter Art
M-T)f=g
fiir alle g € Lsa, b] eindeutig 16sbar. Aufierdem gilt nach S. 6.15
f=M-T)""g=RNg=> (A=A) 'Ge-e.
ecM

Fiir A = 0 (Fredholm-Gleichung erster Art) ist die Gleichung nicht fiir alle g € Lz[a, b]
l6sbar, da T kompakt und damit nach dem Satz von der offenen Abbildung nicht surjektiv
ist.

Wir wollen nun eine Zerlegung fiir allgemeine kompakte Operatoren erarbeiten.

Definition 7.4 Sind X ein unitdrer Raum und 7' ein symmetrischer Operator in X, so
heift T" positiv, falls (Tx,x) > 0 fiir x € D(T) gilt. In diesem Fall ist 0,(T") C [0, 00).

Satz 7.5 Es seien X ein Hilbertraum und T € K(X) positiv. Dann ezistiert genau ein
positiver Operator S € K(X) mit S*> =T. Man schreibt S := T*/?.

Beweis. Nach S. 7.1 existieren eine Orthonormalbasis M von X und eine abklingende

Familie (A¢)eeps mit Ae > 0und T = > A P. in K(X). Damit existiert nach B. 6.16
ecM

Si=> VAP =Y VAEr(\)

ecM A>0

auch
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in K(X). Wegen (Sz,7) = > v/Ac|Ze|? > 0 ist S positiv und es gilt
ee M

(ZIET )(ZIET ) SN VAVE Er () = S TAER(N)

A>0 A>0v>0 A>0

Ist U € K(X) positiv mit T = U?, so gilt nach B. 7.2.2
U= nEy(n) =Y VAEs(VN),

>0 A>0
also
D AEN)=T=U"=> Y VArEy(VA =Y AEy(VA
A>0 A>0 v>0 A>0
Nach B. 7.2.2 ist damit Eyy(vVA) = Ep()) fiir A > 0, also U = S. O

Bemerkung und Definition 7.6 Es seien X,Y Hilbertrdume und 7' € L(X,Y). Aus
(T*)* =T folgt, dass T*T € L(X) selbstadjungiert ist. AuRerdem ist T*T positiv wegen
(T*Tx,x) = (Tx,Tz) > 0. Ist T kompakt, so ist auch T*T kompakt. Wir setzen in diesem
Fall

|T| := (T*T)"/2.

Nach S. 7.1 existieren eine Orthonormalbasis M von X und eine abklingende Familie
(e )eenr nichtnegativer Zahlen, so dass mit M, :={e € M : p, > 0}

‘T|:Z/’[/€P€: Z MePe

eeM eeMy

Die Zahlen p., wobei e € M., heiften Singuldrwerte von 7. Es gilt dabei fiir x € X
wegen |T| = |T|*

2 *

171 - 2||” = (T, |T|e) = (2, |T]*x) = (2, T*Tx) = (Tz,Tx) = | Tz
Insbesondere ist Kern(|T') = Kern(T') und damit 7" injektiv genau dann, wenn |T'| injektiv
ist.

Satz 7.7 (Polarzerlegung) FEs seien X,Y Hilbertraume und T € K(X,Y). Dann ex-
istiert genau ein Operator U € L(X,Y) mit
T=U|T|

und so, dass Ulgem(r)+ isometrisch ist und Ulgem(r) = 0 gilt.

Beweis. Wir setzen fiir u € L := Bild(|T|) und z € |T'|7*({u})

Su = S(|T|z) := Tz.
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Man beachte: Ist |T|x; = u = |T|xza, so ist |T|(z1 — x2) = 0, also auch T(x; — x22) = 0
und damit Tx; = Txe. Damit ist S : L — Y (wohl-)definiert und linear mit S|T| = T.
Auferdem ist

ISull = | Tzl| = || T]a|| = lull  (u€ L),

also S isometrisch und damit (gleichméfig) stetig. Folglich lasst sich S eindeutig auf den
Abschluss von L zu einem dann ebenfalls isometrischen Operator S : L — Y fortsetzen.
Wir setzen

U:=8P;c L(X,Y).

Dann ist U|T| = S|T'| = T. Nach B. 7.6 und S. 6.2 ist aukerdem
Kern(T) = Kern(|T|) = Kern(|T|*) =t

und damit Ulkern(ry = Ul = 0 sowie Ulken(ryt = Ul = Ulp = S. Die Ein-
deutigkeit ergibt sich daraus, dass notwendig U|;, = S gelten muss. O

Damit erhalten wir schlieklich fiir allgemeine kompakte Operatoren:

Bemerkung 7.8 (Singulirwertzerlegung) Es seien X und Y Hilbertrdume. Ist T €
K(X,Y) und sind p. fir e € M, die Singuldrwerte von T wie in B. 7.6 sowie U wie in S.
7.7, so gilt
T=0r|=U( Y mP)= Y nUP
e€My e€My

in K(X,Y). Damit ergibt sich fiir alle z € X

Ty = g wUTee = g ez Ue,
ecM ecM

wobei {Ue : e € M, } ein Orthonormalsystem in Y ist ([U]).

Da > wp.UP, fur jede endliche Teilmenge F' von M, endlichdimensionales Bild hat,
ecF
ergibt sich insbesondere, dass K (X,Y’) der Abschluss des Unterraums der Operatoren mit

endlichdimensionalem Bild in L(X,Y) ist.
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8 Sobolev-Raume

Wir fithren in diesem Abschnitt eine Familie von Hilbertrdumen ein, die insbesondere im
Zusammenhang mit der Losung partieller Differenzialgleichungen eine wichtige Rolle spielt.

Bemerkung und Definition 8.1 Fiir ¢ € C(R?) heift der Abschluss von {z : ¢(z) # 0}
in R? der Triger?® von ¢, geschrieben supp(p). Ist  C R? offen, so schreiben wir weiter
M e Q falls, M relativ kompakt in €) ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn M C €
bechrénkt ist mit dist(M, 9Q) > 0. Damit setzen wir fiir m € Ny U {oo}

Ci () = {p € C™(R?) : supp(p) € 2}

sowie

2(Q) = C°(Q).

Funktionen aus 2(f2) nennt man auch Testfunktionen (auf Q). Ist p : R? — R definiert
durch
c-exp(1/(Jz]? = 1)), |z| <1
plz) =

0, x| > 1

mit ¢ > 0 so, dass [ p = 1, so kann man zeigen (siehe Analysis): p € Z(R?) und supp(p) =
B := Bpa. Fiir h > 0 und a € R? ist damit allgemeiner

pan=h""p(h'(- —a)) € 2(R?)

mit [ pen, = 1 und supp(pa,n) = a + hB. Insbesondere ist Z(Q) \ {0} nichtleer fiir alle
offenen Mengen Q C R

Wir fithren nun das Konzept schwacher Ableitungen ein.

Bemerkung und Definition 8.2 Es sei Q C R? offen.

1. Sind ¢n, ¢ € 2(R2), so schreiben wir ¢, — ¢ in Z(Q), falls ein K € () existiert mit
supp(py,) C K fiir alle n € N und 0%p,, — 0% gleichmifig auf R? (bzw. K) fiir alle
a € N&. Ein lineares Funktional u € 2*(Q) := 2(Q)* heifit eine Distribution auf €,
falls fiir alle Folgen (¢,) in 2(Q) mit ¢, — ¢ in 2(Q) auch (o, 1) = (@, p) gilt. Wir
schreiben 2'(Q) fiir den Raum aller Distributionen auf €.

2. Eine messbare Funktion f : R — C heikt lokal integrierbar auf Q, falls fiir jedes
a € § eine Umgebung U von a existiert mit f € Z(U). Lokal integrierbare Funktionen
sind auf jeder kompakten Teilmenge von ) integrierbar. Wir schreiben Z,.(Q2) fiir die
Menge aller auf © lokal integrierbaren f. Indem wir Funktionen aus C(£2) durch 0 auf R¢
fortsetzen, konnen wir C'(£2) (und damit auch C™()) als Teilmenge von Ao (€2) auffassen.

23Englisch Support
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Satz 8.3 Es sei Q C R offen. Fiir alle f € Loc(Q) ist durch

whi=[eT= [ T (vea)

supp(¢)

eine Distribution (-, f) auf Q gegeben und die Abbildung v : Loc(Q) — 2'(Q), definiert
durch u(f) := (-, f), ist antilinear. Ist f € C™(2), so gilt fir alle |a] <m

(0, 0% f) = / o BF = (~1)ll / 0% F = (~1)l (0%, ) (8.1)

Beweis. 1. Fiir alle ¢ € Z(Q) ist

[ieni= [ h<lele [ 1<

supp(e) supp(p)

Also existiert [ of und es gilt (-, f) € 2*(2). Ist (vy,) in 2(Q) mit ¢, — ¢ in Z(Q), so
gilt fiir K € Q mit supp(p,) C K

(pms 1) — (0. )] < / on =0l 1] < lln = @lloc ~/|f| S0 (n— o).
K K

2. Wegen 0% = 9{",..., 03¢ reicht es, zu zeigen: Ist f € C*(Q), so gilt

/wW:—/ajgo.? (G=1,...,d).

Ohne Einschrankung sei j = 1. Dann gilt wegen supp(9®y) C supp(¢) € 2 nach dem Satz
von Fubini?* und mit partieller Integration

/w-w

/((p 01 f)(t,u) dt du

Rd-1 R

— t=o00 — —
= / (- Dw|_~ —/(81@-f)(t,u)dt) du = —/31<p-f.
Rd—1 R
O
Bemerkung und Definition 8.4 Ist u € 2'(2), so ist fiir « € Ng durch
(. D) = (=)0, ) (v € 2(9)) (8.2)

eine Distribution Dy = Dgp auf Q definiert.

24Giehe Maftheorie oder https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Fubini.
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Denn: Klar ist, dass D*p € 2%(Q) gilt. Ist (¢,,) in 2(Q) mit ¢, — ¢ in 2(Q),
so gilt fiir alle a € Nd auch 0%p,, — 0% in 2(Q) . Also erhiilt man

(n, D) = (=D)1*N0pp, ) = (=1)1*N 0%, ) = (10, D*p).
Fir £k = 1,...,d setzen wir Dyu = De(k),u. Ist f € Zoc(), so schreibt man kurz

Def := D*(f) € 2'(2)? und nennt D*f eine schwache Ableitung von f. Im Falle
fe ™) ist D*f = DY(f) = (0*f) = (-,0%f) fiir |a] < m nach S. 8.3.

Beispiel 8.5 Es seien I = (a,b) C R ein offenes Intervall mit 0 € 7 und f = |-|. Dann
gilt fiir alle p € 2(I)

b 0
(p,sign) = /wﬂw=/wl—/wl
0 a

to'(t) dx)

I
~+
S
—~
~
~
o o
I

O\@

~
ﬁ\
—
~
~—
U
~

|
/N
~
BS)
—~
~
~—

o
[

Q\O

b
- - / ! (8) dt = — (', f).

Alsoist D' f = DY.(f) = (-, sign). Weiter gilt D?f = 2.8y, wobei dp¢ := ©(0) fiir o € 2(Q)
([0D.

Bemerkung und Definition 8.6 Fiir p € (1,00) ist .Z,(Q) C Aoc(2) nach der Holder-
Ungleichung. Natiirlich ist f € .Z,(92) durch ¢«(f) = (-, f) nicht eindeutig bestimmt. Anders
sieht es aus, wenn man L, (Q) betrachtet.?6 Man kann zeigen?”, dass 2(Q) fiir ¢ € (1, 00)
dicht in Ly(£2) ist. Damit ist die Abbildung ¢ : L,(Q) — 2'(Q) mit ¢(f) = (-, f) (antilinear
und) injektiv.

Denn: Ist o(f) = (-, f) = 0, so gilt [f =0 fiir alle p € 2(2). Da 2(1) dicht

in Ly(9) ist, folgt [ gf = 0 fiir alle g € Ly(Q2) und damit f = 0 nach B. 3.8.
Daher macht es Sinn, f und «(f) fiir f € L,(?) zu identifizieren und in dieser Weise
L,(Q) als Teilraum von 2'(Q2) aufzufassen. Ist f € C™(Q) und o mit |a| < m so, dass

0%f € Lp(Q), so ist D*f = 0°f in diesem Sinne, d. h. die klassische und die schwache
Ableitung stimmen iiberein. Man verwendet daher Schreibweisen wie Oy f = Dy f und

d
damit Vf = (01f,...,0qf) und Af = > 8]2]“ auch in dieser allgemeineren Situation.
j=1

25Man beachte: D f ist ein Funktional auf 2(2), aber nicht punktweise definiert auf 2.

267Zur Erinnerung: Auch die Elemente f von L, () sind keine punktweise definierten Funktionen, sondern
Aquivalenzklassen in .Z,(Q).

27Im Wesentlichen mithilfe geeigneter Faltungen; siche etwa R. A. Adams, J. J. F. Fournier, Sobolev
Spaces, Thm 2.29. Stichworte in dem Zusammenhang: Mollifier, approximative Eins.



95

Bemerkung und Definition 8.7 Es seien Q C R? offen und k € Ng. Dann heit
H*(Q) := {f € Ly(Q) : D*f € Ly(Q) fiir |a] < k}

Sobolev-Raum der Ordnung k. Durch

<f,g> = <fvg>H"(Q) = Z <Dafa Dag>L2(Q) = Z /Daf 'W

lal <k la|<k ¢

fiir f,g € H*(Q) ist ein Skalarprodukt auf H*(2) definiert. Im Fall k = 1 gilt mit a-b :=a b
fiir a,b € C?
d
o= [13+Y 0595 [3+ [vi-Ta
=1 g Q Q

Satz 8.8 (H*(Q),(-,)) ist ein Hilbertraum.

Beweis. Es sei (f,) eine Cauchy-Folge in H*(Q2). Wegen

£y = > IDflli, 0 (f € HA Q)

la|<k
ist (D*f,) fiir alle |a| < k eine Cauchy-Folge in Lo(2). Also existieren g, € Lo(£2) mit
D% fr = galla@) = 0 (n— o0, |a] <E).
Wir setzen f := go. Fiir alle [a| <k und ¢ € 2(Q) gilt dann mit (-, ) = (-, ) 1, ()
(p:9a) < (0, D fu) = (1)1 0%, fu) = (=1)/*|0%0, f) = (p,D*f) (n— 0).

Folglich ist g, = D*f, also f € H*(Q), und es gilt || f,, — fllar @) — 0 fiir n — oo. Damit
ist (H*(Q), || - ||+ () vollstéindig. O

Bemerkung und Definition 8.9 Fiir & € Ny schreibt man H}(Q) fiir den Abschluss von
2(Q) in H*(Q). Als abgeschlossener Teilraum ist (H}(Q), (-, --)) auch ein Hilbertraum.

Satz 8.10 (Poincaré-Ungleichung) Es sei Q2 C (—c,c) x RY™! offen. Dann gilt fiir alle

feHi(Q)
1P <4ac® [ouff? ( <4c® [ |VF]).
Q/ 0/1 ( C/ )

Q Q

Beweis. Ist o € 2(R), so gilt mit partieller Integration fiir u € R4~!

0< / ()t ) di = / (—1)2 Re(p01B)(t, u) dt < 2 / (ool (t, ) dt
R

R R
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Aus der Holder-Ungleichung folgt

1/2 1/2
[k = [ [t ouaansze [poel <2e [168)"( [loasl)
Rd—-1 R
und damit 1o "
([1er)" <2e( [1orer) ™

Ist f € H} () beliebig, so existiert eine Folge (p,,) in 2(Q) mit ¢, — f in H*(£2). Dann

gilt auch
|onl® fI? d |0160n| |01 ]
/QD *)Q/ un / 1P 4)9/ 1
1/2 1/2 1/2
If1?) <2 o f?) <2 Vi)
(fo)" < o) <x [ 105

Also folgt

Definition 8.11 Sind (X, | - ||x), (Y. - ||y) normierte Rdume und gilt X C Y, so sagt
man X sei stetig (bzw. kompakt) eingebettet in Y, falls j : X — Y mit j(z) = z stetig
(bzw. kompakt) ist. Wir schreiben im Falle stetiger Einbettung auch kurz X < Y.

Bemerkung und Definition 8.12 Es sei Q2 € R? offen und beschréinkt. Nach S. 8.10
folgt aus 0 = [|Vf]? auch [|f|* =0 und damit f = 0. Also ist durch

(.9 mr o) = /VfV?

Q

ebenfalls ein Skalarprodukt auf H}(Q) definiert. Wir schreiben || f|| mi(q) fir die induzierte
Norm, also || f|l 1) = ([IV£?)}/2. Nach S. 8.10 gilt (etwa mit ¢ := sup,q, |z|) fiir
f e Hy(Q)

HN%@:/VFf/WNSM¥+D/WW
Q Q Q

und damit

£z ) < 1) < (42 + D)2 fll g o)-
Also sind || - ||gy) und || - (g1 (9)|mi@) dquivalent. Nach B./D. 8.9 ist damit auch
(Hg (), (-, -) (o) ein Hilbertraum und auferdem 2(Q) dicht in (Hg(Q), | - [ 53(q))- Da
(Hg (), |- [l () stetig eingebettet ist in Lo (), ist auch (Hg(Q), || - [|#3(a)) stetig einge-
bettet in Ly ().

Der folgende Satz ist von zentraler Bedeutung:
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Satz 8.13 (Rellich) Es sei Q C RY offen und beschrinkt. Dann ist (H3(Q), ]| - | 22 )
kompakt eingebettet in La(2).

Beweis. 1. Wir zeigen: Ist g € Cy(R9), so ist durch
TN)@) = TN =+ N i= [ 9o -0fwdy (o€ € La(@)
Q
ein kompakter Operator T =T, : (L1(Q),] - [1) = (C(Q), | - ||s) definiert.

Denn: Ist € > 0 gegeben, so existiert aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit von
g ein 6. > 0 mit

lg(x—y) —g(@' —y)| <e  (lz—2'| <.,y €RY).

Damit folgt fiir f € L1(Q2) und z,2’ € Q mit |z — 2’| < .

ITf(x) - Tf(')| < / 9 — ) — 9z’ — »)||F )| dy < ]l 1.
Q

Also ist Tf € C(Q) und T(Bp, () C C(Q) gleichgradig stetig. Weiter gilt fiir
feLi(Q)undz e

IT£(@)] < ll9lloe / £ )] dy = llgllo - |11
Q

Damit ist T'(Bp,(q)) auch beschrénkt in C(£). Nach dem Satz von Arzela-
Ascoli ist T; kompakt.

Weiter ist (H(Q), ] - |72 ()) nach B./D. 8.12 stetig eingebettet in Ly(€2) und L2(Q2) nach
der Hoélder-Ungleichung in Lq(2). Zudem ist (C(Q), ] - ||eo) stetig eingebettet in La(£2).
Nach S. 4.11 ist T, als Operator von (H} (), | - | z72) nach Lo () kompakt.

2. Es seien Tj, := T, , mit pop wie in B./D. 8.1 und B := Bga. Dann gilt fiir ¢ € 2(Q)
und z € Q mit y = h~!(z — u) nach der mehrdimensionalen Substitutionsregel®®

(Thep) () = %/ﬂ(m ; u) p(u)du = /p(y)w(w — hy) dy.

B

Ist j : H} () — L2(Q) mit j(f) := f die Einbettungsabbildung, so folgt mit [ p =1

1G = Twell = ||<p—Th<pH§=/‘/p(y)(<p($)—w(w—hy))dy‘zdw
Q B

28Giehe Maftheorie oder https://de.wikipedia.org/wiki/Transformationssatz.
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und mit Hélder- (bzw. Cauchy-Schwarzscher) Ungleichung und V' := A\y(B) = [, 1 fiir
reR?

’ /1 p(y) (p(x) — oz — hy))dy‘2 < V/pz(y)|<p(x) — oz — hy)[*dy.
B B

Weiter gilt nach Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung fiir x € R, y € B

1

1
lp(x) — (o — hy)| = h’ /Vso(w — thy) -ydt‘ < h/ |Vo(z — thy|dt
0 0

Also ergibt sich, wieder mit der Holder-Ungleichung und mit dem Satz von Fubini,

1

2
le — Thells < th//pQ(y)(/l-IVw(x—thy)\dt) dy dx
B 0
1
2 2 2
< Vh //p (y)(/|Vg0(x—thy)‘ dt) dy dz
B 0
1
< Vh2/p2(y)/</|V<p(x—thy)|2dx) dt dy
B 0
2
= Vi [ ) [ Vetdudy = ViZ ol el
B

und damit ||(j — Th)|_@(Q)H <VV|pll2 - h. Da 2(Q) dicht in (H}(Q),]| - ||Hé(Q)) ist, folgt
15 = Tull =1|G = Twla@l| < VViellz-h =0 (h—0).

Da T}, fiir alle h > 0 nach 1. kompakt ist, ist nach S. 4.10.2 auch j kompakt. m|

Bemerkung 8.14 Sind Q C R? offen und f € H(Q), so gilt f - 1g € HY(RY) ([U]). Man
sagt, 2 habe die Segment-Eigenschaft, falls fiir jedes z € 9Q eine Umgebung U von x
und ein Vektor v € R? so existieren, dass fiir alle y € U N Q die Stecke y + (0,1)v in Q
liegt. Hat Q die Segment-Eigenschaft, so ist Z(R?) dicht in H*(Q) und es gilt?

Hy Q) ={feH"(Q): f 1o € H'(R}.

29Giehe etwa R. A. Adams, J. J. F. Fournier, Sobolev Spaces, Thm 3.22 und Thm 5.29.
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9 Eigenfunktionen des Laplace-Operators

In S. 5.3 hatten wir gesehen, wie Losbarkeit der Wéarmeleitungs-, der Schrédinger- und
der Wellengleichung {iber Trennung der Variablen mit der Existenz von Eigenfunktionen
des Laplace-Operators zusammenhiingt. Wir betrachten fiir offene Mengen Q C R¢ den

Laplace-Operator
d

A=) "D}:7'(Q) — 7'(Q).

k=1

Bemerkung 9.1 Ist Q C RY offen und beschriinkt, so ist die Einbettungsabbildung j :
(HY(Q), || - 1)) — L2(€2) nach dem Satz von Rellich (S. 8.13) kompakt. Wir wollen
§* 1 La() — H(Q) besser verstehen. Dazu seien f € La(2) und p € 2(Q) C H(Q)
gegeben. Dann gilt

) = [T =lo Praier = (6.5 iy

d
:/V@ij Z/awakjf Z%ijf
k=1

k=1g

d
Alsoist f=— 3 Di(j*f) = —A(j*f) und damit —A linksinvers zu j*.
k=1

Satz 9.2 FEs sei Q C R? offen und beschrinkt. Dann existieren eine abzihlbare Orthonor-
malbasis M von H}(Q) und ein abklingende Familie (jie)eenr positiver Zahlen mit

Ae=—p%e (e€ M).

Beweis. Da j : H}(Q) — L2(9) kompakt und injektiv ist, ist nach B./D. 7.6 auch
l7] = (5*)V2 - HA(Q) — HL () kompakt und injektiv. AuRerdem ist |j| positiv und damit
existieren (vgl. wieder B./D. 7.6) nach dem Spektralsatz fiir kompakte symmetrische Op-
eratoren und B. 7.2 eine abzéhlbare Orthonormalbasis M von Hg () und eine abklingende
Familie (e)ecnr positiver Zahlen mit

7] = Zﬂepe

ecM

in K(H&(Q))‘ Dabei sind die p, sind die Singuldrwerte von j. Nach B. 9.1 ergibt sich fiir
alle e € M (mit f = je)

e=je=—A(j"je) = —A(lj]’e) = —A(uZe) = —piAe,

also Ae = —pu_ 2e. 0
Insbesondere haben wir fiir beschriankte €2 die Existenz einer Orthonormalbasis M von
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H}(2) aus (schwachen) Eigenfunktionen des Laplace-Operators nachgewiesen. Fiir die
Eigenwerte gilt
0>—1/u2 = —occ

in dem Sinne, dass fiir alle R > 0 eine endliche Menge Fr C M existiert mit p. < —R fiir
alle e ¢ Fgr. Da M abzihlbar ist, kann M =: {e, : n € N} so angeordnet werden, dass
die Folge (i), mit piy, := pte, und damit auch (—1/p2),, monoton fallend ist. Nach S. 5.3
kann jede Eigenfunktion w = e, durch Multiplikation mit den jeweils passenden v(t) zu
einer (schwachen) Losung der Warmeleitungs-, der Schrodinger- bzw. der Wellengleichung
erginzt werden.

Beispiel 9.3 1. Esseien d =1, Q = (0,7) und fiir n € N
fn i=sin(n-) € C(Q).

Nach B./D. 8.6 ist f, € H™(Q) fiir alle m € N und D?f,, = f// = —n?f,. Wegen
sin(km) = 0 fiir alle k € Z ist f, - 1o € H*(R) ([U]) und damit f,, € H(Q) nach B./D.
8.14. Weiter ist durch {f./||fnll2 : » € N} eine Orthonormalbasis von L2(€2) gegeben.

Denn: Wegen sin(kn) = 0 fiir k € Z folgt mit partieller Integration

n2/wfnfj:_/ﬂfr/:fj Z—/ﬂfnfj{'ZjQ/ﬂfnfj
0 0 0 0

und damit f, L f; fir n # j. Also ist {f,/||fnll2 : n € N} ein Orthonormalsys-
tem. Fiir g € Ly(—m,m) ist nach B. 1.22 mit

s

~ 1 i
k= Gk = o g(t)e " at

—T

weiterhin g = Y ag exp(ik-) in Lo(—m, 7). Ist f € Ly(), so setzen wir

keZ
_rw. 20
9(t) = {—f(—t), t<0

Dann ist g € Lo(—m,7) ungerade und damit a_, = —ay, fiir k& € Ny, also (mit
apg = 0)
g= Zak(exp(ik ) — exp(—ik-)) = Z 2iay, sin(k -)
keN keN
in Ly(—m,7) und damit auch f = > 2iax sin(k-) in Ly(2). Insbesondere ist

keN
span{ f,, : n € N} dicht in L2(€2).
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Damit ist {e,, := fn/[| fallg1 (@) : » € N} eine Orthonormalbasis von H(Q) ([0]). Aukerdem
gilt mit py, :=1/n

Ae, =ell = —n?e, = —pu, %e, (n € N).

Also haben wir eine Orthonormalbasis von H}(€2) aus Eigenfunktionen des Laplace-Operators
A wie in S. 9.2 gefunden.
2. Es seien d = 2, Q = (0, 7)? und fiir jedes (k,m) € N?

frem(z,y) =sin(kz) sin(my) (z,y € R).
Auch hier gilt fx - 1o € H'(R?) und damit fy ., € Hg(Q). Mit pig 1 := 1/Vk2 +m? ist
Afk,m = _(k2 + mQ)fk,m = _M];%n fk,m (kam € N)

Aus 1. und dem Satz von Fubini ergibt sich, dass { fx.m /|| fe.m||2 : k,m € N} eine Orthonor-
malbasis von Ly(Q) ist. Wieder nach ([U]) ist durch {ej, ,,, := Siesm /| femll 3y + kym € N}
eine Orthonormalbasis von H}(Q2) gegeben. Also haben wir auch hier eine Orthonormal-
basis aus Eigenfunktionen des Laplace-Operators wie in S. 9.2 gefunden.
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A Malie und Integrale

Definition A.1 Es sei ) # @ eine Menge.
1. Ist ¥ C Pot(€2), so heifit X eine o-Algebra (in ), falls gilt

(cl) @ eX.
(02) Mit A € ¥ ist auch Q\ A € 3.
(03) Ist N abzéhlbar und (A, )nen eine Familie in X, so ist |J,,cy An € 2.

Das Paar (€,3) nennt man einen Messraum.
2. Ist ¥ eine o-Algebra, so heift eine Abbildung p : ¥ — [0, 00] Maft (auf ¥), falls

(M1) p(2) = 0.

(M2) Ist N abzdhlbar und (A,,)nen eine Familie paarweiser disjunkter Mengen in ¥, so ist
mit oo + z = oo fiir z € [0, o0

p(U ) =D nan) (= s 3 u(An).

neN neN FCN endlich nel

In diesem Fall nennt man (2, %, 1) einen Maftraum. Ist p(2) < oo, so heifit p endlich
und im Falle 4(Q2) = 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

3. Ist p ein Mafk auf X, so heifst A € ¥ eine (u-)Nullmenge, falls p(A) = 0 ist. Gilt
eine Eigenschaft fiir alle x €  bis auf eine Nullmenge, so sagt man, die Eigenschaft gilt
(u-)fast iiberall.

Beispiel A.2 1. Ist Q # &, so definiert
w(A) = #A (A € Pot())

ein Mal auf Pot(Q). Man nennt p das ZiahlmafR auf 2. Dabei ist u endlich genau dann,
wenn © endlich ist. Auferdem ist in diesem Falle P := ;(Q) ™!y ein Wahrscheinlichkeitsmaf§
(genannt Laplace-Verteilung auf ().

2. Ist (S, d) ein metrischer Raum, so heift die kleinste o-Algebra, die die offenen Mengen
enthélt, die Borel-o-Algebra beziiglich (S,d). Wir schreiben dafiir #(S,d) (oder #(d)
oder #(S)). Ist speziell (S,d) = (R™,|-]), so existiert genau ein Maf A = \,,, auf Z(R™)
mit

)\([al,bl} X oo X [am,bm]) = (bl — (Ll) s (bm — am)

fiir alle Rechtecke [a1,b1] X ... X [am, bn]. Man nennt A, das m-dimensionale Lebesgue-
Malfs.

Definition A.3 Es sei (2,%) ein Messraum. Ist f : £ — C, so heifit f messbar, falls
f~Y(U) € X fiir alle offenen Mengen U C C gilt. Weiter heift f einfach (bzw. Elemen-
tarfunktion), falls f messbar und f(Q) endlich ist.
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Satz A.4 Ist f: Q — C messbar, so existiert eine Folge (vn) einfacher Funktionen mit
on — [ punktweise auf Q@ und |@,| < |f].

Bemerkung und Definition A.5 Es sei (Q, X, 1) ein Mafraum.
1. Ist ¢ einfach mit ¢ > 0 oder pu(p # 0) < 00, so setzen wir mit 0 - 0o :=0

/@mwz/ﬂWWMﬁ: Y a-plp=a)

{E [0,00], falls ¢ >0
acp(2)

e, falls pu(p #0) < 0o
2. Ist g messbar und g > 0, so setzen wir
/gdu = sup{/godu : @ einfach,0 < ¢ < f} € [0,00].
3. Ist f messbar, so heift f (u-)integrierbar, falls [ |f]du < co gilt. Wir setzen
L(p) =L (p) ={f:Q— C: f integrierbar}.

Damit ist durch
T.f ::/fd,u = lim /(pndu eC,
n— o0

wobei (¢;,) eine beliebige Folge wie in Satz A.4 ist, eine lineare Abbildung T}, : Z(n) — C

(wohl-)definiert mit
[l < [17)dn

Mann nennt [ fdp das (u)-Integral von f.
4. Ist M € X, so ist mit f auch 15, f € £ (u). Man schreibt dann auch

[ tawi= [ gattaum) = [ fasdn.

M

Die Schreibweise verwendet man auch im Fall messbarer Funktionen f > 0.

Bemerkung A.6 Es sei (2, %, 1) ein Makraum.
1. Ist M € %, so sind durch
YN"M:={AnM:AeX}={BeX:BCM}

eine o-Algebra in M und durch ppr = plsna ein Mak pp auf ¥ N M definiert. Fiir
[a,b] C R und Regelfunktionen f auf [a,b] gilt damit

/b f = / fod\ = / fod(1y)) = / f AN sy,
o [

wobei fy die durch 0 auf R erweiterte Funktion bezeichnet.
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2. Sind S € #(C) und ¢ : Q — S messbar, so ist durch

(po)(B) = p(¢7(B)  (BeBC)NS)

ein Mafs ¢, p auf (C) NS definiert (andere Schreibweisen: p? oder ¢(u)). Das MaB ¢.u
heifst Bildmafd von p unter ¢. Es gilt damit: Ist f : S — C messbar, so ist f genau dann
p« p-integrierbar, wenn f o ¢ p-integrierbar ist und in diesem Fall ist

/fd(sa*u) :/(foso)du

Bemerkung A.7 Es seien (Q, %, 1) ein Mafraum und p € [1,00). Wir setzen
Zp(p) :=={f:Q— C: f messbar, /|f\pdp < oo}
Ist p > 1 und ¢ > 1 mit p+ ¢ = pg, so gilt fir f € Z,(u) und g € Z, (1) die Holder-

Ungleichung
» 1/p a 1/q
/Ifgldu< /If\ du (/\QI du)

und damit die (auch fiir p = 1 giiltige) Minkowski-Ungleichung

([is+aran)” < (fuvan) "+ ([loran)™ g€z

Ist [1du = p(R) < oo, so ergibt sich aus der Holder-Ungleichung mit g = 1 insbesondere

(/\fldu)p SM(Q)p/q/\fV’d,u.

Bemerkung und Definition A.8 Es seien d € N und A\ = ). Fiir M € #(R?) setzen
wir

ZL(M) = LAy = {f : RY = C messbar, /|f|d)\ < oo}
Weiter schreiben wir fiir f € Z(M) kurz

[ = [ #@ran = [ raaun = [ rar

fiir das d-dimensionale Lebesgue-Integral auf M und noch kiirzer [ f := [ f(z)dx = [p. f
im Falle M = R%.
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