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1 Fourier-Transformation auf dem Einheitskreis

Ist (ck)ken, eine absolut summierbare Folge! in C, so konvergiert die Potenzreihe Z (%4

nach dem Weierstrak-Kriterium gleichméfig auf der abgeschlossenen Elnheltskrelsschelbe
:={z:|2|] £ 1} in C. Die Funktion f: B — C mit

= i ¢z’ (2 € B)
v=0

ist damit stetig auf B. Aufierdem ist f beliebig oft differenzierbar auf der offenen Kreis-
scheibe D := B° = {z: |z| < 1} und

= [P/

der k-te Taylor-Koeffizient von f. Aufgrund der 2mwi-Periodizitét der Exponentialfunktion
ist
1 T
- emt dt = 57170
21

—T

fiir n € Z und damit gilt

1 T -

% f( 1t e~ ikt gp ZCV [ﬂ =Rt g I;)CV(SV’]C = ci (k S NO)

Also lassen sich die Taylor-Koeffizienten auch per Integration aus f berechnen. Wir
schreiben S := {z € C : |z] = 1} fiir den Einheitskreis in C. Ist (c¢x)gez eine absolut
summierbare (zweiseitige) Folge in C, so ist mit gleicher Argumentation wie oben

f(z):= i ez’ ( = nhﬁngo i cl,z”) (z€8)

stetig auf S und nun fiir alle k € Z

1 —1
k=5 f( e~ R .
™
Mit m bezeichnen wir das normierte Bogenmafs auf S, d. h. 2rm ist das Bildmaf von
Al—r,x unter der Abbildung ¢ e't (siehe Anhang). Fiir m-integrierbare Funktionen f

gilt dann
_ 1 it _ [T
[ ram= o [ i) = 5= [ rea

Weiter setzen wir L,(m) := L,(S, %, m) fiir p € [1,00) (sieche wieder Anhang). Dann sind
(Lp(m), || - ||p) Banachrdume und fiir p = 2 ist die Norm induziert durch das Skalarprodukt

) =/f§dm (f.9 € La(m)),

st I eine Menge und (cqa)aer eine Familie in C, so sagen wir (ca)acs sei absolut summierbar, falls

> leal < oo ist, wobel > xq :=sup{ >, zq : F C I endlich} fiir Familien (za)aer in [0, 00).
acl ael acF
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Figure 1: Re(z%) = cos(4t) mit z = e® fiir t € [—, 7].

also ||[f||I32 = (f, f) = [|fI*dm fiir f € La(m). Durch M = {ey, : k € Z} mit ex(z) := 2"
fiir € S und k € Z ist ein Orthonormalsystem in Ly(m) gegeben.?

Denn: Wegen z = z~! fiir z € S gilt fiir j,k € Z

. 1 /™
(ej,ex) = /zjfk dm(z) = ﬂ/ UMt =55

—T

Bemerkung und Definition 1.1 Es sei f € L(m) := Li(m). Dann heifst fir k € Z
Y —— 1 ity —ikt
f(k):= [ fexdm= | fe_pdm = Py feM)e ™ dt
i

k-ter Fourier-Koeffizient von f. Wegen

Fk)| < /|f|dm= 1l (kez)

ist die Folge f = (f(k))rez beschriinkt, also f € B(Z), dem (linearen) Raum der beschrink-
ten Funktionen auf Z. Man nennt fdie Fourier-Transformierte von f und die Abbildung
T : Li(m) — B(Z), definiert durch R

Tf=1,
Fourier-Transformation (auf L;(m)). Versieht man B(Z) mit der sup-Norm || - ||oc, SO
ist die Fourier-Transformation 7" eine stetige lineare Abbildung.

Fiir n € Ny heilst weiter S, f := Snf:: > f(u)e,,, also

v=—n

(Suf)(z) = D" fW)2" = D" fw)e™ (z=e"€s),

- v=—n

2In Polarkoordinaten z = e ist z* = e®** = cos(kt) + isin(kt). Daher spricht man auch vom
trigonometrischen System M.



die n-te Fourier-Teilsumme von f und (S, f)nen, Fourier-Reihe von f.
2. Ist f € La(m), so ist f(k) = (f,ex) fur alle k € Z. Aukerdem folgt dann aus der
Bessel-Ungleichung https://de.wikipedia.org/wiki/Besselsche_Ungleichung

S IFW < 113 = [ 17 dm,

kEZ

also insbesondere die absolute Summierbarkeit von \ﬂ2

Bemerkung 1.2 1. Ist f absolut summierbar, so konvergiert die Fourier-Reihe (.S, f)
nach dem Weierstraf-Kriterium gleichméfig auf S.
2. Ist f stetig differenzierbar auf S, so setzen wir

(Df)(2) :=izf'(2) (z €58).

Ist h(t) := f(e¥) fiir t € R, so ist h € C*(R) und 2m-periodisch mit h'(t) = (Df)(e') fiir
t € R. Sind f, g stetig differenzierbar auf S, so gilt die partielle-Integration-Formel

[ngan=- [ 1pg)in

(Df)(k) =ik - f(k) (k€ Z).

Mit Dey = ik - e} ergibt sich

Auferdem folgt aus der Bessel- und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung dann auch, dass f
absolut summinerbar ist ([U]).

Beispiel 1.3 Wir betrachten f : S — R mit
fe’t) =12 (t e (—m ).

Dann ergibt sich

7(0) = %/ﬂ 2dt = 72/3

—T

und mit zweimaliger partieller Integration

f/\(k) 1 / 2kt gy — i 7zktﬁ i (71)k

k2

=2

o 27‘(’ k21—

fir k € Z, k # 0. Also ist fiir z = e'* die n-te Fourier-Teilsumme gegeben durch

:Zf(u) ——i—z z—i—z”:% Z

v=—n

V

cos ut

Da fabsolut summierbar ist, konvergiert die Fourier-Reihe gleichméfig auf S.


https://de.wikipedia.org/wiki/Besselsche_Ungleichung

Figure 2: f(e') = t? fiir t € (—m, 7.

Wir wenden uns in néchsten Abschnitt der Frage zu, ob f durch fbereits eindeutig fest-
gelegt ist und wie man gegebenenfalls f aus frekonstruieren kann. Mit anderen Worten:
Wir stellen die Frage nach der Invertierbarkeit der Fourier-Transformation. Wichtig ist
dabei das Konzept der Faltung von Funktionen in L (m):

Bemerkung und Definition 1.4 Aus der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafses auf
R ergibt sich die Rotationsinvarianz des Bogenmafes m, d. h. sind h € L1(m) und ¢ € S,

so gilt
/h 2C) dm(z /h )dm(z

Sind nun f,g € Li(m), so folgt

//ux \mu><o=//mmwmm@wmo=mwwm

Mithilfe des Satzes von Fubini® kann man zeigen, dass das Faltungsintegral

(F+9)(:) = [ F:09() dm(¢)

fiir m-fast alle z € S existiert. Auferdem gilt f* g € Li(m) mit || f xgll1 < [|fll1 - |lgl1-
Man nennt f % ¢ die Faltung von f und ¢g. Durch die Substitution 2{ =: w, also ¢ = 2w,
ergibt sich

fxg=gxf (f,9€Li(m))
also die Kommutativitit der Faltung.* Ist f (oder g) stetig auf S, so ist auch f g stetig
auf S ([U]). Schlieklich gilt

(f+97=F3  (f,g9€Li(m)).

3Siehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Fubinihttps://de.wikipedia.org/wiki/
Satz_von_Fubini.

4Man kann zeigen, dass die Faltung auch assoziativ ist. Damit wird (L1(m), ) zu einer Banachalgebra.


https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Fubinihttps://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Fubini
https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Fubinihttps://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Fubini

Denn: Fir k € Z ist
(frgr(k) = / / F(z0)g(C) dm(¢) =~* dm(z)
/ / F(O)(0) " dm(=) g(C)¢* dm(<)

~

/ f(2)= dm(z) - / 9(Q)CF dm(C) = F(k) - 3(k).

Wir wollen zum Abschluss die Fourier-Transformation auf (komplexe) Mafle erweitern.

Bemerkung und Definition 1.5 Es sei (X,X) ein Messraum. Eine Abbildung p: ¥ —
C heift komplexes Maf, falls y o-additiv ist, d. h. falls fiir jede Menge A € 3 und jede
disjunkte (abzéhlbare) Zerlegung (A;) en von A in ¥ die Folge (u(A;)) absolut summierbar
ist mit

p(A) =Y p(4y).

J€ENo

Man kann zeigen:® Es existieren genau ein Maf || > 0 und eine |u|-fast iiberall eindeutig
definierte messbare Funktion A : X — S (also |h| = 1) mit

H(A) = /A hdpl  (Ae BX)).

Dabei ist |u| endlich, also |u|(X) < oco. Man schreibt dann auch g = h|u| und spricht in
dem Fall von der Polarzerlegung von p. Fiir |u|-integrierbare g : X — C setzt man

/gdu :Z/ghdlul-
|/gdm s/m\dlm.

Ist (X, d) ein kompakter metrischer Raum und p ein komplexes Maf auf #(X), so ist durch

Dann gilt

C(X)BgH/gduE(C

ein stetiges lineares Funktional auf (C(X), |- |lco) gegeben. Man kann zeigen: Jedes stetige
lineare Funktional auf C(X) ist von dieser Form fiir genau ein komplexes Mafs p auf Z(X).
Dies ist die wesentliche Aussage des Rieszschen Darstellungssatzes fiir C'(X).5 Wir iden-
tifizieren p und das entsprechende Funktional und schreiben C'(X)’ fiir die Menge der
komplexen Mafe auf C(X).

5Siehe etwa W. Rudin, Real and Complex Analysis, 3rd ed., McGraw-Hill, New York, 1987

SEin Beweis findet sich wieder etwa in W. Rudin, Real and Complex Analysis, 3rd ed., McGraw-Hill,
New York, 1987.




Bemerkung und Definition 1.6 Ist 4 € C(S)’, so ist die Fourier-Stieltjes Trans-
formierte [ von p definiert durch

Ak) == p(er) = / erdy = / e pdp= / () dlpl(2) (k€ Z).

Nach Definition gilt
Ak)| < / dipl = ulS) (ke

und damit ist wieder 1 = (fi(k))kez € B(Z). Ist speziell = fm, also
[oau=[grim e co.

so ist ¢ = f. In diesem Sinne kann man die Fourier-Stieltjes Transformation als Er-
weiterung der Fourier-Transformation auffassen. Wir sprechen daher auch wieder kurz von
der Fourier-Transformation.

Bemerkung 1.7 Fiir g € C(S) definiert man
(gxm) = [90du¢)  (ze9).
Dann ist auch g = p stetig ([U]). Auferdem sieht man wie in Bemerkung 1.4

(g% =3

Beispiel 1.8 Fiir das Dirac-Maf d; an der Stelle ( € S gilt
(k) =¢ (ke

Insbesondere ist (SAl(k) =1 fiir alle k. AuRerdem gilt g % 6; = g fiir alle g € C(S).



2 Der Satz von Fejér und Anwendungen

Wir wollen in diesem Anschnitt die Frage nach der Darstellbarkeit integrierbarer bzw.
stetiger Funktionen iiber die Fourier-Reihe untersuchen und dabei auch die Frage nach der
Rekonstruierbarkeit von f aus f beantworten.

Bemerkung 2.1 E seien (X, d) ein kompakter metrischer Raum und g ein endliches Mafy
auf #(X). Dann gilt fir f € C(X) und p € [1,00)

1£1lp < 1(X)VP ) flloo.

Man kann zeigen”: Fiir alle p € [1,00) ist die Menge der stetigen Funktionen C'(X) dicht
in L,(p). Diese Aussage wird (in Varianten) im Weiteren immer wieder eingesetzt.

Bemerkung und Definition 2.2 Wir setzen

I :=span{ex : k= —n,...,n}.

n
Ist P= > MAe, € T, so nennt man P ein trigonometrisches Polynom vom Grad
v=—n

< n. Fiir f € Ly1(m) und z € S gilt dann

n
~

(F+P))=PxE =Y AVZ”j/fuf(C)dWKC)=: S Fw)ne

v=—n v=—n

und damit auch fxP € 7,. Wir schreiben .7 := | J
Polynome (von beliebigem Grad).

nen In fiir die Menge der trigonometrischen

Bemerkung 2.3 Da (ej)rez ein Orthonormalsystem von Lo(m) ist, ergibt sich aus dem
Projektionssatz (siehe lineare Algebra)

If = Snfllz = min [[f — Pl = dist(f, 7). (2.1)
pPez,
fir alle f € La(m). Also: S, f € 7, ist die beste Approximation aus .7, an f beziiglich
der || - ||2-Norm. Insbesondere ist f = S, f genau dann, wenn f € 7,,. Wir wollen zeigen,
dass
Ilf = Sufllz =0 (n—o0) (22)

fiir alle Funktionen f € Lo(m) gilt, das heifst, (S, f) konvergiert im quadratischen Mittel
gegen f.
Fiir den Nachweis von (2.2) reicht es nach (2.1) zu zeigen, dass (irgend-)eine Folge (P,)
mit P, € . und

If = Pall =0 (n = o0)

7Siehe MaRtheorie oder einmal mehr W. Rudin, Real and Complex Analysis, 3rd ed., McGraw-Hill,
New York, 1987.



10

existiert, mit anderen Worten, die Menge der trigonometrischen Polynome .7 ist dicht im
Raum Ls(m). Da die stetigen Funktionen eine dichte Teilmenge von Ls(m) bilden und
da ||fll2 < |If]leo fiir f € C(S) gilt, reicht es zu zeigen, dass zu jeder stetigen Funktion
f:S — C eine Folge (P,) mit P, € 7 und

If = Palloc =0 (n — o0)
existiert, mit anderen Worten, die Menge .7 ist dicht im Raum (C(S), ||  ||co)-

Satz 2.4 (Approximative Eins) Fir n € N seien Q,, € 7, mit [Q,dm = 1. Gilt
sup,en [|@nll1 < 00 und fiir alle § > 0

/ Quldm =0 (n— o0), (2.3)

S\Bs

mit Bs := {z € S : |z — 1] < &}, so konvergiert die Folge (f * Q) fir alle f € C(S)
gleichmdfig auf S gegen f.8

Beweis. Esseie > 0 gegeben. Da f stetig auf der kompakten Menge S ist, ist f gleichméfig
stetig. Da |2 — z| = |¢ — 1| fiir alle z,{ € S gilt, existiert ein § > 0 so, dass

[f(20) — f(2)| <e

fiir alle z € S und ¢ € Bs. Es sei M > 0 so, dass [|Qn||1 = [ |Qn|dm < M fiir alle n. Aus
J Qn dm =1 ergibt sich fiir z € S und n € N zunéichst

(F+@@ ~ FE] = | [(F:0) = £(:)) Qu(c) dm(c)|

/ FD) — £(2)]1@n(C)] dm()

/ £1Qn(O)] dm(Q) + / 21 Fl1ool @n(O)] dm(©) .
Bs S\Bs

IN

IN

und damit auch
1£Qu =Sl < Me+207 | [ [Quldim.
S\ Bs
Mit (2.3) folgt ||f — f * Qunlloo < (M + 1)e fiir n gentigend grof. O

Bemerkung 2.5 Wir nennen eine Folge (Q,,) wie in Satz 2.4 eine Folge guter Kerne. Es
stellt sich natiirlich die Frage nach der Existenz. Eine naheliegende Idee besteht darin, die
Teilsummen S, f als Faltung mit geeigneten Kernen aufzufassen und dann den obigen Satz

8Wegen f = f * 61 kann man die Konvergenzaussage als eine Art Konvergenz von Q, gegen die Eins
der Faltung §; interpretieren. Daher der Name approximative Eins.
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Figure 3: Dirichlet-Kern D5 (blau)

anzuwenden. Tatséchlich lassen sich fiir f € C(S) nach Bemerkung 2.2 die Teilsummen
Snf schreiben als S, f = f * D,,, wobei

n
=2 o
v=—n

den n-ten Dirichlet-Kern bezeichnet (Abb. 3). Man kann zeigen ([U]), dass die Folge der
Dirichlet-Kerne keine Folge guter Kerne darstellt.
Wir betrachten stattdessen die arithmetischen Mittel der D,,. Es gilt

n n k n n
ZDk:Z Ze,,: e,,Zl Zn+l—|1/|
k=0 B

k=0 v=—Fk k=|v| -

\‘\ M=

Also ist

3

1 — 1
= D) = an
TS = P =1

wobei

F, = z": (l_n‘—lﬁl)e” (n € N)

den n-ten Fejér-Kern bezeichnet. Die Folge (F),) erweist sich tatsichlich als eine Folge
guter Kerne: Zunéchst ist F,, € 7, und

/Fndm: z": (1—%)/eydm:1.

v=—n

Weiter ist fir z € S

Al = (T)(5) -

3
3
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Figure 4: Fejér-Kern F5 (blau)

also F,, > 0 und damit auch || F,||; =1 fiir alle n. Schieblich gilt fiir z € S\ Bs

1 n ") ]_ Zn+1—]_2 1 4
Fn(z):n+1|jgozﬂ| :n+1| — | = =0 (n— ).

“n+1 82
Damit gilt F,, — 0 gleichméfig auf S\ Bs. Also ist insbesondere auch (2.3) erfiillt.

Als wichtige Folgerung erhalten wir die Konvergenz der arithmetischen Mittel der S, f in

(C(S), 1l - lloo) gegen f:
Satz 2.6 (Fejér) Fir alle f € C(S) gilt
1 O o
onf = — kZZOSkf = f (n—o00) gleichmaflig auf S.

Insbesondere folgt aus f: 0 schon f =0 und die Menge der trigonometrischen Polynome
ist dicht in (C(S), || - l|loo)-

Beweis. Die erste Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Satz 2.4 und Bemerkung 2.5.
Ist f =0, so ist auch Sif = 0 fiir alle k € Ny, also auch f = 0. Wegen o, f € 7, liegen
die trigonometrischen Polynome dicht in C(S). O

Bemerkung 2.7 Ist f € C(S) und konvergiert (S, f) gleichméfig auf S, so gilt S,,f — f.
Denn: Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz ist g : S — C mit
g:= nILH;O Snf = _z_: fwe,

stetig auf S. Aufierdem gilt dann g = f (siehe Einleitung Abschnitt 1), also
(f — g =0 und damit f — g = 0 nach Satz 2.6.
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Beispiel 2.8 Aus Beispiel 1.3 und Bemerkung 2.7 erh&lt man

’]‘[‘ o0
:? z::

fir alle t € [—n, w]. Insbesondere ergibt sich damit fir t =7

I/

cos(vt)

2

1 o
2=
und fiir t =0
o0
v=1 2
Wir haben bereits gesehen, dass Fourier-Reihen stetig differenzierbarer Funktionen stets
gleichméfiig konvergieren. Man konnte auf den Gedanken kommen, dass dies auch fiir
stetige Funktionen gilt. Man kann jedoch zeigen. das stetige Funktionen existieren, deren
Fourier-Reihe nicht iiberall punktweise konvergiert.’
Wir wollen ein relativ einfach zu beweisendes und doch recht schlagkréftiges hinreichendes

Kriterium fiir die punktweise Konvergenz von (S, f) herleiten. Dazu beweisen wir zunéchst
als Folgerung aus den Satz von Fejér das Riemann-Lebesgue-Lemma:

Satz 2.9 Fir alle f € Li(m) ist f abklingend, also f(k) — 0 fir k — +oo.

Beweis. Es sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert nach Bemerkung 2.1 und dem Satz von
Fejér ein trigonometrisches Polynom P mit |f —P|ly <e. Ist P e Iy, sogilt P(k) =0
fiir |[k| > N und damit |f(k)| = |f(k) — P(k)| < |f — P||1 < ¢ fiir |k| > N. O

Bemerkung 2.10 Wir schreiben v(z) := 1/(1— z) fiir z € S\ {1}. Ist fiir f € L1(m) auch
v+ f € Li(m), so gilt (S,f)(1) = 0 (n = o0).

Denn: Fiir k € Z gilt mit g .=~ - f

Fik) = / (1 - 2)g(=)z* dm(z) = §(k) — Gk — 1),

also mit Satz 2.9

n

= > fw)= Y @w)-gw-1) = Gn)—g(-n—1) =0 (n = ).

vV=—n vV=—n

9Ein vergleichsweise einfacher Beweis ergibt sich aus dem Prinzip der gleichméRigen Beschrinkt-
heit (siche etwa https://www.math.uni-trier.de// mueller/Funktionalanalysis/Funktionalanalysis_
WS1819.pdf, Satz 2.6). Wesentlich ist dabei die Tatsache, dass [ |Dn|dm — oo fiir n — oo gilt.


https://www.math.uni-trier.de//~mueller/Funktionalanalysis/Funktionalanalysis_WS1819.pdf
https://www.math.uni-trier.de//~mueller/Funktionalanalysis/Funktionalanalysis_WS1819.pdf
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Satz 2.11 Es sei f € £ (m) Hoélder-stetig an der Stelle ( € S, d. h. es existieren M, a > 0
so, dass |f(z) — f(Q)] < M|z —(|* fiir alle z aus einer Umgebung von {. Dann konvergiert

(Snf)(C) gegen f(C).

Beweis. Ohne Einschrankung sei ( = 1. Dann gilt

[f(z) = fF()]

<Mz -1t
o <M

fiir z # 1 aus einer Umgebung von 1. Wegen 1 —a < 1 und |1 — e®|? = 2 — 2cost ist

1 1 g dt 1 g dt
I—a dm(z) = o— itll-a o9 T—a
e on ) et ~ 2 ) e geest

(man beachte, dass v/2 —2cost ~ t fiir t — 0). Nach Bemerkung 2.10 gilt

(Snf)(1) = f(1) = Su(f = F(1))(1) = 0 (n = o0).

< 0

O

Fiir normierte Rdume X,Y und stetige lineare Abbildungen 7" : X — Y bezeichnet im
Weiteren
[T := sup{[|T] - [J«f| <1}

die Operatornorm von T'. Es gilt damit ||Tz| < ||T| - ||lz|| fiir alle z € X.

Bemerkung 2.12 Satz 2.11 zeigt, dass Holder-Stetigkeit in allen Punkten jedenfalls punk-
tweise Konvergenz der Fourier-Reihe gegen f impliziert. Auch wenn (S, f) nicht fiir alle
stetigen f konvergiert, so kann man doch zeigen, dass der Fehler der Approximation durch
S, f nicht viel grofer ist als der minimale Fehler der Approximation aus .7, heraus:

Wir betrachten S,, als Operator von C(S) nach C(S). Dann gilt ([U])

|Snll = | Dnll = / |Dy|dm < 3+ Inn.

Wegen S, P = P fiir alle P € ., folgt (wieder [U])

- < i - < i — P|loo-
IF = Snfllee < @+ ISI) Jnf If = Pllec < (4+1nn) inf [If = Plle

Man beachte, dass inf pec 7, || f — P|loc wegen der Dichtheit von .7 in C(S) fiir n — oo gegen
Null konvergiert.

Als weitere Anwendung des Satzes von Fejér bzw. der Dichtheit von .7 in C(S) leiten wir ein
Resultat tiber Ergodizitét irrationaler Drehungen auf dem Kreis S her (ohne uns explizit auf
den Begriff der Ergodizitéit zu beziehen). Vorbereitend beweisen wir ein einfaches Ergebnis
iber Folgen linearer Operatoren.
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Satz 2.13 Es seien X ein normierter Raum, Y ein Banachraum und (T,,) eine Folge
linearer Abbildungen T,, : X —'Y mit

sup || T || < oo.
neN

Konvergiert die Folge (Tnx)y, fir alle x aus einer in X dichten Menge D, so konvergiert
(Thx)y, fir alle x € X und durch Tz := lim T,z ist ein lineare Abbildung T : X — Y
n—oo

definiert mit
I < limin T,

Beweis. Es seien x € X und ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein y € D mit ||z — y|| < .
Weiter existiert ein N € N mit || Try — Trhyl| < € fir k,m > N. Also gilt fir k,m > N
auch

[T — To|| < ([ Tk(x = y) | + 1 Thy — Tonyll + [T (y — 2)[| < (2 sup 1Tl 4 De.
ne

Damit ist (7,,x) eine Cauchy-Folge in Y, also konvergent. Da die Abbildungen 7, linear
sind, ist die punkteise Grenzfunktion 7" ebenfalls linear. Es sei (n;) so, dass

[T, || = liminf [T,]| - (j — o0).

Fiir ||z|| <1 gilt dann ||Tz|| = lim [|T,,z| < lim |75, | = liminf |75, O
j—o0 j—o0

Ist X eine Menge und ¢ : X — X, so schreiben wir ¢/ fiir die j-te Iterierte von ¢, also
¥ =idx und ¢/ = po i~ fiir j € N.

Satz 2.14 Ist € R\ Q und ¢ die Drehung um den Winkel 210 auf S, also p(z) = 2™z
fir z €S, so gilt fir alle stetigen Funktionen f :S — C

1 Zn:fosoj= : zn:f(emje-)%/fdm (n — o0)
=0 =0

n+1 4 n+14
j= j=

gleichmdfig auf S.*°

Beweis. Wir betrachten die Folge der linearer Operatoren T, : C(S) — C(S), definiert
durch

n

1 .
L. f:= g J .
nf - 1j:0fo<p

Wegen [|f o @]loc = [[flloo gilt |Tnflloo < [Iflloc fiir f € C(S) und damit [|T,] < 1.
Wegen der Dichtheit von & in C(S) reicht es nach Satz 2.13, die Behauptung fiir alle
trigonometrischen Polynome zu zeigen. Aus Linearitétsgriinden reicht es dazu wiederum,

10Genauer: Gegen die konstante Funktion S 3 z J fdm.
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die Behauptung fiir die Monome e; zu beweisen.

Wir setzen ¢ := 2™, Da 6 irrational ist, ist ¢ keine Einheitswurzel. Fiir k € Z \ {0} gilt
damit ¢* # 1, also

] n ) _ rk(n+1)
Sleno @) = Do) =+ AT es)

und folglich

2
Theklloo L ——————+ =0 (n— 00).
Aukerdem ist T,eq = T,,1 = 1. Wegen [ e, dm = 0 fiir k # 0 und [ egdm = 1 folgt die
Behauptung. |

Wir ziehen weitere Folgerungen aus den Satz von Fejér, jetzt fiir die Fourier-Transformation
auf den Réumen Lo(m) und Li(m). Fiir beliebige Mengen X und p € [1,00) setzen
wir £,(X) := (L,(X),Pot(X),0), wobei o das Zahlmaf auf X bezeichnet. Dann gilt fiir

9= (gI)LEEX
[larde =3 lanl

zeX

Insbesondere ist g € ¢1(X) genau dann, wenn g absolut summierbar ist.

Satz 2.15 1. Fir f € Lao(m) gilt ||f — Snfll2 = 0 (n — o0) und die Parsevalsche
Gleichung'!

1£155 = Y IF 0P (= 1F1Z,2))-

vEZ

2. Die Fourier-Transformation Ly(m) > f v+ [ € lo(Z) ist ein isometrischer Isomorphis-
mus (Satz von Fischer-Riesz).'?

Beweis. 1. Da die Menge der trigonometrischen Polynome dicht in (C(S), || - ||co), folgt
die erste Behauptung aus Bemerkung 2.3.

Weiter gilt S, f € 9, und nach dem Projektionssatz f — S, f L p fiir alle p € Z,. Also
ergibt sich aus dem Satz von Pythagoras ([U])

Wegen ||f — Spnfl|3 = 0 (n — o00) folgt ||Snfll3 — [If]|3 (n — 00). AuRerdem ist, wieder
mit dem Satz von Pythagoras,

n

1513 = 11D Fwel3 = 3. [FoPledd= Y Fw)P.

vV=—n vV=—n v=—n

HDies ist auch dquivalent dazu, dass {ey : k € Z} eine Orthonormalbasis von Lz(m) ist.
12Eine lineare Abbildung T : X — Y zwischen zwei normierten Riumen X und Y ist genau dann
isometrisch, wenn ||Tz| = ||z| fiir alle z € X gilt.
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Hieraus ergibt sich die Parsevalsche Gleichung.
2. Nach 1. ist die Fourier-Transformation isometrisch (und damit insbesondere injektiv).
Die Surjektivitiit ergibt sich aus der Vollsténdigkeit von Lo(m) ([U]). O

Wir zeigen nun, dass eine L;-Version des Satzes von Fejér gilt. Damit wird dann auch die
Frage nach der Rekonstruierbarkeit von f aus f beantwortet.

Satz 2.16 1. Fir alle f € Li(m) gilt

1
n+1

[r- 2= s5uf| »0 (0.
k=0

2. Die Fourier-Transformation Ly(m) 3 f s [ € B(Z) ist injektiv.

Beweis. 1. Wir zeigen: Ist (@) eine Folge guter Kerne, so gilt f * @, — f in Li(m).
Dann folgt 1. mit Q,, = F,,, wobei F,, der n-te Fejér-Kern ist (vgl. Bemerkung 2.5).
Wir betrachten die lineare Abbildungen 7), : L1(m) — Li(m) mit

Tof = f*Qn (f € Li(m)).

Es sei M := sup,,¢y ||@n||1. Dann gilt nach Bemerkung 1.4

1T flle = [1f 5 @ull < I fll - 1Qnlly < M flly (f € La(m))

und damit ||T,,|] < M. Offensichtlich sind die T, linear. Fiir f € C(S) (und damit auf
einer dichten Teilmenge von Li(m)) gilt aukerdem T, f — f gleichméfig auf S, also auch
T.f — fin Ly(m). Aus Satz 2.13 folgt, dass (T, f), fir alle f € L;(m) konvergiert und
dass durch
Tf:= lim T,f = lim f+«Q, (f¢€ Li(m))
n—oo n—oo
eine (wegen ||T|| < M stetige) lineare Abbildung T : Ly(m) — Li(m) definiert ist. Aus

Tf=ffir f e C(S) folgt aufgrund der Stetigkeit T'f = f fir alle f € Li(m).
2. Klar nach 1. a

Bemerkung 2.17 Insbesondere sieht man mit Satz 2.16.2 wie in Bemerkung 2.7: Ist
f € Z(m) so, dass (S, f) gleichméRig auf S konvergiert, so stimmt f m-fast iiberall mit
einer stetigen Funktion g : S — C iiberein und es gilt

F=3 fwe

m-fast iiberall auf S und im Integralmittel, also in L;(m). Insbesondere ist dies dar Fall,
wenn f absolut summierbar ist, also f € ¢1(Z) gilt.
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Bemerkung 2.18 Aus der Injektivitdt der Fourier-Transformation auf C(S) und dem
Rieszschen Darstellungssatz ergibt sich auch die Injektivitdt der Fourier-Transformation
auf dem Raum der komplexen Mafe, also auf C(S)": Es seien u € C(S)’
g € C(S). Nach Bemerkung 1.7 ist g * u € C(S) mit

mit 7 = 0 und

0=G-fi=(g+n)

und damit g % 4 = 0 nach Satz 2.6, also insbesondere
[ 9@ du(©) = (g mv =0

Damit ist auch [ gdu = 0 fiir alle stetigen g, also p = 0.

Zum Abschluss gehen wir kurz darauf ein, wie man Ergebnisse iiber trigonometrische Ap-
proximation in entsprechende Resultate iiber Approximation durch algebraische Polynome
auf kompakten Intervallen iiberfiihren kann. Ohne Einschrinkung betrachten wir das In-
tervall [—1,1] .

Bemerkung 2.19 Durch t — cost = Re(e®) ist eine bijektive Abbildung von [0, 7] auf
[—1,1] gegeben mit Umkehrfunktion = — arccosz. Wir definieren T : C'(S) — C[-1,1]
durch

(Tf)(x) = %(f(eia“””) +fle7 e m) (v e [-1,1], f € C(S)).

Dann ist T linear mit ||Tf]lco < ||fllec (also || T|| < 1). Insbesondere ergibt sich fir k € Z

(ezk arccos +

ek arccosx) — COS(k’ arccosz) (z € [—1, 1])

DN =

(Tex)(z) =
Ist T}, := cos(k arccos(-)), so gilt Ty = 1, Ty = id(_y,1) und ([U]) fiir k € N

Ti+1(z) = 22Ty () — Ti—1(x) (z € [-1,1]).

Damit ist Tj ein (algebraisches) Polynom vom Grad k, genannt k-tes Tschebyscheff-
Polynom, und es gilt
Tek = Tefk = Tk.

Aufierdem ist T surjektiv: Ist g € C[—1,1], so ist f mit
f(e") :=g(cost) (t€ (—m, 7))

in C(S) und es gilt

(Tf)(z) = = (g(cos(arccos z)) + g(cos(— arccos z))) = g(z) (z € [-1,1]).

N =

Ist h € C(S) reellwertig, so ist h(k) = h(—k) fiir k € N. Es sei nun (Q,) eine beliebige
Folge reellwertiger trigonometrischer Polynome (wie etwa @, = D,, oder @, = F,) und
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~ ~

g € C[—1,1] reellwertig. Ist f(e) = g(cost) wie oben, so ergibt sich wegen f(k) = f(—k)
und Q, (k) = Qn(—k) fiir

~

Py = J(0)Qu(0) + 23 F(1)Qu(v) - T,

damit
||9_Pn||oo = HT(f_f*Qn)HOO < ”f_f*QnHoo

Ist also (@) eine Folge guter Kerne (etwa Q,, = F},), so konvergiert die Folge algebraischer
Polynome (P,) gleichméfig auf [—1,1] gegen g. Fiir @Q,, = D,, ergibt sich die Konvergenz
von

Py=f0)+2> fw) T,
v=1

gegen g in C[—1,1] fiir alle g mit der Eigenschaft, dass (S, f) in C(S) gegen f konvergiert.
Die Fourier-Koeffizienten f(k) lassen sich direkt aus g und T} berechnen. Genauer ergibt
sich mit Substitution z = cost bzw. t = arccosz

~ ~ ~

2f(k) = f(=k)+ f(k) = 71_/0779(00%)2 cos(kt) dt = %/_19(35)11]0(‘%)\/%.
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3 Fourier-Transformation in RY
Wir betrachten nun fiir N € N den euklidschen Raum R¥. Im Weiteren sei
B:= By :={z e RY : |z| <1},

wobei |x| die euklidsche Lénge von z bezeichnet. Ist A := Ay das N-dimensionale Lebesgue-
MaR auf Z(RY), so setzen wir L, := L,(RY) := L,(RY, #y,An) und schreiben kurz

/f::/f(z)da: ::/fd)\N.

Sind f; € Li(R) fiir j =1,..., N und ist das Tensorprodukt ®;V:1 f; definert durch

N

N
) fix) = Hfj(xj) (z = (21,...,2n) €RY),

j=1

so gilt nach dem Satz von Fubini

/éijﬁ/fj~

Bemerkung und Definition 3.1 Fiir das kanonische Skalarprodukt von x,w € R schreiben
wir kurz

N
w-x = ijxj (x = (z1,...,2N), w = (W1,...,WN)).
7j=1

Damit definieren wir e, : RV — S fiir w € RY durch
ew(T) = enw(z) =" (x € RY).

Fiir f € L;(RY) heifit damit die Funktion f: RN — C, definiert durch

f(w) ZZ/fQZ/fefw Z/f(x)e_i‘“'z de,

die Fourier-Transformierte von f. Wegen

Flw)l < /|f| — 1l (@eRY)

ist f € B(RY) mit!3

17lloo < 111
Die stetige lineare Abbildung T' : L;(RY) — B(RY), definiert durch T'f := f fir f €
L1 (RY), nennt man Fourier-Transformation (auf L;(RY)).

3Fiir beliebige Mengen X ist B(X) der (lineare) Raum der beschrinkten Funktionen auf X, stets
versehen mit der sup-Norm || - ||co-
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Beispiel 3.2 Fiir a > 0 und f = 1|_4 4 gilt

sin(aw)

~ @ . 1 . .
f(w) — / efzwt dt = T(efzwa _ ezwa) =92

ww w

(weR).

Fiir f(t) = e”!*l rechnet man nach ([U]), dass

- 1 12

_ _ R
@) =1t T " 11 WER

gilt. Man sieht, dass in beiden Fallen ]?stetig auf R und fiir w — £oo abklingend ist. Im
ersten Fall ist f € L, fiir p > 1 aber f ¢ Ly, im zweiten gilt f € L, fiir alle p > 1.

Bemerkung und Definition 3.3 1. Wegen der Stetigkeit des Integrationskerns e_,, als
Funktion von w und [ |fe_,| = [|f| ergibt sich mit dem Satz von der dominierten Kon-
vergenz die Stetigkeit von f fiir alle f € L; (Stichwort: Stetigkeit von Parameterinte-
gralen'?). Damit bildet die Fourier-Transformation L; in den Teilraum C'B(RY) der steti-
gen beschrinkten Funktionen auf RV ab.

2. Aus der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafes auf RY ergibt sich fiir h € L; und

y e RN
/h(m ~y)dz = /h(a:) da.

Sind nun p € [1,00) und f € L, und g € Ly, so folgt

[ [t =wriswldeas = [ [ 1@ delswlds =171, ol

Mithilfe des Satzes von Fubini kann man zeigen, dass das Faltungsintegral

(F+9)@) = [ £~ 0oty

fiir A-fast alle v € RY existiert und dass f * g € L, mit || f *gll, < [|fl, - lgll1 gilt. Man

nennt wieder f * g die Faltung von f und g. Ist f : R — C messbar und beschrinkt, so
existiert wegen

/ F@ - o)l lo@)| dzdy < || fllocllglh

das Faltungsintegral (f * ¢g)(x) sogar fiir alle x.
Ist p =1, so ergibt sich durch die Substitution x — y =: u, also y =z — u,

frxg=gxf (f,g€ 1)

also die Kommutativitat der Faltung.'®> Zudem gilt auch hier

(f+g=F-3 (f,g€ L)

14Siehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Parameterintegral.
5Wieder ist(L1, *) eine Banachalgebra.
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Denn: Fiir w € RY ist

(f*+g) (W)

[ [ =gt dyesio)ds
[ [ e westo=drgweot)dy
[ t@e-starda- [ gwe-otv)dy = Flw) )

3. Ein neuer Aspekt im mehrdimensionalen Fall ergibt sich aufgrund der Bewegungsin-
varianz des Lebesgue-Mafes: Ist U : RV — RY eine orthogonale Transformation, also
U(z) = Az mit AT = A~ so gilt wegen |det A| = 1 nach der mehrdimensionalen Substi-
tionsregel'%

(foUy =folU (f€L).
4. Wegen ey, = ®;V:1 e1,w; gilt fiir fi1,..., fx € L1(R)

N o~
LY =Q F-
1 j=1

(X

Beispiel 3.4 Es sei f = 1_; ). Dann ist

2 Jt|, falls [t| <2

* O = [ 1., _ s)ds = :
(f = F)) / ft-1.+1)0(-1,1)(5) {0, falls [t| > 2

Nach Bemerkung und Definition 3.3 und Beispiel 3.2 gilt

sin?(w)

(f 2 f7w) =122 weR).

Grundsatzlich (und grob) kann man sagen, dass fum so glatter ist, je starker f fiir |x| — oo
abklingt, und dass fum so stirker fiir |w| — oo abklingt, je glatter f (mit integrierbaren
Ableitungen) ist. Um weitere Eigenschaften der Fourier-Transformation herzuleiten, be-
trachten wir zundchst Funktionen, die beide Bedingungen erfiillen, also glatt sind und alle
Ableitungen fiir || — oo sehr schnell abklingen.

Definition 3.5 Fiir N € N ist der Schwartz-Raum .¥ = ¥y der lineare Raum aller
Funktionen u € C* := C*°(R¥) so, dass fiir alle Multiindizes «, 8 € N}’

sup |20 u(x)| < oo
zERN

erfiillt ist, also x — 2%0Pu(x) € B(RYN) gilt. Wegen .% C L, fiir alle p ist die Fourier-
Transformation insbesondere auf . definiert.

16Sieche etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Transformationssatz
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Beispiel 3.6 Eine einfache und wichtige Funktion uy € .7 ist gegeben durch die (multi-
variate) Gaufi-Funktion
un(z) == e lel*/2 (z € RY).

Wegen uy = ®;V=1 up und [ug = fe’t2/2 dt = /2 gilt

N
/uNd)\N:H/U1=V27TN.
Jj=1

Satz 3.7 Fiir N € N ist iy = V27 uy.

Beweis. Nach Bemerkung und Definition 3.3 und Beispiel 3.6 reicht es, die Aussage im
Fall N =1 zu beweisen.
Man sieht sofort, dass u(t) := uq(t) = e~t"/2 die lineare Differenzialgleichung

z'(t) = —tx(t)
erfiillt. Mit Differenziation von Parameterintegralen'” und partieller Integration folgt
(W) = /u(t)e‘i‘“t(—it) dt = i/u’(t)e_m dt
—i/u(t)e_i“’t(—iw) dt = —wu(w)

flir w € R. Man beachte dabei, dass der ausintegrierte Term wegen u € . verschwindet.
Damit erfiillt w dieselbe lineare Differenzialgleichung erster Ordnung wie u. Also ist u = cu
fiir eine Konstante ¢ € R. Wegen u(0) =1 und @u(0) = [u = /2 ist ¢ = V2. i

Bemerkung 3.8 Ist a € NY', so definieren wir den Multiplikationsoperator M,, : .% — .
durch
(Myu)(z) = 2%u(z) (z € RY).

Wie im obigen Beweis zu Satz 3.7 ergeben sich mit Differenziation von Parameterinte-
gralen und partieller Integration folgende allgemeinen Ableitungsregeln fiir die Fourier-
Transformierte von Funktionen u € .% und beliebige a, 3 € N}':

L. (Mau) = il*loea,

2. (0Puy =ilPlMsu.t®

1"Wieder etwa: https://de.wikipedia.org/wiki/Parameterintegral.
18Dje Formel besagt (8%u)(w) = il#lwP @(w) und entspricht damit der Regel aus Bemerkung 1.2 fiir die
Fourier-Koeffizienten der Ableitung im Fall des Einheitskreises S.
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Als Folgerung ergibt sich, dass fiir alle u € .% auch u € .% gilt, mit anderen Worten: Die
Fourier-Transformation bildet . nach . ab.

Denn: Fiir beliebige a, 8 € N} gilt
(8° Mpu)(w) = i'Plwf (Myuy(w) = il H81WP 9T (w)  (w e RY).

Da die linke Seite als Fourier-Transformierte beschrinkt auf RY ist, ergibt sich
die Behauptung.

Nach Satz 3.7 ist uy ein Eigenvektor der Fourier-Transformation auf . zum Eigenwert

vV 27TN.

Wir wenden uns jetzt der Frage nach der Inversion der Fourier-Transformation zu. Vor-
bereitend befassen wir uns mit einer weiteren Variante einer Approximativen Eins. Fiir
g € C(RY) heift der Abschluss von {z : g(z) # 0} in R? der Tréger!® von g, geschrieben
supp(g). Wir setzen C, := C.(RY) := {g € C(RY) : supp(g) kompakt}.

Bemerkung 3.9 Fir h € RY und f : RN — C definieren wir 7,f := f(- — h), also
(tnf)(z) = f(z — h) fiir z € RY. Dann gilt fiir f € L,
If =7fllp =0 (h—0).

Denn: Ist g € C,, so ist g gleichméRig stetig. Also gilt 7,9 — ¢ gleichméfig auf
RY fiir h — 0. Ist |h| < 1, so ist supp(7,9) C supp(g) + B. Damit gilt auch

lg = hallp < llg — ThgllocAn (supp(g) + B)/? =0 (h — 0).

Ist € > 0 gegeben, so ergibt sich aus Bemerkung 2.1 die Existenz einer Funktion
g € C. mit ||g — f|l, < e (man beachte: es gilt f]RN\pBN [f|P — 0 fiir p — 00).
Wegen [|7n(9 = f)llp = llg — fllp folgt

1f =7nfllo <11 = 9llp + 119 = 0gllp + I7a(9 = Hlp < lg = Tagllp + 22,

also || f — 7 f||p, < 3¢ fiir |h| gentigend klein.

Satz 3.10 (Approximative Eins, II) Es seig € L1 mit [g=1 und g, :=r Ng(r=1-)
firr > 0.

1. Ist f € Ly, so gilt ||f * g» — fllp = 0 firr — 0.

2. Ist f € B(RYN) gleichmdpig stetig, so gilt f * g, — f fiir r — 0 gleichmiflig auf RN .

19Englisch Support
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Beweis Aus der mehrdimensionalen Substitutionsregel ergibt sich [ g, = 1 und damit
= [ f(z)g, fir alle » > 0. Wieder mit mehrdimensionaler Substitutionsregel erhélt
man fur fast alle x € RN

(F*gr — )la) = / (ruf — £)(2)g0 (u) du = / (reyf — P)(@)a(y) dy.

1. Aus der Jensen-Ungleichung?’, angewandt auf das Maf c|g|Ax mit ¢ := 1/|g||; folgt fiir
fast alle x

&\ f g — fPa / ity f — F1P(2) clg ()] dy.

Integrieren beziiglich  und Anwendung des Satzes von Fubini ergibt
g = 11 < [l f = g latw)l dy

Fiir y € RY gilt weiter |7, f — fll, < 2[|fll, und ||77 f — fll, = 0 (r — 0). Der Satz von
der dominierten Konvergenz zeigt, dass die rechte Seite in der letzten Ungleichung gegen 0
konvergiert fiir » — 0. Damit folgt die erste Behauptung.
2. Ist € > 0 gegeben, so existiert ein p > 0 mit f]RN\pBN lg| < e. Wegen [ = fRN\pBN + prN
folgt fiir z € RY
[(fxgr = P)2)] < /\Tryf— fl@) 19w dy < 2|/ flloce + sup I7ryf = fllo llgll1-
yEpBN

Wegen der gleichméfigen Stetigkeit von f gilt

sup |7y f = flloo =0 (r —0)
yEpBN

und damit ist
1f* gr = fllo < (2] flloc + 1)

fiir r geniigend klein. |

Bemerkung und Definition 3.11 Wir setzen m := my := (27) "N Ay und fiir h € L, =
Ly(m)
hY(x) = /h(w)ei“” dm(w) (z €RY).

Substitution w — —w zeigt, dass h" bis auf Skalierung auch die Fourier-Transformierte von
w — h(—w) ist, genauer gilt

h(= " =h(=) = 2m)VhY.

Aufserdem bemerken wir noch, dass nach dem Satz von Fubini fiir f,g € L

[taam= [ [ t@owe = dyin) = [ [ e do gl dmiy /fgdm

gilt.

20Giehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Jensensche_Ungleichung.
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Satz 3.12 (Fourier-Inversion)
1. Firue & ist (@)¥ =u und |[ull2 = |G| £, m) (= (27) N2 |[1]]2).

2. Die Fourier-Transformation ist ein isometrischer Isomorphismus von (.7, || - ||2) auf

(‘y: || : ”Lz(m )

8. Ist f € Ly so, dass auch f € Ly gilt, so ist (f) = f.2! Insbesondere ist die Fourier-
Transformation L1 > f — f € CB(RY) injektiv.

Beweis. Es sei z € RY. Fiir y € RY und r > 0 ist mit p(z,r,w) := gizw—rlw|*/2
M un (@ —y) = NP Nuy(r N @ —y)) = r N an (T (@ - y))
_ N /e—i7"1(w—y)~§e—|£|2/2 i

= [t e o — (o ),

wobei —r~1¢ = w substituiert wurde. Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz gilt
fur h S Ll

/h( Yo(z, r,w) dm(w —>/ e dm(w) = hY(z) (r — 0). (3.2)

1. Da Funktionen in . beschrénkt und gleichméfig stetig sind, ergibt sich mit (3.1) und
Satz 3.10 fiir g, := (27) "N 2up .

[ et ydm = [wpte,r yim = [u@ign @ =) dy = (wrg0)(@) - ulz)

fir r — 0 gleichmiiRig auf RY. Nach (3.2), angewandt auf h = @, ist also (u) = u.
Auferdem gilt

/Iul2 = / da:—// ) @) dim(w) de
// it G(w) de dm(w) = /ﬂ(w)mdm(@:/|g|2 dm.

2. Wegen 1. ist auch (uV)” = u(—-)" = (u)¥ = v und damit die Fourier-Transformation
eine Bijektion von . auf .7.
3. Wie in 1. ergibt sich im Fall f € L; mit (3.1) fiir z € RV

[ Fetwrydm = [ fote.rrim = [ f0)g.—v)dy = (7 91) (o).

Nach Satz 3.10 konvergiert f * g, in L1 gegen f. Also ist nach (3.2), angewandt auf h = ]?,
wieder (f)Y = f, jetzt in L;. O

21Dies entspricht der Aussage aus Bemerkung 2.17 im Fall von Fourier-Reihen .



27

Beispiel 3.13 Es sei f(t) = eIl fiir ¢t € R. Nach Beispiel 3.2 gilt f(s) = 2/(1 + s2) fiir
s € R. Da f € Ly und gerade ist, folgt mit Satz 3.12

f= (" =5 (7

Also ist t — e~ I*l die Fourier-Transformierte von s +— 7~ 1/(1 + s2).22

Bemerkung 3.14 Sind u,v € ., so ist auch uxv € .%.

Denn: Aus der Definition von . und der Produktregel ergibt sich per Induk-
tion, dass auch u-v € .7 gilt ([U]). Da mit u,v auch @, v € . sind, ist

(uxv) =u-ve.s.

Da die Fourier-Transformation eine Bijektion auf .# ist, gilt auch ux v € 7.

Wir wollen nun zeigen, dass . fiir alle p € [1,00) dicht in L,(R”Y) ist. Genauer zeigen
wir dies sogar fiir einen Teilraum von .. Vorbereitend beweisen wir ein Ergebnis iiber die
Glattheit von Faltungen. Wir schreiben %, fiir die Menge der messbaren beschrinkten
Funktionen f : RY — C.

Satz 3.15 Sind f € £, und u € .7, so ist fxu € C® mit 0%(f xu) = f * 0% fir alle
aeNYY.

Beweis. Fiir p € [1,00] sei ¢ € [1,00] mit p+ ¢ = pg. Sind a € N} und U = U,(0), so gilt

0%u(z — )l < 1/(ly| = )" (x € V)

fiir |y| geniigend grok. Wegen (|y| — p)¥*2/(1 + |y[)N 1 — oo fiir |y| — oo existiert eine
Konstante C' = C, y > 0 mit

0%u(z —y)| <C/A+ )+ (z €U,y eRY).
Day+— 1/(1+ |y)NT! € £,?3 gilt, ist nach der Hélder-Ungleichung (auch fiir p = oo oder
q=00)
J17@Ia+ 1) dy < o0

und damit die Funktion y — f(y)(1+|y|)~ ¥+ eine integrierbare Majorante fiir die Familie
(y = f(y)0®u(x —y))zev. Aus dem Satz tiber die Differenziation von Parameterintegralen
(induktiv angewandt) ergibt sich damit die Behauptung. O

22Interpretation fiir die Stochastik: s — = 1/(1+ 52) ist die Lebesgue-Dichte der Cauchy-Verteilung,
also t — e~ Itl die charakteristische Funktion von der Cauchy-Verteilung.

23Unter Verwendung des OberflichemaRes auf der Einheitssphire OBy kann man zeigen, dass y —
(1 + |y|)~> genau dann integrierbar ist, wenn X\ > N gilt.
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Bemerkung und Definition 3.16 1. Fiir m € Ny U {oco} setzen wir
Cm = C™(RYN) := {u € C™(RY) : supp(y) kompakt}

und 2 := C°. Funktionen aus 2 nennt man auch Testfunktionen. Es gilt Z C ..
2. Ist h : RN — C, so sagen wir, dass h abklingend (an oo) ist, falls fiir alle € > 0 eine
kompakte Menge K C RY existiert mit

sup |h(z)| <e.
z€RN\K

Wir setzen
Co := Co(RY) := {h € C(R") : h abklingend}.

Offensichtlich gilt . U C. C Cp. Man kann zeigen ([U]), dass Cy ein abgeschlossener
Teilraum von (B(RY), || - ||») und damit selbst ein Banachraum ist. AuRerdem sieht man
leicht, dass Funktionen in Cy gleichméfig stetig sind. Ist p > 0 und ist ¢, definiert durch

©p(z) := max{0,1 — dist(z, pB)} (z € RY),

so gilt fo, € C. und fp, — f gleichmikig auf RY fiir beliebige f € Cy. Insbesondere ist
C. dicht in Cy, also Cy der Abschluss von C.. in B(RY).

Beispiel 3.17 Es sei u : RV — R definiert durch

u(z) = {c-exp<1/<|x|2 “1), el <1

0, |x] > 1

mit ¢ > 0 so, dass [ u = 1. Man kann zeigen, dass u eine Testfunktion (mit supp(u) = By)
ist. Fiir r > 0 ist damit auch u, := r’Nu(rfl ) € 2 mit fur = 1 und supp(u,) = rBx.
Also ist u, wie in Satz 3.10.

Satz 3.18 & ist dicht in (Ly, | - ||p) fir alle p € [1,00) und in (Co, || - ||loo)-

Beweis. Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz gilt f1,p — f fiir alle f € L,,.
Entsprechend gilt fy, — f fiir alle f € Cy. Daher reicht es jeweils, die Behauptung fiir
den Fall zu zeigen, dass f aufserhalb einer kompakten Menge K verschwindet.
Es seien u, wie in wie in Beispiel 3.17. Wegen Satz 3.15 ist f *u, € . und nach Definition
der Faltung gilt

supp(f * u,) C K + supp(u,) = K + rBn,

also f xu, € 2. Nach Satz 3.10 gilt f *u, — f in L, beziehungsweise in Cy fiir r — 0. O

Als unmittelbare Konsequenz ergibt sich wieder
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Satz 3.19 (Riemann-Lebesgue) Fiir alle f € Ly ist f € Cy.

Beweis. Da .¥ D 2 nach Satz 3.18 dicht in L, ist, existiert e1ne Folge (uy) in . mit
u, — f in Ly. Wegen Hf —Uplloo < NIf — unlh gilt .7 > U, — f gleichméig auf RY. Da
(Co, |l * o) ein Banachraum mit . C Cy ist, gilt f e Co. |

Als weitere Folgerung erhdlt man zentrale Aussagen iiber die Fourier-Transformation auf
dem Hilbertraum Lo (vgl. Satz 2.15).

Satz 3.20 (Plancherel)

1. Die Fourier-Transformation auf # hat genau eine Fortsetzung zu einer stetigen (lin-
earen) Abbildung T : Lo — Lo(m) und T ist ein isometrischer Isomorphismus von
Ly auf Lo(mpy).

2. Fir f € Ly gilt

ITf = (FLoB) Na(m) = 0 und |f = (Tf)1p5)" [l =0 (p — o0),

also, jeweils in Lo,

f(x)e ™ dx — Tf und / (Tf)(w)e™ dm(w) = f (p— 0).

pBN pBN

Beweis. 1. Da . D % nach Satz 3.18 dicht im Banachraum L ist, und da stetige
lineare Abbildungen gleichméfsig stetig sind, existiert genau eine stetige Fortsetzung T :
Ly — Ly(m) und diese ist auch linear. Auferdem folgt aus der Stetigkeit der Norm und
lull2 = [|ul|L,m) fir uw € .7 dann auch || f|l2 = [|Tf||L,m) fiir alle f € L. Damit ist T
eine Isometrie. Ist schlieRlich f € Ly und . 3 u,, — f in Lo so gilt auch @, = Tu, — Tf
in Ly und damit

fun = ()" = (@n(=))" = T(Tf(—)).
Also ist f = T(Tf(—-)) und damit T insbesondere surjektiv.
2. Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz gilt ||f — f1,g[2 — 0 fiir p — oo.
Auferdem ist f1,p € L1 N Lo, also existiert (f1,5)” und es gilt

ITf = (fLoB) NLam) = If = flpBll2 = 0 (p = 00).

Die zweite Aussage ergibt sich aus Symmetriegriinden. O

Zum Abschluss wollen wir wieder kurz auf die Erweiterung der Fourier-Transformation von
Ly auf den Raum der komplexen Borel-Mafse eingehen.

Bemerkung und Definition 3.21 1. Ist u ein komplexes Maf auf Z(RY) und CB :=
CB(RY) der Raum der beschriinkten stetigen Funktionen auf RY, so ist durch

CBBgH/gduE(C
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ein stetiges lineares Funktional auf (CB, ||-||o) gegeben. Der bereits in Bemerkung und Def-
inition 1.5 zitierte Rieszsche Darstellungssatz besagt in der hier relevanten Situation auch,
dass jedes stetige lineare Funktional auf dem Teilraum Cj von C'B von dieser Form fiir genau
ein komplexes Maf p auf Z(R”Y) ist. Man identifiziert wieder p und das entsprechende
Funktional und schreibt Cj = (Cp)’ fur die Menge der komplexen Mafe auf Cp.

2. Fiir p € C} mit Polarzerlegung h|u| ist die Fourier-(Stieltjes-) Transformierte i von
w1 definiert durch

i) = [emdu= [ewdu= [ him) dul@) (@ erY).

Nach Definition gilt
WWNS/MM=MMWW (w € RY)

und damit ist wieder i € B(RY). AuRerdem ist mit gleicher Argumentation wie in Be-
merkung und Definition 3.3 7 stetig, also i € CB.?* Ist speziell 4 = f\ mit f € Ly,

also
/gdu;/gf (9 € CB),

so ergibt sich i = fmit g = e_,. In diesem Sinne kann man die Fourier-Transformation auf
den komplexen Maflen wieder als Erweiterung der Fourier-Transformation auf L; auffassen.

Beispiel 3.22 Fiir das Dirac-Ma® §, am Punkt a € RV gilt ci(w) = e¢~'@%  Man sieht,
dass J, gleichméfig stetig und beschrénkt, allerdings nicht abklingend ist.

Satz 3.23 (Eindeutigkeitzssatz)
Die Fourier-Transformation Cy 3 p+— 1 € CB ist injektiv.

Beweis. Es sei p so, dass p = 0. Dann gilt fiir o € Ly nach dem Satz von Fubini

/ﬁdu = //h(y)e*im'ydydu(z) = /hﬁ: 0.

Ist w € &, so ist u = h fir ein h € . C Ly wegen der Surjektivitdt der Fourier-
Transformation auf .. Also gilt

wdp = 0.

Da /1 ein stetiges Funktional und . O % nach Satz 3.18 dicht in Cy ist, ist p(g) = [gdp =0
fiir alle g € Cj. ]

24Man kann zeigen, dass [i sogar gleichmiRig stetig ist.
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Bemerkung 3.24 Die Fourier-Transformation ldsst sich weiter ausdehnen auf den Raum
der temperierten Distributionen .#’: Ist u : % — C linear, so nennt man u eine tem-
perierte Distribution, falls fiir alle Folgen (¢,) in . mit ¢,, — ¢, also mit der Eigen-
schaft, dass fiir beliebige o, 8 € N}

[Mad” (on = @)oo =0 (n = 00)

gilt, die Folge (u(vn)) gegen u(p) konvergiert. Man kann zeigen, dass mit ¢, — ¢ auch
©n — ¢ (im obigen Sinne) gilt. Fiir v € .’ ist daher das lineare Funktional @ : .¥ — C,
definiert durch

u(p) :=u(@) (pe),

ebenfalls eine temperierte Distribution. Also ist die dadurch auf .’ definierte Fourier-
Transformation eine Selbstabbildung. Man sich iiberlegen, dass (im Wesentlichen we-
gen (3.1)) die Fourier-Transformation auf .’ sowohl als eine Erweiterung der Fourier-
Transformation auf C{ als auch der auf Lo angesehen werden kann.?

25Sehr viel Genaueres dazu findet man etwa in W. Rudin, Functional Analysis, 2nd ed., McGraw-Hill,
New York, 1991.
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4 Anwendungen und Folgerungen

Wir gehen in diesem Abschnitt auf verschiedene Anwendungen der Fourier-Transformation
(in RY) ein. Los geht es mit partiellen Differenzialgleichungen.

Bemerkung und Definition 4.1 Wir schreiben Punkte in R x RY in der Form (¢, z) mit
t € R, z € RY. Weiter seien I ein offenes Intervall und u : I x RN — C so, dass u(t,-) €
C?(RYN) fiir t € I. Wir setzen Au := Ayu:= A(u(t,-)), wobei A : C*(RY) — C(RY) den
Laplace-Operator
N 92
0 v

Av = —
Ox?
j=1""3

bezeichnet. Damit heifien die partielle Differenzialgleichung

ou

(homogene) Wirmeleitungsgleichung auf D := (0,00) x RV und die Gleichung

0%u

(homogene) Wellengleichung auf R x RY.

Als extem niitzlich erweist sich die Tatsache, dass (unter geeigneten Voraussetzungen)
Fourier-Transformierte von Ableitungen sich lediglich durch die Multiplikation mit ent-
sprechenden w-Potenzen von der Fourier-Transformierten der Funktion selbst unterscheiden
(vgl. Bemerkung 3.8). Im Falle des Laplace-Operators gilt etwa

(A) (W) = —|w|*D(w).

Wir untersuchen zunéchst die Warmeleitungsgleichung und dabei das Anfangswertproblem
mit Anfangsbedingung

U(O,Z‘) = f(x)v

wobei f eine vorgegebene Warmeverteilung zum Zeitpunkt ¢ = 0 beschreibt. Wir zeigen,
dass eine Losung per approximativer Eins basierend auf der Gauf-Funktion uy bestimmt
werden kann. Dazu betrachten wir fiir ¢ > 0 die Kerne

Hy(z) = (4rt) "N 2uy (2/V2t) = (4rt) N2 1oP/(0 (1 ¢ RN,

Satz 4.2 FEs sei f € L.

1. Durch u(t,x) := (f * Hy)(x) ist eine Funktion u € C*°(D) definiert, die die Wdrme-
leitungsgleichung auf D ldst.
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2. Ist f € B(RYN) gleichmifig stetig, so ist durchu(0,z) := f(z) eine stetige Fortsetzung
von u auf den Abschluss [0,00) x RN von D gegeben.?6

Beweis. 1. Nach Satz 3.7 und mit Substitution y = z/v2t gilt Hy(w) = e !l fiir
weRN. Wegen f € Ly und H; € . C Ly ist f* H, € L. Auferdem gilt

(f * HY (W) = F@)Hyw) = flw)e ™ (e rM).

Daw et e .7 c Ly gilt und fbeschréinkt ist, ergibt sich (f * Hy)~ € Ly, also mit
Satz 3.12 (Fourier-Inversion)

u(t,z) = (f * He)(x) = ((f = He))Y (2) = /f(W)e’”“"zei“ dm(w).

Wegen der Abklingeigenschaften des Gauf-Kerns ist ergibt sich « € C'*° (D) mit Differenzi-
ation des Parameterintegrals (vgl. Satz 3.15) und dabei insbesondere durch Ableiten nach
t sowie zweimaliges Ableiten nach den z-Koordinaten und Aufsummieren

Srtn) = [ Flwpe " (ol dm(w) = Au(t,a).

2. Esgilt [H; =1 fiir alle t > 0. Ist f € B(R"Y) gleichmiiRig stetig, so folgt aus Satz 3.10,
angewandt auf g, = H,2,

gleichmé#Rig auf RY. Damit ist die Fortsetzung stetig. o

Die Losung der Warmeleitungsgleichung hat die Darstellung
u(t, ) = (@ flw)e Y,
In dhnlicher Weise kann man eine Losung der Wellengleichung zu den Anfangsbedingungen

u(0,2) = f(z) und %(O,x) = g(x)
fiir geeignete f,g finden. Man nennt das entsprechende Anfangsproblem das Cauchy-
Problem fiir die Wellengleichung. Hier konnen wir beliebige ¢ € R betrachten, da wir mit
trigonometrischen Kernen cos(|w|t) beziehungsweise sin(|w|t) arbeiten, die als Funktionen
von (t,w) auf R x RN beschrinkt sind. Adererseits miissen wir stirkere Bedingungen an
das Abklingen von f, g stellen um geniigende Differenzierbarkeit der Parameterintegrale zu
garantieren.

Satz 4.3 Es seien f,g € .. Dann ist durch

~

u(t, ) 1= (= Flew) cos(lwlt) + Ge) sin(felr) /] )

eine Losung des Cauchy-Problems fiir die Wellengleichung gegeben.

26 Also haben wir eine Losung des Anfangswertproblems mit Warmeverteilung f zum Zeitpunkt ¢t = 0.
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Beweis. Da f,’g\ € . schneller als jede Potenz abklingend sind, kénnen wir das Parame-
terintegral

ut.a) = [ (Flw) cos(lwle) + Glw)sin(lole)/Jo]) € dm(e)

sowohl nach ¢ als auch nach x beliebig oft differenzieren. Zweimaliges Ableiten nach ¢ sowie
zweimaliges Ableiten nach den z-Koordinaten (und Aufsummieren) ergibt

o~

%(t,w) = /(f(w) cos(|wlt) + g(w) sin(w[t)/|w]) (—|w[*)e™ " dm(w) = Au(t, ).

Fourier-Inversion zeigt
und einmaliges Differenzieren nach t sowie Fourier-Inversion ergibt

ou

500 =@" =g

O

Wir gehen nun kurz auf eine vor allem fiir die Quantenphysik fundamentale Aussage ein.
Ist 0 # u € .7, so ist die Dispersion A,u an der Stelle a € R definiert durch

Bowi= [lo=aPlu@Pds / [ fuf.

Aqu misst in gewisser Weise, wie sehr u sich in der Nihe von a konzentriert.?” Die Heisen-
bergsche Ungleichung besagt grob, dass u und @ nicht zu beide sehr stark konzentriert sein
konnen: Ist die Dispersion von u klein, so ist die von @ grof und umgekehrt.

Satz 4.4 (Heisenbergsche Ungleichung) Fiir u € .y und a,a € RN gilt

(Aqu)(Aqu) > N? /4.

Beweis. Beim Beweis konnen wir uns auf den Fall @ = o« = 0 beschrédnken. Den allge-
meinen Fall kann man durch Betrachtung von v(z) = e “u(x + a) wegen A u = Agv
und A,u = AT darauf zuriickfiihren. Also: Nach der Greenschen Formel?®, angewandt
auf |u|? = vu und g(r) := |z|?/2 = x - 2/2, folgt wegen |u|? € ¥ und Ag(z) = N

N/\u|2 /|u|2Ag: —/Vg-V\u|2 = —/w-V(uﬂ)(m) dx

—/x @V + V) (z) de < 2/ @] - |uVul(z) da
27 Aus Sicht der Stochastik: Ist [ |u|? = 1 und X eine |u|?\-verteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert
EX, soist Agpx(u) = Var(X).
28Giehe etwa https://www.math.uni-trier.de// mueller/Diffgleichungen/DGL-2018.pdf, Satz 7.7.
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und mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung daher

V([ 1uP) <a( [ laPru)? as) ([ 1va?)

Nach Satz 3.12 ist [ |u|> = [ [4]? dm und nach Bemerkung 3.8 zudem

[1vur ﬁ [ 15 =i 1@ dm

N
> [ lsPlat)? dmw) = [ ola) P dn).

Damit ergibt sich

N ([ l) ([ @ am) < a( [ laPlu) P ae) ([l a)Pdn().

Bemerkung 4.5 Ist u(t) = u;(t) = ¢~*/2 die Gauk-Funktion, so gilt

t e 1 1
/t2|u(t)|2dt: /t-te*tz dt = —5642 +§/e*t2 dt = §/Iu\2

und @ = V27w u. Also ergibt sich Agu = Agu = 1/2 und damit Gleichheit in der Heisen-
bergschen Ungleichung. Man kann zeigen, dass im Falle N = 1 und a = 0 Geichheit genau
fir die Familie der Gauf-Funktionen u(t) = Ae=B% mit A # 0 und B > 0 vorliegt.

Eine weitere Anwendung findet die Fourier-Transformation im Zusammenhang mit der
Rekonstruktion N-dimensionaler Funktionen per Integration {iber affine Hyperebenen. Die
resultierende Methode findet Anwendung unter anderem in der Computertomographie.?®

Bemerkung 4.6 Es seien N > 2 und v € S¥~! := {z € RY : |z| = 1} eine Richtung in
RY. Dann ist fiir ¢ € R die (affine) Hyperebene E(t,v) senkrecht zu v durch den Punkt
tv gegeben durch

Et,v)={zecRY :v.z =t}

Dabei ist ¢ = dist(0, E(¢,v)). Ergénzt man v zu einer Orthonormalbasis
(va) = (V7W17 v aWNfl)

des RY (etwa per Gram-Schmidt-Verfahren), so ist durch ¢, : RV~ — E(t, v) mit

N-1
Y v(u) ==tv+ uwW =tv+ Z ujw;  (u=(u,...,un_1) € RN-1)
j=1

29Giehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Radon-Transformation.
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eine Parametrisierung von E(¢,v) gegeben mit Jy, v(u) = W. Da (wy,...,wy_1) ein
Orthonormalsystem ist, ergibt sich

W'W =1Iy_;.
Fiir f : RN — C mit f oy € Li(RY™1) ist das Hyperflichenintegral von f auf E(t,v)

damit gegeben durch

/ f:/ F(prv(u))(det WTW)L/2 du:/f(tv+uTW)du.
E(t,v) RN-1

Es sei U = U, : RV — RY" die lineare Abbildung, die die kanonischen Einheitsvektoren
in das Orthonormalsystem (v, wy,...,wy_1) iiberfiihrt, also U(z) = Az mit A = (v, W).
Dann ist |det A| = 1 und daher gilt nach der Substitutionsregel fiir f € L;(RY) (und fiir
beliebiges v € SV1)

/f:/foUv://f(Uv(t7u))dudt://f(tv+uTW)dudt:/(/E(tv)f) dt.

Bemerkung und Definition 4.7 Fiir f € .#y heift die Funktion Rf : R x S¥~1 — C,
definiert durch

(RI)(t,v) == / f((tv) eR xSV,

E(t,v)

die Radon-Transformierte von f. Wir schreiben .7 (R x SN¥~1) fiir die Menge aller
g:R xSVt — C mit gy := g(-,v) € C(R) und so, dass

sup  [tFgl) (1) < o0
(t,v)ERXSN 1

fiir alle k, ¢ € Ny. Damit gilt Rf € (R x SN71).
Denn: (Skizze) Wegen f € .# existiert zu jedem k eine Konstante Ay > 0 mit
L+ DA+ [u)* [ f(tv +u W) < A, (t€R, ueRYT)

Also ist fiur k > N

A+ IRNE < A [ i <

Eine entsprechende Argumentation gilt fiir die Ableitungen.

Die Abbildung R : /N — .7 (RxSV~1) heifit (N-dimensionale) Radon-Transformation.

Es stellt sich in natiirlicher Weise die Frage, ob f durch Rf eindeutig bestimmt ist, also R
injektiv ist, und, wenn ja, wie sich f gegebenenfalls aus Rf rekonstruieren ldsst. Die erste
Frage beantwortet
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Satz 4.8 FEs sei f € SN. Dann gilt

~

1. Fir alle v € SNt st (Rf(-,v))" = f(-v).

2. Aus Rf =0 folgt f = 0.

Beweis. 1. Wegen v L E(t,v) und v-v =1 gilt

N-1
t=v-(tv+ Z ujw;) =v-Uy(t,ur,...,un—1) =v-Uy(t,u)
j=1

fir w € RV~1. Also folgt wegen der Bewegungsinvarainz des Lebesgue-Mafes fiir s € R

wseore = [ ([ e
= //f(tv—&-uTW)due_iStdt
= [ de )

~

_ / £l w)e V00 (4 u) = F(sv)

2. Ist Rf = 0 so ist auch 0 = (Rf(-,v))" = f(-v) fiir alle v € S¥=1. Damit ist f = 0, also
wegen der Injektivitdt der Fourier-Transformation auf . auch f = 0. |

Bemerkung 4.9 Der erste Teil von Satz 4.8 zeigt etwa im Falle N = 2, dass f genau dann
auf einer Geraden durch den Ursprung verschwindet, wenn Rf auf allen dazu senkrechten
Geraden verschwindet. Ist f = 0 auflerhalb einer kompakten Menge, so kann man zeigen,
dass f (und damit f) schon dann verschwindet, wenn ]?auf einer unendlichen Menge von

Geraden durch den Ursprung verschwindet.3"

Wir wollen die Frage untersuchen, wie man f aus Rf rekonstruieren kann.

Definition 4.10 Essei o = oy das Oberflichenmaf der Sphire SV ~!. Die duale Radon-
Transformierte R* : (R x S"~ 1) — Zy ist fiir h € /(R x S¥~1) definiert durch

(R*h)(x) :== / h(z-v,v)do(v) (zeRY).

SN-1

30Dieses und weitere Ergebnisse in dem Zusammenhang findet man etwa im Artikel Uniqueness and
Nonuniqueness for the Radon Transform von P.D. Lax und L. Zalcman in ihren Buch Complex Proofs of
Real Theorems, American Mathematical Society, Providence, 2012.



38

Im Fall N = 3 lasst sich damit die Frage nach der Rekonstruktion von f aus Rf in
sehr eleganter Weise beantworten. Unter Verwendung sphérischer Polarkoordinaten, der
Substitutionsregel und des Satzes von Fubini kann man zunichst zeigen ([U]), dass fiir

f c [1( ES)
fd\s = f(rv r2drdo(v 4.
/ A3 /Sz /(0,00) ( ) ( ) ( 1)

gilt.

Satz 4.11 Fiir f € %3 gilt (~AR*R)f = 872 f.

o~

Beweis. Nach und Satz 4.8 und Fourier-Inversion (Satz 3.12) ist Rf(-,v) = (f(-v))V. Also
gilt fiir 2 € R?

(R*Rf)(x) :/SQ/Rf(sv)eisx'v dmq (s) do(v).

Wir schreiben Sy := S N {z : &7 > 0} fiir die rechte bzw. linke Hemisphire. Wegen
E(—t,—v) = E(t,v) und |v| = 1 folgt wieder mit Fourier-Inversion (Satz 3.12) und mit
(4.1)

—A(R*Rf)(x)

/Sz /Rf (sv) s?|v [ €5 dima (s) dor (v)

(/S+ /RjL /+/S /R++/S_/_)f(sv)sQem'Vdml(s)dG(v)

2 /S2 /(0700) f(sv) 52 eV dmy (s) do(v)

— 20n)? / Flw)e™™ dms(w) = 872 ()" (2) = 872/ (x).

O

In Bemerkung 3.24 haben wir angedeutet, wie die Fourier-Transformation auf den Raum
" der temperierten Distributionen ausgedehnt werden kann. Dies kann genutzt werden,
um Sobolev-Raume beliebiger reeller Ordnung s zu definieren.

Bemerkung 4.12 Es sei s € R. Ist g mit w — (1 + |w|?)¥/?g(w) € £, so ist p-g
integrierbar fiir alle ¢ € .% und durch v(¢) := [ pg eine temperierte Distribution v = v,
gegeben. Damit definiert man den Sobolev-Raum H? der Ordnung s als den Raum aller

u € &' so, dass U = vy fiir eine Funktion g wie oben. Identifiziert man % und g, so ist
durch

(ur, u) = / (1 + [w[) T (@) (@) dm(w)

ist ein Skalarprodukt auf H® (wohl-)definiert, mit dem H® zu einem Hilbertraum wird.
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5 Laplace-Transformation

Wir haben bereits frither bemerkt, dass Fourier-Transformierte f glatt sind, wenn f € Ly
stark abklingt. Ist N = 1 und verschwindet f sogar auferhalb eines kompakten Intervalls
[—m,m], so gilt fiir aj, := [tFf(¢)dt

Jax] < /It’“f(t)ldt < w11

Fiir alle festen z,t € C konvergiert die Exponentialreihe

et = Z(fzt)”/u!.

v=0
Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz ergibt sich
(Lf)(z) := /e_th(t) dt = Z(—l)”a,,z”/u!,
v=0

und zwar (als Potenzreihe mit Konvergenzradius co) mit gleichméfiger Konvergenz auf
kompakten Mengen in C.

Bemerkung und Definition 5.1 Ist Q C K offen, so heifit f : Q — C analytisch, falls
f in jedem Punkt x € Q lokal durch eine Potenzreihe dargestellt wird, also falls zu jedem
x € Q eine Folge (¢x(x)) in C existiert mit

fla+h) =) c(a)h”
v=0

fiir |h| geniigend klein. Potenzreihen sind stets beliebig oft differenzierbar auf ihrem Kon-
vergenzkreis und es gilt cx(z) = f*)(z)/k! (mit anderen Worten: eine Potenzreihe ist die
Taylor-Reihe der Grenzfunktion).

In der Funktionentheorie zeigt man, dass stetige komplexe Differenzierbarkei
Mengen 2 C C schon Analytizitdt impliziert und dass fiir alle x € Q der Konvergenzradius
der Potenzreihe um z stets > dist(z,0€2) ist. Man nennt auf Q@ C C komplex stetig
differenzierbare Funktionen holomorph (auf Q) und setzt

31 auf offenen

H(Q):={f:Q— C: f holomorph}.

Im Falle 2 = C spricht man auch von ganzen Funktionen. Ganze Funktionen sind damit
um jeden Punkt in ihre Taylor-Reihe entwickelbar und dies mit Konvergenzradius co. Die
Funktion Lf von oben ist eine ganze Funktion.

Definition 5.2 Wir betrachten kompakte Mengen K in C und komplexe Mafe 1 auf Z(C)
mit Trager in K, also |u|(K) = |x|(C), und schreiben M (K) fiir die Menge dieser Mafe.
Fiir p € M(K) heifst die Funktion Ly : C — C mit

i) = [ dntw) (20

31 Auf die Stetigkeit der Ableitung kann man sogar verzichten.
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die Laplace-Transformierte von px. Im Falle p = fA mit f wie oben schreibt man

Lf == L(f\).

Bemerkung und Definition 5.3 Sind p € M(K) und a; := [w" du(w), so sieht man

wie oben, dass
o0

(Li)(=) = 3 (~1)a,2" /!

v=0
fiir alle z € C gilt. Damit ist Ly eine ganze Funktion.
Eine ganze Funktion g heifit vom Exponentialtyp, falls Konstanten a, C' > 0 so existieren,
dass
9()] < Cel (2 € C)

gilt. Mit m := max,ex |w| ist

(@I < [ ™ dultw) < [ e=lduiw) < mFlul) - (€ ©)
also Ly vom Exponentialtyp. Weiter gilt fiir z, h € C

(e ) = [ e dutw) = 30 -1 [ e ur dutw)

v=0

und damit
(L) P (z) = (~1)* / e wbdp(w) (k€ No).

Mit py,(w) := w* ist also (Lu)*) = (—1)kL(pp) fiir k € Np.

Wir betrachten nun wieder Funktionen f : R — C, allerdings nur solche, die auf der
negativen Halbachse verschwinden.

Bemerkung und Definition 5.4 1. Fiir f : R — C setzen wir f, := fexp(—a-) und
damit

E={fR=>C: flcec,0) =0, fa € Z1A(R)}.

Weiter schreiben wir C := {z € C : Re(z) > 0} fiir die offene rechte Halbebene. Ist f € &,
so ist die Laplace-Transformierte Lf : C; — C von f definiert durch

(LAH(2) :== (LfH(a+iw) := /f(t)eth dt = fa(w) (z=a+iweCy).

AuRerdem ist t > |t* f(t)|e = fiir jedes o > 0 eine integrierbare Majorante fiir die Familie
(t = (=) f(t)e *")Re(2)>a- Damit erhilt man mit dem Satz iiber die Differenziation von
Parameterintegralen wieder die komplexe Differenzierbarkeit beliebiger Ordnung von L f
auf Re(z) > «, also auch auf C;. Folglich ist die Laplace-Transformation L eine lineare
Abbildung von & nach H(C, ) und es gilt

(LA™ = (=1 Lprf) (k€ No).
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2. Es sei Q C R offen. Eine messbare Funktion f : 0 — C heifst lokal integrierbar
(auf Q), falls flg fiir alle kompakten K C Q integrierbar ist. Wir schreiben £,.(Q)
fiir den Raum der auf ) lokal integrierbaren Funktionen. Ist M C C unbeschrinkt, so
nennen wir eine Funktion f : M — C vom Subexponentialtyp, falls fiir alle € > 0
Konstanten C, R > 0 so existieren, dass |f(w)| < Cel! fiir [w| > R. Ist f € Loe(R) vom
Subexponentialtyp mit f|_o0) = 0, so ist f € &.

Denn: Ist a > 0, so existieren C, R > 0 so, dass |f(t)| < Ce'*/? fiir t > R. Also
ist [ |f(t)]e=*" dt < oo und wegen f € Hoc(R) ist auch fOR |f(t)]e~t dt < oo.

Damit existiert die Laplace-Transformierte insbesondere fiir solche f.
3. Fir f : R — C schreiben wir im Weiteren

f+ = .fl[O,oo)

Ist f: R — C stetig differenzierbar und vom Subexponentialtyp mit f) := (f'); € &, so
ergibt sich

(L) (/1 (e dt = f(t)e j/ () (=2)e" dt = 2(Lf1)(=) — £(0).

4. Ist f € 2 mit f|(_,0) =0, s0ist f €& und Lf durch
(L)) = Flw) = [ rite @t wem

zu einer auf der abgeschlossenen Halbebene {Re(z) > 0} beschriankten und stetigen Funk-
tion fortsetzbar (dominierte Konvergenz). In diesem Sinne kann man die Fourier-Transfor-
mierte von f als die Randfunktion von Lf auffassen.

Beispiel 5.5 1. Ist a € C mit Re(a) < 0, so gilt exp(a-)4+ € & und fiir z € C,.

o 1 oo 1
(Lexp(a-)y)(z) = / ela=t g = —— _ela=2)t] =
0

a—z 0 zZ—a

Mit a = 0 ergibt sich insbesondere (L1 )(2) = 1/z.
2. Ist b € R so folgt aus 1. wegen cos(bt) = (e + =) /2 fiir 2 € C, auch

1 1 1 z
(Leos(b-)4)(z) = i(z — b + z+ ib) 22 4p2
und entsprechend
. b
(Lsin(b-)4)(z) = 2

Definition 5.6 Wir betrachten im Weiteren orientierte Integrale auf Strecken bzw. Gera-
den und auf Kreisen in C. Dazu definieren wir zunichst Wegintegrale. Ist I = [, 8] und
v : I — C stetig differenzierbar, so heifst fiir g : v(I) — C so, dass (g o)y’ integrierbar ist,

/g—/ ‘/Wﬂv—lbW®W@ﬁ
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Wegintegral von g lings v. Sind a,¢ € C und v(t) := a + t(, so schreiben wir

/ai:icg:—Lg—CLﬁg(a+tC)dt

fiir das orientierte Integral von g lings der Strecke von a+ «(¢ nach a+ 3¢ (nach der Substi-
tutionsregel ist das Integral unabhingig von der Wahl der affin-linearen Parametrisierung
~ der orientierten Strecke). Speziell ist fiir b € C und ¢ := b — a mit I = [0, 1]

/abg(ba)/olg(aJr(ba)t)dt.

Dabei gilt f: g=- fba g. In analoger Weise definieren wir orientierte Integrale iiber Kreis-
bogen. Wir setzen fir § — a < 27

SE={e":a<t<p}

[e3%

und fiir ¢ € C, p > 0 mit y(t) := ¢ + pe’t

B L
/ g::/gzpi/ g(c+ pe't)e' dt.
v «a

c+pS5

Oft verwendet man die Abschétzung

’ / g‘ﬁp/jlg(wrpeit)ldté sup |g(s)] - p(8 — ).

5 sectpSE
et+pSh

Gelegentlich betrachten wir auch orientierte Integrale auf (Halb-)Geraden: Ist I = (a, )
mit 8 = oo oder a = —oo und () := a + t¢ fiir t € I, so ist y(I) eine Halbgerade oder
Gerade. Ist g : a + I( — C so, dass g o -y integrierbar auf I ist, so setzen wir wieder

/aawcg:: /:Jrﬁcg(S)ds:ZC/jg(ath()dt.

+ag +ag
Bemerkung 5.7 Es seien Q2 C C offen und g € H(Q).
1. Als Spezialfille des Cauchyschen Integralsatzes®? ergeben sich fiir a,b,c € C

e (Lemma von Goursat) Enthélt  die konvexe Hiille von a, b, ¢ (also das ausgefiillte
Dreieck mit den Ecken a, b, ¢), so gilt

/abg+/bcg+/cag:0. (5.1)

e (Cauchyscher Integralsatz fiir Kreissegmente) Gilt a = ¢ + pe'®, b = ¢ + pe’® und
enthilt  die von der Strecke von a nach b und dem Kreisbogen ¢ + pS? berandete

konvexe Menge, so gilt
b
/ g= / g- (5.2)

c+pS8E

32Giehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Cauchyscher_Integralsatz.
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Damit kann man zeigen ([U]): Enthélt Q den Sektor
Whi={z=re:r>0,a<t<p}

und existieren Konstanten s > 1 und R,C > 0 mit |g(w)| < Clwl|* fiir w € W5, |w| > R,

so gilt fiir z,2" € W2\ {0}
/ 9= / g. (5.3)
0 0

2. (Cauchysche Integralformel fiir Kreissegmente) Es seien ¢ € C und p > 0. Gilt a =
c+ pe'®, b= c+ pe® und enthilt Q die von der Strecke von a nach b und dem Kreisbogen
c + pS? berandete konvexe Menge K, so gilt fiir alle z im Inneren von K

1= [+ )L

c+psg
Beispiel 5.8 Sind n € Ng und f(t) := t"1j9,o0)(t), so ist f € & und fiir z € C; mit (5.3)

2"THLE)(2) = z/ (zt)"e* dt = / steds = / ste™ds =T(n+1),
0 0 0

also (Lf)(z) = T(n+1)/2z" = nl/2z"+L auf C, .33

Wir wollen nun wieder die Frage nach der Rekonstruktion der Funktion f aus Lf unter-
suchen. Zunéchst formulieren wir ein weiteres Ergebnis iiber die Rekonstruktion von f aus
der Fourier-Transformation im skalaren Fall N = 1.

Bemerkung 5.9 (vgl. Bemerkung 2.10) Ist f € L1 (R) mit ¢ — f(t)/t € L1(R), so gilt

~ R -~
(Flenm)’ O = [ Fwan(w) =0 (7).

Denn: Ist g(t) := f(t)/t, so ist g € Ly und mit Differenziation des Parameter-
integrals

~

@) (w) = —if(w) (weR).

Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung und dem Riemann-
Lebesgue-Lemma gilt

R o~
/_ @) dw = i@R) ~3(-R) 0 (R o)

33Dies gilt genauso fiir allgemeine Exponenten o mit Re(a) > —1 statt n, wenn man fiir 2**1 den
Hauptzweig auf C4 wahlt.
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Satz 5.10 Es sei f € Li(R). Euwistieren c+ € C so, dass t — (f(t) — ¢4 )1jo,00)(t)/t und
t= (f(t) — c-)1(—oo,0)(t)/t lokal integrierbar sind, so gilt

o 1
/ f(w) dm(w) — 5(04_ +c) (R— ).
-R

Beweis. Es gilt (vgl. Beispiel 3.2)

R sin
/ e~ dm(w) = ;_ft) =:ugr(t),
-R

also
/_Z flpimt) = [ 1; [ e dedmo) = [0

Wihrend ug nicht absolut integrierbar ist (also ur ¢ %)), existiert das uneigentliche

Integral®* auf R und es gilt?®
JACCEY IRCEE
u = u = -
0 r —o00 f 2
0

R _ i~
/_Rf(w)dm<w)—%<c++c,):/o uR(t)(f(t)—c+)dt+/ wr(®) (f() — ) dt.

—0o0

Also folgt

Es reicht also zu zeigen, dass die beiden Integrale auf der rechten Seite fiir R — oo abklin-
gend sind. Aus Symmetriegriinden reicht es wiederum, dies fiir das erste zu zeigen.
Sind R, T > 1, so gilt

‘/ uRf‘S/ |f] und / uRz/ Up.
T T T RT

Ist € > 0 gegeben, so existiert also ein T' > 1 so, dass fiir alle R > 1

‘/TOOUR(f—%)‘ <e.

Wie oben ist fiir f7 := (f —cy)1jo,7y

T R
/O un()(f(t) — 1) dt = / wn(t) fr(t) dt = / Frlw) ).

Nach Bemerkung 5.9, angewandt auf fr, konvergiert die rechte Seite gegen 0 fiir R — oo.
Also ist

’/ uR(f_c-‘r)‘ <2
0
fiir R geniigend grofs. o

34h heiRt uneigentlich integrierbar auf [a, 00), falls f;o h = lim¢ oo f: h existiert. Entsprechend heifdt

h uneigentlich integrierbar auf (—oo, 8], falls ffoo h = limp_ oo ft’ﬁ h existiert. Dartiber hinaus heifst h
uneigentlich integrierbar auf (—oo,c0), falls h uneigentlich integrierbar auf (—oo,0] und [0,c0) ist, und
dann ist [ h:= [T h+ fEOO h.

35Giehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Integralsinus.
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Bemerkung 5.11 Ahnlich wie in Satz 2.11 sicht man: Ist f € .%; (R) Holder-stetig an der
Stelle t, so ist s — (f(s)— f(t))/(s—1t) lokal integrierbar auf R. Nach Satz 5.10, angewandt
auf f(- + 1), gilt wegen (f(- +1))(w) = " f(w) in diesem Fall

~

Flinm) / Fl@)e™ dm(w) = f(t) (R — o0).

Hat f an t eine Holder-Sprungstelle, so gilt

Pnm = [ F@edm) + 2w+ 1) (R o0).

Als unmittelbare Anwendung ergibt sich fiir Laplace-Transformierte

Satz 5.12 (Laplace-Inversion) Es seien f € & undt € R. Ist f|g ) Holder-stetig an
t im Falle t > 0, so gilt fir alle a > 0 und R — oo

(@), fallst #£0
F(0)/2, fallst=0"

1 a+iR

— (Lf)(s)e*t ds — {

2mi Jo—ir

Beweis. Nach Bemerkung 5.11 gilt wegen (Lf)(a+i-) = fa

et f.(t) = f(b), falls t #0
fa(0)/2 = £(0)/2, fallst=0
O

1 a+iR

2mi a—iR

(Lf)(s)e ds = e“t/fa(w)e”w dm(w) — {

Beispiel 5.13 Ist f = 1|9, so gilt (Lf)(z) = 1/z auf C; nach Beispiel 5.5 bzw. 5.8.
Hier ergibt sich fiir a > 0 mit dem Hauptzweig des Logarithmus?%

a+iR dS
/ — log(a + iR) — log(a — iR)

a—iR S
= darg(a+iR) —iarg(a —iR)) — in/2 — (—iw/2) =in (R — o0)

und damit _
1 a+iR ds

1
— S (R — ).
i) . s 3 (B

Wir untersuchen nun das Randverhalten von (Lf)(z) bei Anndherung von z an 0. Ist f €
21 mit fl(0,00) = 0, so ist, wie in Bemerkung und Definition 5.4 erwihnt, L f fortsetzbar zu
einer auf {Re(z) > 0} stetigen Funktion mit (Lf)(iw) = f(w) fiir w € R, also insbesondere

(L£)(0 /f

36also log(z) = In|z| + iarg(z) und arg(z) = 6, wobei z = |z|e?® mit § € (—7/2,7/2)
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Man kann sich die Frage stellen, ob umgekehrt die stetige Fortsetzbarkeit von Lf an der
Stelle 0 schon die Existenz des ggfs. uneigentlichen Integrals fooo f impliziert. Wir zeigen,
dass unter einer starken Fortsetzbarkeitsbedingung eine entsprechende Aussage gilt, die
unter Anderem beim Beweis des Primzahlsatzes im néchsten Abschnitt wichtig sein wird.

Satz 5.14 (Ingham-Karamata) Es sei f € & beschrankt. Existieren eine offene Ober-
menge U der abgeschlossenen Halbebene {Re(z) > 0} und eine Funktion g € H(U) mit
Lf =glc., soist f uneigentlich integrierbar und es gilt

9(0) = /Om 3

Beweis. Es sei M := sup,>(|f(t)]. Fiir 0 < T < oo setzen wir gr := L(f1jo7}). Da das
Mak f1j9, A einen kompakten Triger hat, ist gr nach Bemerkung und Definition 5.3 eine
ganze Funktion. Wir zeigen: Fiir alle p > 0 gilt

limsup [g(0) — gr(0) < 2M/p.

T—o0

Damit ergibt sich gr(0) — ¢(0) fiir T'— oo. Dies entspricht der Behauptung,.
Es sei also p > 0. Dann existiert ein § = d(p) > 0 so, dass

K = K(p) := pBNn{Re(z) > =} C U.
Ist a = pe'® € OK mit « € (7/2, ) so, dass Re(a) = —4, so gilt fiir
hy(2) == g(2)e*T (14 2%/p*) und  hr,(2) := gr(2)e*T (1 + 22 /p?)

nach der Cauchyschen Integralformel fiir Kreissegmente
1 N
(9 — 91)(0) = (hy — hr.,)(0) = %( Lt )s (hy — hr.,)(s) ds.
pS<, a

Wir schreiben z := Re(z). Fiir |z| = p ergibt sich
27 e (L +2/p%)| = e |2+ 2| /p* = 2" |l /.

Ist > 0, so gilt

oo e} M —xT
o) = grl@) =| [ soe ) <r [ eta= B
T T €z
Also folgt
1 T M
lomi [y s b)) ds| < sup s, — b)) o < 2
i PS5 sEpSff/z a P

Fiir x < 0 gilt

T T —xT

Me™®
lg7(2)] = | / F(t)e = dt| < M / et =
0 — 00

||
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und damit wie oben ) M
‘—/ sflhT,p(s) ds‘ g
27'(’71 pS;;;/z P

Da hr , ganz ist, gilt nach (5.2)

a
/ e s hr ,(s)ds = (/ +/ +/ _ﬂ/z)s_lhT,p(s) ds.
PS s PSZ ) a PS4

Zum Nachweis von limsupy_, . [g(0) — gr(0)] < 2M/p reicht damit zu zeigen, dass

(/ —|—/ +/ )8719(8)(1+S2/,{)2)65Td8—>0 (T — o)
PS:/2 a PS:;/z

gilt. Dies ergibt sich aus dem Satz von der dominierten Konvergenz, da der Integrand
wegen |e*T| < 1 fiir Re (z) < 0 gleichmiiRig bzgl. T beschriinkt auf der kompakten Menge
pSypU{a+t(@—a):tel0,1]}U pS:Z/Q ist und fiir jede Folge 0 < T,, — oo die Funktio-
nenfolge (exp(T, -))n auf {Re(z) < 0} punktweise gegen 0 konvergiert. O

Der Satz von Plancherel (Satz 3.20) zeigt, dass die Fourier-Transformation zu einem iso-
metrischen Isomorphismus 7" : Ly — Lo(m) fortgesetzt werden kann. Wir wollen nun eine
dhnliche Aussage fiir die Laplace-Transformation formulieren. Dazu setzen wir

Ly(Ry) = {f € L2(R) : flp,0c) = [}

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt f € & fiir f € Lo(Ry). Damit ist die
Laplace-Transformation L : Lo(Ry) — H(C,) (wohl-)definiert. Auferdem gilt mit dem

~

Satz von Plancherel wegen (Lf)(a+1i-) = fq
L Pam= [1FPam= [ 1nP< [ 12 = 1502
Ji@nasiofam = [\ pam = [C1nE< [ 1e =g

Setzt man fiir p > 1
HP(Cy) = {g € H(Cy) : |g|)P := Sup/ lg(a+i-)[Pdm < oo}7
a>0

so ist (HP(Cy),| - ||) ein normierter Raum?®” und Lf € H?(C,) mit || Lf]| < | f]|2 fiir alle
feLyRy). Ist g€ H>(Cy) und L*g := T 1(g(1 +i-)) exp, so gilt

L'Lf = (T f)exp=fiexp=f  (f € La(Ry)).
Wir zeigen (mit nicht priifungsrelevantem Beweis), dass auch LL*g = g fiir alle g € H?(C)

gilt und damit den

Satz 5.15 (Paley-Wiener) Die Laplace-Transformation L ist ein isometrischer Isomor-
phismus von (La(Ry, | - l2) auf (H2(Cy ), |- ).

3"Die Rdume HP(C4) sollten nicht verwechselt werden mit den Sobolov-Riumen H*.
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Beweis. Wir miissen noch beweisen, dass L surjektiv ist und dass ||Lf]| > || f]| fiir alle
[ € La(R4) gilt. Es seien g € H?(C4) und a > 0. Ist I, das Intervall zwischen a und 1, so
ergibt sich mit dem Satz von Fubini

/ / g+ i) 2 dudm(w) < |a— 1] - |g]].
RJI,

alsow — [} |g(-+iw)|* € L. Daraus ergibt sich die Existenz einer Folge (R;) mit R; — 0o
und

/1 g =iR)P 50 (j — oo).
Ist

a:i:iRj
@;t(a,t) ::/ g(s)etds (teR,jeN),
1+iR,

so folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

B (a,1)[? < / g iR, / &2 g
I,

a

und damit @j[(a,t) — 0 fiir j — oo. Mit

a+7,'Rj
U,(a,t) ::/ . g(s)etds (teR,jeN)

folgt aus dem Lemma von Goursat, angewandt auf die beiden Dreiecke mit Ecken a —iR;,
a + iRj, ]. + ZR] bZW. ]. — ’iRj, a — iRj, 1 + ’iRj,

U;(a,t) — ®f (a,t) — V;(1,t) + ®; (a,t) = 0.

und damit
U,(a,t) —¥;(1,t) =0 (j — o00). (5.4)

Nach Voraussetzung ist g, := g(a +i-) € Lo und mit dem Satz von Plancherel gilt wegen
exp(—a-)¥(a,") = (gal(-r;,r,])"

1T~ (ga) — exp(—a)¥;(a,)ll2 = 0 (5 = o0).

Insbesondere konvergiert eine Teilfolge von (exp(—a )V, (a, ))J fast iiberall gegen T 'g,.
Ist f:= L*g=T"1(g1)exp, so gilt daher wegen (5.4)

f=T " g)expla)  (a>0). (5.5)
Mit dem Satz von Plancherel folgt

/6_2‘”\f(t)l2dt =177 9all3 = llgall3 < llgl*  (a > 0).

Fiir a — oo ergibt sich f = 0 fast tiberall auf (—o0,0) und fiir a — 0

1712 = / P < gl
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Aus (5.5) folgt damit insbesondere T~ 'g, € Ly fiir alle a > 0. Nach dem Satz von
Plancherel ist dann g, = (T~ 1g,)", also

Lhta+ i) = [ soeer = [T et d = g, w) = gla + i)

Damit gilt auch | Lf|| = |lg]| > ||f]]2- Da jede Funktion f € La(R.) von der Form f = L*g
ist (ndmlich fiir g = Lf), gilt die Ungleichung fiir alle f € La(R4). O

Bemerkung 5.16 Es gibt eine Reihe weiterer Sédtze vom Paley-Wiener Typ. Eine Variante
besagt, dass fiir alle @ > 0 die Laplace-Transformation eine surjektive Abbildung vom
Raum %(—a,a) auf dem Raum der ganzen Funktionen g vom Exponentialtyp < a 38 mit
glr € £ (R) darstellt.®

38Die ganze Funktion g heift vom Exponentialtyp < a, falls eine Konstante C' > 0 existiert mit |g(z)| <
Cel?l fiir z € C gilt.
39Siehe etwa W. Rudin, Real and Complex Analysis, 3rd ed., McGraw-Hill, 1987.
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6 Eine Anwendung: Beweis des Primzahlsatzes

Wir wollen in diesem Abschnitt den Satz von Ingham-Karamata nutzen, um eine fundamen-
tale Aussage iiber die asymptotische Haufigkeit der Primzahlen innerhalb der natiirlichen
Zahlen zu beweisen, den Primzahlsatz. Der Satz wurde 1896 gleichzeitig und unabhingig
von de la Vallée-Poussin und Hadamard bewiesen.

Ist I = (a,00) und sind f,g: I — C, so schreibt man f(x) ~ g(x), falls f(z)/g(x) — 1 fir
x — 0o gilt. Bezeichnet man mit 7(z) die Anzahl der Primzahlen < z, also®”

ﬂ(x):z#{pGP:pﬁx}zZl (x >0),

p<z

so ergibt sich:
Satz 6.1 (Primzahlsatz) Es gilt m(z) ~ z/Inx.

Bemerkung 6.2 Die Aussage des Primzahlsatzes kann man auch unter Verwendung der
Integrallogarithmus Li formulieren: Fiir x > 2 ist

Todt
Li = —.
i(e) /2 Int

Mit partieller Integration ergibt sich

T a2
Li(z) = — +/
2

T lnz ¢t 2

Durch Aufteilung des Integrals in die beiden Teilintegrale von 2 bis z/In?z und z/1In® z

T odt
/2 ﬁ B O(lnzx)

gilt ([U]). Insbesondere folgt Li(x) ~ z/Inz und damit ist die Aussage des Primzahlsatzes

bis # kann man zeigen, dass

dquivalent zu

m(x) ~ Li(x).
Es zeigt sich,*! dass Li(x) tatsichlich eine wesentlich bessere Approximation an 7(x) liefert
als /Inzx.

Fiir den Beweis des Primzahlsatzes benétigen wir — neben dem Satz von Ingham-Karamata
— weitere Hilfsmittel. Zunéchst reformulieren wir die Aussage des Satzes unter Verwendung
der Tschebyscheffschen Theta-Funktion ¢ : (0, 00) — R, definiert durch

Ix) = Zlnp (x> 0).

p<z

40Tm Weiteren sind Summen iiber Indizes p jeweils so zu verstehen, dass p € P gilt, wobei P die Menge
der Primzahlen bezeichnet.

41Sjehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Primzahlsatz, auch fiir weitere interessante Informatio-
nen zur Historie.
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Die Theta-Funktion zéhlt also die Primzahlen p < x jeweils gewichtet mit Inp. Nach
Definition gilt ¥(z) < 7(z) Inz.

Satz 6.3

1. Firz>1istd(x) < 4xln2.

2. FEs gilt 9(z) ~ x genau dann, wenn 7(z) ~ z/Inx.

2n

Beweis. 1. Fiir n € N gilt (2n) > ( M) = (14 1)?" = 2?"_ Ist p prim mit n < p < 2n,
E—0

so ist p Teiler von (2n)!/(n!)? = ( ™). Also folgt

n

(T 5)(%)en

n<p<2n

und daher )
exp(0(2n) —d(m) = [[ »< (:) <o

n<p<2n
Fiir k € Ny ergibt sich 9(2F+1) —9(2%) < 2K+11n2, also mit ¥(1) =0

k k
2k+1 Z 22-‘-1 2[)) < 22E+1 In2 = 2(2k+1 _ 1) n2 < 2k+2 In2.
£=0 £=0

Ist nun 2% <z < 2%+1 5o folgt J(z) < 9(2F+1) < 28+2n2 < 4xIn2.
2. Ist € > 0, so gilt wegen 7(y) <y

Ha) > Z Inp>(1—¢)lnzx Z 12(1—5)1nx(7r(x)—x1_5).

zl-e<p<z zl-e<p<z

Mit ¢(z) < 7(z) Inz folgt

Iz In(z) 9(x) Inz
Tz < () x = (1—e)z  a=°

Gilt also 9(x)/xz — 1, so ergibt sich

1 <liminfn(z)ln(z)/z <limsupn(z)In(z)/z <1/(1 —¢).

T—00 T—00

fiir beliebiges € > 0, also 7(z)Inx/z — 1. Umgekehrt folgt aus w(z)Ilna/z — 1

(1—¢) <liminfd(z)/z < limsupd(z)/z <1

T—00 T—00

und damit J(x)/z — 1. O
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Bemerkung und Definition 6.4 1. Auf der Halbebene {Rez > 1} = 14 C,. ist die
Riemannsche Zeta-Funktion ( definiert durch

((2) =Y _1/v* (Rez>1).
v=1
Die Reihe konvergiert fiir alle z € 1+C_. absolut und als Funktionenreihe lokal gleichméfig
auf 1+ C,. Da die Reihenglieder k=% = e~** ganze Funktionen sind, ist ¢ eine holomor-
phe Funktion auf 1+ C,.*? Der entscheidende Zusammenhang zur Theorie der Verteilung
der Primzahlen ergibt sich aus der Euler-Formel: Unter Verwendung der Primfaktorzer-
legung natiirlicher Zahlen sieht man, dass ¢ keine Nullstellen in 1+ C, hat und dass, wenn
man die Folge der Primzahlen aufsteigend als (pg)ren schreibt,

k

(110 =[] - 1/p7) = Jim T~ 1/p)) (Bez> 1) (6.1)
peP j=1

gilt. 13

Denn: Es ist

(1-277)(E) =D (w7 =) ") =1+ > n~
v=1 ne2N+1

und allgemein mit Ny := {1 <n € N: py,...,px kein Teiler von n}

(1-277)(1=37%) - (1—p 7)) =1+ > n~

neNg

Aufgrund der Primfaktorzerlegung natiirlicher Zahlen gilt min Ny = pgy1 und
damit konvergiert die rechte Seite gegen 1 fiir kK — oco.

2. Ebenfalls (punktweise) absolut auf 1+ C und lokal gleichméfig konvergiert die Reihe

O(z) = In(p)/p* (Rez>1).

p€eP

Damit ist auch ® holomorph in 1+ C,. Aus der Produktdarstellung (6.1) ergibt sich fiir

Re z > 1 mit logarithmischem Differenzieren*4
¢'(2) Inp Inp
—_ = = (D z + . 6.2
¢(2) zp:pz—l (2) Zp:pz(pz—l) (62)

Die Reihe auf der rechten Seite konvergiert lokal gleichméfig auf 1/2+C und stellt damit
eine auf dieser Halbebene holomorphe Funktion dar.

42 Aus der Cauchyschen Integralformel ergibt sich mit Differenziation von Parameterintegralen leicht,
dass Grenzfunktionen lokal gleichméfiig konvergenter Folgen holomorpher Funktionen holomorph sind.

43Man kann zeigen, dass der Grenzwert unabhiingig von der Reihenfolge der Produktbildung ist, was die
Schreibweise [] . p erst rechtfertigt.

44Giehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Logarithmische_Ableitung.
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Satz 6.5 Mit v(z) =1/(1 — z) fir z # 1 gilt:
1. ¢+~ ist holomorph fortsetzbar nach Cy und damit ¢ nach C4 \ {1}.

2. ® 4 v ist holomorph fortsetzbar nach (1/2 4+ Cy)\ Z(¢), wobei Z({) die Menge der
Nullstellen von ¢ in C4 \ {1} bezeichnet.

Beweis. 1. Fiir Rez > 1 gilt

=1 dt = "1 /1 1
@ =Y - [ ﬁ:;K (- )

v=1
Ist z € C4 und p(t) :=t~* fiir t > 0, so gilt nach dem Schrankensatz

z+1 14+Rez
ot —p(R)l < max [z/w""] < [o|/KHF (R <t<k+1).

Damit konvergiert die Reihe auf der rechten Seite fiir z € C; absolut und als Funktionen-
reihe lokal gleichméfig auf C. Also definiert die rechte Seite eine holomorphe Fortsetzung
von ¢ + v nach C;. Auferdem ist ¢ = (¢ + 7) — 7 holomorph fortsetzbar nach Cy \ {1}.
2. Als Nullstellenmenge der auf C; \ {1} holomorphen Funktion ¢ ist Z({) abgeschlossen
in C4 \ {1}. AuBerdem gilt dist(1,Z(¢)) > 0 wegen |((z)] — oo flir z — 1. Nach (6.2)
und 1. ist ® holomorph fortsetzbar auf die offene Menge (1/2+C4)\ (Z(¢) U{1}). Wegen
v =~?2 gilt mit h := ( + 7 in einer punktierten Umgebung von 1

C/ h — 72
¢ h-ny
und damit
¢ Ah=y) =W+ =W h=h/y
¢ h— h—n -1
Wegen 1/v(z) = (1 — z) ist v — ¢’/¢ an der Stelle 1 holomorph fortsetzbar. Wieder mit
(6.2) sieht man, dass auch v+ ® an der Stelle 1 holomorph fortsetzbar ist. 0

Nach Bemerkung und Definition 6.4.1 hat die Zeta-Funktion keine Nullstellen in Re z > 1.
Von zentraler Bedeutung ist die Tatsache, dass auch keine Nullstellen auf der Geraden
Rez = 1 liegen. Beim Beweis des entsprechenden Satzes verwenden wir eine niitzliche
Aussage iiber das lokale Verhalten holomorpher Funktionen: Ist @ € C und f homomorph
— und damit analytisch — auf einer Umgebung von a mit Nullstelle der Ordnung k € Ny an
a (nach Definition ist die Ordnung 0, falls f(a) # 0 gilt), so ergibt sich wegen a; # 0

(z—a)(f'/f)(z Zuauz—a”k/Za,,z—a Pk (z—a). (6.3)

Satz 6.6 Fs gilt Z(¢) C {Rez < 1}.
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Beweis. Wir miissen zeigen: Ist a = 1+ ia mit o € R\ {0} und ist k¥ € Ny die Nullstel-
lenordnung von ¢ an a, so gilt £k =0 . Es sei m die Nullstellenordnung von ¢ an der Stelle
1+ 2ia. Da ((Z) = ((2) gilt, sind k& bzw. m auch die Nullstellenordnungen von ¢ an den
Stellen 1 — i bzw. 1 — 2icv. Aus Satz 6.5 folgt

(z-=12(z)=E=-1)(2+y)(z)+1 =1 (2—1)

und aus (6.2)
Tim (£ 1)(C/Q)(t +i8) =

fiir € R\ {0}. Ist t > 1, so gilt wegen p'®/? 4 p~i®/2 = 2Rep'*/? € R

m (¢ = 1)®(t +if)

— I
t—

lnp (2o —i lnp 1o (2o —i —2i
0 < ZF(p P2 pTi =N R (pP A Api 6 dpTi 4 p )
p€EP p€EP

= Bt — 2ia) + 4D(t — i) + 6D (t) + 4D (t + i) + D(t + 2ia).
Multiplikation mit (¢ — 1) und Grenziibergang ¢ — 1 ergibt wegen (6.3)
0< —2m — 8k +6,

also 8k <6 — 2m < 6 und damit &£ = 0. O
Damit kommen wir schlielich zum Beweis des Primzahlsatzes:

Wir betrachten die Funktion f : R — R, definiert durch f(t) := 9(ef)e™* — 1 fiir t > 0 und
f(t) =0 fir t <0. Nach Satz 6.3.1 ist f beschrinkt. Wir zeigen, dass f abklingend an oo
ist. Damit folgt die Behauptung aus Satz 6.3.2.

Es sei wieder (p,)nen die Abzdhlung der Primzahlen in aufsteigender Reihenfolge und
po := 1. Sind Res > 1 und n € Ny, so gilt wegen J(e!) = J(p,,) fiir Inp, <t <Inp,y1

Inpr41 L . et Inppiq s s

s [ ety de = <o = o) (0"~ pt).
Inpy, t=Inp,

Aus Satz 6.3.1 folgt ¥(pn)py°, — 0 fiir N — oo. Mit partieller Summation®® und Inp,, =

H(pn) — F(pn—1) ergibt sich

0 N
O(s) = > In(pn)p,” = ngrlew(pn) — O(pn-1))pn°

n=1

N 00
= Jm (3000007 ~rt) + 90w ) =5 [ toiean

Fiir Rez > 0 ergibt sich mit Beispiel 5.8

1 ®(z+1) 1 1

(Lf)(z) = /Oooﬁ(et)ete”dt 2= 11 m((‘I)Jr’y)(er 1) — 1).

M=z

N
45Sind ay,...,an, b1,...,by € C, so gilt S (an — an—1)bn = an(bn — brp41) mit ag := byt :=0.
n=1

n=1
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Nach Satz 6.5 und Satz 6.6 ist die Funktion z — (®++)(z+1) holomorph auf einer offenen
Obermenge U der abgeschlossenen Halbebene {Rez > 0} und damit Lf fortsetzbar zu
einer Funktion g € H(U). Der Satz von Ingham-Karamata (Satz 5.14) impliziert nun die
Existenz des uneigentlichen Integrals fooo f.

Angenommen, es existieren ein § > 0 und eine wachsende Folge (f) mit ¢; — oo sowie
f(tg) > 6. Dann ist J(etk)e "t > X\ := 1+ § fiir alle k. Wir wihlen 1 < p < \. Da o
monoton wachsend ist, folgt fir k € Nund ¢t <t <tp+Inp

d(ee ™t —1>d(e*)e T 1> N /pu—1,

also
tr+Inp
/ fz2A/p—1Inp>0 (keN).
23
Dies widerspricht dem Cauchy-Kriterium fiir uneigentliche Integrale. Mit einer entsprechen-
den Argumentation fiihrt man die Annahme der Existenz eines § > 0 und einer wachsenden
Folge (t) mit ¢t — oo sowie f(tx) < —4 fiir alle k zum Widerspruch. O
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A Malie und Integrale

Definition A.1 Es sei ) # @ eine Menge.
1. Ist ¥ C Pot(€2), so heifit X eine o-Algebra (in ), falls gilt

(cl) @ eX.
(02) Mit A € ¥ ist auch Q\ A € 3.
(03) Ist N abzéhlbar und (A, )nen eine Familie in X, so ist |J,,cy An € 2.

Das Paar (€,3) nennt man einen Messraum.
2. Ist ¥ eine o-Algebra, so heift eine Abbildung p : ¥ — [0, 00] Maft (auf ¥), falls

(M1) p(2) = 0.

(M2) Ist N abzdhlbar und (A,,)nen eine Familie paarweiser disjunkter Mengen in ¥, so ist
mit oo + z = oo fiir z € [0, o0

p(U ) =D nan) (= s 3 u(An).

neN neN FCN endlich nel

In diesem Fall nennt man (2, %, 1) einen Maftraum. Ist p(2) < oo, so heifit p endlich
und im Falle 4(Q2) = 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

3. Ist p ein Mafk auf X, so heifst A € ¥ eine (u-)Nullmenge, falls p(A) = 0 ist. Gilt
eine Eigenschaft fiir alle x €  bis auf eine Nullmenge, so sagt man, die Eigenschaft gilt
(u-)fast iiberall.

Beispiel A.2 1. Ist Q # &, so definiert
w(A) = #A (A € Pot())

ein Mal auf Pot(Q). Man nennt p das ZiahlmafR auf 2. Dabei ist u endlich genau dann,
wenn © endlich ist. Auferdem ist in diesem Falle P := ;(Q) ™!y ein Wahrscheinlichkeitsmaf§
(genannt Laplace-Verteilung auf ().

2. Ist (S, d) ein metrischer Raum, so heift die kleinste o-Algebra, die die offenen Mengen
enthélt, die Borel-o-Algebra beziiglich (S,d). Wir schreiben dafiir #(S,d) (oder #(d)
oder #(S)). Ist speziell (S,d) = (R™,|-]), so existiert genau ein Maf A = \,,, auf Z(R™)
mit

)\([al,bl} X oo X [am,bm]) = (bl — (Ll) s (bm — am)

fiir alle Rechtecke [a1,b1] X ... X [am, bn]. Man nennt A, das m-dimensionale Lebesgue-
Malfs.

Definition A.3 Es sei (2,%) ein Messraum. Ist f : £ — C, so heifit f messbar, falls
f~Y(U) € X fiir alle offenen Mengen U C C gilt. Weiter heift f einfach (bzw. Elemen-
tarfunktion), falls f messbar und f(Q) endlich ist.
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Satz A.4 Ist f: Q — C messbar, so existiert eine Folge (vn) einfacher Funktionen mit
on — [ punktweise auf Q@ und |@,| < |f].

Bemerkung und Definition A.5 Es sei (2, %, i) ein Mafraum.
1. Ist ¢ einfach mit ¢ > 0 oder pu(p # 0) < 00, so setzen wir mit 0 - oo :=0

._ . . B €10,00], falls ¢ >0
Jotuim fotrive = e {e C,  falls pp £0) <00

2. Ist g messbar und g > 0, so setzen wir

/gd,u = sup{/apdu:gpeinfach,()gcpgf} € [0,00].

Durch
(g)(A) == / glady (A

ein Maf gu auf ¥ definiert. Die Funktion g heift dann (u-)Dichte des Mafes gpu.
3. Ist f messbar, so heit f (u-)integrierbar, falls [ |f]du < co gilt. Wir setzen

L(p) =L (p):={f:Q— C: f integrierbar}.

Damit ist durch
(= [ fdui= tim [ gnducc,
n—oo

wobei (p,,) eine beliebige Folge wie in S. A.4 ist, eine lineare Abbildung (-, u) : £ () — C

(wohl-)definiert mit
[l < [15)dn

Weiter heilt [ fdu das (p)-Integral von f. Ist g > 0 messbar, so gilt fiir f € £ (gu)

/fd(gu) =/fgdu-

4. Ist M € ¥, so ist mit f auch 1) f € £ (u). Man schreibt dann auch

[ = [ st = [ fiasd.

Die Schreibweise verwendet man auch im Fall messbarer Funktionen f > 0.

Bemerkung A.6 Es sei (,%, 1) ein Makraum.
1. Ist M € ¥, so sind durch

ENM={AnM:AcX}={BeX:BCM}



58

eine o-Algebra in M und durch ppr = plsna ein Ma pp auf ¥ N M definiert. Fiir
[a,b] C R und Regelfunktionen f auf [a,b] gilt damit

b
/f= [ ]fodAz/fodu[a,b]A)=/fdx[a,b]7
a a,b

wobei fy die durch 0 auf R erweiterte Funktion bezeichnet.
2. Sind S € Z(C) und ¢ : Q — S messbar, so ist durch

(pupt)(B) := p(p~"(B))  (BeB(C)NS)

ein Mafs ¢, p auf B(C) N S definiert (andere Schreibweisen: u? oder ¢(u)). Das MaB ¢.u
heifst Bildmafs von p unter ¢. Es gilt damit: Ist f : S — C messbar, so ist f genau dann
p«p-integrierbar, wenn f o ¢ p-integrierbar ist und in diesem Fall ist

[ taean = [(7oe)dn

Bemerkung A.7 Es seien (2, X, 1) ein Mafraum und p € [1,00). Wir setzen
L) :={f:Q— C: f messbar, /|f\pdu < oo}
Ist p > 1 und ¢ > 1 mit p+ ¢ = pg, so gilt fir f € Z,(p) und g € Z,(p) die Holder-

Ungleichung
1/p 1/q
Jisalaus ( [1ovan)™( [ ot an)

und damit die (auch fiir p = 1 giiltige) Minkowski-Ungleichung

([1s+aran)” < ([rvan)”"+ ([lgran)™  rge Zm.

Ist [1dp = p() < oo, so ergibt sich aus der Holder-Ungleichung mit g = 1 insbesondere

P /
([171dn)" < wirrs [ 1117 an
Wegen der Giiltigkeit der Minkowski-Ungleichung ist durch
1/p
190 = 1= ([ 117a0) " (7 € 2(0)

eine Halbnorm auf Z,(u) gegeben. Mit N := {f € Z,(n) : f = 0 p-fast iiberall} wird
Lp(p) := Zp(p)/N mit

1071, = [ 1617 dn

ein Banachraum. Man schreibt wieder kurz f statt [f] und spricht auch von Funktionen.
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Bemerkung und Definition A.8 Es seien d € N und A\ = )\y. Fiir M € %(R?) setzen
wir

L(M) := LAy = {f : R = C messbar, / |f]dX\ < oo}

Weiter schreiben wir fiir f € Z(M) kurz

/f—/f dx—/fdlM)\ /fd)\

fiir das d-dimensionale Lebesgue-Integral auf M und noch kiirzer [ f := [ f(z)dx = f]Rd f
im Falle M = R?.
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