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1 MENGEN UND ABBILDUNGEN 1

1 Mengen und Abbildungen

Wir starten mit einigen einfithrenden Definitionen und Ergebnissen aus der Theorie
der Mengen und Abbildungen, die Grundlage der gesamten Mathematik sind. Unsere

Darstellung griindet auf den von G. Cantor geprigten (sog. naiven) Mengenbegriff.

Eine Menge M ist eine ”Zusammenfassung von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem

Ganzen”.

Ein solches Objekt z heifit Element der Menge M (Schreibweise: x € M; ist x nicht
Element von M, so schreiben wir x ¢ M). Es gibt prizipiell zwei Moglichkeiten der
Darstellung von Mengen: die aufzéhlende Schreibweise (etwa M = {1,3,5,7}) und die
beschreibende Schreibweise. Die beschreibende Schreibweise hat allgemein die Form
M = {z : x hat die Eigenschaft F'}, wobei E irgendeine Eigenschaft ist (also im obi-
gen Fall etwa M = {z : x ungerade natiirliche Zahl kleiner als 9}). Die Menge ohne
Elemente heifit die leere Menge (Schreibweise: ()

Definition 1.1 Es seien A, B Mengen.

1. A heifit Teilmenge von B (Schreibweie: A C B), falls aus x € A auch z € B
folgt.

2. A und B heiflt gleich, falls A C B und B C A.

3. Die Menge B\ A := {x : z € B und « ¢ A} heifit Differenz von B und A. Ist
A C B, so heiit A¢:= Cp(A) :== B\ A Komplement von A beziiglich B.

Definition 1.2 Es sei I = () eine Menge, und es seien A, Mengen fiir alle a € I.

Dann heiflen
UAa::{m:xeAa fiir ein v € I'}
acl

Vereinigung der Mengen A, (o € I) und

ﬂAa::{x:xeAaﬁiralleaEI}
acl

Durchschnitt der Mengen A, (o € I).
Ist I in aufzdhlender Form gegeben, so setzen wir ,, U “ bzw. ,, N “ auch zwischen die
einzelnen Mengen, also etwa im Falle I = {1, 2,3}

A UAUAg =] Aa,  A1NA;NAz:= () A

acl ael
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Insbesondere sind damit fiir eine Menge von Mengen (einem so genannten Mengensy-

stem) F auch
U M und ﬂ M
MeF MeF

definiert (hier ist speziell Ay = M).

Beispiel 1.3 Es sei
N:={1,2,3,...}

die Menge der natiirlichen Zahlen (wir setzen diese mitsamt den Rechenroperationen
» + “und ,, - “ als bekannt voraus).
1. Ist I = N und ist A4,, := {j € N:j > m} fiir alle m € N, so ist

U A4n=N, []4n=0

meN meN

2. Ist F ={M : M C N endlich}, so ist

UM:N und ﬂM:@.

MeF MeF

3.8ind A={2k:ke€Z}und B ={3k: keZ},sogilt (F={A,B})

ANB={6k:kecZ}.

Satz 1.4 Ist A eine Menge und sind B, (o € I) Mengen, so gilt

1. AN(U Ba)= U (AN B,),

ael acl
2. AU(( Ba)= N (AUB.).
acl ael

Beweis. 1., C“ Esseiz € AN(J Ba). Dannist z € Aundx € |J By, alsoz € A
acl ael

und x € Bg fiir ein § € I. Damit ist € AN Bg, also auch z € |J (AN By).
acl
» D Esseiz e |J(ANB,). Dann existiert ein § € I mit € AN Bg. Damit ist
acl
re€Aund z € Bg,alsoauchz € Aund z € |J By, d- h. 2 € An( Ba).
. acl acl
2. [U] O

Satz 1.5 (De Morgansche Regeln)
Es sei B eine Menge, und es seien A, C B fiir alle o € I. Dann gilt
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1. Ce(U Aa) = ) Cs(Aa),

acl ael

2. Cp() 4a) = U Cp(A4n).

acl ael

Beweis. 1., C ¢ Esseiz € Cp(|J Aq)- Dannist x € Bund ¢ |J A, alsox € B
und z ¢ A, fiir alle a € 1. Damit?g‘clx € B\ A, fiir alle a € I, alsgewle N Cp(Ad).
s D% Esseix € () Cp(Ay). Dann ist © € Cp(A,) fiir alle a € I, alsgeag € B und
x ¢ A, fir alle EQIG.IDamit ist x € Bund x ¢ UIAa, d. h. z € Cp( UIAQ).

ac a€

2. [U] O

Definition 1.6 Es seien A, B Mengen. Dann heifit die Menge
Ax B:={(a,b):ac A be B}

der geordneten Paare von Elementen aus A und B die Produktmenge (oder kurz das
Produkt von A und B. (Ein geordnetes Paar ist formal definiert als

(av b) = {{CL}, {a7 b}}a

insbesondere gilt damit (a,b) = (d,b) genau dann, wenn @ = & und b = b ist.)

Beispiel 1.7 Ist A = {1,2}, B = {3}, so ist
AxB=1{(1,3),(2,3)} uwd BxA=/{(31),(32)}.

Man beachte, dass A x B # B x A ist.

Definition 1.8 Esseien X,Y Mengen. Eine Teilmenge R (genauer das Tripel (R, X,Y) :=
(R(X,Y))) heiBt Relation (zwischen X und Y). Ist speziell X =Y, so heiit R Relation
von X. Ist (x,y) € R, so schreibt man auch zRy.

Bemerkung und Definition 1.9 Eine Relation R heiit Abbildung (von X nach Y')
bzw. Funktion (von X nach Y), falls gilt

a) Fir alle x € X existiert ein y € Y mit (x,y) € R.

b) Sind (z,y) und (z,9) € R, so gilt y = 7.
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Ist R eine Abbildung von X nach Y, so ist jedem Wert von x € X genau ein Wert
f(x) mit (z, f(z)) € R zugeordnet. Wir identifizieren dann R auch mit dieser Zuord-
nungsvorschrift f und schreiben f: X — Y oder X 3z — f(z) €Y.

Weiter heiflen X der Definitionsbereich, Y der Zielbereich und

W(f)={f(z):zeX}={yeY:y=f(z) fireinz € X}

Wertebereich von f.
Ist f: X =Y und Xy C X, so heifit f|x, : Xo — Y, definiert durch fx,(x) := f(z)
fiir alle z € Xg, die Einschrdinkung von f auf Xj.

Beispiel 1.10 Es seien X =Y =N, und es sei f : N — N definiert durch

fla)={""

2z, falls z ungerade.

falls x gerade,

Dann ist
W(f)={y € N:y gerade}.

Ist X := {x € N: z ungerade}, so ist

fix,(z) =2z (z € Xp).

Definition 1.11 Sind X,Y Mengen und ist f: X — Y, so heifit flir B CY
FUB) = {r e X : f(z) € B}
Urbildmenge von B unter f und fir A C X
fA) ={f(z):x € A} ={y €Y :y = f(z) fiir ein x € A}

Bildmenge von A unter f.

Beispiel 1.12 In der Situation von B. 1.10 ist etwa

F1({2,4,6}) = 71({1,2,3,4,5,6}) = {1,2,3,4,6}
und

f({1,2,3}) = {2,6}.

Satz 1.13 FEs seien X,Y Mengen und f : X — Y.

1. Sind B, CY fira€l, so gilt
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(7’) f_l( U Ba) = U f_l(Ba)y

acl acl
(it) f~( QIBQ) = Qlf‘l(Ba)-

2. Sind Ay, C X fiir a € 1, so gilt
(1) f(U Aa) = U f(Aa),

acl acl

(i) f( QIAQ) C Qlf(Aa)'

Beweis. 1. (i), C “: Esseiz € f~'( U Ba). Dann ist f(z) € |J Ba, d.h. es existiert

ein f € I mit f(x) € Bg. Also ist xinafG*Il (Bg) und damit aucha:ile U f1(Ba)-
, D “Ist B €I, s0ist Bs C |J Ba, also auch f~1(Bg) C ffl( DGIBQ). Dapgel
beliebig war, gilt |J f~1(Ba) Caejgfl( U Ba)- !
(ii) ,, C “: Fiir alloeleé € list () Ba geég, also auch f~'( (| Ba) C f~'(Bg). Da 3
beliebig war, ist f~!( Ba)acgﬂ f~Y(Bg). "

acl pel
» D “ Esseix € () fH(Ba) Dann ist x € f~1(B,) (a € I), also f(z) € By (v € 1)
und damit auch fCE; € (N Ba. Folglich ist z € f~( (N Ba).
2. (i), C “:Esseiy Ea;é U Aa). Dann existiert e(ixlflsc € U Aq mit f(x) = y. Ist
B €I mit x € Ag, so ist alsgeyl = f(z) € f(Ag). Damit ist yOéEIU f(An).
s D “Ist pel, soist Ag C |J Aq, also auch f(Ag) C f( U jlil) Da 8 € I beliebig
war, gilt , D ¢ ot ot
(i) [U] O

Definition 1.14 Es seien X,Y Mengen. Eine Abbildung f : X — Y heifit
1. surjektiv (oder Abbildung von X aufY), falls W(f) =Y ist,

2. injektiv (oder eineindeutige Abbildung), falls fiir alle y € W(f) die Menge
fY({y}) einelementig ist (d. h. sind x1,22 € X mit @1 # z9, so ist f(z1) #

f(x2)),

3. bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel 1.15 Es sei f wie im B 1.10 Dann ist f weder surjektiv noch injektiv (es
gilt etwa 1 ¢ W(f) und f(2) = f(1)), dagegen ist f|x, injektiv.
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Definition 1.16 Es seien X,Y,Z Mengen und f : X — Y sowie g : Y — Z Abbil-
dungen. Dann heifit go f : X — Z, definiert durch

(go f)(x) :==9g(f(x))  (zeX)
Verkniipfung von g und f (oder Hintereinanderausfithrung von f und g).

Satz 1.17 FEs seien X,Y,Z,U Mengen und f : X - Y,g:Y - Z und h: 2 - U
Abbildungen. Dann gilt

ho(gof)=(hog)of.
Beweis. Es gilt ho(go f): X — U sowie (hog)o f: X — U und fiir z € X ist

(ho(gof)(x) = h((go f)(x)) =h(g(f(z))) = (hog)(f(z)) =
((hog)o f)(x).

Bemerkung und Definition 1.18 Es seien X,Y Mengen und es sei f : X — Y
bijektiv. Dann existiert zu jedem y € Y genau ein x € X mit f(x) = y. Wir definieren

Tfy)=x  (yeY),

wobei y = f(z). Die Abbildung f~! : Y — X heit Umkehrabbildung von f. Es gilt
dabei
fTlof: X=X, (flofilx)=2 (reX),

d. h. f~lo f =idy, wobei idx : X — X, definiert durch idx (z) := z (z € X), die sog.
identische Abbildung auf X bezeichnet. Genauso gilt f o f~! = idy und auBerdem ist
auch f~':Y — X bijektiv.

Definition 1.19 1. Eine Relation ~ in X heifit Aquivalenzrelation (auf X), falls fiir
alle z,y,z € X gilt

a) x ~ x (Reflexivitét),
b) aus x ~ y folgt y ~ z (Symmetrie),
c) aus x ~y und y ~ z folgt © ~ z (Transitivitét).

2. Ist ~ eine Aquivalenzrelation, so heiBt [z] := {2’ € X : & ~ 2’} die von x erzeugte
Aquivalenzklasse. Auierdem heift X/ := {[z] : € X} der Quotient von X modulo

~,
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Beispiel 1.20 1. Es sei X = N x N. Wir definieren
~i={((a,),(c,d) € X x X :a+d=b+c}

d. h. (a,b) ~ (c,d) genau dann, wenn a+d = b+ c. Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation
auf X (ergibt sich aus Rechenregeln fiir die Addition in N).
Formal ist damit die Menge Z der ganzen Zahlen definiert als

Z:=X/.=(NxN)/..

Dabei ergibt sich N C Z, indem man n € N mit [(n + 1,1)] identifiziert und fiir die
ganze Zahl [(a,b)] schreibt man dann

m, falls a = b+ m fiir ein m € N,
0,

[(a,b)] := falls @ = b,

—m, falls a4+ m = b fiir ein m € N.

14

Die Rechenoperationen ,, + “ und ,, - “ sowie die Relation ,, < “ lassen sich auf Z
iibertragen (wir gehen davon aus, dass diese mitsamt ihren Rechenregeln bekannt

sind). SchlieBlich setzen wir noch
Np := NuU{0}.
2. Es sei X =7 x (Z\ {0}). Wir definieren
~i= {((a, b), (c, d)) ceXxX:ad= bc},

mit anderen Worten (a,b) ~ (c,d) genau dann, wenn ad = be. Dann ist ~ eine Aqui-
valenzrelation auf X (ergibt sich aus Rechenregeln fiir die Multiplikation in Z).
Formal ist damit die Menge Q der rationalen Zahlen definiert als

Q= (Zx (Z\{0}))/~ .

Fiir die rationale Zahl [(a,b)] schreibt man a/b. Wieder lassen sich die Rechenopera-
tionen ,, + “ und ,, - “ sowie die Relation ,, < “ auf Q iibertragen (wir gehen auch hier
davon aus, dass diese bekannt sind). Aulerdem ergibt sich Z C Q, indem man a € Z
mit a/1 identifiziert.
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2 Korper und das Prinzip der vollstindigen Induktion

Definition 2.1 Es seien G # () eine Menge, und es sei * : G x G — G eine Abbildung.
Dann heifit (G, x) abelsche (oder kommutative) Gruppe, falls gilt

(G.1) (Assoziativgesetz)
Fiir alle z,y, z € G ist

(xxy)*xz=1xx(yx*z).

(G.2) (Kommutativgesetz)
Fiir alle z,y € G ist

TxY =Y *T.

(G.3) (Existenz eines neutralen Elementes)

Es existiert ein e € G mit z * e = z fiir alle x € G.

(G.4) (Existenz inverser Elemente)

Fiir alle x € G existiert ein y € G mit x xy = e.

Bemerkung 2.2 Fiir (G.4) ist es wichtig, dass das neutrale Element eindeutig be-
stimmt ist, d. h. es existiert nur ein e = eg € G mit r xe =z (z € G).
(Denn: Sind e, e’ € G neutrale Elemente, so gilt

(G.2)
d=cxe =" exe =e)

Auflerdem existiert zu jedem z € G nur ein y € G mit x *xy = e.

(Denn: Sind y und ¢’ € G mit z xy =z xy = e, so folgt

/

G.1
Y o= yre=yx@xy) T (W xa)ny

(G2) G.2) (G.3)

@ey)ry=ery 2 yxe Ty

Wir schreiben x* fiir das inverse Element von x.
Es gilt damit fiir z,y € G

(xxy)* =2"xy* und (%) ==z

(Denn: Es ist
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also ist aufgrund der Eindeutigkeit (x * y)* = x* % y*. Weiter ist

G.2
x**x(:)x*w*:e,

*

also wieder aufgrund der Eindeutigkeit (z*)* = z.)

Beispiel 2.3 1. (Ny,+) ist keine abelsche Gruppe. (Es existiert kein y € Ny mit
1+y=0.)

2. (Z,+) ist eine abelsche Gruppe; (Z \ {0}, -) ist keine (es existiert kein y € Z \ {0}
mit 2-y = 1).

Satz 2.4 Es sei (G,*) eine Gruppe, und es seien a,b € G. Dann hat die Gleichung

a*xx =b genau eine Lisung x € G, ndmlich x = b x a*.

Beweis. [U] O

Definition 2.5 Es sei K eine Menge mit mindestens zwei Elementen. Weiter seien
+: K x K — Kund -: K x K — K Abbildungen. Dann heifit (K, +,-) Kdrper, falls
gilt

(K.1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element genannt 0 = O).
(K.2) (K\{0xk},-) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element genannt 1 = 1x).

(K.3) (Distributivgesetze)
Fiir alle z,y,z € K gilt

(z+y)-z2=(@x-2)+(y-2) ud z-(y+z2)=(z-y) +(z2).

Im Folgenden schreiben wir auch kurz zy statt « -y und x + yz statt = + (yz) (,Punk-
terechnung vor Strichrechnung®). Weiter schreiben wir fir z € X wie iiblich —x fiir
das inverse Element beziiglich ,, + “ und 2~! fiir das inverse Element beziiglich ,, -
(im Falle © # Og ). SchlieBlich schreiben wir noch x — y statt  + (—y) und z/y statt
T

Satz 2.6 Es sei (K,+,-) ein Korper. Ferner seien x,y € K. Dann gilt
1. OK-x::c-OK:0K,

2. —(zy) = (—2)y = z(—y),
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3. xy = 0 genau dann, wenn x = O oder y = O (Nullteilerfreiheit).

Beweis.
1. Aus Ox - = (O + Ok)x (H.3) Oxx + Oxx folgt

Ogx =0 —O0gx = 0g

nach S. 2.4 (mit (G, *) = (K,+)). Entsprechend sieht man = - 0g = Og.

2. und 3. [U] O

Beispiel 2.7 1. (Q,+, ) ist ein Korper.
2. (Binérkorper) Es sei K = {n, e} mit den Rechenoperationen

ni|e . n|e
n|in|e nin|n
e e | n e | n|e

Dann ist (K, +,-) ein Kérper mit n = 0x und e = 1 (Beweis: [U]).
3. (N,+,+) und (Z, +, -) bilden keine Kérper (vgl. B. 2.3).

Definition 2.8 Wir definieren nun Summen und Produkte fiir mehr als zwei Sum-

manden bzw. Faktoren: Sind z1,...,z, € K fiir ein n € N, so setzen wir

k+1

1 k
Zml,::acl und Zl’y::< my>+xk+1fﬁr/~c:1,...,n—1
v=1 v=1 1

v=

und
1 k41 k
Hxl,::$1 und H:El,::( :vl,>-xk+1fﬁrk‘:1,...,n—1.
v=1 v=1 v=1
Ist speziell z1 = ... =z, =: x, so schreiben wir
n n
Za:l, = Zx =:nx
v=1 v=1
und
n n
H T, = H z=:1z"
v=1 v=1

und
0-2:=0x, 2°:=1x wobei 0 die Null in Z bezeichnet .
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Eng verbunden mit dem eben verwendeten Prinzip der rekursiven oder induktiven
Definition ist das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion:
Fiir alle n € N sei eine Aussage A(n) gegeben. Zum Beweis der Behauptung

“Fiir alle n € N gilt A(n)”
geht man oft folgendermaflen vor:

1. Man zeigt, dass A(1) richtig ist (Induktionsanfang).

2. a) Man nimmt an, dass A(k) (oder auch A(1),...,A(k)) fiir ein beliebiges
k € N richtig ist (Induktionsannahme).
b) Man zeigt, dass aus der Richtigkeit von A(k) (bzw. A(1),...,A(k)), d. h.
aus der Induktionsannahme, die Richtigkeit von A(k+ 1) folgt (Induktions-
schritt).

Dieses Beweisschema nennt man Induktionsbeweis oder vollstindige Induktion. Aus 1.
und 2. ergibt sich, dass A(n) fiir alle n € N richtig ist. (Eine wesentliche Eigenschaft
der natiirlichen Zahlen ist die, dass fiir M C Nmit 1 € M und n+ 1 € M fiir alle
n € M schon M = N gilt.)

Manchmal mochte man statt A(n) fir alle n € N auch A(n) fiir alle n € Ng,n > N fiir
ein N € Ny zeigen. Dann macht man den Induktionsanfang nicht fiir n = 1, sondern
fir n = N und den Induktionsschritt von k auf k + 1 fiir beliebiges k > N.

Ein typischer Induktionsbeweis ist der Beweis zu
Satz 2.9 Fir allen € N gilt

v=1 2

Beweis.

1
1. Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt ) v = 32 (d. h. A(1) gilt).
v=1

k
2. a) Induktionsannahme: Fiir ein k € N gelte ) v = k(k;l) (d. h. A(k) gelte).

v=1
k+1
b) Wir zeigen: aus a) folgt > v = W (d. h. A(k + 1) folgt).
v=1

Es gilt:
k+1 k
S - (Z”) Fea1) = k:(k:2+1) Fea1) = k:(k+1)—2k2(k+1)
v=1 v=1

(k+2)(k+1)
— -
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Wir kommen noch einmal auf das Summen- und das Produktzeichen zu sprechen.

Bemerkung und Definition 2.10 Esseien (K, +,-) ein Kérperund ¢ : {1,...,n} —
{1,...,n} bijektiv. Dann gilt fir z1,...,2, € K

n

Z Tp(y) = Z Ty und H Tp) = H Ty
v=1 v=1 v=1

v=1

Damit wird folgende Schreibweise sinnvoll: Ist n € N und ist I eine beliebige n-
elementige Menge, so setzen wir fiir x; € K (j € I)

n
§ :xj = § :xjk7
jel k=1

wobei {ji,...,Jn} eine beliebige Aufzihlung von I ist. Es gilt dann : Ist F eine Zer-
legung von I, d. h.ist I = |J Fmit FNF' =0, falls F,F' € F,F # F’, so gilt

FEF
> 2 w= [l Il==II=
FEF jeF jel FeF jeF jel

Sind weiter y; € K (j € I) und x € K, so gilt
>_ezj =) T
jel jel
und
@ity =Y wi+> v @) =11= 1w
Jjel jel jel jel jel jel
Die Beweise ergeben sich (nicht ganz leicht) per Induktion.
Weiter kann man hiermit (leicht) zeigen, dass fiir m,m;,mo € Z und z1,22,2 € K
folgende Vervielfachungs- und Potenzgesetze gelten:

miz +mex = (mq+ma)T,
mxz1 +mry = m(zy+x9),
(mime)x = mi(mox) .
und (fir x1,xe,z # 0)
gMgm2 = gmitme
af'zy = (r1m2)™,

(zm)me = gmme
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Wir betrachten jetzt Korper, die neben den algebraischen Strukturen “+” und “.” eine
Ordnungsstruktur haben.

Definition 2.11 Es sei K = (K, +, ) ein Korper. Dann heiit K = (K, +, -, <) geord-
net, wenn auf K eine Relation < gegeben ist, die folgenden Ordnungsaxiomen geniigt.

(O.1) Fiir alle z,y € K gilt genau eine der Beziehungen
x=y oder z<y oder oder y<uz
(Trichotomiegesetz).
(0.2) Ausz <yundy < z folgt = < z (Transitivgesetz).
(0.3) Ausz <yfolgt x +2 <y+z fiirallez e K (1. Monotoniegesetz).
(04) Ausz <yund Og < z folgt xz < yz (2. Monotoniegesetz).

Fiir x < y schreiben wir auch y > z. Auflerdem bedeutet x < y, dass entweder r = y
oder x < y gilt. Dann schreibt man auch y > x. Wir nennen x € K positiv, falls
x > 0x gilt und negativ, falls x < O gilt.

Satz 2.12 Es seien K = (K, +,-, <) ein geordneter Korper und x,y € K. Dann gilt
1. Esist x > 0 genau dann, wenn —x < O ist,
2. Aus x,y < 0 oder x,y > 0g folgt xy > O,
3. Firx # 0k ist z2 > O, insbesondere also 1 = 1% > Og,

4. Aus O <z <y folgt O <y~ ' < a1

Beweis.

1. Aus 0 < z folgt mit (0.3)
—x=0+(—z)<z+(—z)=0,
d. h. —z < 0. Entsprechend folgt aus —x < 0 auch 0 =z + (—z) <2+ 0 = =z.

2. Sind z,y > 0 so folgt mit (0O.4) sofort 0 = Oy < xy.

Es seien z,y < 0. Aus = < 0 folgt —z > 0 nach 1. Wegen y < 0 ergibt sich mit
(0.4)
—(zy) = y(—2) <0(-2) =0,

also xy > 0 mit 1.

3. Ergibt sich unmittelbar aus 2. und (O.1).
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4. Wir zeigen zunichst: 27! > 0. (Denn: Angenommen, es ist 27! < 0 (beachte
x~1 # 0). Dann folgt mit (0.4) 1 = zo~! < 20 = 0 im Widerspruch zu 3.)
Genauso ist y~! > 0. Damit ergibt sich aus z < y mit (0.4) zy~! < yy~ ! =1
und wieder mit (0.4) xlay ! <211 =271 alsoy~! <ol

Bemerkung 2.13 Es sei K ein geordneter Korper. Per Induktion sieht man leicht:
1. Ist n € Nund ist < y, so gilt nx < ny und im Falle x > Ox auch O < 2" < y™.
2. Ist x > O, so ist auch nx > ma > Ok fiir alle n,m € N mit n > m.

Hieraus folgt: Sind z,y € K mit z < y, so liegen zwischen x und y unendlich viele
Elemente aus K
(Denn: Fiir alle n,m € Nmit n > mist nlx > mlg > O, also (mlg)~t > (nlg)~! >
Ox und folglich

y:x—i—(y—x)(lK)_l >x+(y—m)(2-1K)_1 >a:+(y—:c)(3-1K)_1-~- > )
Insbesondere ist K selbst unendlich!
Beispiel 2.14 1. (Q,+, -, <) ist ein geordneter Korper.

2. Im Binérkorper (K,+,-) aus B. 2.7.2 existiert keine Ordnungsrelation, da jeder
geordnete Korper unendlich viele Elemente enthélt (vgl. B 2.13).



3 GEOMETRISCHE SUMMENFORMEL UND BINOMISCHE FORMEL 15

3 Geometrische Summenformel und binomische Formel

FEine wichtige Formel fiir Summen von Potenzen in Koérpern ist die

Satz 3.1 (geometrische Summenformel)
Es sei (K, +,-) ein Kéorper. Dann gilt fir alle z € K und alle n € N

n—1
lg—a"=(1g —x)»_a" (3.1)
v=0
Beweis. Es gilt
n—1 n—1 n—1
(1 —x)Zx” = Zx” —xZazl’ =
v=0 v=0 v=0
n—1 n—1 n—1 n—1
S I D S S
v=0 v=0 v=0 v=0
n—1 n
S SRR
v=0 pn=1
O

Bemerkung 3.2 Allgemeiner kann man zeigen ([U]): Ist K ein Koérper und sind a,b €
K, so gilt fiir allen € N

n—1
b" —a" = (b—a) Z a’bniv
v=0

Neben der geometrischen Summenformel gibt es eine weitere Formel in Korpern, die
binomische Formel. Es handelt sich dabei um eine Summenformel fiir die Ausdriicke
(a+b)", wobei a,b € K und n € N ist. Um die allgemeine Formel angeben zu kénnen,

brauchen wir

Definition 3.3 1. Wir definieren n! (“n-Fakultit”) fiir n € Ny durch

n

n
wobei [] z, :=1 im Falle n < m gesetzt ist (also 0! = 1).

v=m
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2. Fiir n,v € Ny setzen wir

n

<’Z>;:V1' I * (Z”l!g(nH_k))

" k=n—v+1

Die Zahlen (Z) heien Binomialkoeffizienten.

Es gilt also etwa

6! = 1-2-3-4-5-6="720, 10! = 3.628.800 ,

7 _ 7~6-5-4-3:21
) 5!

Wir stellen einige Eigenschaften der Binomialkoeffizienten zusammen.

Satz 3.4 Es seien n,v € Ng. Dann gilt

n n! n
1. <1/>:1/!(n—1/)!:<n—1/) falls v <n.

2. (Z) =0 falls v>n.

Beweis.

1. Es gilt fir v <n

n n

IT k I k
n\  k=n—v+1  k=n—v+1 ) (n — I/)' o n!
v) V! N ! (n—v)!  vl(n-—ur)

Damit ist auch

(Z) - y!(nni N (n— <n_f>>!<n_ N <ni1/> ‘

2. Firv>nistn—v+1<0und damit [[ % =0, also auch (Z):().

k=n—v+1

Besonders wichtig ist folgende Rekursionsformel:

Satz 3.5 Firn,v €N gilt

()= C)

16
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Beweis. Nach S. 3.4.1 gilt fir v € {1,...,n}

<yii>+<ﬁ> = @—1mziu+1ﬂ+ymﬁim!:

_ n! { V! +(n+1—y)!}:

viin+1—-v)! | (v—1)! (n—v)!
n! (n+1)! n+1

V!(n+1fy)!{y+(n+ v} viln+1—v)! ( v )

Fir v =n+1 ist nach S. 3.4.2
1

L2+ ()= () ro=r=(")

v—1 v n v
und fiir v > n + 1 sind beide Seiten = 0. O

Ordnet man die Binomialkoeffizienten (Z) in einem dreieckigen Schema an, wobei in

der n-ten Zeile die Koeffizienten (3), e (Z) stehen, so entsteht das sog. Pascal’sche
Dreieck:
(o)
o) (1)

Die ersten Zeilen berechnen sich etwa unter Ausnutzung von S. 3.5 zu

1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
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Damit gilt

Satz 3.6 Es sei K ein Korper. Dann gilt fir allen € N und z € K

Beweis.

(g +2)" = Zn: <Z>x”

v=0

LFirn=0gilt (1+2)°=1= 3 (S)x,,'

2. Fiir ein k € Ny gelte

Dann gilt mit S. 3.5

(1 + x)k—i—l

v=0

18

Bemerkung 3.7 AusS. 3.6 ergibt sich unmittelbar die allgemeine binomische Formel:

=3 (M)awr

Sind a,b € K, so ist

(Denn: Im Falle b # 0 ist

v=0

oy = @) =S (M) =3 (M)arwe

v=0 v=0

und im Falle b = 0 steht auf beiden Seiten a™.)
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Beispiel 3.8 Es gilt etwa

A

v=0
= 1-85+6-ab® + 15a%b* + 20430 + 15a*b* + 6a°b+ 1 - ab .

Bemerkung 3.9 Als Spezialfiille aus S. 3.6 ergeben sich interessante Beziehungen fiir
das Pascal’sche Dreieck:
Fir (K =Q und) a =1,b =1 ergibt sich

2”:(1+1)”:i($>1“:i(j),

v=0 v=0

d. h. die Summe der Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile des Pascal’schen Dreiecks
ergibt stets 2.
Fiir a = —1,b =1 ergibt sich fiir n € N

o=0r=(1+ ) =3 (M =3 (M)

v=0 v=0

d. h. versieht man die Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile jeweils abwechselnd mit
dem Vorzeichen + und —, so erhélt man als Summe 0.

Fiir n = 6 gilt etwa
1+6+15+20+15+6+1=64=26

und
1-64+15—-20+15—-6+1=0.

Bemerkung 3.10 (Bernoullische Ungleichung)
Ist (K, +,-, <) ein geordneter Korper, so gilt nach S. 3.6 fir alle n € Nyz > 0

n

Lt+a)=Y" (Z)x” > VZ;:] (Z):c” =1+ na.

v=0

Tatséchlich gilt diese Abschitzung auch fiir x > —1g.
(Denn: Fiir k=11ist (1+2)l =1+1-a.
Gilt die Abschétzung fiir ein k € N und ist x > —1x, so folgt (da 1+ x > Ok)

A+ =0+2)fQ+2)>Q+ke)1+2) =1+ (k+Da+ka? )
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Bemerkung 3.11 Zum Abschluss beschéftigen wir uns kurz mit der Bedeutung der
Fakultaten und Binomialkoeffizienten im Bereich der ,, Kombinatorik*.
Fiir eine endliche Menge M setzen wir

|M| := Anzahl der Elemente von M.
1. Es sei n € N. Dann gilt: Sind I, J n-elementige Mengen und ist
S(1,J) :={p:I— J:p bijektiv}
so ist
|S(1,J)| =nl.

(Denn: Fiir £ = 1 ist die Behauptung klar.
Gilt die Behauptung fiir ein &k € N und sind I, J (k + 1)-elementige Mengen, so ist fiir
ein festes j € J durch

T;:={peSU,J):pli) =5} (i)

eine Zerlegung von S(I,J) gegeben. Also ist ’S(I, J)‘ = Y |T;|. Weiter gilt: Jedem
el
¢ € T; entspricht genau ein ¢ € S(I'\ {i},J\ {j}), némlich

Yv=wngy I\N{i} = I\ {j}.

Nach Induktionsannahme gilt [S(7\ {i},J\ {j})| = ! und damit auch |T;| = k!. Also
ist |S(I,J)| =Y k!l = (k+ k! = (k+ 1)L.)

il
2. Ist M eine n-elementige Menge und ist M, C Pot(M) die Menge der v-elementigen

Teilmengen von M (wobei v € {0,...,n}), so ist ([U])

M= (7).
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4 Reelle und komplexe Zahlen
Ist (K, +,-, <) ein geordneter Korper (etwa K = Q), so sind Gleichungen der Form
nr =c

fiir alle n € N,¢ € K losbar (r = ¢/n := ¢/(nlk) ist die eindeutige Losung). Im
Allgemeinen gilt dies nicht fiir Gleichungen der Form

" =c,

wobei ¢c € K,n € N,n > 1. Sind ¢ < 0 und n gerade, so ist dies nach S. 2.12.3 ohnehin
ausgeschlossen. Aber auch im Falle ¢ > 0 existiert im Allgemeinen keine Losung (wie
schon seit der Antike bekannt ist).

Satz 4.1 Fir alle v € Q ist x> # 2.

Beweis. 1. Allgemein gilt: Ist m € Z ungerade, so ist auch m? ungerade (denn: ist
m =20+ 1 mit £ € Z, so ist m? = 4(£? + £) + 1, also ebenfalls ungerade).

2. Behauptung: Ist p/q € Q mit (p/q)? = 2 (wobei ohne Einschrinkung ¢ € N), so ist
q/2" € N fiir alle n € N.

(Dies zeigt, dass kein solches p/q existiert, da hieraus ¢ > 2™ > n fiir alle n € N folgen
wiirde).

Beweis dazu:

Fiir n = 0 ist die Behauptung klar.

Ist ¢/2F € N, d. h. ¢ = 2F¢ fiir ein ¢ € Ny, so folgt

2 242
(ﬂ) _ 9 — 2527
ok
also ist (p/2%)? gerade. Nach 1. ist auch p/2¥ gerade, d. h. es existiert ein j € Z mit
p = 281, Hieraus folgt

(iy: 2¢* :izzf
2k 22k+1 22k+1 ’
also ist (q/2%)? gerade und nach 1. auch ¢/2*. Folglich ist ¢/2"*! € N. O

Unsere Ziele im Weiteren sind:

1. Erweitern von (Q, +, -, <) zu einem geordneten Korper (R, +, -, <) so, dass 2™ = ¢
fiir alle n € N und ¢ > Og losbar ist.

2. Erweitern von (R, +, -) zu einem Kérper (C, +, -) so, dass 2™ = cfiirallen € N,c € C
losbar ist.
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Definition 4.2 Es sei K ein geordneter Korper, und es sei M C K.
1. M heifit nach oben beschrinkt, wenn ein s € K existiert mit
z<3s furalle ze€ M.
Ein solches s heiflit dann obere Schranke von M.
2. M heifit nach unten beschrdnkt, wenn ein s € K existiert mit
x>s firalle xe€ M.
Ein solches s heifit dann untere Schranke von M.
3. M heiBit beschrdinkt wenn M nach oben und nach unten beschrénkt ist.

4. Sind X eine Menge und f : X — K, so heifit f beschrinkt, falls W(f) C K
beschrénkt ist.

Beispiel 4.3 Es sei K = Q und
M:={zcQ:2>0, 2 <2} (={zeQ:z>0, x2<2}).

Dann ist M beschrankt, denn s = 0 ist eine untere Schranke und 5 = 3/2 ist eine
obere Schranke von M (Ist = > 3/2, so folgt 2% > (3/2)? =9/4 > 2,d. h. z ¢ M).

Mit einer oberen Schranke 5 von M ist natiirlich jedes 5 € K mit 5 > s ebenfalls eine
obere Schranke fiir M. Es stellt sich in natiirlicher Weise die Frage nach “kleinsten”
oberen Schranken.

Definition 4.4 Es sei K ein geordneter Korper, und es sei M C K.

1. Ein obere Schranke £ € K von M heifit kleinste obere Schranke (oder Supremum)
von M, falls fiir jede obere Schranke s von M gilt

5>€.

2. Eine untere Schranke £ € K von M heiit grifte untere Schranke (oder Infimum)
von M, falls fiir jede untere Schranke s von M gilt

s<¢.

Bemerkung und Definition 4.5 Aus der Definition ergibt sich sofort, dass fiir jedes
M hochstens ein Supremum ¢ und ein Infimum ¢ existieren. Wir schreiben (im Falle
der Existenz) £ = sup M. Zudem nennen wir & Mazimum von M (und schreiben
& = max M), falls zusitzlich £ € M gilt.

Weiter schreiben wir (im Falle der Existenz) { := inf M. SchlieBlich nennen wir £
Minimum von M (und schreiben { = min M), falls zusétzlich { € M gilt.
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Beispiel 4.6 Es sei K = Q.
1.Ist M ={ze€Q:0<z <1}, so gilt

0O=inf M(=minM) und 1=supM(=maxM).

2. Ist M ={z €Q:0 <z <1}, so gilt ebenfalls
O=infM wund 1=supM .
Man sieht, dass i.A. inf M und sup M nicht in M liegen miissen!

3. Essei M = {x € Q: 2 >0, 22 < 2}. Nach B. 4.3 ist M beschrinkt. Hier ist
inf M = 0, es existiert aber kein Supremum von M. Dies ergibt sich aus S. 4.1

und dem folgenden Resultat.

Satz 4.7 Es set K ein geordneter Korper, und es seien n € N sowie ¢ € K,c > 0.
Wir setzen M :={zx € K : x > 0,2" < c¢}. Dann gilt

1. M ist nichtleer und nach oben beschrdnkt.

2. FExistiert s :=sup M, so gilt s™ = c.

Beweis.

1. Stets ist 0 € M. Weiter ist 1 4 ¢ obere Schranke vom M. (Denn: Ist z € K mit
x > 1+ ¢, so gilt nach der Bernoullischen Ungleichung

2" >1+e)">14+nc>nc>c
und damit ist z ¢ M.)

2. Zunéichst gilt fir 0 <a <b

b —a™ < n(b—a)b" . (%)
Denn: Nach der verallgemeinerten geometrischen Summenformel (B. 3.2) ist
n—1
" —a" = (b—a) Z a’b" 't < (b —a)b" L
v=0

: " s"—c .
a) Angenommen, es ist s > c¢. Fiir h := —— gilt dann
ns

s" s"
O0<h< < —— = s.
nst—1 — gn-1

Ist x > s — h, so folgt aus (%) mit b=s,a=s—h
sT—a" <" —(s—h)"<n-h-s"l=5"—c.

Also ist 2" > ¢, d.h. © € M. Damit ist s — h obere Schranke von M im
Widerspruch dazu, dass s kleinste obere Schranke ist. Also ist s < c.
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b) Angenommen, s"” < ¢ (falls ¢ > 0). Dann ist

S A
v= n(s+ 1)nt! '

Fiir z :== min(1,y) folgt dann aus (x) mit b=s+ z,a = s
(s+2)"—s"<n-z(s+2)" 1 <n-ys+1)"! = c—s",

also ist (s + 2)" < ¢ und damit s+ z € M. Da z > 0 ist, ist damit s keine
obere Schranke von M. Widerspruch. Also ist s = ¢ nach a).

Definition 4.8 Ein geordneter Korper K heifit (ordnungs-)vollstindig, falls jede nicht-
leere, nach oben beschrénkte Teilmenge M von K ein Supremum hat.

Bemerkung und Definition 4.9 Ist K vollstdandig, so hat fiir jedes c € K,c > 0,
und jedes n € N die Gleichung

genau eine Losung s € K mit s > 0.
(Denn: Die Existenz einer Losung z ergibt sich aus S. 4.7. Sind z1,22 € K mit 0 <
x1 < 2 so ergibt sich auch z] < z§. Also hat die Gleichung 2™ = ¢ hochstens eine
Losung.)
Wir setzen
Ye:=s.

Damit ergibt sich fiir ¢,d € K ¢,d > 0 aus den entsprechenden Potenzgesetzen leicht
([0])

Ved = Y/e¥d und % = "ec.

SchlieBlich ist fiir 0 < ¢ < d auch {/c < V/d.
Von zentraler Bedendeutung fiir die Analysis ist die folgende Tatsache
Satz 4.10 FEs existiert ein vollstindiger geordneter Kdrper.

Beweisskizze Wir wollen uns darauf beschrinken, den Beweis zu skizzieren.

Die Elemente des Korpers werden als gewisse Teilmengen von Q definiert (sog. Dede-
kindsche Schnitte):

A C Q heifit (Dedekindscher) Schnitt, falls gilt:
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(D.1) A#0, A#Q.
(D.2) Ist p € A so gilt ¢ € A fiir alle ¢ < p.
(D.3) Ist p € A so existiert ein r € A mit p < 7.

Damit setzen wir
R := {A: A Dedekindscher Schnitt} .

1. Sind A, B Schnitte, so definiert man
A+B:={r+s:reA,se€ B}.

Dann ist auch A + B ein Schnitt, d. h. + : R x R — R.

(Denn:

Zu (D.1): Offenbar ist A + B # 0.

Sindr' € A,s' € B,soist ' +s' >r+sfiraller € A,s € B. Alsoist ' +s ¢ A+ B
und insbesondere A + B # Q.

Zu (D.2) und (D.3): Es sei p € A+ B. Dann existieren 7 € A,s € B mit p =r +s. Ist
q < p,so folgt ¢g—s < r,alsoq—s € A und damit ¢ = (¢—s)+s€ A+ B, d. h. (D.2)
gilt.

Schliefllich sei t € A so, dass t > r ist. Dann gilt p <t+sund t+s € A+ B. Also gilt
auch (D.3).)

Man kann zeigen: Vermittels dieser Definition der Addition ist (R,+) eine abelsche
Gruppe mit

Or={reQ:r<0} und —-A={peQ:—p—r¢Afirenr >0}

fir A e R.

2. Wir definieren nun eine Relation < auf den Schnitten (also auf R) durch
A<B:ACB, A#B.

Man rechnet damit nach, dass die Ordnungsaxiome (O.1), (O.2) und (O.3) erfiillt sind.

3. Nun kann man auch eine Multiplikation in R definieren. (Dies erweist sich als et-
was schwieriger als die Definition der Addition, insbesondere weil Produkte negativer
rationaler Zahlen positiv sind). Zunéchst definiert man daher eine Multiplikation auf
Ry :={A€R:A>0g} durch

A-B:={peQ:3Ire A;s€ Bmitr,s>0und p < rs}
(wobei A, B > Og). Anschlieflend definieren wir

AOp := OrA := Op
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und

(—A)(—B) , falls A < Op , B<Op
AB = —[(-A)B] , falls A<Ogr , B>0r
—[A(=B)] , falls A>0r , B<O0g

Hiermit wird (R, +, -, <) zu einem geordneten Koérper mit Einselement
Ip={reQ:z<1}.

4. Wir zeigen, dass dieser vollstdndig ist:
Dazu sei M C R, M # () nach oben beschrinkt. Wir definieren

:UA.
AeM

Dann kann man (leicht) zeigen, dass B ein Schnitt, also B € R ist. Natiirlich gilt
A < B fiir alle A € M und ist C < B, so existiert ein s € B mit s € C. Wegen s € B
ist s € A fiir ein A € M. Also ist C < A, d. h. C ist keine obere Schranke von M.
Folglich ist B = sup M. O

Bemerkung 4.11 Wir definieren j : Q — R durch
jir)y={x € Q: 1z <r},

Es gilt dann: Sind A, B € R mit A < B, so existiert ein r € Q mit A < j(r) < B.
(Denn: Da A < B ist, existiert ein p € Q mit p € B,p ¢ A. Nach (D.3) existiert ein
r € Q mit » > p und r € B. Damit ist

AcCij(r)c B umd A#j(r)#B,

d.h. A< j(r) < B.)

Weiter ist j injektiv, und es gilt j(r + s) = j(r) + j(s) sowie j(rs) = j(r)j(s) fiir alle
r,s € Q. AuBlerdem ist dabei j(r) < j(s) genau dann, wenn r < s ist. Man sagt, Q sei
vermittels j in R eingebettet. Indem wir 7 mit j(r) identifizieren, kénnen wir Q als
Teilmenge von R auffassen.

Definition 4.12 Wir setzen fiir a,b € R (mit a < b)

[a,b] = {xeR:a<z<b} (—o0,b] = {xeR:x<b}
(a,b) = {zeR:a<z<b} (—o0,b) = {xeR:x<b}
[a,b) = {xeR:a<x<b} [a, 00) {reR:z>a}
(a,b) = {reR:a<x<b} (a,00) = {zeR:xz>a}
(00,00) = R, (—00,0)=R_, (0,00) =Ry

Diese Mengen heiflen Intervalle.
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Wie wir oben gesehen haben, hat in R jede Gleichung z™ = ¢ fiir n € N und ¢ > 0 eine
Losung. Leider gilt dies nicht mehr im Falle ¢ < 0 und n gerade (da z™ > 0 fiir gerades
n und beliebiges € R nach S. 2.12.3). Unser Ziel ist es nun, den Korper der reellen

2

Zahlen so zu erweitern, dass ¥? = ¢ auch fiir ¢ < 0 (also etwa 22 = —1) losbar ist.

(Wir werden spéter sehen, dass tatséchlich dann auch 2™ = ¢ fiir beliebiges ¢ losbar
ist.)

Bemerkung und Definition 4.13 Wir setzen
C:={(z,y):z,yeR} (=RxR)
und fiir 21 = (21, 1), 22 = (22,2) € C

21+ 22 = (w1, y1) + (T2,92) := (w1 + T2, 91 + Y2)

sowie
2120 = (z1,y1) - (22, y2) = (122 — Y1y2 , T1Y2 + T2Y1) -

Man rechnet leicht nach, dass dann (C, +, ) ein Korper ist. C = (C, +, -) heifit Korper
der komplexen Zahlen und z € C heifit komplexe Zahl.

Dabei ist die Null in C gegeben durch 0 = Oc = (Og, Or) und die Eins in C ist gegeben
durch 1 = 1¢ = (1g, Or). Weiter sieht man: Ist z = (z,y) € C, so gilt

_ -1 _ £ -y .
—z = (—z,—y) und =z _<x2+y2’x2+y2> fiir 2 20 .

Wir nennen fiir z = (z,y) € C

Rez:==x Realteil von z

und

Imz:=y Imagindrteil von z .
Beispiel 4.14 Es sei z; = (3, 1), 22 = (2,4).
Dann gilt 21 + 22 = (5,3), 21 — 22 = (3,—1) + (—2,—4) = (1, —5) und

21-29=(3,—1)-(2,4) = (6 — (—4),12 — 2) = (10, 10) .

Bemerkung 4.15 Vermittels der Abbildung j : R — C definiert durch
j(@):=(z,0) (z€R)

ist R eingebettet in C.
(Man leicht, dass j injektiv ist und die Korperstruktur erhélt, d. h. es ist j(z +y) =

3(@) + j(y) sowie j(zy) = j()j(y) fiir alle z,y € R).



4 REELLE UND KOMPLEXE ZAHLEN 28

Indem wir wieder j(x) mit = identifizieren, kénnen wir R als Teilmenge von C auffas-
sen. Den reellen Zahlen entsprechen die komplexen Zahlen mit Imaginérteil = 0. Wir
schreiben dann auch kurz x statt (z,0).
Man nennt weiterhin

i:=(0,1)eC

die imagindre Einheit in C. Fiir ¢ gilt
i?=1(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1.
Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir jedes z = (z,y) € C in der Form
z=(z,y) = (2,0)+ (0,1)(y,0) =z + iy (= Rez+ilmz)

schreiben. Diese Darstellung heifit Normaldarstellung von z.
So gilt etwa
z1=(3,-1) = 3+4+i(-1) (=3-1)
z0=1(2,4) = 2+ (=24 49)

Bemerkung 4.16 In (C,+,-) ist es nicht moglich, eine Ordnungsrelation < (mit den
Eigenschaften aus D. 2.11) zu definieren!

(Denn: Angenommen, doch. Dann gilt 1¢ > O¢ nach S. 2.12.3, also —1¢ < O¢ nach S.
2.12.1. Fiir z = 4 gilt mit S. 2.12.3 aber andererseits 0 < i> = —1¢ also Widerspruch
zu (0.1).)

Definition 4.17 Es sei z = z + iy eine komplexe Zahl.
1. Die komplexe Zahl z := = — iy heifit zu z konjugiert komplex.
2. Die Zahl |z| := y/2? + y? € [0, 00) heifit Betrag von z.

Geometrisch entsteht zZ durch Spiegelung von z an der reellen Achse. Der Betrag |z|
gibt anschaulich die Lénge der Strecke von 0 zu z wieder (Pythagoras!)

Satz 4.18 Fiir z,z1,29 € C gilt
1. 21+ 22 = 21 + 29,
2. 2123 = 71 " 22,

3. (Z) = =z,

4. Re(z) = itz und Im (z) = z
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Beweis. [U] O

Fiir das Rechnen mit Betrdagen gelten folgende Regeln

Satz 4.19 Fiir z,z1,29 € C gilt
1. |z| > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0 ist,
2. |z =1z, lz[=]-2], [Rez[<|z[, [Imz|<lz],
3. |22 = 2z und o= (falls z #0),
z |z
4 |z1z2| = [21]|z2],

5. |71 £ 2| < |z1| + 22| ( “Dreiecksungleichung in C”).

Beweis. 1., 2. und 3. als [U].
4. Es gilt

|2120]* = (2122) (F1%2) = (2171) (22%2) = |21[?|22)* = (|21 ]| 22) -

Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung.
5. Es gilt

|21 +22\2

(21 +22)(71 + 22) = 2171 + 2172 + 2221 + 22722 =
|21]2 +2Re(z122) + ]22|2
|2’1’2 + 2|215‘ + ’22|2

21]? + 2|21 22| + |22 = (J21] + |22])?

% AN ]

Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung fiir z; + 22. Damit erh&lt man dann auch

|21 — 22| < |z1| 4+ | — 22| = |21] + | 22| -

Beispiel 4.20 Es gilt fiir 21 = (3,—1) =3 —i,20 = (2,4) =2+ 4
1] = VIF+1=V10, |z =v4+16=v20
T = 3—(—i)=3+i
a7z = B3-0)B4+1)=9-3i+3i—*=9+1(=|zu|?)
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Definition 4.21 In Verallgemeinerung von D. 3.3 setzen wir noch fir z € C und
v € Ny

2(z=1)---(z—v+1)

1 ~ , falls v >0
<§) ::;H(z—i—l—k): V!
k=1 1, falls v =0

Die Zahlen <Z> € C heiflen ebenfalls Binomialkoeffizienten.
v
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5 Folgen in K

Es seien I,Y nichtleere Mengen und a : I — Y. Man schreibt dann manchmal statt
a(a) auch a, (sog. Indexschreibweise) und statt a +— a(a) auch (aq)aer oder kurz
(aq)-

Ist I € N oder I C Z (unendlich), so spricht man von einer Folge (in Y). Im Falle
I ={n €Z:n> N} schreibt man dabei auch (a,)5

In diesem Abschnitt betrachten wir ¥ = R (Folgen reeller Zahlen) oder Y = C (Folgen
komplexer Zahlen). Um die beiden Félle R und C einheitlich bezeichnen zu kénnen,
schreiben wir K := K, falls K € {R, C}.

Definition 5.1 Eine Folge (a,,)nen in K heifit

1. beschrinkt, falls (|a,|) beschriankt ist im Sinne von D. 4.2.4, d. h., falls ein M > 0
existiert mit |a,| < M (n € N). (Anderenfalls heifit (ay) unbeschrinkt.)

2. Cauchy-Folge, falls zu jedem € > 0 ein N € N existiert mit

lan, —am| < & fiir alle n,m > N..

3. konvergent, falls ein a € K so existiert, dass zu jedem ¢ > 0 ein N, € N existiert
mit
lan, —al <e fiir alle n > N..

Die Zahl a heifit dann Grenzwert von (a,) und wir schreiben
anp —a (n—o00).

(Eine Folge, die nicht konvergent ist, heifit divergent.)

Bemerkung 5.2 1. Man sieht leicht, dass jede Folge (a,,) héchstens einen Grenzwert

a hat ([U]). Man setzt im Falle der Konvergenz

a=: lim a, .
n—o0

2. Es sei A(n) eine Aussage (n € N). Man sagt, A(n) gilt fir alle n geniigend grofs, falls
die Menge {n € N : A(n) ist nicht wahr} endlich ist. So lésst sich etwa die Konvergenz
einer Folge auch folgendermafien formulieren: (a,,) ist genau dann konvergent gegen a,
falls fiir alle € > 0 gilt

lanp, —al < e

fiir alle n geniigend grof.
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Beispiel 5.3 1. Ist a € K und ist a,, = a (n € N), so ist (a,,) konvergent mit a =

lim a,.
n—oo

2. Die Folge (a,) in R mit a,, = n ist unbeschriankt (Denn: Nach B. 4.11 existiert zu
jedem z € R ein n € N mit n > x; sog. archimedische Eigenschaft von R).
3. Die Folge (a,) in R mit a,, = 1/n ist konvergent zum Grenzwert a = 0, d. h.

1
— =0 (n—o0).
n

(Denn: Es sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein N, € N mit N, > 1/e (wieder B. 4.11).
Also gilt fiir alle n > N;

1
lap, — 0| =—<¢€.)
n

4. Die Folge (ay,) in R mit a, = (—1)" ist beschrénkt (da |a,| = 1fiir alle n € N), aber
keine Cauchy-Folge.
(Denn: Fiir alle k& € N ist

lagk — agkt1] =2,

d. h. etwa zu € = 2 existiert kein N, € N mit |a,, — a,y| < ¢ fiir alle n,m > N..)

Damit ist (a,) auch divergent, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 5.4 1. Jede Cauchy-Folge (ay) in K ist beschrinkt.
2. Jede konvergente Folge (a,) in K ist eine Cauchy-Folge.

Beweis.
1. Zu € = 1 existiert ein N € N mit
lan, — am| < 1 (n,m>N),
also |ap| = |an, —a+an| < lan —an| + lan| < |an|+1 fiir allen > N. Mit
M :=max{l|ai|,...,|lan—-1|,|lan| + 1}

gilt dann
lan| < M fiir allen € N.

2. Es sei a := lim a,,. Dann existiert zu jedem € > 0 ein N, € N mit |a, —a| < e/2(n >
N.). Also gilt

lan — am| < lan —a| +|a—an| <e fiir alle n,m > N, .
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Bemerkung 5.5 Es sei (a,,) eine Folge in K.

1. Aus der Definition der Konvergenz ergibt sich sofort: Es gilt a,, — a (n — o0) genau
dann, wenn |a, —a| = 0 (n — 00).

2. Ein einfaches, aber sehr niitzliches Konvergenzkriterium ist das folgende: Sind M >
0 eine Konstante und (d,) eine Folge mit |a,, — a| < M0, fiir n geniigend grof, und
gilt 6, — 0 (n — 0), so folgt an, — a (n — o0).

(Denn: Es sei N € N so, dass |a, — a| < M, fiir alle n > N. Ist ¢ > 0 gegeben,
so existiert ein N; € N, wobei 0.E. N; > N, mit 6, < ¢/M (n > N.) Dann ist auch
lan, —a|l < M6, <e(n>N).)

Als wichtiges Anwendungsbeispiel erhalten wir

Beispiel 5.6 (geometrische Folge)
Wir betrachten fiir ¢ € C die Folge (¢"),. Dann gilt

1. Fiir |¢| < 1 konvergiert (¢") mit lim ¢" = 0.

n—oo
2. Fiir |g| > 1 ist (¢") unbeschrénkt, also insbesondere divergent.

(Denn:
1. Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung klar. Es sei also 0 < |g| < 1. Dann ist mit einem a > 0

1lgl=1+a.

Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt (1 4+ a)™ > 1 + na > na und daher

1 1
n—O: nzi _ N
lq | = lql Atar < (n €N)

Aus 1/n — 0 folgt mit B. 5.5 die Behauptung.
2. Nunsei |g| > 1, d. h. |g| = 14b mit einem b > 0. Mit der Bernoullischen Ungleichung
gilt

" =1 +b)">1+nb (neN),

d. h. (¢") ist unbeschrinkt und damit nach S. 5.4 divergent.).

Der folgende Satz zeigt, dass Grenzwertbildung mit den algebraischen Operationen in

K vertréglich ist.

Satz 5.7 Die Folgen (ay) und (by,) seien konvergent mit

a = lim a, , b= lim b, .
n—oo n— o0

Dann gilt
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1. Die Folge (ay, £+ by,) konvergiert gegen a +b, d. h.
lim (a, £b,) =a+b (: lim a, £ lim bn> .
n—oo n—oo n— o0
2. Die Folge (ay, - by) konvergiert gegen a - b, d. h.
lim (a, -b,) =a-b (: lim a, - lim bn) .
3. Ist by, # 0 fir alle n € N und b # 0, so konvergiert (ay,/by) gegen a/b d. h.
(/) = 0/b (= lim on/ lim b)
Beweis.
1. Es sei € > 0 gegeben. Dann existieren ein Ns(l) € N und ein N5(2) € N mit
lan —al < /2 (n > NW) und b, —b] <&/2 (n> NPy,
Also gilt fiir n > N, := maX(NE(I), NE(Q)):
lan £ by, — (a £ b)| = |an —a £ (b, —b)| < |ap—a|+ b, — bl <c/2+e/2=c¢.
2. Nach S. 5.4 ist (b,) beschrinkt, d. h. es existiert ein M > 0 mit |b,| < M fiir
alle n € N. Damit ist
|anby, —abl = |anb, — aby, + ab, — ab| <
< |bullan — al + lal|b, — b] < Mlay, — a| + |a||by, — b| .
Nach B. 5.5 und 1. konvergiert die rechte Seite gegen 0. Also konvergiert wieder
nach B. 5.5 (anb,) gegen ab.
3. a) Wir zeigen zunéchst:

Da b # 0 ist, existiert ein NV € N mit
|bn, — b| < |b]/2 (n>N).
Also gilt (umgekehrte Dreiecksungleichung!)
|bn| = |b+ by, — b > |b] — |bpy — b| > |b] — |b]/2 = |b]/2 >0 (n>N).

Damit ergibt sich

11 b=
bn  b|  |bub

Aus |b, — b] — 0 folgt 1/b, — 1/b (n — o0) mit B. 5.5.

2
—=|bn — ).
<! |
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b) Mit 2. und a) ergibt sich

(SN

. ap . 1
lim — = lim (a,-— | =a-
n—oo b, n—ooo by,

Beispiel 5.8 Es sei a, = 324 Dann folgt mit S. 5.7 und B. 5.3.1./3.

3_4/p S—4lml/n 3 4. 3

lim a, = lim = - = ==,

n—00 n—>002+5/n2 2+5 lim 1/n2 240 2
n—oo

Wir betrachten nun speziell Folgen reeller Zahlen, wobei wir entscheidend von der
Ordnungsstruktur in R Gebrauch machen. Insbesondere verwenden wir héufig folgende
Aussage tiber die Vertréglichkeit von Grenzwerten und <-Relation: Sind (a,) und (by,)
Folgen in R mit a,, < b, fiir n geniigend grof, so gilt auch

lim a, < lim b, .
n—oo n—oo

Definition 5.9 Es sei (a,)nen eine reelle Folge. Dann heifit (ay,)
1. monoton wachsend, falls an4+1 > an (n € N) (Schreibweise: a,, ),
2. streng monoton wachsend, falls a,+1 > a, (n € N) (Schreibweise: a,, streng ),
3. monoton fallend, falls a,+1 < a, (n € N) (Schreibweise: a, ),

4. streng monoton fallend, falls a,41 < a, (n € N) (Schreibweise: a,, streng ).

Beispiel 5.10 Es gilt

1. (%) ist streng monoton fallend,
n

2. (¢")n ist streng monoton wachsend falls ¢ > 1, streng monoton fallend falls
0 < ¢ < 1 und weder monoton wachsend noch monoton fallend falls ¢ < 0.
AuBerdem ist (1), monoton wachsend und fallend, aber nicht streng monoton

wachsend oder fallend.
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3. Fiir die Folgen (a;,) und (b,) in R mit

1 n 1 n+1
an:<1+> , bn:<1+> (n € N)
n n

gilt: (ay,) ist (streng) monoton wachsend und (by,) ist (streng) monoton fallend.
(Denn: Fiir alle n > 2 gilt

n R nen (oe) oy

1 n Y71 n n n
n—1
n—1 p 319 _ 3
_ n+1 1_i g n+1 1_n 1 _n +1>1‘
n n2 n n2 n3

Der Beweis fiir (by,) verlduft analog; [U].)
FEine fundamentale Folgerung aus der Vollstédndigkeit von R ist

Satz 5.11 (Hauptsatz iber monotone Folgen)
Es sei (ay,) eine Folge in R. Ist (a,) monoton (wachsend oder fallend) und beschrinkt,

so ist (an) konvergent.

Beweis. Wir betrachten die Menge
A:={x:x=ay,fireinn e N} .

Dann ist A # () und beschrinkt. Da R vollstindig ist, existieren
a:=supA und b:=inf A .

1. Wir zeigen: Ist (a,,) monoton wachsend, so ist a = nl;rgo ap,.

Da a obere Schranke von A ist, gilt a,, < a fiir alle n € N. Es sei € > 0 gegeben. Dann
ist (nach Definition von sup A) a — ¢ keine obere Schranke von A, d. h. es existiert ein
N = N; € Nmit ay > a —¢. Da (a,) monoton wachsend ist, gilt a,, > ay > a — ¢ fiir

alle n > N, also insgesamt
a—ec<ap<a (n>N)

d. h.
—e<a,—a<0 (n>N)

und damit insbesondere |a, — a| < ¢ fiir alle n > N. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt
an — a (n — 00).
2. Ist (a,) monoton fallend, so sieht man entsprechend, dass a,, — b gilt. O

Der Hauptsatz iiber monotone Folgen ist eines der wichtigsten Kriterien fiir die Kon-
vergenz von Folgen. Man beachte, dass die Kenntnis des Grenzwerts bei der Konver-
genzuntersuchung nicht vonnoten ist. Der Beweis zeigt: (a,) konvergiert gegen sup A
falls (a,) wachsend ist und gegen inf A, falls (a,) fallend ist.
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Bemerkung und Definition 5.12 Manchmal erweist es sich als niitzlich, fiir reelle
Folgen (ay,) erweiterte Grenzwerte +oo zu betrachten. Wir sagen deshalb

1. (ay) heifit bestimmt divergent gegen oo, falls zu jedem R > 0 ein Ny € N existiert
mit a,, > R fiir alle n > Ng. Wir schreiben dann a,, — oo (n — 00)

2. (ap) heiBt bestimmt divergent gegen —oo, falls zu jedem R > 0 ein Np € N
existiert mit a, < —R fiir alle n > Ng. Wir schreiben dann a,, - —o0 (n — c0)

So gilt etwa
" = o0 (n— o0)

im Falle ¢ > 1, aber fiir ¢ < —1 ist (¢") weder bestimmt divergent gegen oo noch
bestimmt divergent gegen —oc.

Damit ergibt sich leicht folgende Abrundung des Hauptsatzes iiber monotone Folgen:
Ist (a,) monoton wachsend und unbeschrénkt, so gilt a,, — oo und ist (a,) monoton
fallend und unbeschrinkt, so gilt a,, — —oo.

(Denn: O. E. sei (a,) monoton wachsend. Dann gilt insbesondere a,, > a; fiir alle n.
Damit existiert zu jedem R > 0 ein N mit ay > R. Wieder auf Grund der Monotonie
ist damit auch a,, > R fiir alle n > N. Da R > 0 beliebig war, gilt a,, — c0.)

Beispiel 5.13 (Eulersche Zahl e)
Wir betrachten noch einmal die Folgen (a,,) und (b,) aus B. 5.10.3. d. h.

1 n 1 n+1
an:<1+> , bn:(l—l-) (neN).
n n

Aufgrund der Monotonieaussagen aus B. 5.10.3. gilt 2 = a1 < a, < b, < b; = 4. Nach
dem Hauptsatz iiber monotone Folgen sind (a,) und (b,) konvergent und mit S. 5.7.2
folgt

lim b, = lim (1+1/n)a, = lim a,
n—00 n—00 n—00

1 n
e := lim (1 + >
n—o00 n

Wir setzen

(e heilt Eulersche Zahl).

Beispiel 5.14 (Babylonisches Wurzelziehen)

Es sei ¢ > 0 gegeben. Ein sehr effizientes Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung
von +/c ist das sog. Babylonische Wurzelziehen:

Wir betrachten mit einem beliebigen Startwert ap > 0 die Folge (a,) in (0, 00) mit

1 +c 1 (2+)
a =—lan+— | =—1(a, +c) .
e 2\" " a, 2a, "
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(Der Startwert ag kann eine grobe Néherung an +/c sein.)
Behauptung: (a,,) ist konvergent mit lim,,,~ a, = 1/c.

Denn: 1. Wir zeigen: a,, > v/c (n € N). Denn: Fiir n € Ny gilt

1 1
aps1 — Ve = 5—(ap —2anVe+¢) = 5—(an — Ve)? 20,

2ap, 2ay,

also ist an11 > V/c.
2. Die Folge (a,)92; ist monoton fallend, denn fiir n € N ist

1 +c 1 c 1 (2 )
ap — @ =ap—=|a —)==lapn—— | =—(a,—c) .
n n+1 n 2 n an 2 n an 2an n

Aus a, > +/c folgt a2 > ¢, also a,, — any1 > 0.
3. Nach dem Hauptsatz tiber monotone Folgen ist (a,) konvergent. Zur Bestimmung
des Grenzwertes kann man folgendermafien vorgehen:

Aus lim a, = a folgt lim a,4+1 = a, und damit (da a > /c > 0)
n— o0 n—oo

1 1
a(—an+1:g(ai+c)—>%(a2+c) (n — 00) .
n

Aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt

1
a:%(az—l—c),

woraus man a = y/c berechnet (beachte a > 0).

Man kann also die Folgeglieder a,, als Niherungen fiir \/c verwenden (dabei sind im
Falle ¢ € Q und agp € Q die N#herungen a,, stets rationale Zahlen).

Wie sieht es dabei mit dem Fehler aus, wenn man a,, statt \/c verwendet? Wir schiitzen
den Fehler nach oben ab. Dazu sei

(fn = Lc‘ﬁ heifit “relativer Fehler”). Dann gilt f,, > 0 und

NG
1 1
1+n =—-(1+ n + ;
Jnt1 2( f 1+fn>
also f2
1 1 . 9 1,5
] = —— < " =—f2, falls f, <1).
f+1 21+fn_2mln(f fn)( 2fn an<)

Hat man nach n Schritten fiir a,, einen Fehler f, < 10™™, so ist der Fehler f,,;1 dem
néchsten Schritt < £(107™)? = 2107%™; die Anzahl der “exakten Stellen” verdoppelt
sich im Wesentlichen.
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Bemerkung und Definition 5.15 Es sei (a;,) eine beschriankte Folge in R. Wir be-
trachten die Mengen
B, :={ay : k>n}

Es gilt dabei B,,11 C By, (und die B,, sind beschrénkt). Also existieren

bp :=supB, und b, :=infB, (n € N)

und nach Definition von sup und inf sind die Folgen (b,) bzw. (b,) monoton fallend
bzw. monoton wachsend (und beschrankt, da by < b, < b, < by). Also sind beide
Folgen konvergent nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen. Damit existieren

a:= lim b, und a:= lim b,

n—oo n—oo

=: lim a, oder auch

Die reelle Zahl @ heifit Limes superior von (ay) (Schreibweise: @ ir
n o
limsup ay,), und @ heifit Limes inferior von (a,) (Schreibweise: a = lim a,, oder auch
n—00 n—00
liminf a,).
n—oo

Satz 5.16 Es sei (ay) eine beschrinkte Folge in R, und es sei a € R. Dann gilt
1. Es ist a = lima,, genau dann, wenn folgende beiden Bedingungen gelten:

a) Fiir alle e > 0 gilt a,, < a + ¢ fiir alle n geniigend grofs.

b) Fiir alle ¢ > 0 gilt a, > a — € fiir unendlich viele n € N.
2. Es ist a = lima, genau dann, wenn folgende beiden Bedingungen gelten:

a) Fir alle e > 0 gilt a,, > a — ¢ fiir alle n genigend grof.
b) Fiir alle e > 0 gilt a,, < a + € fiir unendlich viele n € N.

Beweis. 1. “=" Es sei a = lima,, = nh_)rrolo sup{ay : k > n}, und es sei € > 0 gegeben.
Dann existiert ein N; mit a — e < sup{ax : k > n} <a+e (n > N;). Aus der zweiten
Ungleichung ergibt sich insbesondere a,, < a+¢ (n > N.). Aus der ersten Ungleichung
folgt, dass fiir jedes n(> N;) ein k > n existiert mit a — ¢ < ag. Damit gilt auch b).
“«—= "7 KEs sei € > 0 gegeben.

Aus a) folgt

b, =sup{ar :k>n} <a-+e

fiir alle n geniigend grof. Also ist

lim a, = lim b, <a+¢.
n—oo n—oo

Aus b) folgt b, > a — ¢ fiir alle n € N. Also ergibt sich

lim a, = lim b, > a—c¢.
n—o0 n—r0o0
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Da € > 0 beliebig war, ist lim a, < a und lim a, > a, also insgesamt lim a, = a.
n—oo n—oo n—oo

2. Der Beweis fiir lima,, verldauft analog. O

Beispiel 5.17 Essei ap, = (—1)" (1 4+ 1/n). Dann ist (a,) beschrénkt und mit S. 5.16
ergibt sich

lima,=1 und lima, = —1.

Satz 5.18 FEs sei (a,) eine beschrinkte Folge in R. Dann gilt

1. lim a, < lim a,.
n—oo n—oo

2. (ay) ist genau dann konvergent, wenn lim a, = lim a, gilt (und in diesem Fall
n—oo n—oo

ist lim a, = lim a, = lim a,).

Beweis. 1. Teil 1. ergibt sich sofort aus

b, = inf{ay, : k > n} < b, =sup{ax : k > n}

und

lima, = limb,, , lima,, = limb,, .

2. “=" Es sei (a,) konvergent, lim a,, =: a, und es sei € > 0 gegeben. Dann existiert
ein N; mit
a—e<ap<a+e fir alle n > N, .

Also sind a) und b) aus S. 5.16.1 und 2. erfiillt und folglich gilt mit S. 5.16
lim a,, = lima,, = lima,.

“e=" Gilt lima,, = lima, =: a, so folgt aus S. 5.16 dass fiir alle € > 0 ein Ng(l) e N
mit
ap < a+¢ (n > NW)

und ein N€(2) € N mit
anp >a—¢ (n > N?)

existieren. Also gilt fiir n > N, := max(Ng(l), N€(2))
a—ec<ap<a-t+e.

Da € > 0 beliebig war, ist (a,) konvergent mit lima,, = a. O
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Bemerkung und Definition 5.19 Es sei (a,) eine beliebige Folge in Y. Ist (ny) ei-
ne streng monoton wachsende Folge in N, so heiit (a,, )ren eine Teilfolge von (ap)nen.

Aus den Definitionen ergibt sich unmittelbar fiir Folgen (a,) in K: Ist (a,) konver-

gent, so ist auch jede Teilfolge konvergent (mit gleichem Grenzwert) und ist (a,,) eine
Cauchy-Folge, so ist auch jede Teilfolge eine Cauchy-Folge.

Beispiel 5.20 1. Es sei a, = (—1)"(1+1/n) (vgl. B 5.17). Dann sind

1 1
(a2t )ken (1 * 2k>keN und (@21 )ren ( 2k — 1/ ke
Teilfolgen von (a,). Dabei gilt agy — 1 = lima,, und ag;,_; — —1 = lim a,, fiir k¥ — oc.
Die Folge (a,,) selbst ist divergent.

Allgemein erhalten wir

Satz 5.21 Es sei (a,) eine beschrinkte Folge in R. Dann gilt:
1. Es existiert eine Teilfolge (an,) mit a,, — lim ay,.
n—oo

2. Es existiert eine Teilfolge (am, ) mit am, — lim a,.
n—oo

3. Ist (ayg,) eine konvergente Teilfolge von (an) so ist

lim a, < lim a, < lim a, .
n—o0 k—o00 n—00

Beweis. 1. Wir definieren (nj) induktiv. Dazu setzen wir n; := 1. Sind ny,...,ng

bereits definiert, so wéhlen wir ein ngy1 € N mit ngy1 > ng und so, dass
angy — T an| < 1/(k + 1)

gilt (existiert nach S. 5.16). Dann gilt a,, — lima, (k — c0).

2. Analog

3. Es sei (ay,) eine konvergente Teilfolge von (a,) und a := klim ag,. Aus ag, < by,
—00

folgt a < klim @ = lima,,. Entsprechend sieht man, dass lima,, < a gilt. O
— 00
Als Konsequenz erhalten wir zwei der zentralen Ergebnisse der Analysis, den Satz von

Bolzano und Weierstrafl sowie das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Satz 5.22 (Bolzano-Weierstraf3)
Jede beschrinkte Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge.
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Beweis. 1. Es sei K = R. Dann wihle man etwa (ng) wie in S. 5.21.1.

2. Es sei K = C, und es sei (a,) eine beschriankte Folge in C. Ist a,, = ay, + i, die
Normaldarstellung von a,, so sind die Folgen (c,) und (f,) in R beschrinkt (es gilt
lan| < |ay| und |B,| < |ayn|). Nach 1. existieren eine Teilfolge (v, ) von (o) und ein
a € R mit o, = a (k — 00). Da auch (v;) := (8, ) beschrinkt ist, existieren wieder
nach 1. eine Teilfolge (8y,,) = (7k,) von (%) und ein 8 € R mit 8,, — B (¢ — oo).
Nach S. 5.7 gilt also

oy, + i, & a+if (£ — 00) .

Beispiel 5.23 Es sei a, = ¢" mit ¢ € C, |¢| = 1. Dann ist auch |a,| = 1 fiir alle n.
Also hat nach S. 5.22 die geometrische Folge (ay) eine konvergente Teilfolge. Ist etwa
q =1, so gilt

ag =1 —1, g1 = 11, Aqk+2 = -1 — -1, Aqf+3 = -1 — —1 .
Satz 5.24 (Cauchysches Konvergenzkriterium,)

Es sei (ayn) eine Folge in K. Genau dann ist (ap) konvergent wenn (a,) eine Cauchy-

Folge ist.

Beweis. 1. Ist (ay) konvergent, so ist (a,) nach S. 5.4.2 eine Cauchy-Folge.
2. Es sei umgekehrt (a,,) eine Cauchy-Folge. Dann ist (a,,) jedenfalls beschrankt nach S.
5.4.1. Also hat (ay) nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge

(ank )-

Es sei a := klim ap,, und es sei € > 0 gegeben. Dann esistiert ein /N, € N mit
—00
lan — am| < e/2 (n,m > N¢) .
Weiter existiert ein k = k. so, dass ng > N, und |a,, — a|] < /2. Damit ist

lan, —a| <lap — an, | + |an, —al <e (n > Ng) .
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6 Maichtigkeit von Mengen

Wir werden im Folgenden sehen, dass in gewisser Weise ,,sehr viele“ reelle Zahlen
irrational sind. Dazu beschéftigen wir uns zunéchst mit dem Begriff der Machtigkeit

einer Menge.

Definition 6.1 Es seien M, M7, M5 beliebige Mengen.

1. My und M; heiflen von gleicher Mdchtigkeit (oder kurz gleichmdchtig), falls eine
bijektive Abbildung ¢ : M7 — My existiert.

2. M heifit endlich, falls M gleichméchtig zu {1,...,n} fiir ein n € N (oder auch
= () ist. Anderenfalls heifit M unendlich.

3. M heiBit abzdihlbar unendlich falls M gleichméchtig zu N ist.

4. M hei3t abzihlbar falls M endlich oder abzdhlbar unendlich ist. Anderenfalls
heifit M diberabzahlbar.

Bemerkung 6.2 1. Aus D. 6.1 ergibt sich sofort, dass eine Menge M genau dann
abz&hlbar unendlich ist, wenn eine Folge (z,,), in M existiert mit x,, # x,, fiir n #m
und M = {z, : n € N}.

Weiter folgt aus D. 6.1 auch, dass M # () genau dann abzihlbar ist, wenn eine Folge
(xn)n in M existiert mit M = {z,, : n € N}. Eine solche Darstellung nennt man auch
eine Abzdhlung von M.

(Denn: ,= “: Ist M abzéhlbar unendlich, so existiert eine solche Folge nach Definition.
Ist M endlich, etwa M = {x1,...,z,}, so setze man z; := z, fiir j > n.

»<= “: Ist M endlich, so sind wir fertig. Es sei also M unendlich. Wir definieren ny := 1.
Sind nq,...,nk bereits definiert, so setzen wir ng4q := min{n : x, # Tn,,...,Tn, }-
(Man beachte: Nach dem Wohlordnungssatz (siche (U)) hat jede nichtleere Teilmenge
von N ein Minimum.) Dann gilt nach Konstruktion M = {x,, : k € N} und x,,; # y,
fiir j # k.)

2. Man sieht mit einer dhnlichen Uberlegung wie in 1. auch, dass jede unendliche

Menge eine abzéhlbar unendliche Teilmenge besitzt.

Satz 6.3 1. Jede Teilmenge B einer abzihlbaren Menge A ist wieder abzdihlbar.

2. Es sei I # () eine abzihlbare Menge, und es seien A, (n € I) abzihlbare Mengen.

Dann ist auch |J A, abzdhlbar.
nel
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Beweis. 1. O. E. sei B # (). Nach B. 6.2 existiert eine Folge (z,) mit A = {z,, : n € N}.

Ist ng so, dass z,, € B, so definieren wir

Ty, fallsx, €B

Yn = )
Tny, fallsz, ¢ B

Dann ist B = {y, : n € N}, also B abzéhlbar nach B. 6.2.
2. Ohne Einschrinkung kénnen wir A, # 0 fiir alle n € I annehmen. Zudem koennen
wir uns auch auf den Fall I = N beschranken. (Ist I endlich, so kénnen wir ohne

Einschrénkung I = {1,...,n¢} wéhlen und dann A, := A; fiir n > ng setzen.) Es sei
Alz{x,gl):kEN} , Agz{a:,(f):kEN},...

Dann ist

UAn:{x,(j):k,neN} .

neN

Wir betrachten folgende Anordnung der Elemente :1;,(:); neNkeN:

N N S
v e v A v
£U§2) xéQ) ng) '%(12) xéQ)
L v S e
$§3) 1_;3) 335(33) xl(l?))
v e v
x§4) -”L'gl) x;(;l)
L v
ZL‘§5) $é5)
v
o
1

Hierbei treten alle q:,(cn) auf. Diese konnen durch “Verfolgen der Pfeile” zu einer Folge

(Ym)men angeordnet werden:

oD, 2 2@ 2@ o) 40 40 @)

(Genauer: (Y )men ist fiir n € Nund j =1,...,n definiert durch
n+1—j)
)

7)
n+1—j)

! , falls n ungerade
yn(nfl) 4 = g .
PR T , falls n gerade
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Man beachte dabei: Fiir M := |J ({n} x {1,...,n}) sind ¢ : M — N bzw. ¢ : M —
neN
N x N mit
n(n —1)
2
bijektiv.) O

p(n,j) = +J baw. ¢(n,j) = (n+1-jj)

Insbesondere ergibt sich aus S. 6.3

Satz 6.4 Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis. Zunéchst sieht man leicht, dass Z abzéhlbar ist ([U]). Damit sind nach S. 6.3
auch Z \ {0} und

zx(Z\{o})= |J @x{m})

meZ\{0}
abzéhlbar. Ist Z x (Z \ {0}) = {x; : j € N} so ist

Q= (2 @\{0))/~ = {laj) :5 € N},
also Q abzéahlbar. O

Wir wollen nun zeigen, dass jedes (nichttriviale) Intervall in R iiberabzéihlbar ist.
Daraus ergibt sich auch unmittelbar die Uberabzihlbarkeit von R oder C. Vorbereitend

zeigen wir:

Satz 6.5 (Intervallschachtelungsprinzip)

1. Ist I, eine Folge von Intervallen der Form I, = [ay,by], mit I,11 C I, (n € N)
, so existieren a,b € R mit a < b und

ﬂ I, =[a,}].

neN

2. Gilt zusdtzlich by, — a, — 0(n — 00), so ist a =>b, d. h. [\ I, ist einpunktig.
neN

Beweis. 1. Nach Voraussetzung ist (a,) 1 und (b,) J. AuBerdem gilt a; < a, < b, <
b1. Also gilt nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen

an =~ sup{ar : k€ N} =:a und b, —inf{by:ke N} =0b.
Aus a, < b, folgt a < b, also insgesamt

an <a<b<y, (neN).
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Folglich ist

[a,0] € () In -

neN
Andererseits folgt fir x € () I, aus a, < z < b, fir alle n auch a < z < b, also
neN
x € [a,b)].
2. Aus0<b—a<b,—a, —0(n— o0)folgt b—a=0. O

Satz 6.6 Jedes Intervall I C R, das mehr als einen Punkt enthdlt, ist iberabzdhlbar.

Beweis. Es reicht ([U]), das Intervall [0,1] zu betrachten. Angenommen, [0,1] ist
abzéhlbar, d. h.
[0,1] = {x,, : n € N}.

Wir teilen dann [0, 1] in die drei gleich langen Intervalle [0,1/3],[1/3,2/3] und [2/3,1]
auf. Dann ist 27 in einem dieser Intervalle (das wir I; nennen) nicht enthalten. An-
schlieend teilen wir I; in drei gleich lange Intervalle (also der Linge 1/9 = 1/3%) auf.
Dann ist z2 in einem dieser Intervalle (I3 genannt) nicht enthalten. So fortfahrend
erhalten wir induktiv eine Folge I,, = [ap,by,] von Intervallen in [0, 1] mit [,4+1 C I,

sowie z, & I, und b, —a, = 1/3" — 0 (n — o0). Also ist ) I, = {z} fiir ein
neN
x € [0,1]. Ist k € N so gilt nach Konstruktion xy € () I, d. h. zj # z fiir alle k € N.
neN
Widerspruch! O

Bemerkung 6.7 Allgemein gilt: Ist M iiberabzdhlbar und ist A C M abzihlbar, so
ist auch M \ A iiberabzéihlbar (denn sonst wire nach S. 6.3 auch M = AU (M \ A)

abzéhlbar). Also ist insbesondere nach S. 6.4 und S. 6.6 die Menge der irrationalen
Zahlen R\ Q iiberabzihlbar.
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7 Reihen
Wir betrachten wieder die Folge (¢”)72, fiir ein ¢ € K mit |¢| < 1. Fiir die Summe der
ersten (n + 1) Folgelieder gilt nach der geometrischen Summenformel

n+1

icf’:iliq :
v=0 1_(]

Wegen ¢"*! — 0 (n — oo) folgt

die Folge der Summen konvergiert also gegen l%q. Man verwendet dann kurz das

o0
Symbol }_ ¢ fiir den Grenzwert 1%(1.

v=0

Bemerkung und Definition 7.1 Es seien ng € Z und (a,);,,, eine Folge in K.

1. Die der Folge (a,) zugeordnete Folge (sy)p%,,, der Partial- oder Teilsummen

n
sn::ZaV (n€Z,n>ngp)

v=ng

heiBt (die mit (a,) gebildete) Reihe und wird mit > a, bezeichnet. Die a, heifien

v=ng
dann Reihenglieder.
(o]

2. Ist die Reihe )  a, (also die Folge (s,)) konvergent gegen s, so schreiben wir

v=ng

oo
s=: Y ay. Die Zahl s heit dann der Reihenwert.

v=ng

[e.e]
Man beachte, dass das Symbol )  a, also zwei Bedeutungen hat: Erstens
v=ng
steht es fiir die Folge (s,,) der Teilsummen und zweitens (im Falle der Kon-

vergenz!) fiir deren Grenzwert.

Beispiel 7.2 1. Es sei a, = ﬁ (v € N). Dann gilt

L 11 URS I a S 1
v=1 v=1 v=1 v=2
. =, 1 . .
Also folgt nlglolo s, =1,d. h. V;l ST st konvergent mit

=1
2oy

v=1
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(o]
2. Es sei a, = ¢” fiir ein ¢ € K| |¢| < 1. Dann ist (s. o.) q" konvergent mit
v=0

> 1
v o__

Diese Reihe heifit geometrische Reihe. Speziell ergibt sich etwa fiir ¢ = 1/2

o0

1
2v

v=0

Fiir das “Rechnen” mit konvergenten Reihen gilt

[o.¢] [o.¢]
Satz 7.3 Esseien > a, und Y, b, konvergente Reihen in K, und es seien o, € K.

v=ng v=ng

o0
Dann ist auch ) (o, + Bb,) konvergent mit

v=ng
oo oo [e.9]
Y (aa,+Bb)=a) a+5 b
v=ng v=ng v=no
Beweis. Ergibt sich leicht durch Anwendung von S. 5.7. O
Damit gilt etwa
o0 oo o0
2.3 44 v 1
I LD Ao S
v=0 v=0 v=0
1 1
= 2 —+4- —=10.
1-3/5 * 1-1/5
o
Insbesondere erhélt man aus S. 7.3 auch: Ist n > ng, so ist > a, genau dann kon-
v=ng
oo
vergent, wenn » a, konvergiert, und in diesem Fall ist
rv=n
00 n—1 0o
Yo=Y Y
v=nyg v=nyg v=n

Fiir Konvergenzuntersuchungen ist es also unwichtig, wie die untere Summationsgrenze

aussieht. Wir werden daher im Weiteren meist o. E. ng = 0 (oder ng = 1) betrachten.

Bemerkung 7.4 Notwendig fiir die Konvergenz einer Reihe ist, dass die Reihenglie-

der eine Nullfolge bilden, d. h. ist Y a, konvergent, so gilt
v=0

anp — 0 (n — 00).
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n

(Denn: Ist s, = Y ay, so gilt

v=0
o0 o

An = Sp — Sp—1 %ZQV—Za,,zo (n — 0).)
v=0 v=0

o0

Ist etwa a, = ¢" mit |¢| > 1, so ist |a,| > 1 (n € N), also ist > ¢” sicher divergent.
v=0

Damit ergibt sich fiir geometrische Reihen insgesamt:

o0

> ¢” ist genau dann konvergent, wenn |q| < 1 ist.
v=0

Wir betrachten jetzt speziell Reihen mit nichtnegativen Gliedern.

n

o0
Bemerkung 7.5 Ist ) a, eine Reihe mit a, >0 (n € N), soist s, = > a, 1. Also
v=0 v=0
gilt
o0
e entweder ist (s,) beschrankt und damit » a, konvergent (Hauptsatz iiber mo-
v=0
notone Folgen)

e oder (s,) ist unbeschrankt und damit s, — oo (n — c0).

o0 o0
Wir schreiben im ersten Fall dann auch > a, < oo und im zweiten Fall ) a, = cc.
v=0 v=0

Satz 7.6 (Cauchyscher Verdichtungssatz)
Es seia, >0 (n € N) und (ay) monoton fallend.

n n
1. Ist s, = 3. ay und o, = S 2Faqr, so gilt
v=1 k=0

Sont1_q < 05 < 289n (n € N).

(o] o0
2. > ay ist genau dann konvergent, wenn 2k(12k konvergiert.
v=1 k=0
Beweis.

1. Fir n € Nist

Sonti_1 = ar+(ag+az)+(aa+---+ar)+---+ (an + -+ agn+1_1)
2%a; +2-as +4-ag+ -+ 2"am (= 0y,)

IA

2
2(a1 + az + (as + as) + (a5 + - ag) + (agn-141 + -+ + azn))

1
2(a1—l—ag—|—2-a4—|—4-a8—|—--~+2n_1a2n>

IN

= 282n
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o0
2., =% Ist > a, < oo, also (sy) beschrinkt, so ist auch (o) beschrénkt nach
v=0

oo
1. Damit ist > 2Faq < oc.
k=0

o0
, = Ist 3 2%aq. < 00, s0ist (0,,) beschrinkt, also nach 1. auch (Sgm+1_1 )m.

k=0
oo
Da (s,) monoton wachsend ist, ist (s, ) beschrinkt, also > a, < oco.
v=0

Beispiel 7.7 (Harmonische Reihen)
Es sei p € N. Dann gilt

il =00 ,fallsp=1
S l<o ,fallsp>1'

(Denn: Es ist 0 < 1/vP | und

(o) o o
ok 1 \*k
k _ _
22 ok = Z (2Fp — <2p—1) .
k=0 k=0 k=0

Mit S. 7.6 und B. 7.4 ergibt sich die Behauptung.)

Satz 7.8 (Leibniz-Kriterium fir alternierenede Reihen)
Es seia, >0 (v € Ng) und (a,) monoton fallend.

n
1. Ist s, = Y (—1)"ay, so ist (sg;) monoton fallend und (s2j41) monoton wach-
v=0
send.

(o)
2. Gilt ap, — 0 fiir n — oo, so ist Y (—1)"a, konvergent.

v=0
Beweis.
1. Firn > 2 ist
n n—2
Sn—sn2=Y (=1)"a, =Y (~1)"a, = (—=1)" (an — an_1).
v=0 v=0 T

Also ist 825 — 8252 < 0 und 5241 — 22]'71 >0 (] S N)
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2. Zunéchst gilt

2j
825 = Z(—l)”au = (ap —a1) + (a2 —az) + -+ + (agj—2 — agj—1) + az; >0.
v=0 v N —
>0 >0 >0 >0
Nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen ist (s2;) konvergent. Ist s := lim sy,
Jj—o0

so gilt auch
$2j41 = S25 — A2j4+1 —7 S (] — OO) .
~—
—0

Hieraus folgt s, — s fiir n — oo ([U]).

Beispiel 7.9 (alternierende harmonische Reihe)
oo

Die Reihe ) (—1)”/v konvergiert nach S. 7.8 (denn: a,, | 0 (n — o0)). Wihrend also
r=1
o0

1/v (nach B. 7.7) divergiert, fithrt das “Anbringen” abwechselnder Vorzeichen zur
v=1
Konvergenz. Wir untersuchen nun Reihen (mit Reihengliedern in K), bei denen dieser

Unterschied nicht auftritt.

Bemerkung 7.10 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen)
o0
Es sei (a,) eine Folge in K. Dann ist ) a, genau dann konvergent, wenn fiir alle ¢ > 0

v=0
ein V. € N so existiert, dass

n
(Denn: Ist s, = > ay, so ist fiir n >m >0

v=0

n
‘Sn_5m|:‘8m_5n|:‘ Z ay

v=m+1

Damit ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus dem Cauchyschen Konvergenzkri-

terium fiir Folgen.)

Eines der wichtigsten Kriterien fiir Konvergenz ist
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Satz 7.11 (Weierstrafisches Majorantenkriterium,)
Es seien (a,) eine Folge in K und b, > 0 mit |a,| < b, fir v geniigend grof$. Dann

o0 o0
gilt: Ist > b, < 0o, so ist Y a, konvergent, und es gilt

v=0 v=0

‘iau Sibu

v=nyg v=ng

fiir alle ng so, dass |a,| < b, (v > ngp).

Beweis. Aus der Dreiecksungleichung folgt

‘ Zn: a”‘g Zn: lay| < i b, (n>m>ng—1).

v=m+1 v=m+1 v=m-+1

Ist € > 0 gegeben, so existiert nach B. 7.10 ein N, (> ng) so, dass
Y b<e (n>m>N.),

also auch

’ Z a,,‘<€ (n>m > Ng).

o0
Wieder nach B. 7.10 ist > a, konvergent. Auflerdem ergibt sich (mit m = ng — 1) fiir

v=0
n > ny
n n oo
PITED SIS 313
v=ng v=ng v=ng
und damit auch
o0 o
Saleyn
v=ng v=ng
(Man beachte: Gilt s, — s und |s,| < M, so ist |s| < M.) O
o . v+ 3y .
Beispiel 7.12 1. Esseia, = (—1) CHrE Dann gilt
1+3/v 1
2 —
V|au|—2+4/y4_>§ (v — 00).

o0
Also ist |a,| < 1/v? fiir v geniigend groB. Aus Y. 1/v? < oo ergibt sich die

v=1

o0
Konvergenz von Y a, mit S. 7.11.
v=1
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2. Es sei p € Nund b, = 1/¢/v. Dann ist

1
b, = —>— N).
Jv T v (veN)

oo oo oo

Also ist Y 1/¢/v = oo (denn wire Y 1/¢/v < oo, so wire auch > 1/v < 0o
v=0 v=1 v=1

nach S. 7.11.

o0
Bemerkung und Definition 7.13 Es sei (a,) eine Folge in K. Die Reihe ) a,

v=ng
o0
heifit absolut konvergent, falls > |a,| < oo ist. Aus S. 7.11 ergibt sich mit b, = |a,|:
v=ng

(&) o0
Ist >  a, absolut konvergent, so ist >  a, auch konvergent.
v=ngo v=no

o0 o o0
Ist > a, konvergent und > |a,|= oo, so heifit > a, bedingt konvergent.
v=nyg v=nyg v=nyg
Aus dem Beweis zu S. 7.11 ergibt sich zudem, dass unter den dortigen Voraussetzungen
o0
> a, absolut konvergent ist mit
v=0

‘iau Si‘au|§§:bu

v=ng v=ng v=ng

oo

Beispiel 7.14 Es sei wieder p € N. Die Reihe ) (—1)"/vP ist fir p = 1 bedingt
v=1

konvergent und fiir p > 2 absolut konvergent (B. 7.9 und B. 7.7).

Wir schreiben fiir (¢,) in [0, 00)

lim ¢, =
V—00

falls (¢p,) unbeschrankt ist und

. lim ¢, =
V—00

falls ¢,, — oo. Auflerdem gelte die Konvention oo > x fiir alle x € R.

oo

Durch Anwendung von S. 7.12 auf die konvergente Majorante ) ¢” fiir geeignetes
v=0

0 < g < 1 ergibt sich:

Satz 7.15 (Wurzelkriterium)
Es sei (ay) eine Folge in K und es sei
a:= lim {/|a,| .
V—r0Q0

Dann gilt

o0
1. Ista < 1, so ist Y a, absolut konvergent.
v=0

o0
2. Ist a > 1, soist Y a, divergent.

v=0
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Beweis. 1. Ist a < 1, so existiert zu ¢ := (1 +a)/2(< 1) ein N € N mit {/|a,| < ¢
o0 o0

(und damit auch |a,| < ¢”) fiir alle v > N. Da ) ¢” konvergiert, ist > a, absolut
v=0 v=0
konvergent nach S. 7.11.

2. Ist a > 1, so ist {/]a,| > 1 (und damit auch |a,| > 1) fiir oo viele v € Ny. Also ist
o0

(ay) sicher nicht konvergent gegen 0. Nach B. 7.4 ist > a, divergent. O
v=0

Beispiel 7.16 1. Es sei a, = vP¢” fiir ein festes p € N und ein festes ¢ € C mit |¢| < 1.
Dann gilt, da /v — 1 fiir v — oo ([U]),

Yvelglr = ()7 lal = 1ol (v — o).

Also gilt

Jim lay | = lim {/la,| = [qf < 1.

o0
Nach S. 7.15 ist Y vPg” absolut konvergent. (Insbesondere ergibt sich mit B. 7.4 auch
v=0

vPg" -0 (v — 0).)
2. Es sei a, = Vip fiir ein festes p € N. Dann gilt

Vil = () +1 00,

[e.°]
d. h. es ist a =1 in der Situation von S. 7.15. Wie oben gesehen ist > 1/v divergent
v=1

o0

und Y 1/vP fiir p > 1 (absolut) konvergent. Also lésst sich im Fall a = 1 i. A. keine
v=1

Aussage machen.

Satz 7.17 (Quotientenkriterium)
Es sei (ay,) eine Folge in K mit a, # 0 fir v € Ng. Dann gilt

: aQv+1 : v T Vv T | Qv+l
o] = g Vel = i Vel = i 15
. o0
2. Ist lim |™| <1, soist Y. a, absolut konvergent.
V—r00 =0
Beweis. 1. Es sei a := lim |%*|. Dann existiert zu jedem ¢ > 0 ein N = N, € N
V—r00 v
mit
e <a-+te (v>N).
ay
Fiir v > N gilt dann
Ay ay—1 GN+1 v—N ‘QN’ v
ay| = . - an| < (a+e¢€ anN| = ——~v ' lat+e
o) = |2 |22 X o < (0 Vo = 7 (a4 e)
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also

. ,|__lan|
{lay| < (a+e) m—)a+5 (v — o)

und damit

lim v/|ay| <a+e.

V—00
Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
Der Beweis fiir lim verlduft dhnlich.
2. Nach dem Wurzelkriterium (S. 7.15) und 1. ist ) a, absolut konvergent. O

Beispiel 7.18 Wir betrachten a, := Z; (v € Ny), wobei z € C fest ist. Dann gilt (fiir
z#0)

7 I E IR
= —_— = 14 ).
v+Dzr v+1

Qy+1
ay

o0

Damit liefert das Quotientenkriterium die absolute Konvergenz von Y Z¢ fiir alle
v=0

z € C\ {0} (und fiir z = 0 ist die Reihe trivialerweise konvergent).

Wir wollen uns jetzt noch (kurz) mit der Multiplikation von Reihen beschéftigen. Dazu

orientieren wir uns zunéchst an der Multiplikation von Summen: Es sei

A::ia,,, B:Zm:bﬂ.
v=0 pn=0

Dann ist

AB = (Zn:ay> ibu = Y ab,
v=0 n=0

0<v<n
0<pu<m

wobei die Reihenfolge der Summation beliebig ist. Entsprechend sollte beim Produkt

oo oo
(Z a,,> > by | jeder der Summanden a,b, (v € No,u € Np) einmal auftauchen.
v=0 n=0

Anders als bei endlichen Summen spielt dabei jedoch die “Reihenfolge” der Summation
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i. A. eine Rolle. Eine mégliche Anordnung ist die folgende

apbo apby apb apbs aoby
+ + + +
v v v v
a1b0 albl albg a1b3
+ + +
v v v
azbg aoby asbo
+ +
v v
asbo asby
+
v
a4b0

o0
d. h. wir betrachten die Reihe ) ¢, mit
n=0

Cn = Zaybn_,, (n € Np) .
v=0

Die ¢, stellen also gerade die Summe der Produkte in der n-ten Diagonale dar.

oo o0
Definition 7.19 Es seien ) a, und ) b, Reihen in K. Dann heifit die Reihe
v=0 v=0

i S (za,, . )

n=0

S5

n=0

o0 0O
Cauchysche Produktreihe oder kurz Cauchy-Produkt von ) a, und > b,.
v=0 v=0

Es gilt damit

o0 o0
Satz 7.20 Es seien Y a, und »_ b, konvergente Reihen in K. Ist eine der beiden
v=0 v=0
o0
Reihen absolut konvergent, so konvergiert die Cauchysche Produktreihe _ ¢, und es

S () ()

Beweis. 1. Wir zeigen allgemein: Es seien ¢, € K (v =0,...,n; n € Ny) mit folgen-
den Eigenschaften:

gilt
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[e.9]

(i) Fir alle festen v € Ny konvergiert die Folge (¢, )52, gegen 0.
n
(ii) Es existiert ein M > 0 so, dass Y |cp| < M fir alle n € Np.
v=0

Dann gilt: Ist (d,) eine Folge in K mit d,, — 0 fiir n — oo, so folgt auch

n

chydl,—>0 (n — ).

v=0

Denn: Es sei m > 0 so, dass |d,| < m fiir alle n € Ny. Ist £ > 0 gegeben, so existiert
ein N = N; € N mit |d,| < e(n > N). Damit ergibt sich fiir n > N

n

Z Cnudy

v=0

N—-1 n N—-1
< z_: || |dy| + Z | dy| < m - Z leny| +€- M .
v=0 <m v=N <e vr=0

Nach Voraussetzung gilt ¢,, — 0 (n — 00) fiir alle festen v = 0,..., N — 1, also auch
N-1

> |eny| = 0 (n — o0). Folglich existiert ein N > N so, dass

v=0

N-1

Z leny| < e (n>N.).

v=0
Also gilt insgesamt

n

Z Cnuvdy

v=0

<e(m+M) (n>N]).

Da € > 0 beliebig war folgt die Behauptung.

o0 n o0 oo
2. 0. E. sei ) |a,| konvergent. Es sei B,, := > b, und A := > a,, B := ) b,.
v=0 v=0 v=0 v=0
Dann gilt

ZCV = apby + (agb1 + a1by) + (apbs + a1by + azbg) + ... + (apbp + ... + anbo)
v=0
= aqyB,+a1B,_1+ ... +a,By
= ao(By—B)+a1(Bp-1—B)+...+an(Bo—B)+B- Y a, .
v=0

n
Wegen B - > a, — A- B (n — c0) reicht es also zu zeigen
v=0

Zn:an_l,(B,,—B) -0 (n — o0) .
v=0

Dazu sei ¢y := an—y fir v =0,...,n, n € Ng. Dann gilt

n n n oo
Z‘CW/‘ :Z|an—u| :Z|au| Sz‘au‘ (n€N0)7
v=0 v=0 n=0 pn=0
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also ist (ii) aus 1. erfiillt. AuBlerdem gilt a,, — 0 (n — oo) nach B. 7.4 und damit
auch ¢, = ap—y — 0 (n — o0) fur alle v, d. h. (i) aus 1. ist ebenfalls erfiillt. Da
dy, = B, — B — 0 gilt, ergibt sich die Behauptung nach 1. O

Beispiel 7.21 1. Fiir z € C, |z| < 1 betrachten wir die (absolut) konvergenten geo-

S S e E

v=0

metrischen Reihen

o0
Dann ist die Cauchysche Produktreihe gegeben durch ) ¢, mit
n=0

cn:zn:a,,bn_uzzn: VTV =27 Zl— n+1)z
v=0 v=0
Nach S. 7.20 gilt

0.]
nz%n—i—l ch— 1_2

oo
2. Wir betrachen a, = b, = (—1)”/v/v + 1. Dann ist Z a, = Y_ b, konvergent nach
v=0 v=0

(o)
dem Leibnizkriterium. Fiir die Cauchysche Produktreihe ) ¢, gilt
n=0
e = (1" .
" VZO\/V+1\/H—V+17

also
" 1
cnl > _ =
| n|_yZ:0\/n+1\/n+1

oo

Also ist Y ¢, divergent nach B. 7.4. Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass auf die
n=0

Voraussetzung der absoluten Konvergenz einer der beiden Reihen in S. 7.20 nicht

verzichtet werden kann!
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8 Zwischenwertsatz und elementare Funktionen

Fine wesentliche Konsequenz aus der Vollstandigkeit von R ist der Zwischenwertsatz,

auf den wir jetzt zu sprechen kommen.

Definition 8.1 Es seien M C Kund f: M — K. Ist xg € M, so heifit f (folgen-)
stetig an der Stelle x, falls fiir alle Folgen () in M mit x,, — z¢ auch

f(an) = flzo) (0 — o)

gilt. Ferner heifit f stetig (auf M), falls f stetig an allen Stellen z¢ € M ist.

Bemerkung 8.2 Es seien M eine beliebige Menge und f, g : M — K. Wir definieren

fHg: M=K, (f£g)(z):= f(z)+g(x)
fr9: M=K, (f g9)(z) = f(zx) gz

und im Falle g(x) # 0 fiir alle x € M

flg:M =K, (f/9)(x) = f(x)/g(x).

Aus S. 5.7 ergibt sich unmittelbar: Ist M C K und sind f, g stetig an g € M, so sind
auch f£g¢,f-gund f/g stetig an xo.

Beispiel 8.3 Ein Polynom ist eine Funktion P : K — K der Form

d
P(x) = Z a,x”
v=0

mit ag, . ..,aq € K. Ist ag # 0, so heifit d der Grad von P.

Jedes Polynom ist stetig.

(Denn: Offensichtlich sind K 3 z — 1 € K und idg stetig. Durch wiederholte Anwen-
dung von B. 8.2 ergibt sich die Stetigkeit von P.)

Sind P, @ Polynome und ist Z(Q) := {x € K: Q(z) = 0} die Nullstellenmenge von @,
so ist auch P/Q : K \ Z(Q) — K stetig (wieder nach B. 8.2).

Satz 8.4 (Zwischenwertsatz)
Es sei I # 0 ein Intervall in R und f: I — R sei stetig auf I. Dann gilt

1. Fir alle y,y € W(f)(= f(I)) mity <7 ist [y,y] C W(f).

2. W(f) ist ein Intervall.
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Beweis. 1. Es seien y,7 € W(f), wobei o. E. y < 7. Dann ist zu zeigen: Ist n € (y,7)
so existiert ein & € I mit f(§) = .

Zunichst existieren x,7 € I mit f(z) = y und f(Z) = 7. O. E. sei z < T (sonst
betrachte man — f). Wir setzen

M :={x € [z,7]: f(x) <n}.

Dann ist M # () (da z € M) und beschrinkt, also existiert
E:=supM € z,T]CI.

Behauptung: Es gilt f(£) = 7.

Denn: Es existiert eine Folge (z,) in M mit x,, — £. Da f stetig an £ € I ist, gilt
flzn) = (&) also f(§) <n. Aus f(Z) =7 > n folgt £ < T. Ist (Z,,) eine Folge in (&,7]
mit Z, — &, so folgt n < f(z,) — f(§) (n — 00), also f(£) > n und damit f(§) =n.
2. Man sieht leicht: J C R ist genau dann ein Intervall, wenn fiir alle y,7 € J mit
y <7y auch [y,7] C J gilt. O

Bemerkung 8.5 Die Aussage von S. 8.4 ist i. A. falsch, falls f unstetig an einer Stelle
xg € I ist. Ist etwa f : R — R

f(x):{ z+1, >0

z, xz <0

so ist W(f) = (—o00,0) U [1,00), also kein Intervall.

Beispiel 8.6 Essei P: R — R, P(z) = 2%, wobei d € N fest. Dann gilt P(0) = 0 und
P(n) =n? = oo (n — 00).

Nach S. 8.4 ist [0,00) € W(P), d. h. die Gleichung z? = ¢ hat fiir jedes ¢ > 0 eine
Losung (vgl. Definition /c). Fiir d gerade ist W (P) = [0,00) (da z% > 0 fiir alle
x € R). Ist d ungerade, so gilt

P(—n) = (—n)d = —(nd) — —00 (n — o),

also ist W(P) = R nach S. 8.4. Allgemeiner gilt ([U]): Ist P : R — R ein Polynom vom
Grad d und ist d ungerade, so ist W(P) = R.

oo
Fiir z € C betrachten wir die Reihe )’ fj—y,, die nach B. 7.18 absolut konvergent ist.
v=0
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Definition 8.7 1. Die Funktion exp : C — C, gegeben durch

exp(z) = Z — (z€C),

v!
v=0

heifit (komplexe) Ezponentialfunktion.
2. Die Funktion cos : C — C, gegeben durch

cos(z) := %(exp(z’z) + exp(—iz)) (z€C),

heifit (komplexe) Cosinusfunktion.
3. Die Funktion sin : C — C, gegeben durch

sin(z) := %(exp(z’z) — exp(—iz)) (z€C),

heifit (komplexe) Sinusfunktion.

Bemerkung 8.8 1. Aus der Definition ergibt sich sofort exp(0) = cos(0) = 1 und
sin(0) = 0 sowie
cos(—z) =cosz und sin(—z) = —sinz

fiir alle z € C. AuBerdem sieht man leicht ([U]), dass fiir alle z € C die sog. Eulersche
Formel

exp(iz) = cosz + isin z (z€C) (8.2)
sowie 2 " o
R N 0 Ve S G Vi
cos(2) = Z_% TS (2k)!
uge;ade k=0
und v-1)/2, 1)k 52K+
RS S C Gl :
()= 3o EUTEE 2) 2k—|—1

v ungerade

(mit absoluter Konvergenz der Reihen) gilt.
2. Ist speziell x reell, so sind auch exp(x), sin(x) und cos(z) reell und es gilt

cosx = Re(exp(iz)) und sinz = Im (exp(ix)) .

Eine der zentralen Eigenschaften der Exponentialfunktion stellt die folgende Funk-
tionalgleichung dar, die zeigt, dass exp aus der Addition eine Multiplikation macht.

Satz 8.9 Es seien z,w € C. Dann gilt

exp(z +w) = exp(z) - exp(w) .
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o0

Beweis. Die Reihen Z Zy—l; und Z konvergleren absolut nach B. 7.18. Also kon-
vergiert nach S. 7. 20 dab Cauchy Produkt der beiden Reihen, und es gilt mit der

binomischen Formel

exp(2) - explu) = (i,) (Z ) Sy s

v=0 v=0 n=0rv=0
1 < /n 1

- zmz<y)z”w"”=2n.<z+w> —ple )
n=0 v=0 n=0

Als Folgerung erhalten wir

Satz 8.10 1. Fiir alle z € C ist exp(z) # 0 und es gilt exp(—z) = 1/ exp(z).

2. exp, cos und sin sind stetig.

Beweis. 1. Nach D. 8.7 gilt exp(0) = 1. Also folgt aus S. 8.9 auch
1 =exp(z — z) = exp(z) - exp(—2)

d. h. exp(—z) = 1/ exp(z2).
2. Zunéchst gilt fir [z] < 1 mit B. 7.13

|exp(z —1\—]2_ <Zrz\”— ,Z‘

Ist also (z,) eine Folge in C mit z, — 0, so folgt fiir n geniigend grof3

EN

1 — |2l

lexp(zn) — 1| < —0 (n — 00),

also exp(z,) — 1(= exp(0)) (n — o0).
Ist zg € C beliebig, so ergibt sich mit S. 8.9 fiir (z,) € C mit z, — 2

exp(zn) — exp(z0) = exp(zo) (exp (zn — 20) —1) — 0 (n — 00),
—_——

—0(n—00)

also exp(z9) — exp(zp). Damit ist exp stetig. Durch Anwendung von B. 8.2 ergibt sich

aus der Definition auch die Stetigkeit von cos und sin. O

Satz 8.11 Fiir alle z € C gilt

i (12)" =i (-3 57)

v=0
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Beweis. Wir setzen

n v

< n
Sn ::Zﬁ und by = (14 2z/n)".
v=0

Damit geniigt es, zu zeigen s, — b, — 0. Es gilt (mit der binomischen Formel)

v

=3 ()

v=0
also
n
nn—1)---(n—v+4+1)\ 2"
R )
= nY v!
- > s
- nv ~,,
v=0 2
mit
nn—1)---(n—v+1)\ (22)¥
Cny ‘= (1 — ” ) T
n v!
<1
Dabei ist

- ~ (2]2))”
S lenl <3 FEE <o) (ne M)
v=0 v=0
und fiir alle v € Ny fest gilt
oy — 0 (n — o0).

Nach Beweisschritt 1. zu S. 7.20 gilt s,, — b, = 0 (n — c0). O

Bemerkung 8.12 Aus S. 8.11 ergibt sich insbesondere

1 n
exp(1l) = lim (1 + n) =e.

n—oo

Hieraus folgt aus S. 8.9 und S. 8.10 induktiv auch

n

exp(n) =e

fiir alle n € Z. Deshalb schreiben wir in Zukunft auch e* statt exp(z) fiir allgemeines
zeC.

Wir schauen uns nun trigonometrischen Funktionen sin und cos speziell fiir reelle

Argumente, also die Exponentialfunktion fiir rein imaginire Argumente an.
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Satz 8.13 1. Fiir alle x € R ist

e =1
also auch cos’x + sin?z = |e/|?

= 1 und damit insbesondere —1 < cosx < 1
und —1 < sinz < 1.

2. Es existiert ein x € (0,2) mit e =i

Beweis. Zunichst gilt fiir beliebiges z € C und s,(z) =

n v

e

V!

v=0
nL v Fid
Sn(Z):Z; E—Sn(z)—)e (n — o0) .
v=0 v=0
Aus s5,(2) = €*  (n — o00) folgt s5,(2) = €# (n — o0) ([U]). Also ist e = €. Speziell
ergibt sich fiir z =iz

cos? z + sin z = [7[? = ¢iPeit = TEIT — ¢TI 5810
2. (i) Zunéchst gilt sinz > 0 fiir alle z € [0, 2].

Denn: Ist
x2y+1
RO
so gilt fiir v € N

ay 2

- T < 4 <1
ay—1  (2v+1)(2v) ~ 6
also ist 0 < a, |. Aus dem Leibniz-Kriterium (S. 7.8) ergibt sich

o0

p2v+1
. _ v
sinx = ZO(—I) 21 >0.

(ii) Unter den Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums gilt auch:

ng = ag — (a1 — CLQ) — (ag — CL4) e — (agj,l — (12]') S agp,
—_—— —
>0 >0 >0
o0
also auch > (=1)"a, < ag.
v=0
Setzen wir

41/+2
= — N
W= e
so gilt
ay 4

<1,
ay—1  (2v+3)(2v+4)
also 0 < a,, J. Damit ist

22k _ Z (_1)1/4l/+2 - 472 g
£ (2k)! S () T4 3
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und folglich

k:22k 9
cos2—1——+ <-1+-<0.
@ Z 3
Da cos stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz ein z € (0,2) mit cosz = 0.
Weiter ist sinz > 0 nach (i) und sin?z = 1 nach 1. Folglich ist sinz = 1 und damit
auch e = cosx + isinz = i.
a

Bemerkung und Definition 8.14 Wir setzen M := {z > 0 : ¢/ = }. Dann ist
M # () wie eben gesehen. Wir setzen g := inf M Aufgrund der Stetigkeit der Expo-
nentialfunktion ist auch e =4 (d. h. zg = min M). Damit schreiben wir

= 2xg .

T
CcoS (5) =0

und mit cos(0) = 1, dem Zwischenwertsatz und cos(z) = cos(—z) folgt cos(z) > 0 fiir
z € (—%,%). Ausserdem ist sin(m/2) = 1.

Nach dieser Definition gilt also

Satz 8.15 (Additionstheoreme)
Fir z,w € C gilt

1. cos(z + w) = cos zcosw — sin zsinw

2. sin(z + w) = sinz cosw + cos zsinw .

Beweis. 1. Fiir z,w € C gilt
cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) = i((eiz +e7E) (e 4+ e ) 4 (e — e7F) (e — e_iw))
_ ;( izgiw 4 =iz —z‘w) _ %(ei(erw) _}_efi(erw))

= cos(z+w)
2. ergibt sich durch eine entsprechende Rechnung. O

Unter Ausnutzung der Additionstheoreme erhélt man Periodizitétseigenschaften der

trigonometrischen Funktionen

Satz 8.16 Fiir alle z € C gilt



8 ZWISCHENWERTSATZ UND ELEMENTARE FUNKTIONEN 66

T _ , ™
1. cos(z—i——):—smz, sm(z—k—)zcosz,
2 2
2. cos(z+m) =—cosz, sin(z 4+ m) = —sinz,
3. cos(z+2m) =cos z , sin(z + 27) = sin z,

(cos und sin sind 2mw-periodisch)

Beweis. Mit S. 8.15.1 erhalten wir
cos(z + m/2) = cos(z) cos(m/2) — sin(z) sin(7/2) = —sin z .

und
sin(z 4+ m/2) = cos(z) sin(7/2) + sin(z) cos(w/2) = cos z .

Hieraus folgt wiederum

cos(z 4+ m) =cos(z+7/2+7/2) = —sin(z + 7/2) = —cos z .

Die weiteren Behauptungen ergeben sich in dhnlicher Weise ([U]). O

Definition 8.17 Essei M C R und f : M — R. Dann heif}t f
1. monoton wachsend, falls f(x1) < f(x2) fir x1 < x2,
2. streng monoton wachsend, falls f(x1) < f(x2) fir x; < 2,

3. (streng) monoton-fallend, falls —f (streng) monoton wachsend ist.

Wir wollen uns nun mit der Frage der Umkehrbarkeit der reellen Exponentialfunktion
und der reellen trigonometrische Funktionen beschéftigen. Zunéchst gilt

Satz 8.18 1. Fiir alle x € R ist e > max(1 + z,0).
2. Fiir alle x < 1 ist e < ﬁ

3. exp : R — R ist streng monoton wachsend mit exp(R) = W (expr) = (0,00).

Beweis. 1. Aus (1 + x/n)" > 0 fiir fast alle n folgt e > 0. Ist > —1 so ergibt sich
mit der Bernoullischen Ungleichung (1+4x/n)" > 1+ fiir alle n, also auch e > 1+x.
2. Nach 1. gilt fiir z < 1

e >1—ux,
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also auch
. 1
e’ = < .
e T 1—=x

3. Fiir 1 < x4 ergibt sich e®2/e® = ™27 %1 > 1 4 (29 — x1) > 1 nach 1. Also ist
exp : R — R streng monoton wachsend. Weiter folgt aus 1. und 2. auch

—_

e" — oo und e" =0 (n—oo)
und damit ist exp(R) = (0, c0) nach dem Zwischenwertsatz. 0
Es gilt
Satz 8.19 1. f:=sin|_r/9 /o ist streng monoton wachsend mit W(f) = [-1,1].
2. g := cos|jg ) ist streng monoton fallend mit W (g) = [-1,1].

Beweis. 1. Aus S. 8.15 folgt fiir 1,22 € R

. . . To+ T  X2— X . To+x1 X2— T
Sinxo —Sinxp; = SIn 5 + 5 — sin —

= 2-cos T2t - sin 2
N 2 2 ’

Ist —7/2 <21 < 22 < 7/2, so gilt

“”“2;5”1 € (—n/2,7/2) wnd 2= e (0,7/2] C (0,7)
und damit cos (90245751:1) > 0 und sin (”2;“) > 0, also sinxy < sinxs.
Schlieflich folgt aus sin(0) = 0 und sin(7/2) = 1 sowie sin(—z) = —sinz mit dem
Zwischenwertsatz sin([—n/2,7/2]) = [-1,1].
2. Ergibt sich aus 1. und S. 8.16. O

Wir befassen uns zum Abschluss mit der Umkehrbarkeit der elementaren Funktionen.
Dazu beweisen wir zunéchst folgendes allgemeine Ergebnis.

Satz 8.20 FEs sei I C R ein Intervall und es sei f : I — R streng monoton wachsend
(bzw. fallend). Dann gilt

1. Die Umkehrfunktion f=' existiert auf J := W(f) und f~! ist ebenfalls streng
monoton wachsend (bzw. fallend). Auferdem ist f=1 stetig.

2. Ist f zudem stetig, so ist J ein Intervall.
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Beweis. 1. Aus D. 8.17 sieht man leicht, dass f : I — J bijektivist,d. h. f~':J =TI
existiert. Weiter ist f~! : J — I streng monoton wachsend.

(Denn: Angenommen, es existieren y1,72 € J mit y; < y2 und 27 = f~l(y) >
fY(y2) = xo. Dann gilt 31 = f(z1) > f(x2) = y2, da f (streng) monoton wachsend
ist. Widerspruch!)

SchlieBlich ist f~!:J — I stetig.

(Denn: Es sei yo € J und xg := f~!(yo) sowie & > 0. Ist xg nicht der rechte Randpunkt
von I, so existiert ein x. € I mit zg < 2. < xg + €. Wir setzen

0 = f(xe) — f(xo) -
Dann ist §F > 0 und fiir alle y € J mit yo <y < yo + 0 = f(xc) folgt

0<f My —F o) < f M wo+05)— fHyo) =2 —z0 <e.

Ist x¢ nicht der linke Randpunkt von I, so sieht man entsprechend: Es existiert ein
0. > 0 so, dass

0< f_l(yo) —f_l(y) <e firaleye Jmityy—o; <y <yo.

Damit ergibt sich |f(y) — f(yo)| < € fiir alle y € J mit |y — yo| < 6. := min{d, - }.
Ist (y,) eine Folge in J mit y, — yo, so ist |y, — yo| < J. fiir n geniigend groB, also
auch |f(yn) — f(yo)| < € fiir n geniigend grof.

2. Ist f stetig, so ist J = W (f) nach S. 8.4 ein Intervall. O

Bemerkung und Definition 8.21 Nach S. 8.18.3 und S. 8.20 existiert die Umkehr-
funktion von exp auf dem Intervall (0,00) und ist dort stetig und streng monoton
wachsend. Diese Funktion nennnen wir (natirliche) Logarithmusfunktion und schrei-
ben dafiir In oder auch log. Es gilt also fiir x € (0,00) und y € R

y=1In(z) <= e'==z.
Aus den entsprechenden Eigenschaften der Exponentialfunktion ergibt sich leicht ([U]):
1. Fiir alle z1,x2 > 0 ist In(z122) = In(z1) + In(z2).

2. Fiir alle z > 0 und alle n € Z ist In(2") = nln(z).
Weiterhin definieren wir damit allgemeine Potenzen und Logarithmen.

Definition 8.22 Fiir a > 0 und b € C setzen wir

b

ab :=exp(b-Ina) = e
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Man beachte, dass aufgrund von 2. in B. 8.21 fiir b =n € Z gilt:

a = enlna.

Damit stimmt die obige Definition fiir den Fall b € Z mit der alten Definition {iberein.
Aus den Rechenregeln fiir In und exp erhilt man weiterhin

Satz 8.23 (allgemeine Potenzgesetze)

1. Fir a > 0 und by,by € C gilt a"a®? = ot ynd im Falle by € R auch
(abl)b2 — ab1b2'

2. Fiir ay,as >0 und b € C gilt al{ag = (ajas)®.

Beweis. 1. Es gilt

abl abg — ebl In a€b2 Ina — eb1 Ina+bs Ina — by +b2) Ina — ab1+b2 .

el
Im Falle b; € R ist a®* > 0 und damit gilt dann auch

(abl)bQ — €b2 ln(abl) — €b2 ln(ebl lna) — 6b2b1 Ina — able )

2. [U]. O

Bemerkung und Definition 8.24 Wir betrachten ein festes a > 0,a # 1. Dann gilt
firz >0

1
x:ay:eylna@ylna:lnx@y:ﬂ.
Ina
Wir definieren |
nx
1 = .
08y & 1= | — (x >0)

Damit gilt also fiir z > 0,y € R

y=log,z <= a’=x.

Bemerkung und Definition 8.25 Die nach S. 8.20 und S. 8.19 auf sin([—7/2,7/2]) =
[—1, 1] existierende (und dort streng monoton wachsende und stetige) Umkehrfunktion
von sin heifit arcsin, d. h. arcsin : [—1,1] — [—7/2, /2] erfiillt

y = arcsinz < x =siny (xe|-1,1],y € [-n/2,7/2]) .
Entsprechend bezeichnet man die auf [—1, 1] existierende (und dort streng monoton
fallende und stetige) Umkehrfunktion von cos mit arccos, d. h. arccos : [-1,1] — [0, 7]

erfiillt
y =arccosz <z =cosy (re[-1,1],y€[0,n])
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Satz 8.26 Fiir z € C gilt
1. e# =1 genau dann, wenn z = 2kmi fir ein k € 7Z,
2. sinz = 0 genau dann, wenn z = km fir ein k € Z,

3. cosz =0 genau dann, wenn z = kmw + /2 fir ein k € Z,

Beweis. 1. [U]

2. Es gilt 0 = 2isin z = e’* — e~ genau dann, wenn e?** —1 = 0 ist. Aus 1. ergibt sich
damit 2.

3. Mit S. 8.16. O

Bemerkung und Definition 8.27 Wir definieren die Funktionen

tan: C\{r/2+kn:keZ} —C

und
cot : C\{kr:keZ} - C
durch
sin z CoS z
tan z = , cotz = — .
CcoS 2 sin z

Dann sind tan und cot stetig auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen.

AuBlerdem gilt: tan ist streng monoton wachsend in (—m/2,7/2) und cot ist streng
monoton fallend in (0, 7) mit W (tan)_r/2.x/2)) = W(cot|or) = R. Also existieren
auf R die Umkehrfunktionen, genannt arctan bzw. arccot.

Bemerkung 8.28 (Polarkoordinaten)
Wir betrachten f : (0,00) x R — C mit

f(r, @) == re' (r>0,0€R).
Dann ergibt sich aus S. 8.26.1
F(ryp) = eMTHe = TS = £ (7, )

genau dann, wenn r = 7 und ¢ = ¢ + 2k fiir ein k € Z.
Damit erhalten wir:
Ist a € R, s0 ist fo 1= f|(0,00)x[a,a+2r) IRjektiv. Wir zeigen: Fiir alle r > 0 ist

fal{r} x [a,a+2m)) ={2€C:|z| =7}
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und damit auch
W(fa) =C\{0}.

(Denn: Auf Grund der 27-Periodizitit von ¢ + €' reicht es, die Behauptung etwa fiir
a = —7 zu zeigen. Weiter reicht es nach S. 8.13, ;D% zu zeigen. Dazu sei z = = + iy
mit |z| = r gegeben.

1. Fall: y > 0. Dann betrachten wir ¢ := arccos(z/r) € (0, ). Dafiir gilt z = r - cos¢

und
=12 —2? =r}(1 — cos® @) = r’sin .
Da ¢ € (0,7) ist, ist sinp > 0. Damit ist y = rsin ¢.
2. Fall: y < 0. Dann gilt fiir ¢ := — arccos(z/r) € [—m, 0] genauso x = rcos(—p) =

r cos ¢ und

y2 = 72 sin? Q.
Da jetzt sin ¢ < 0 ist, folgt wieder y = rsinp.)
Bemerkung und Definition 8.29 Eine wichtige Folgerung aus der Polarkoordina-

tendarstellung komplexer Zahlen ist die Existenz von Wurzeln komplexer Zahlen: Es
sei ¢ € C\ {0} beliebig. Dann existieren r > 0 und ¢ € R mit ¢ = re’?. Fiir n € N gilt

N=c
genau dann, wenn
2=z, = {Yrellet2hm/n fiir ein k € Z.
(Denn: Da ¢ + €'? 2m-perodisch ist, gilt einerseits
2= PR — et — ¢ (k=1,....n),
und andererseits folgt fiir z = pe™® mit 2" = ¢
R e

und damit p = {/r und ¢ = ¢, = (¢ + 2km)/n fir ein k € Z.)

Die Zahlen z; heilen n-te (komplexe) Wurzeln aus c. Man beachte, dass nur n davon
paarweise verschieden sind (etwa zo, ..., 2zp—1).

Ist speziell ¢ = 1, so heiflen die n Zahlen

2, = e2kmi/m (k=0,....,n—1)

n-te Finheitswurzeln. So sind etwa +1 die zweiten Einheitswurzeln und +i,+1 die

vierten Einheitswurzeln.
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9 Normierte und metrische Riaume

Wie wir bereits in den vorhergehenden Abschnitten gesehen haben, besteht ein zentra-
les Anliegen der Analysis darin, “Grenzwerte” zu untersuchen. Grob gesagt bedeutet
“r, — x”, dass x, fir groe n “nahe bei” x liegt. Es ist also wesentlich, “Absténde”
zwischen Elementen einer Menge bestimmen zu koénnen. Eine Klasse von Rdumen
mit dieser Eigenschaft wollen wir in diesem Abschnitt definieren, die sog. metrischen
Réume. Es wird sich spéter zeigen, dass diese Rdume fiir viele Fragen der Analysis
den geeigneten Rahmen bilden.

Wir betrachten zunéchst jedoch eine speziellere Klasse von Rdumen, wobei wir damit
gleichzeitig erstmals eine Verbindung zur Linearen Algebra herstellen.

Definition 9.1 Es sei V = (V,+, ") ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung || - || :
V — R heifit Norm (auf V'), falls folgende Bedingungen erfiillt sind

(N.1) (Definitheit)

[10]| = 0 und ||z|| > 0 fiir alle z # 0.
(N.2) (Homogenitét)

Fiir alle x € V und alle A € K ist [|Az|| = |A| - ||z]].
(N.3) (Dreiecksungleichung)

Fiir alle z,y € V gilt ||z + y|| < ||z|| + ||yl -

Wir nennen dann (V|| - ||) einen normierten Raum.

Beispiel 9.2 1. Ist |- | der Betrag in R bzw. C, so ist | - | eine Norm auf R bzw. C (als
Vektorraum iiber R bzw. C)
2. Es sei

R™:={(x1,...,zm) 12 €R fiir j=1,...,m}

und
C™:={(z1,...,2m) 12 €C firj=1,...,m}

(mit der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation; vgl. Lineare Algebra). Wir schrei-
ben in Zukunft auch kurz K™ fiir R”™ und C™. Dann sind durch

m
el = ||
j=1

HxHOO = max{|1:]| ] = 17"'7m} 9

wobei x = (z1,...,2,) € K™, Normen auf K™ gegeben.

Wir wollen weitere Normen auf K" definieren. Dazu beweisen wir zunéchst (wobei wir
0% := 0 fiir b > 0 setzen).
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Satz 9.3 (Holder-Ungleichung)

Es seien p,q > 1 mit %D + % = 1. Dann gilt fir ui,..., Um,v1,...,0m >0
" 1/p /o 1/q
Dy < () ()
j=1 j=1 j=1

Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst: Sind u,v > 0, so gilt
1 1
uo < —uf + — vl
p
Denn: Aus S. 8.18.1 folgt (mit t = %)
Int<t—1  (t>0).

Hieraus ergibt sich fiir A := %up + %vq

In(uv) = ]19 In(u?) —i—; In(v?)
< ;-m(f) —I—jl-ln(i) + (;—i_cl]) In A

< 1(%D—l)#—l(v—j—1)—{—1I1A:lnA,

also auch uv < A.
m 1/p m 1/p
2. Wir setzen U := ( Zlup> V= ( _Zlv?) :
j= j=
Ohne Einschrankung kénnen wir U, V' > 0 annehmen. Aus 1. folgt

Py S S A (L E (-1

Damit erhalten wir

Satz 9.4 Es seip € (1,00). Dann ist durch
“ 1/p
||, := (Z |xjyp) (@ = (z1,...,7m) €K™)
j=1

eine Norm auf K™ gegeben.
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Beweis. (N.1) und (N.2) sind klar.

m

Zu (N.3): Es seien z,y € K™. Wir setzen S := ) |zj+y;|P. Dann gilt fiir ¢ := p/(p—1)
j=1

(und damit ¢ so, dass % + é =1)

m
S < Z ‘%H“yj |z +y; [P~ !
7=1

S5.9.3

2 (S t) " (Slut) | (S wto)”
=1 4

j=1

=S
= (llzlly + llylly) S
Nach Division durch §'/¢ (ohne Einschriinkung S > 0) ergibt sich (da S'/? = §1-1/9)

1z +yllp < llzllp + llylly

(sogenannte Minkowski-Ungleichung in K™). O

Bemerkung 9.5 Besonders wichtig ist der Fall p = 2, also

[zl =

>z (zeK™)
j=1
(fiir K = R spricht man von der euklidschen Linge von z). Aus

m
e <3 IR 2 3 Jagad < (Zm )
j=1

7,k=1

fiir alle z € K™ und jo € {1,...,m} folgt

|z]loo < {lfl2 < [l]]1 -

Definition 9.6 Es sei (V.|| - ||) ein normierter Raum. Eine Menge W C V heifit
beschrinkt, falls ein C' > 0 existiert mit ||z|| < C fir alle z € W. Ist M eine Menge,
so heifit f: M — V beschrinkt, falls f(M) C V beschrinkt ist.

Beispiel 9.7 Es sei (V.|| -||) ein normierter Raum. Dann ist
S={zeV:|lz||=1}

(die sog. Einheitssphére in V') beschrénkt.
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Bemerkung und Definition 9.8 1. Es sei E ein Vektorraum (iiber K). Ist M eine
nichtleere Menge, so sind fiir f,g: M — E und A € K die Funktionen f+¢g: M — FE
und A\f : M — FE definert durch

(f+9)#) = ft) +9@), @) :=A-f(t) (teM).

Damit ist auch EM := {f : M — E} ein Vektorraum iiber K (siehe Lineare Algebra).
2. Es sei nun (E,| - |g) ein normierter Raum. Wir setzen

B(M,E):={f: M — E: f beschrinkt} .

B(M, E) ist ein Unterraum von EM ([U]) und damit selbst ein Vektorraum.
Weiter definieren wir fiir f,g € B(M, E)

1 lloo == sup{|f(t)|r : t € M}

Dann ist || - ||oo eine Norm auf B(M, E) ([U]).

Definition 9.9 Es sei X # () eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heifit
Metrik (auf X ), falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(d.1) (Definitheit)

d(xz,z) =0 fiir alle z € X und d(z,y) > 0 fiir alle z,y € X mit = # y.
(d.2) (Symmetrie)

Fiir alle z,y € X ist d(z,y) = d(y, z).
(d.3) (Dreiecksungleichung)

Fir alle z,y, z € X gilt d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Das Paar (X, d) heit dann metrischer Raum.

Bemerkung 9.10 1. Ist (X, d) ein metrischer Raum und ist Y C X, so ist auch (Y, d)
(d.h. genauer (Y, d)yy)) ein metrischer Rdum.
2. Es sei X # () eine beliebige Menge. Dann ist durch

0, falls z=y

d(z,y) = 6(z,y) ::{1 flls o £y

eine Metrik auf X gegeben (die sog. diskrete Metrik). Dies ergibt sich leicht durch
Uberpriifen von (d.1)-(d.3).
Satz 9.11 Ist (V.|| -||) ein normierter Raum, so ist durch

d(z,y) :==d)(z,y) = lz—yl| (z,yeV)

eine Metrik auf V' gegeben.



9 NORMIERTE UND METRISCHE RAUME 76

Beweis. (d.1) ergibt sich unmittelbar aus (N.1).
Zu (d.2): Sind z,y € V, so gilt

(N.2)
dz,y) =llz—yll =1 —(y—2)| ="y -2l =dy2).

Zu (d.3): Sind z,y,z € V, so gilt

(N.3)
dz,y)=llz—yll=lle —z+2z—-yl| < [lz—=zl+]lz—yll=d 2)+d(zy)

Beispiel 9.12 Es sei V = K. Dann ist nach S. 9.11 durch

d(z,y) == dy|(z,y) == dj, (2, y) == |z —y|  (z,y € K"

eine Metrik auf K™ gegeben (die sog. euklidsche Metrik).
Falls nichts anderes angegeben ist, soll im weiteren Verlauf der Vorlesung
K™ stets mit der Norm |[|-|[ und der Metrik dj|., versehen sein. Wir schreiben

hierfiir auch kurz

Wir untersuchen nun Folgen in metrischen Rdumen

Definition 9.13 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei (x,,) eine Folge in X.

1. (xy,) heiBt konvergent (in (X, d)) falls ein z € X so existiert, dass
d(xp,z) — 0 (n — 00) .
Dann heifit wieder = Grenzwert von (x,) und wir schreiben

x = lim z, oder z, >z (n—00).
n—oo

2. (zp) heiBt Cauchy-Folge (in (X,d)), falls zu jedem ¢ > 0 ein N, € N existiert
mit
d(zp, xm) < € (n,m > N¢) .

Ist (X,d) = (V,d),) so sprechen wir auch von Konvergenz bzw. von einer Cauchy-

Folge in V' (oder genauer in (V.|| -1])).
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Beispiel 9.14 Es sei X = R und (z,) = (1/n). Dann gilt z, — 0 (n — o0) im
metrischen Raum (R, d),|) aber (z,) konvergiert nicht im metrischen Raum (R, ),
wobei 0 die diskrete Metrik ist. (Im metrischen Raum (X,6) gilt: =, — X genau
dann, wenn z,, = z fiir n geniigend gro8; [U].)

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass die Konvergenz einer Folge von der zu Grunde

liegenden Metrik abhéngen kann!
Wie im Fall (X,d) = (K, d|,|) gilt

Satz 9.15 Es sei (X,d) ein metrischer Raum.
1. Jede Folge in X hat hochstens einen Grenzwert.
2. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

3. Jede Cauchy-Folge, die eine konvergente Teilfolge besitzt, ist konvergent.

Beweis. 1. Es seien z, 7 Grenzwerte von (z,). Dann gilt mit (d.2) und (d.3)
d(z,7) < d(z,z,) + d(zn, %) = 0 (n— o),

also ist d(x,Z) = 0. Aufgrund von (d.1) ist x = Z.
2. Ergibt sich leicht aus der Dreiecksungleichung, also (d.3).
3. Wie im Beweis zum Cauchyschen Konvergenzkriterium (S. 5.24). O

Bemerkung 9.16 Ist (X,d) ein metrischer Raum, und ist (x,) eine Folge in X, so
ist i. A. nicht jede Cauchy-Folge konvergent!
Betrachtet man etwa (X,d) = (Q,d||) (also die rationalen Zahlen mit der Betragsme-
trik), so ist die Folge ()72, mit 29 = 2 und

n

1 2
Tntl = (xn + ) (n € Np)

eine Folge in X = Q. Betrachtet man (z,,) als Folge in (R, d|), so gilt z,, — V2 (vgl.
B. 5.14), also ist (z,,) eine Cauchy-Folge in (R,d||) und damit auch in (Q,d),). Da
jedoch v/2 ¢ Q ist, kann die Folge in (Q, dH) nicht konvergent sein. (Die Konvergenz
in (Q,d)) wiirde auch die Konvergenz in (R,d||) implizieren, d. h., ein rationaler
Grenzwert wiirde der Eindeutigkeit des Grenzwertes (B. 5.2) widersprechen.)

Definition 9.17 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. (X, d) heiit (folgen-) vollstindig,
falls jede Cauchy-Folge in (X, d) konvergiert.
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Beispiel 9.18 1. Nach S. 5.24 sind R und C (mit der Metrik d|,|) vollstindig.
2. Nach B. 9.16 ist (Q,d).) nicht vollstéindig.

3. Auf R ist durch

X _ y (
L+ x| 14|yl

d(z,y) := ‘ z,y € R)

eine Metrik definiert ([U]).
Die Folge (x,,) mit x,, = n ist eine Cauchy-Folge in (R, d), die nicht konvergiert.

(Denn: Es gilt fiir n,m € N mit n > m

n m - n—m < n 1 < 1
Il+n 1+m| (A+n)(1+m) 1+n 14+m = 14+m’

d(zp, xm) = '

Also existiert zu jedem & > 0 ein N, mit d(x,, x,,) < € fiir alle n > m > N, d. h. (z,)
ist eine Cauchy-Folge in (R, d). Ist jedoch = € R beliebig, so gilt

n T

T
- S1-—2 >0
1+n 1+|z

1+ |z

d(n,z) = ‘

also d(n,z) # 0 (n — o0). Damit ist (x,) nicht konvergent und folglich (R, d) nicht
vollstindig.)

Es zeigt sich (mit 1.), dass die Vollstéindigkeit eine Eigenschaft ist, die nicht nur von
der zugrunde liegenden Menge (hier R), sondern auch von der Metrik abhéngt!

Bemerkung 9.19 Es sei (x(”))n = ((:cgn), e ,x&n)))n eine Folge in K.
Dann gilt: (2(™) ist konvergent (bzw. eine Cauchy-Folge) in K™ genau dann, wenn
fiir alle j € {1,...,m} die ,Komponentenfolgen* (xgn))n konvergent (bzw. Cauchy-

Folgen) in K sind. Auflerdem gilt dann

i M) — (1 (n) i (n)
A =l i o).
(Denn: Zur Konvergenz:
o= Ist z = limz(™ so folgt fiir j =1,...,m aus B. 9.5 mit z := (z1...,2)
20 = ;] < 2™ = s < o™ 3l >0 (n— o).
&= Ist zj := lim .C[,‘g-n) fir j =1,...,m, so folgt fiir = (x1,...,2,,) wieder mit B.
n—oo
9.5 .
2 = alle < 2@ — i = 3 ja” =5l 50 (0 00).
j=1

Entsprechend ergibt sich die Aquivalenz fiir Cauchy-Folgen.)
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Definition 9.20 Es sei V = (V|| - ||) ein normierter Raum. Dann heifit V' Banach-
raum, falls (V,d),|) vollstindig ist.

Beispiel 9.21 K™ = (K™, d|,) ist nach B. 9.19 und dem Cauchy-Kriterium in K (S.

5.24) ein Banachraum.

Definition 9.22 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Menge M C X heifit relativ
kompakt, falls jede Folge in M eine konvergente Teilfolge besitzt.

Bemerkung 9.23 1. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral (S. 5.22) ist jede be-
schrinkte Menge M in K relativ kompakt.
(Denn: Ist (x,) eine Folge in M, so ist (x,) beschriankt. Damit existiert eine konver-
gente Teilfolge.)
2. Ist (V, Il - H) ein normierter Raum, so ist jede relativ kompakte Teilmenge M be-
schrankt.
(Denn: Zunéchst gilt wie in V' = K: Ist (x,,) konvergent, so ist (x,) auch beschrinkt,
da fir x = limx,

[zl < [lz]l + llzn — =] < [l +1

fiir n geniigend grof} gilt.
Angenommen, M ist unbeschrankt. Dann existiert zu jedem n € N ein z,, € M mit
||xn|| > n. Da jede Teilfolge von (x,) unbeschriankt ist, hat (z,) keine konvergente
Teilfolge. Widerspruch.)

In (K™, |-]) gilt folgende wichtige Charakterisierung.

Satz 9.24 (Bolzano- Weierstraf fiir Mengen)
Es sei m € N. Dann sind fir M C K™ dquivalent:

a) M ist relativ kompakt,

b) M ist beschrinkt.

Beweis.

a) = b): Nach B. 9.23.2.

b) = a): Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach m.

m = 1: B. 9.23.1.

m — m 4 1: Es sei M € K™*! beschrinkt, und es sei (z(™),, eine Foge in M. Wir

schreiben
2™ = (27, a0 ) = ™, 5)
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wobei (™ € K™. Dann gilt |y | < || und |2(™| < |2(™|. Insbesondere ist {y™ :
n € N} beschrinkt. Also besitzt nach Induktionsvoraussetzung (™) eine konvergente
Teilfolge (y(™)). Da auch (2(")) beschriinkt in K ist, existiert eine konvergente Teilfolge
(2("3e)) (S. 5.22). Durch zweimalige Anwendung von B. 9.19 ergibt sich die Konvergenz
von (z(Me)) = (y") 2()) in K" (beachte: alle Komponentenfolgen von (y™i))
sind konvergent.) O

Definition 9.25 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei g € X. Fiir € > 0
heifit die Menge
Us(zp) :={zx € X : d(z,x0) < €}

e-Umgebung von xg.

Beispiel 9.26 1. Ist (X, d) = (R, d|,), so ist fiir xp € R
Ues(zo) ={x €eR: |z —xo| <e} = (ro—€,20+¢) .
2. Ist (X,d) = (C,d,), so ist fiir zo € C

Ucs(20) = {2€C:|z—2|<e}=
= {2€C: Re*(z — 2) + Im?(z — 2) < €%}

der Kreis mit Radius € um zg.
3. Ist (X,d) = (R3,d}) so ist fiir 20 = (:Ugo),xgo),xéo)) €R3

U. (95(0)) = {(xl,xg,xg) eR?: (951 — $§0)>2 + (xg - mé0)>2 + (xg — $§0)>2 < 82}

die Kugel mit Radius ¢ um z(?.

Definition 9.27 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und M C X. Dann heifit M
(i) offen, falls fiir jedes x € M ein € > 0 existiert mit U.(z) C M,
(ii) abgeschlossen, falls M¢ = X \ M offen ist,

(iii) kompakt, falls M abgeschlossen und relativ kompakt ist.

Beispiel 9.28 1. In jedem metrischen Raum (X, d) sind X und ) offen und abge-
schlossen.

2. Es seien a,b € R mit a < b. Dann sind die Intervalle (a,b), (—00,b) und (a, co) offen
in R und die Intervalle (—oo, b] sowie [a, 00) abgeschlossen in R.
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Der folgende Satz liefert Charakterisierungen der Abgeschlossenheit bzw. der Kom-
paktheit mittels Folgen.

Satz 9.29 Sind (X,d) ein metrischer Raum und M C X, so gilt

1. M ist abgeschlossen genau dann, wenn fiir alle konvergenten Folgen in M auch
der Grenzwert in M liegt.

2. M ist kompakt genau dann, wenn jede Folge in M eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in M besitzt.

Beweis. 1. ,=* Ist M abgeschlossen, so ist M€ offen.
Es sei (x,,) eine Folge in M mit x,, — x (n — 00). Dann gilt fiir alle ¢ > 0

MNU(x)#0

(da z,, € Us(z) fur n geniigend grofl). Damit ist = ¢ M€, d.h. z € M.

»= Angenommen, M¢ ist nicht offen. Dann existiert ein zo € M mit Uy ,,(2)NM # ()
fiir alle n € N.

Ist xn, € Uy () N M, so gilt 2, — 2 (n — 00). Widerspruch.

2. ,=“ Da M relativ kompakt ist, hat jede Folge in M eine konvergente Teilfolge.
Nach 1. liegt der Grenzwert jeder solchen Teilfolge in M.

,= Offenbar ist M relativ kompakt. Ist (x,,) eine Folge in M mit z,, — =z, so gilt
x € M, da auch jede Teilfolge gegen = konvergiert. O

Ein weiterer zentraler Baustein der Analysis ist

Satz 9.30 (Heine-Borel)
Fir M Cc K™ sind dquivalent:

a) M ist kompakt,

b) M ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Ergibt sich sofort aus S. 9.24. O

Beispiel 9.31 Sind a = (a1,...,any) und b = (b,...,by) € R™ mit a; < b; fiir
1=1,...,m, soist

[a,b] :={z = (z1,...,2,) ER™ 1 zj € [a;,b;] (j =1,...,m)}
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kompakt in R™.

(Denn: Es sei (2(™) eine Folge in [a,b] mit 2(®) — z. Dann gilt 2"

J
j=1,...,m. Aus q; ngn) < b; folgt aj < x; < b, fir j =1,...,m, also x € [a,b].

— x; (n — oo) fiir

Damit ist [a, b] abgeschlossen.
AuBlerdem ist [a,b] auch beschrinkt, da fiir alle z € [a, b]

m m
lzll2 < flzfls = Jaj| < max (layl, |bs])

Jj=1 J=1

gilt. Nach dem Satz von Heine-Borel ist [a, b] kompakt.)
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10 Stetige Funktionen zwischen metrischen Ridumen

FEine der wichtigsten Struktureigenschaften von Funktionen zwischen metrischen Rdum-
en ist die Stetigkeit:

Definition 10.1 Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume, und es sei f : X —
Y.

1. f heifit stetig an der Stelle xo € X (bzgl. dx,dy), falls zu jedem ¢ > 0 ein J.(=
de.zo) > 0 existiert mit

dy (f(x), f(xo)) < e fiir allex € X mit dx(z,z0) < ¢ ,

d. h.
f(Us(z0)) C Ue(f(20)) -

2. f heilit stetig auf der Menge M C X, falls f stetig an jeder Stelle xg € M ist. Ist
M = X, so heifit f kurz stetig.

Anschaulich bedeutet die Stetigkeit an einer Stelle zg, dass die Funktionswerte f(x)
fiir z “nahe bei z¢” auch “nahe bei f(xg)” liegen.

In Abschnitt 8 hatten wir bereits (Folgen-) Stetigkeit fiir Funktionen f : X — K, wobei
X C K ist, definiert. Der folgende Satz zeigt, dass die beiden Definition harmonieren.

Satz 10.2 Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und f: X — Y. Ist xg €
X, so sind dquivalent:

a) f ist stetig an der Stelle xg.

b) Fiir alle Folgen (xy,) in X mit x,, — xo gilt f(x,) — f(xo).

Beweis.

a) = b): Es sei (z,) eine Folge in X mit =, — xo (n — 00), und es sei € > 0
gegeben. Da f stetig an xg ist existiert ein 6. > 0 so, dass dy (f(x), f(x0)) < € fiir
alle x mit dx(z,x0) < d.. Aus z, — zo folgt die Existenz eines N, = N(d.) € N mit
dx (xn,xo) < O fiir alle n > N.. Also gilt auch dy (f(zy), f(zo)) < e (n > N¢).

b) = a): Angenommen, f ist unstetig an xo. Dann existiert ein € > 0 so, dass fiir alle
d > 0 ein z existiert mit dx (z,x¢) < é und dy (f(x),yo) > &. Insbesondere existiert zu
jedem n € N ein x,, mit dx(z,,z9) < 1/n und dy (f(x,),y0) > €. Fiir die Folge (z,,)
gilt damit x,, — o (n — o0) und f(x,) 4 f(xg). Widerspruch! O
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Beispiel 10.3 1. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei f : X — X definiert
durch f(z) := =z (r € X) (d. h. f = idx). Dann ist f stetig (bzgl. der Metriken
d=dx = dy).

2. Es sei (X,dx) = (R,d}|) und es sei f: R — R definiert durch

f(x):{ 1, falls € {1/k:keN}

0, sonst

Dann ist f stetig an zp genau dann, wenn xg & {1/k : k € N} U {0}.

(Denn: Es sei g # 0 und xg # 1/k fiir alle k£ € N. Dann existiert ein §(= d,) > 0 so,
dass f(z) =0 fiir alle x € Us(xp). Insbesondere ist damit f stetig an .

Ist zp = 0, so gilt fir x,, = 1/n einerseits x,, — 0 und andererseits f(z,) =1 — 1 #
0= £(0).

Ist 29 = 1/k fiir ein k € N, so gilt fiir z, = 1/k + \/2/n einerseits x,, — 1/k und
andererseits f(z,) =0—0# 1= f(1/k).)

Der folgende Satz macht deutlich, wie Stetigkeit und Offenheit bzw. Abgeschlossenheit
zusammenhéngen.

Satz 10.4 Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume, und es sei f : X — Y.
Dann sind dquivalent:

a) f ist stetig.
b) Fiir alle offenen Mengen O C Y st f~1(O) offen in X.

c¢) Fiir alle abgschlossenen Mengen A C'Y ist f~1(A) abgeschlossen in X.

Beweis. a) = b): Es sei O C Y offen, und es sei z € f~(0O). Dann ist y := f(z) € O.
Also existiert ein ¢ > 0 mit Us(y) C O. Da f stetig an z ist, existiert ein 6 > 0 mit
f(Us(x)) € Us(y), also f(Us(x)) C O. Dies impliziert wiederum Us(x) C f~1(O) und
damit ist f~1(O) offen.

b) = a): Es sei x € X und € > 0. Dann ist O := U.(f(z)) offen in Y, und damit nach
Voraussetzung auch f~1(0) offen in X. Da x € f~1(0O) ist, existiert ein § > 0 mit
Us(z) C f710), d. h. f(Us(z)) C f(f~1(0)) C O. Also ist f stetig an .

Die Aquivalenz von b) und c) ergibt sich durch Komplementbildung (man beachte
dabei: fiir M C Y ist f~H(M°) = (f~Y(M))°.) ]



10 STETIGE FUNKTIONEN ZWISCHEN METRISCHEN RAUMEN 85

Bemerkung 10.5 Fiir Bildmengen gilt eine S. 10.4 entsprechende Aussage i. A. nicht!
Ist etwa (X,dx) = (Y,dy) = (R,d}) und f(z) = 2® (z € R), so ist fiir die offene
Menge R

f(R) =0,00)

nicht offen. Ist g(x) = %m (x € R), so ist fiir die abgeschlossene Menge R
g(R) = (_17 1) )

nicht abgeschlossen.

Anders als Offenheit oder Abgeschlosssenheit iibertriagt sich Kompaktheit unter steti-

gen Funktionen auf Bildmengen.

Satz 10.6 Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Raume und f : X — Y stetig. Dann
gilt: Ist K C X kompakt , so ist auch f(K) CY kompakt.

Beweis. Es sei (y,) eine Folge in f(K). Dann existieren z, € K mit y, = f(x,) (n €
N). Da K kompakt ist, existieren nach S. 9.29.2 ein € K und eine Teilfolge (z,;)
von (r,) mit z,, — x (j — 00).

Da f stetig ist, folgt

Yn; = [(an;) = f(z) € f(K)  (J = 00).
Wieder nach S. 9.29.2 ist f(K) kompakt. O

Fiir reellwertige Funktionen hat der Satz eine wichtige Konsequenz. Um diese formu-

lieren zu koénnen, brauchen wir eine Definition.

Definition 10.7 Es sei X # () eine Menge, und es sei f : X — R. Ferner sei M C X.

1. Man sagt, f hat ein Mazimum bzgl. M, falls max f(z) := max f(M) existiert.
Ist zg € M so, dass f(zo) = max f(x) gilt, d. h. ist

f(x) < f(xo) fir alle =€ M,

so sagt man, f hat ein Maximum bzgl. M an xg.

2. Man sagt, f hat ein Minimum bzgl. M, falls m]\/i[n f(z) := min f(M) existiert. Ist
xo € M so, dass f(zg) = mj\}n f(z) gilt, d. h. ist

f(x) > f(xo) fir alle e M,

so sagt man, f hat ein Minimum bzgl. M an xg.
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Ist X = M so spricht man auch von absolutem (oder globalem) Maximum bzw. Mini-

mui.

Beispiel 10.8 Essei X = R. Ist f(x) := 22 (z € R), so hat f an xg = 0 ein absolutes
Minimum, aber f hat kein absolutes Maximum. Ist g(z) = %\xl (x € R), so ist g
beschrénkt, aber g hat weder ein absolutes Maximum noch ein absolutes Minimum.

Satz 10.9 Es seien (X,dx) ein metrischer Raum und f : X — R stetig. Ist K C X
kompakt, so hat f ein Maximum und ein Minimum bzgl. K, d. h. es existieren x1,xo €
K mat

f(x1) < f(z) < f(ze)  firalle ze€K.

Beweis. Nach S. 10.6 ist f(K) C R kompakt, also auch beschriankt und abgeschlossen.
Damit existieren max f(K) und min f(K) ([U]). O

Beispiel 10.10 Es sei X = R und f(z) := 22 (z € R). Dann ist

fla) = f(-a) = max f(z)

[7(1,(1}

d. h. f hat an a und —a Maxima bzgl. [—a, al.

Bemerkung 10.11 1. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Wie in B. 8.2 ergibt sich
aus den entsprechenden Grenzwertsdtzen fiir Folgen und S. 10.2: Sind f,g: X — K
stetig an x, so sind auch f £ g, f-g und (falls definiert) f/g stetig an z.

2. Aus S. 10.2 ergibt sich auch leicht: Sind (X,dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische
Réume, ist f: X — Y stetig an xp und ist g : Y — Z stetig an f(z¢), so ist auch go f
stetig an xg.

Im Allgemeinen ist die Umkehrfunktion einer stetigen, bijektiven Funktion nicht stetig

([U]). Als weitere sehr elegante Anwendung von S. 10.6 erhilt man jedoch:

Satz 10.12 Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume, und es sei X kompakt.
Ist f: X =Y bijektiv und stetig, so ist auch Y kompakt und f~1:Y — X stetig.

Beweis. Zunéchst ist Y = f(X) nach S. 10.6 kompakt.
Wir beweisen: f~! ist stetig. Dazu sei A C X abgeschlossen. Nach S. 10.4 reicht es zu
zeigen, dass (f~1)71(A4) = f(A) C Y abgeschlossen ist.
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Da Teilmengen relativ kompakter Mengen wieder relativ kompakt sind, und da A
abgeschlossen ist, ist A kompakt. Also ist f(A) C Y kompakt nach S. 10.6 und damit
insbesondere abgeschlossen. O

Eine weitere wichtige Eigenschaft stetiger Funktionen auf kompakten Mengen ist die
gleichméfige Stetigkeit:

Definition 10.13 Es seien (X, dx) und (Y, dy ) metrische Rdume, und es sei f : X —
Y. Dann heifit f gleichmdifig stetig, falls fiir alle € > 0 ein §; > 0 so existiert, dass

dy (f(z1), f(z2)) <€ fiir alle 21,9 € X mit dx (z1,22) < J¢ .

Aus der Definition ergibt sich sofort, dass jede gleichméfig stetige Funktion auch stetig
ist. Das folgende Beispiel zeigt, dass die Stetigkeit i. A. nicht die gleichméfige Stetigkeit

impliziert.

Beispiel 10.14 Es sei f : R — R mit f(z) = 22 (r € R). Dann ist f stetig auf R,
aber nicht gleichméBig stetig.
(Es sei € = 1, und es sei 6 > 0 beliebig. Wir wéhlen z1 = 1/§,29 = 1/§ + §/2. Dann
ist |1 — 29| = 0/2 < 0, aber

]f(a:l) —f(l’z)‘ = ’.%1 +$2‘ . ’331 —xg‘ > 2/5-5/22 l1=c¢.

Folglich ist f nicht gleichméBig stetig auf R.)
Es gilt allgemein

Satz 10.15 Es seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Ist X kompakt und ist
f: X =Y stetig, so ist f auch gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Angenommen nicht. Dann existiert ein € > 0 so, dass fiir alle n € N zwei

Punkte x,,y, € K existieren mit

dx(xn,yn) < 1/n und  dy (f(zn), f(yn)) > €.

Da X (relativ) kompakt ist, besitzt die Folge (z,,) eine Teilfolge (z;); mit x,, — .
Damit gilt auch

dx (v, yn;) < dx (%, Tn;) + dx(Tn;, Yn,;) — 0 (n — o0) .
d. h. y,, = 2 (j = o0). Also folgt auf Grund der Stetigkeit von f an der Stelle x

e <dy(f(zny), [(yn;)) < dy (f(zn,), f(2)) +dy (f(2), [(Yn;)) = 0 (j = 00) .
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Widerspruch! O

Wir wollen nun das wichtige Konzept des Funktionsgrenzwertes einfithren. Dazu benoti-
gen wir zunéchst den Begriff des Hiufungspunktes.

Definition 10.16 Essei (X, d) ein metrischer Raum. Ein Punkt 29 € X heifit Hiufungs-
punkt (von X), falls zu jedem £ > 0 ein z € X mit 0 < d(z,x0) < € existiert.

Beispiel 10.17 Essei X = {1/k,k € N}JU{0} und d = d|,|. Dann ist 0 Hiufungspunkt.

Definition 10.18 Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume und zp € X ein
Haufungspunkt. Ferner sei Xo := X \ {zo} und f: Xo — Y. Wir sagen, f hat an z
einen (Funktions-) Grenzwert, falls ein yo € Y mit folgender Eigenschaft existiert: Zu
jedem e > 0 gibt es ein d. > 0 mit

dy (f(z),y0) <e fiir alle x € Xo mit dx(z,z0) < Je.

In diesem Fall heifit yo (Funktions-)Grenzwert von f an xg und wir schreiben

f(x) = yo (x — z0) .

Ist g : X — Y, so sagt man, dass g an z¢ den (Funktions-)Grenzwert yy hat, falls dies
fir f:= gx, gilt. Auch in diesm Fall schreiben wir

g(z) = yo (x — x0) .

(Man beachte, dass der Wert g(xo) dabei keine Rolle spielt!)

Bemerkung 10.19 1. Man sieht leicht, dass hochstens ein Grenzwert existiert (wich-
tig: o ist Haufungspunkt). Wir schreiben im Falle der Existenz auch

lim f(z):=yo .
T—T0

2. Aus den entsprechenden Definitionen ergibt sich unmittelbar: Sind xg und f wie
in D. 10.18, so gilt f(z) — yo genau dann, wenn die Funktion fy : X — Y, definiert

durch
20, falls = = xg
fo(z) =
f(x), falls z # xo,

stetig an xg ist. Insbesondere gilt fiir Haufungspunkte zg damit: Ist g : X — Y, so ist
g stetig an zp genau dann, wenn g(x) — g(zo) (x — x9).

(Aus der Definition der Stetigkeit folgt zudem sofort: Ist zy kein Haufungspunkt, so
ist g stets stetig an z.)
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3. Aus 2. ergibt sich in Verbindung mit S. 10.2 auch eine Charakterisierung des Grenz-
wertes mittels Fogenkonvergenz:
Unter den Bedingungen von D. 10.18 gilt

f(x) =y (z— z0)

genau dann, wenn fiir alle Folgen (x,,) in Xy (wichtig!) mit x,, — xo auch f(x,) — yo
(n — o0) gilt.

Aus den Grenzwertsiitzen fiir Folgen erhalten wir damit auch: Sind f,g : Xg — K so,
dass

f@) =y, gx)—> 20 (x— x0),

so gilt auch
(f£9)(@) = vtz (f9)(x)—=yz0 (z— z0)
und im Falle g(x) # 0 und z¢ # 0 auch

(f/9)(x) = wo/z0 (= o) .

Beispiel 10.20 Es sei (X,d) = (C,d|). 1. Dann gilt

e —1
z

-1 (2—0)

(Denn: Fiir 0 < |2] < 1 ist

|€Z—1 1| liz“ 1 Z Z’ |1/ ‘Z|
— — = zZl =
? M' v= V+1 1/:1 v=1 1_‘Z|
Aus B. 10.19.3 ergibt sich zunéchst
]
—0

1— |z

und damit auch
e?—1
- 1( 50.)
z

2. Ahnlich (oder als Anwendung von 1.) kann man zeigen ([U]):

) 1
S 2 —1 und i -0 (x —0).
z z

Bemerkung und Definition 10.21 Es seien M C R ein Intervall, zy € M, (Y,d)
ein metrischer Raum und f: M — Y (oder f: M\ {zo} = Y).
1. Man sagt, f hat an xo einen linksseitigen Grenzwert, falls der Grenzwert y, =

le JiMA(=o0,0) () existiert. Man schreibt dann auch
T—>T

flzg) == lim f(z):=y,.

$—>J}O
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Entsprechend hat f an zg einen rechtsseitigen Grenzwert, falls yo+ = Im fian(z0,00) (T)
T—x0 ’
existiert. Man schreibt dann auch

flxg) = lim+ f(x) =y

Z—)CEO

Es gilt damit: Ist 2o Haufungspunkt von M N (—oo, o) und M N (z9,0), so existiert

yo = lim f(z) genau dann, wenn f(z]) und f(z,) existieren und
T—T0

flag) = flzg) =wo

erfiillt ist. Existieren f(zg) und f(zg) und ist f(xg) # f(xg ), so heifit zo Sprungstelle
von f.

2. Ist M ein nach oben unbeschrinkt, so schreiben wir
Yo = xlglgo f(z) oder f(z)—yo (z— o0)
falls fiir alle € > 0 ein R, > 0 so existiert, dass
dy (f(z),y0) <e firallex e M,z > R..

Entsprechend definiert man lim f(z), falls M nach unten unbeschrinkt ist.
Tr—r—00

Beispiel 10.22 1. Es sei f : R — R definiert durch

1, falls >0
f(z) :=sign(x) := 0, falls z=0
—1, falls <0

Dann gilt
f07) = lim f(z)=1,  f(07)= lim f(z)=-1

z—07F z—0~
Damit ist xg eine Sprungstelle von f und lin%) f(z) existiert nicht.
z—
2. Es sei M = [0,00) und

) sin(z/z) , x>0
O e

Dann existiert f(0") nicht.
(Denn: Fiir z,, = 1/(n+1/2) gilt 0 < x,, — 0, aber (f(z,)) = ((—1)") ist divergent.)
3. Es sei f : R — R definiert durch

] 1, falls z€Q
f(@) ._{ 0, falls x€R\Q .
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Dann existiert fiir kein z¢ in R der (rechts- oder linksseitige) Grenzwert!

(Denn: Ist g € R und ist § > 0, so existieren x1,x mit g < z; < zg+9 (j = 1,2)
sowie f(z1) = 1 und f(z2) = 0 (nach B. 4.11 und [U]). Hieraus folgt, dass kein
rechtsseitiger Grenzwert an xg existiert. Entsprechend sieht man, dass kein linksseitiger
Grenzwert existiert.)

Insbesondere ist damit f unstetig an allen Stellen zy € R.

4. Es gilt

lim e* =0 und lim 1/x=0.
T—r—00 T—r00

Es ist klar, dass i. A. monotone Funktionen nicht iiberall stetig sind (etwa sign).
Tatsichlich konnen unedlich viele Sprungstellen auftreten (auch auf endlichen Inter-
vallen), wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 10.23 Es sei f: (0,1) — R definiert durch

1 1 1
f(:c)::g ﬁirxg[n—l—l’n) und n € N.

Dann ist f monoton wachsend auf (0,1) und jede Stelle z,, = 1/n(n € N) ist eine
Sprungstelle. Also hat f abzdhlbar unendlich viele Sprungstellen.

Der folgende Satz zeigt, dass monotone Funktionen an vielen Stellen stetig sind, und
dass als Unstetigkeitsstellen nur Sprungstellen in Frage kommen.

Satz 10.24 Fs sei [ # () ein offenes Intervall, und es sei f : I — R monoton (wach-
send oder fallend). Dann ist f stetig bis auf hichstens abzihlbar viele Sprungstellen.
Auferdem gilt fir alle xg € 1

f(zg) < f(z0) < fzd) falls f monoton wdichst
und

fzg) > f(z0) > fzd) falls f monoton fallt .

Beweis. O. E. sei f monoton wachsend (ansonsten betrachte man — f).
1. Wir zeigen: Ist zo € I, so existiert f(zJ) € R und es gilt f(xzg) > f(20):
Da f(x) > f(xo) fur alle x > z gilt, existiert

yo :=1inf{f(x):x €I, x > x0}

und es gilt yo > f(z0). Es sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein x. > z¢ mit f(z:) <
Yo +&. Mit 6, := x. — x¢ gilt dann fir alle z mit zg < < 29 + 6. = 2,

yo < flx) < flwe) <yo+e
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Damit ist f(zd) = yo.

Entsprechend zeigt man die Existenz von f(z,) € R mit f(z]) > f(xo).

2. Nach 1. kénnen als Unstetigkeitsstellen nur Sprungstellen auftreten. Wir zeigen,
dass hochstens abzéhlbar viele solche existieren. Dazu setzen wir

S(f) :={x € I : x Sprungstelle von f} .

Ist S(f) leer, so ist die Behauptung klar. Es sei also S(f) # (). Fiir z € S(f) setzen

wir
I(z) = (f(z7), f(=T)) -
Dann folgt aus der Monotonie von f fiir z1,z2 € S(f) mit 21 < z2 (falls existent):
I(xy)NI(z2) =10
(da f(2f) < f(24%2) < f(=z3)). Nach B. 4.11 ist I(z) N Q # 0, also kénnen wir ein
o(r) € I(x) N Q wihlen. Es gilt dann p(x1) # @(x2) fir 1 # z9. Also ist ¢ eine

bijektive Abbildung von S(f) nach W(y) C Q. Da Q abzihlbar ist, ist auch W ()
und damit auch S(f) abzéhlbar. O

Bemerkung 10.25 Ist [ ein beliebiges Intervall und ist f : I — R monoton wachsend
(bzw. fallend), so gilt zusétzlich: Ist der rechte Randpunkt b in I, so existiert f(b™),
und es gilt f(b™) < f(b) (bzw. >); Ist der linke Randpunkt a in I, so existiert f(a™)
und es gilt f(a™) > f(a) (bzw. <).

Definition 10.26 Sind (X,d) ein metrischer Raum, zp € X und f : Xo — R, so
schreiben wir
f(z) = o0 (bzw. f(x) — —o0) (x — x),

falls fiir alle R > 0 ein dr > 0 so existiert, dass
f(z) >R (bzw. f(z) < —R)
fiir alle z € Xo mit d(z,z9) < dg.
Gilt Entsprechendes in der Situation von B./D. 10.21, so schreiben wir dann auch
f(z) = o0 (bzw. f(z) = —o0)

fir x — :E% oder x — 4o0.
So gilt etwa
Inx - —o0 (x—07)
und
e’ — o0 (x — 00).
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11 Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Wir haben schon frither gesehen, dass wichtige elementare Funktionen wie die Ex-
ponentialfunktion {iber gewisse Grenzwerte definiert sind. Ziel ist es nun, allgemeine
Strukturaussagen iiber Funktionen zu machen, die sich als Grenzwerte von sog. Funk-

tionenfolgen oder Funktionenreihen ergeben.

Definition 11.1 1. Es sei X eine beliebige Menge, X # (), und es sei (Y,d) ein

metrischer Raum.

1. Sind f,, : X — Y Funktionen, so nennt man die Folge (f,,), eine Funktionenfolge.
Die Funktionenfolge (f,) heifit punktweise konvergent auf der Menge M C X,
falls fiir alle z € M die Folge (f,(x)) in Y konvergiert. Die Funktion f : M — Y
mit f(x) := nh_}rrolo fn(x) heiBt Grenzfunktion der Folge (f,) (auf M).

2. Sind a, : X — K (oder auch allgemeiner a, : X — E, wobei (E,||-||) ein
normierter Raum ist) Funktionen, so heifit die Funktionenfolge (s,) mit

sn(2) ::Zal,(x) (z € X,n € Nyp)
v=0

o0 o0
eine Funktionenreihe. Wir schreiben wieder > a, (oder > a,(z)). Die Funktio-
v=0 v=0

o0
nenreihe > a, heifit punktweise konvergent auf M C X falls (s, ) auf M punkt-

v=0
oo

weise konvergiert. Wir verwenden (wie bei Zahlenreihen) das Symbol > a, dann
v=0
auch wieder fiir die Grenzfunktion.

[e.°]

Natiirlich definiert man entsprechend Funktionenreihen der Form ) a,(x) auch fiir
vV=rg

allgemeine vy € Z.

Beispiel 11.2 1. Wir betrachten die Funktionen f, : R — R mit
fu(x) = 2" (x eR,neN).

Dann gilt
0 , falls ze(-1,1)
fule) = Ly
1, falls =1
d. h. (fn) konvergiert punktweise auf (—1, 1] und die Grenzfunktion f : (-1,1] — R
ist gegeben durch
{ 0, ze(-1,1)

1, z=1
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2. Es seien a, : C — C definiert durch
ay(z) = — (zeC,veN).

Dann ist die Funktionenreihe

<1
2
v=1

auf M = {z € C: Rez > 1} punktweise konvergent ([U]). Wir definieren ¢ : M — C
durch

(=Y~ (eM).
v=1

Die Funktion ¢ heifit (Riemann’sche) Zetafunktion.

Das erste Beispiel zeigt insbesondere, dass die Grenzfunktion unstetig (an z¢ = 1) ist,
obwohl alle Folgelieder f,, stetige Funktionen auf ganz R sind. Da wir an Aussagen der
Form “f,, stetig (n € N) = f stetig” interessiert sind, fithren wir einen “strengeren”
Konvergenzbegriff ein, mit dessen Hilfe eine solche Aussage moglich wird.

Definition 11.3 1. Es sei X # () eine beliebige Menge, und es sei (Y, d) ein metrischer

Raum.

1. Sind f, : X — Y Funktionen (n € N), so heifit die Funktionenfolge (f,)
gleichmdfig konvergent auf der Menge M C X (gegen die Grenzfunktion f :
M —Y), falls

sup d(f(x), fn(x)) =0 (n — o0).
xeM

(wobei sup A := oo, falls A nach oben unbeschrénkt ist). Wir schreiben dann
fn—f (n — o0) gleichméBig auf M

oder auch
fu(z) = f(2) (n — o0) gleichmafig auf M .

o0
2. Eine Funktionenreihe ) a, heiit gleichmdfig konvergent auf M C X, falls die

v=0
n

Funktionenfolge (s,,) mit s,(x) = Y a,(z) gleichméBig auf M konvergiert.

v=0

Bemerkung 11.4 Gilt f,, — f gleichméBig auf M, so gilt insbesondere f,(z) —
f(z) (n — oo) fiir alle x € M, d. h. (f,) konvergiert auf M auch punktweise gegen f
(“gleichméfige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz”).
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Gleichméfiige Konvergenz bedeutet, dass zu jedem € > 0 ein N, € N existiert mit
d(f(x), fu(z)) <e fiir alle n > N und alle z € M .

Der Unterschied zur punktweisen Konvergenz liegt darin, dass N, unabhéngig von x
gewihlt werden kann. Punktweise Konvergenz bedeutet: Fiir alle x € M und allee > 0
existiert ein N., € N mit d(f(x), fn(x)) < € fur alle n > N, ;.

Beispiel 11.5 Wir betrachten noch einmal f,,(z) = 2" (n € N, z € R) (vgl. B. 11.2.1).
Ist M =[—-1/2,1/2], so gilt

Sup | (@) = f(@)| =1/2" =0 (n = 00).
Damit gilt
z" =0 gleichmaBig auf [—-1/2,1/2].
Andererseits ist fiir M = [0,1)

sup |fn(z) — f(z)| =supaz” =1 (neN).
M [0,1)

Also ist (f,) nicht gleichméfig konvergent auf [0, 1).

Wir kommen nun zu dem bereits angedeuteten Ergebnis iiber die “Vererbung” der
Stetigkeit auf die Grenzfunktion.

Satz 11.6 Es scien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume, und es seien f, : X =Y
Funktionen. Dann gilt: Sind unendlich viele der Funktionen f, stetig an der Stelle
xo € X und existiert ein r > 0 so, dass f, — [ gleichmdifig auf U,(xg), so ist auch
die Grenzfunktion f : U,(xo) = Y stetig an xy.

Beweis. Es sei ¢ > 0 gegeben. Auf Grund der gleichméBigen Konvergenz von (f,,)
gegen f auf M := U,(xg) existiert ein N = N, € N mit

dy (f(@), fa(z)) <e/3  (n=N,zeM).
Ist m > N so, dass f, stetig an xg ist, so existiert ein d. € (0, 7] so, dass
dy (fn(x), fn(zo)) < e/3 fir allex € Us_(xo) -

Damit ist auch

dy(f(&?),f(.%‘o)) < dY(f(x)afm(x))+dY(fm(x)7fm(x0>)+dY<fm($0)7f(x0>)
< €¢/3+¢/3+¢/3=c¢.

fiir alle z € Us_(x0). O

Es stellt sich die Frage, wie man gleichméfige Konvergenz ggfs. nachweisen kann. Aus
dem Weierstrass-Kriterium (S. 7.11) ergibt sich unmittelbar
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Satz 11.7 (Weierstrafisches Majorantenkriterium fiir Funktionenreihen)
Es seien M # () eine Menge und a, : M — K fiir v € Ny. Ferner seien b, > 0 so,
o0

dass ||ay||oo = sup |ay(z)| < by fir v geniigend groff. Dann gilt: Ist > b, < oo, so
zeM v=0

konvergiert Z a, gleichmdf$ig auf M.
v=0

[o¢]
Beweis. Nach S. 7.11ist ) a,(x) fiir alle z € M konvergent und es gilt fiir n geniigend

v=0
erof (mit s(z) i— i:;o ay ()
sup |s(z) — sp(x)| = sup| Z a,(x)] < Z by -0 (n—o0).

zeM v=n+1 v=n+1

Beispiel 11.8 (Vgl. B. 11.2.2) Fiir a > 1 sei

M:=M,:={2€C:Rez>a}.

Dann ist Z 1/v* gleichméBig konvergent auf M.
(Denn: Fur alle z € M und alle v € N ist

1 1

lay (2)] = JRez = La

o0
und Y 1/v% ist konvergent. Also ergibt sich die Behauptung aus S. 11.7.)

v=1
Da z — 1/v* fiir alle v € N stetig auf C ist, folgt aus S. 11.6 die Stetigkeit der
Zetafunktion auf
{z€eC:Rez>1}.

(Man beachte: Ist Re(zp) > 1, so gilt fiir r := (Re(z9) — 1)/2

UT(Z[)) C M1+7» )

Wir untersuchen jetzt eine Klasse besonders wichtiger Funktionenreihen, sog. Potenz-
reihen. Hier sind die Teilsummen s, Polynome vom Grad < n, also von besonders

einfacher Struktur.

Definition 11.9 1. Es sei zp € K und es sei (a,)52, eine Folge in K. Dann heifit
o0

die Funktionenreihe > a,(z — 29)" (also die Funktionenfolge (s,) gegeben durch
v=0
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n
sn(z) = > ay(z—2)") auf K eine Potenzreihe (mit der Entwicklungsmitte zp und der

v=0
Koeffizientenfolge (ay)).

o0
2. Ist > a,(z — 2p)" eine Potenzreihe, so heifit

v=0
R:= liml{/m € [0, o0
V—r00
Konvergenzradius der Potenzreihe (wobei 1/00 := 0 und 1/0 := oo gesetzt ist). Im

Falle R > 0 heifit weiterhin Ugr(z9) = {z € K : |z — 29| < R} Konvergenzkreis (im
Falle K = R meist Konvergenzintervall) der Potenzreihe (wobei U (20) = {z € K :
|z — 20| < oo} = K ist).

o0
Beispiel 11.10 1. Fiir die Potenzreihe ) z¥ (also die geometrische Reihe) gilt zp = 0
v=0
o0
und a, = 1 (v € Np), also ist R = 1. Hier konvergiert ) z” absolut im Konvergenzkreis
v=0

U1(0) = {z : |z] < 1} und divergiert fiir alle z mit |z| > 1. Ferner gilt

> 1

oo
2. Fiir die Potenzreihe ). Z; ist 2o = 0 und a, = X (v € Ny). Hier ist lim la, |V =
v=0 -

L — (0 (warum?), d. h. R = co. Bekanntlich konvergiert die Potenzreihe absolut

lim

V—00 W
fiir alle z € C und es gilt
v
>
|
i

Uber das Konvergenzverhalten allgemeiner Potenzreihen gibt der folgende Satz Aus-
kunft.

Satz 11.11 (Cauchy-Hadamard)

Es sei Y a,(z — z0)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann gilt:
v=0

1. Ist R = o0, so konvergiert die Potenzreihe absolut fir alle z € K = Ux(20).

2. Ist 0 < R < 00, so konvergiert die Potenzreihe absolut fiir alle z € Ug(zo) und
divergiert fir alle z € K mit |z — 29| > R.

3. Ist R =0, so divergiert die Potenzreihe fiir alle z € K\ {z0}.
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Beweis. Es gilt fiir alle v € Ny und 2z # 2
lav(z = 20)" [V = la, [V - |2 = 2| ,

also ist im Falle R > 0

1/’1/1/

S 1
Vlbn;o|ay(z—zo) = E!z—zol :

Damit ergeben sich 1. und 2. sofort aus dem Wurzelkriterium (S. 7.15).

Ist R =0 (d.h. (Ja,|'/?) ist unbeschriinkt), so ist auch (|a,(z — 29)”|'/*) unbeschréinkt
und folglich ist (a,(z — 20)"), insbesondere keine Nullfolge. Damit ergibt sich auch 3.
g

o0
Bemerkung 11.12 Ist > a,(z—20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0,
v=0

oo

so konvergiert Y a,(z — z9)" gleichméBig auf jeder kompakten Teilmenge des Kon-
v=0

vergenzkreises Ug(2).

(Denn: Ist K C Ugr(zp) kompakt, so existiert hat die stetige Funktion z — |z — zg|

nach S. 10.9 ein Maximum auf K, d. h. es gibt ein z; € K mit |21 — 2| = sup |z — 20|
zeK
Damit gilt fiir alle v

sup |ay(z — 20)"| = |ay| - |21 — 20]” =: by .
zeK

oo

Da nach S. 11.11 die Reihe ) b, konvergiert, folgt die gleichméafiige Konvergenz auf
v=0

K aus dem Weierstrafischen Majorantenkriterium.)

Ist A: Ug(z0) — K definiert durch

A(z) := Zay(z —z20)",
v=0

so ist A stetig.
(Denn: Es ein z1 € Ug(zp). Wir betrachten

K:={z€eK:|z—2z| <(R—|z1—2|)/2}

im Falle R < oo bzw. K := {z € K : |z — 21| < 1} im Falle R = oco. Dann ist

K C Ur(zp) kompakt. Also ist die Potenzreihe gleichméflig konvergent auf K. Da alle

Teilsummen (als Polynome) stetig auf K sind, ist auch A nach S. 11.6 stetig an der

Stelle z1.)

I. A. liegt jedoch keine gleichméfige Konvergenz auf Ug(zg) vor: Wir betrachten dazu
[e.e]

noch einmal die geometrische Reihe >  z¥. Es gilt fiir alle n

v=0
o0 xn—f—l
sup | —sn(2)] > sup E ¥ = sup =00.
lzj<1 1 — 2 0<z<1 o<z<11l—w

v=n+1
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Am Rande ihres Konvergenzkreises konnen Potenzreihen ein sehr kompliziertes Verhal-
ten zeigen. Da ist es schon sehr beruhigend, ggfs. auf folgendes Resultat zuriickgreifen
zu konnen. (Die Beschréinkung auf die Entwicklungsmitte zp = 0 und den Konvergenz-
radius 1 ist dabei unwesentlich.)

Satz 11.13 (Abelscher Grenzwertsatz)
(e e]

oo
Es sei Y a,z¥ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 1. Ferner sei die Reihe »_ a,
v=0 v=0

konvergent. Ist
o
A(z) := Zayz” (lz] < 1),
v=0
so gilt

lim A(z) = U
Jim Aw) =) a

Beweis. Wir setzen

o0 n
s::Zal,, sn::ZaV (n € Np) .
v=0 v=0

Da (nach S. 11.11) fiir |z| < 1 die Potenzreihen
1 o0

A(z) = Z a,z” und = z¥
v=0

T =
z v=0

beide absolut konvergieren, gilt nach S. 7.20

A(z) - : i - = (i a,,z”) (i ZV>
v=0 v=0
= iz“ iau :isyz”,
v=0 #=0 v=0

d. h. -
A(z)=(1-2) Z sz’ .
v=0

Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N, € N mit |s, —s| < /2 fiir allen > N.
[e.°]
Wegen 1 = (1 —z) > 2" erhalten wir fir 0 < x < 1

v=0
[A@@) —s| = [(1-2)) (s —s)a"| <
v=0
N-1 c 00
< (1—x) ]sy—s|ac”+§(1—a:)2x”
v=0 v=N
N-1

< 1-2) |s, — slz¥ +¢/2
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Weiter existiert ein § = §(N.) > 0 so, dass

N-1

(l—x)Z\sl,—s] <e/f2
v=0

fiir alle z mit 1 — § < x < 1. Also gilt
|A(z) —s| <e fiir l-0<z<l.
O

Zum Abschluss kommen wir noch einmal zu allgemeinen Funktionenfolgen zuriick. Ein

notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir gleichméflige Konvergenz liefert

Satz 11.14 (Cauchy-Kriterium fir gleichmdfige Konvergenz)
FEs seien X # 0 eine Menge, (Y, d) ein vollstindiger metrischer Raum und f, : X =Y
Funktionen (n € N). Ist M C X, so ist (fy) gleichmdfig konvergent auf M genau dann,

wenn zu jedem € > 0 ein N: € N so existiert, dass
d(fo(x), fm(z)) <€ fiir alle n,m > Ng, x € M .

(sog. gleichmdfige Cauchy-Bedingung).

Beweis. 1. Es gelte f,, — f gleichméaflig auf M. Ist € > 0 gegeben, so existiert ein
N; € N mit
sup d(f(2), ful)) <
zeM
Fiir alle n,m > N, und x € M folgt dann

(n>Ng).

A(fa(@), fin(@)) < supd(fule), £(2) +supd(f(a), fnla)) < 5 + 5 =<
M M

Also ist die Cauchy-Bedingung erfiillt.

2. Es gelte die Cauchy-Bedingung. Dann ergibt sich insbesondere, dass fiir jedes feste
x € M die Folge (fn(x))n in (Y,d) eine Cauchy-Folge ist, Da (Y, d) vollstandig ist,
ist (fn(x)), konvergent, d. h. es existiert ein y € Y mit f,(z) — y(n — o). Wir
definieren f : M — Y durch f(z) := y(x € M) und zeigen: f, — f gleichmifig auf
M.

Dazu sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein N, € N mit

A(f(2), fu(z)) < % (n,m > N., z € M) .

Hieraus folgt fiir festes n > N, und x € M

| M
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(Man beachte: Es gilt fir z € Y und (y,,) in Y mit y,, — y nach der umgekehrten

Dreiecksungleichung
’d(yma z) - d<y7 Z)‘ < d(yma y) —0 (m - OO) ’

also d(ym, z) — d(y, z) fiir m — o0.)
Damit ist fiir alle n > N,

sup d(f(z), fn(x)) <

<
g .

Bemerkung 11.15 Ist M # () eine Menge und ist (F, |- |g) ein normierter Raum, so
gilt fiir zwei Funktionen f,g € B(M, F) (vgl. B. 9.8)

1f = gllec = sup|f(z) = g()|p = sup dy,, (f(2), g(x)) -
M M

Also bedeutet gleichmdf$ige Konvergenz in diesem Fall Konvergenz beziiglich der sup-
Norm || - ||oo, d. h. der Metrik dj.|__).

Ist E ein Banachraum (also (E, |- |g) vollstandig), so ergibt sich aus S. 11.14, dass der
Raum (B(M, E),|| - ||so) auch ein Banachraum ist.

(Denn: Es sei (fy) eine Cauchy-Folge in B(M, E). Dann existiert zu jedem € > 0 ein
N: € N mit

Sup (@) = (@)l = lfa = Fulloo <& (mom = N

Nach S. 11.14 existiert eine Funktion f : M — F mit f,, — f gleichmaf8ig auf M, d.
h. ||f = fulloo = 0. Es bleibt noch zu zeigen, dass f € B(M, E) d. h. f beschrinkt ist.

Dazu wahlen wir zu e = 1 ein N € N mit

1f = flloe <1

Dann gilt fiir alle z € M

[f(@)e <[f(x) = fn(@)|e + [fn(@)e <1+ [[fxlle

und damit ist f beschrénkt.)
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12 Differenzialrechnung von Funktionen einer Variablen

Um die feinere Struktur solcher Funktionen untersuchen zu koénnen, brauchen wir
einen iiber die Stetigkeit hinausgehenden “Glattheitsbegriff”. Grob gesagt wollen wir
Funktionen definieren, deren Graph keine “Ecken” hat; d. h. Funktionen, die Tangen-
ten an den Graph besitzen. Diese Tangenten spiegeln das Verdnderungsverhalten der
Funktion wider.

Die Idee ist folgende: Wir betrachten eine Funktion f : I — R, wobei I C R ein
Intervall ist, und fiir Punkte xg, € M und h so, dass zg+h € M die Sekanten S;, durch
die Punkte (zo, f(z0)) und (zo + h, f(zo + h)) in R% Diese Sekanten sind festgelegt
durch (xq, f(xg)) und ihre Steigung

f(zo+h) — f(=0)
. .

Fir h — 0 wird die Grenzgerade T', falls existent, als Tangente an den Graph im
Punkt (zo, f(x0)) angesehen. Die Steigung von T ist ein Maf fiir die Anderung der
Funktionswerte in der Nihe von z.

Dies fassen wir in eine exakte Definition, wobei wir allgemeinere Definitionsbereiche

in C und komplexwertige Funktionen zulassen.

Definition 12.1 Es seien M C K und f : M — K. Weiter sei g € M ein Haufungs-
punkt von M.

1. f heifit differenzierbar an der Stelle xq, falls der Grenzwert

. fl@wo+h) = flzo) (. flz)— f(xo)
lim 0 Y 0 (hm 0)

h—0 T—T0 T — X0

existiert. Wir bezeichnen diesen Grenzwert als Ableitung von f an der Stelle g
und schreiben dafiir f'(zg) (oder auch %(mo)).

2. f heillt differenzierbar auf My C M falls f in jedem Punkt x € M; differenzierbar
ist. Die Funktion f’: M; — K heifit dann Ableitung von f (auf My).

3. Hihere Ableitungen von f werden rekursiv definiert: Ist f(1) := f/ differenzierbar
auf My C My, so schreiben wir f?) := " := (f')' : My — K. Ist f” differenzier-
bar auf M3 C My, so ist fG) := f” = (f")" : M3 — K u. s. w. Wir schreiben fiir
die hoheren Ableitungen stets f().

Beispiel 12.2 1. Ist f(x) = ¢ (x € K) fiir eine Konstante ¢ € K, so ist f differenzier-
bar auf K und es gilt

Fe) — tim L) = @)

= K) .
h—0 h 0 (v € K)
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2. Fiir f(z) := cx (x € K), wobei ¢ € K eine Konstante ist, gilt
f(x+h)— f(z) — lim ch

! . _— =
f(m)—}lg% h hoo b C (z€C).
3. Fiir f(z) = 22 (z € K) gilt
b (w+h)E—a? 2zh+ R B
f(x)—%g%—h —}1113%)7}z —}lllg(l)(%:+h)—2x (x € K).

4. (Wichtig !!) Die Funktion exp : C — C ist differenzierbar auf C mit

exp’ = exp .
(Denn. Nach B. 10.20 gilt
h
—1

li =1

hso
und damit fiir alle z € C

z+h _ _z h _ 1
%:ez-e e (ho0))

5. Die Funktion f(z) := |z| (z € R) ist nicht differenzierbar an der Stelle 9 = 0, denn
ist h > 0, so gilt
f(0+h) - £(0)

; =1—=1 (h—0")

und ist A < 0, so gilt

f(O+h)—f(0) —h _
. 7_—1—>—1 (h—07).

i £00+1) = £(0)

h—0 h

Also existiert

nicht!

Das letzte Beispiel zeigt, dass die Stetigkeit an einer Stelle i. A. nicht die Differen-
zierbarkeit an dieser Stelle impliziert. Umgekehrt implizert Differenzierbarkeit jedoch
Stetigkeit, wie der zweite Teil des folgenden Satzes zeigt. Der erste Teil liefert eine

wichtige Charakterisierung der Differenzierbarkeit.

Satz 12.3 FEs seien M C K und f: M — K. Ferner sei xg € M ein Hdiufungspunkt.

1. (Zerlegungsformel)

f ist differenzierbar an xg genau dann, wenn gilt: Es existieren ein ¢ € K und
eine Funktion e(= e, ) : Mo — K (wobei My := {x —x¢ : v € M} \ {0}) so,
dass

f(@o+h) = f(xo) +c-h+|hle(h)  (h€ M)
und £(h) — 0 fiir h — 0.

Auferdem ist in diesem Fall f'(x¢) = c.
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2. Ist f differenzierbar an xg, so ist f auch stetig an xq.

Beweis. 1. “="”: Wir setzen fiir h € M

e(h) == |hh|f(x0 * h})L —flo) _ f'(zo)-

Dann ist
f(@o + h) = f(x0) + f'(zo)h + e(h)|R]
(also ¢ = f'(x)) und es gilt
e(h) — 0 (h —0)

auf Grund der Differenzierbarkeit von f an zg.

“<”: Es gilt fiir x € M, = # x9

Al fxo +h) — f(z0)
h h

e(h) -
Aus e(h) — 0 (h — 0) folgt

f(zo +h) = f(xo)
h

—c (h —0),

also ist f differenzierbar an xg mit f'(z¢) = c.
2. Folgt aus 1. und ¢- h + |h|e(h) — 0 fiir h — 0. O

Wir stellen wichtige Rechenregeln fiir die Differenziation zusammen.

Satz 12.4 (Summen-, Produkt- und Quotientenregel)
Es set M C K und es seien f,g: M — K differenzierbar an der Stelle xo € M. Dann
gilt

1. Fir beliebige o, B € K ist af + Bg differenzierbar an xo, und es gilt
(af +Bg) (x0) = a- f'(x0) + 8- g'(x0) -
2. f g ist differenzierbar an xo, und es gilt
(f - 9)'(w0) = f'(0) - g(w0) + f(0) - ¢ (w0) -
3. Ist g(x) # 0 fir x € M, so ist auch f/g differenzierbar an zo, und es gilt

(f)/ (20) = f'(@0)g(wo) — f(@o)g' (o)
g 9%(@o) '
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Beweis. 1. Klar nach Definition der Ableitung (oder nach der Zerlegungsformel).
2. Da g differenzierbar an x ist, ist g auch stetig an xg (S. 12.3). Damit gilt fiir h € M,

f(zo+h) — f(zo) g(wo + h) — g(x0)

(fg)(@o +h) = (fg)(z0)) = 3 g(wo + h) + f(o) Y

= f'(z0)g(w0) + f(x0)g'(20) -

1
h

3. Es sei h € My. Dann gilt

(1/9) (wo+h) = (1/g) (x0) _ 1 (g(ﬂco) — g(wo + h))
h g(xo + h)g(xo) h
)(—9/(900)) (h —0).

1
(o)
Damit ist 3. fiir f = 1 bewiesen. Die Aussage fiir allgemeines f folgt hieraus mit der
Produktregel. O

Beispiel 12.5 1. Es sei n € N. Dann ist f : K — K mit f(z) = 2™ differenzierbar auf
K mit
fl(x)=n-z"! (x € R)
(Denn: Fiir n = 1 gilt die Behauptung nach B. 12.2.2 (mit 0° := 1).
Es gelte (2¥)" = k- 2¥~! fiir ein k& € N. Dann gilt mit der Produktregel (S. 12.4.2)

() = (z2?) =1 -2 4 2k = (k+ 1)z (2 €K).)
n
2. Ist P : K — K ein Polynom, d. h. P(z) = ayx¥ fir gewisse ag,...,a, € K, so
v=0
gilt
n
P'(z) = Z v-a,a’ ! (z € K)
v=1

(Folgt aus 1. und mehrfacher Anwendung von S. 12.4 1.)

Satz 12.6 (Kettenregel)

Es seien M, L C K und es sei f: M — L. Ferner sei g: L — K. Ist f differenzierbar
an xy € M und ist g differenzierbar an yo := f(x¢) € L, so ist go f differenzierbar an
xo mit

(go f)(z0) =g (o) - f'(x0) = ¢’ (f(x0)) [ (o) -
Beweis. Es sei Lo := {y—yo : y € L}. Nach S. 12.3 existieren Funktionen ey : My — K
und €4 : Lo — K (wobei £4(0) := 0) mit

flwo+h) = f(xo)+ f'(xo)h +ep(h)|R]
gyo+u) = g(yo) + ¢ (vo)u + e4(u)|ul
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und so, dass €¢(h) = 0 (h — 0) und £4(u) — 0 (u — 0). Hieraus folgt mit
u:=u(h) == f(zo +h) — f(zo) = f'(x0)h + |hles(h)
fiir h € My
g(f@o+m) =g(f@0)) = glyo+ulh) - g(yo) = o' (wo)u(h) + u(h)ley(u(h))
= ¢'(yo)f'(zo)h + g (yo)|hle s (h) + [u(h)|eg(u(h))
Da u(h)/h — f'(20) (und damit auch u(h) — 0) fiir h — 0, ergibt sich
e(h) = g'(yo)e(h) + eg(u(h))|u(h)|/|A] =0 (h—0).
Aus S. 12.3 folgt die Differenzierbarkeit von g o f an xy sowie

(g0 f)(x0) = g (o) f'(x0) -

Beispiel 12.7 Es sei P: R — R mit
P(z) = (23 + 2z +1)°.

Dann gilt P = go f mit f(z) = 2® + 22 + 1 und g(y) = »°. Also ergibt sich aus der
Kettenregel

Pz) =4 (f(2)f'(z) = bad+22+1D)* @3 +20+1) =
= 5(z* 42z +1)*(32%+2) .
1. Es gilt auf C

cos’ = —sin und sin’ = cos.
(Denn: Fiir z € C ist
cos'(z) = l(eiz +e %) = l(ieiz —ie ?) = —l(eiz — e ®) = —sinz
2 2 27

und fiir sin entsprechend.)

2. Aus 1. und der Quotientenregel folgt

1
tan’ = =1 + tan? 24+ km, keZ
an'(z) p— + tan” z (z#7/24 knm )
/ 1 2
cot'(z) = ——5— =-—1—cot*z (z#km, ke€Z)
sin® z

3. Ist @ > 0 fest, so gilt
(a*) =a*Ina (z€C).

(Denn: (a*)' = (e*™%) =Ilna-e*"® =Ina-a?.)
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Satz 12.8 (Umkehrregel)

Es sei I C R ein Intervall und f : I — R sei streng monoton (wachsend oder fallend)
auf I. Ist f differenzierbar an xg € I mit f'(xg) # 0, so ist die Umkehrfunktion
1 W(f) — I differenzierbar an yo = f(xo) mit

1

—1y/ _
(f ) (yO) - f/(xo) :

Beweis. Zunichst ist yo ein Hiaufungspunkt von W(f) = D(f~!) (warum?). Fiir
Jo={y—vo:yeW(f)}\ {0} und

h(u):= " yo+u) — (o) (u€ o)
gilt 0 # h(u) — 0 (u — 0), da f~! stetig (an yo) nach S. 8.20. Also erhalten wir

F~ o +u) = F (o) _ h(u) L (u—0) .

u f(zo+h(u)) — f(zo) — f'(w0)

Beispiel 12.9 1. Fiir festes a > 0,a # 1, gilt

1 1
log(z) = — - — 0).
o) =t (x> 0)
(Denn: Es sei f(z) = a® (x € R). Dann ist f~!(y) = log, vy (z > 0). Also gilt nach der
Umkehrregel und 1. mit « = log, y

e 1111
2. Es gilt
. 1 , 1
arcsin’(z) = N arccos' () = A (x € (—1,1))

(Denn: Mit der Umkehrregel und 1. gilt fiir € (—1,1) mit = = arcsiny

arcsin’(y) = Lo 1 ! = !
v sin'(z)  cosz V1 —sin?z - V11— 2
Entsprechend fiir arccos x.)
3. Es gilt

(y € (=1,1)).

arctan’(z) = 22 (x € R)

arccot’'(z) = Tia2 (x €eR).



12 DIFFERENZIALRECHNUNG VON FUNKTIONEN EINER VARIABLEN 108

(1)
4. Fir a € C fest gilt

(Denn: (.,Ea)/ — (ealn:p)/ — aealnx R (X.Ta% — axafl.)

Wir beschéftigen uns nun mit der geometrischen Interpretation der Ableitung. Dazu

definieren wir zunéchst, was wir unter lokalen Extrema verstehen.

Definition 12.10 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und f : X — R. Ferner sei
zg € X.

1. Man sagt, f habe an x( ein lokales (oder auch relatives) Mazimum, falls ein § > 0

existiert mit

f(x) < f(=o) fir alle x € Us(zo)

2. Man sagt, f habe an zg ein lokales (oder auch relatives) Minimum, falls ein 6 > 0

existiert mit

f(z) > f(=zo) fir alle z € Us(xo) .
Fine Stelle xg, an der ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum vorliegt, be-

zeichnet man als Extremstelle (oder Extremum) von f.

Es gilt folgendes einfache notwendige Kriterium fiir Extrema differenzierbarer Funk-

tionen.

Satz 12.11 FEs sei I C R ein offenes Intervall und die Funktion f : I — R sei

differenzierbar auf I. Dann gilt: Ist xo eine Extremstelle von f, so ist

f/(l‘o) = 0 .

Beweis. O. E. liege an x( ein lokales Minimum vor. Dann existiert ein 4 > 0 mit
f(z) > f(xo) fiir alle z € Us(xp). Da f differenzierbar an xg ist, gilt

f(@o+h) — f(o)

f(wo) = limm, h =0
und B
F(wo) = lim f(wo+h) — f(wo) <0

h—0~ h ’
d. h. f/(x()) = 0. g
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Bemerkung 12.12 1. Punkte zg, an denen f’(x¢) = 0 ist, nennt man auch kritische
Punkte von f.

2. Wie bereits erwahnt, liefert S. 12.11 lediglich eine notwendige Bedingung fiir das
Auftreten lokaler Maxima oder Minima. So hat etwa f : R — R mit f(z) = 23 an
xg = 0 einen kritischen Punkt, aber an x¢y = 0 liegt kein lokales Extremum vor.

3. Fiir nicht offene Intervalle I ist die Aussage von S. 12.11 i. A. falsch. So hat etwa
f:[-1,1] = R mit f(z) = 22 an £1 (sogar globale) Maxima, aber die Ableitung ist
dort # 0.

Uber das Auftreten kritischer Punkte gibt foldender Satz Auskunft

Satz 12.13 (Rolle)
Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und es sei f : I — R stetig auf I und
differenzierbar auf (a,b). Gilt f(a) = f(b) so existiert ein § € (a,b) mit f'(£) = 0.

Beweis. Ist f(z) = f(a) so ist f'(x) =0 auf [a, b].

Es sei also f # f(a)(= f(b)). Nach S. 10.9 hat f absolute Maxima und Minima auf
[a,b]. Mindestens eines davon liegt in (a,b). Nach S. 12.11 liegt dort ein kritischer
Punkt vor. O

Als Folgerung erhalten wir
Satz 12.14 (erweiterterter Mittelwertsatz)

Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall, und f,g : I — R seien stetig auf I und
differenzierbar auf (a,b). Dann existiert ein £ € (a,b) mit

(klassischer Mittelwertsatz)

Beweis. Man wende den Satz von Rolle auf die Funktion ¢ : I — R mit
p(z) = f(2)(9(b) — 9(a)) = (f(0) = fa))g(z)  (z€I)
an! (Beachte: es gilt p(b) = ¢(a) = f(a)g(b).) O

Wir ziehen verschiedene Folgerungen aus dem Mittelwertsatz. Dazu sei fiir ein Intervall
I stets IV das Intervall I ohne die Randpunkte.
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Satz 12.15 Es sei I ein Intervall und f : I — R sei stetig auf I und differenzierbar
auf I°.
1. Ist f'(x) > 0 (bzw. > 0) fiir alle x € I°, so ist f monoton wachsend (bzw. streng

monoton wachsend) auf I.

2. Ist f'(x) < 0 (bzw. < 0) fiir alle x € I°, so ist f monoton fallend (bzw. streng
monoton fallend) auf I.

Beweis. 1. Es seien x1,22 € I mit 1 < x2. Durch Anwendung des Mittelwertsatzes
fiir das Intervall [z1, xz2] ergibt sich mit einem & € (z1,x2)

f(z2) — f(z1)

o — X1

f(x2) — f(z1) = (0 — 1) = f(&)(x2 —21) >0,

also f(z1) < f(x2). Ist dabei f/(£§) > 0, so ist f(z1) < f(x2).
2. Entsprechend. O

Beispiel 12.16 Es sei f : (0,00) — R mit

f(z) = (1+i>x (z>0).

Dann ist f streng monoton wachsend.
(Denn: Es geniigt zu zeigen: g(x) := In f(x) = x - In(1 + 1/x) ist streng monoton
wachsend. Es gilt

1 -1 1
() =1n(1 +1 e — =1In(1+1 —— >0
Jg(x)=In(l+1/z)+=x Sy n(l+1/x) T2 >

nach S. 8.18.2, angewandt mit 1/(1 4 x) anstelle von x.)

Bemerkung 12.17 Es sei [ ein Intervall und f : I — K sei stetig auf I und differen-
zierbar auf 1. Dann ist f genau dann konstant, wenn f/(x) = 0 auf I° gilt.

(Denn:

“=7 Ist f(x) = c auf I, so gilt natiirlich f/(x) = 0 auf I°.

“<=” Ist K =R, so ist f nach S. 12.15 monoton wachsend und monoton fallend. Also
ist f konstant. In Falle K = C ergibt sich die Behauptung durch Anwendung der

entsprechenden Aussagen auf Re f und Im f.)

Der folgende Satz gibt ein hinreichendes Kriterien fiir Extremstellen.
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Satz 12.18 (Vorzeichenwechsel-Kriterium)
Die Funktion f : I — R sei stetig auf dem Intervall I und differenzierbar auf I°.

Ferner sei xg € 1.

1. Existiert ein d > 0, so dass

() <0 fir rel,xp<z<z9+9
>0 fir ze€l, xg—90<x<uzg

so hat f an xg ein lokales Mazimun.

2. Existiert ein 6 > 0, so dass

() >0 fir vel,zxp<zx<z0+9
<0 fir zel,xg—0 <z <x

So hat f an xg ein lokales Minimum.

Beweis.

1. Nach S. 12.15 ist f monoton fallend auf I N [z, z¢ + §) und monoton wachsend auf
I'N(zg — §,2zp]. Damit hat f an xg ein lokales Maximum.

2. Analog. |

Beispiel 12.19 Es sei f: R — R mit

flz)=22°+32% - 1.

Dann gilt
>0 , z€(—o0,—1)
@) =62z +1){ <0 | xe(-1,0)
>0 , z€(0,00)
wachsend (—o0, —1]
Also ist f streng monoton < fallend auf { [—1,0]
wachsend [0, 00)

Anwendung von S. 12.18 zeigt, dass an 0 ein lokales Minimum und and —1 ein lokales

Maximum vorliegt.
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Bemerkung 12.20 Es seien I C R ein offenes Intervall und f : I — R so, dass f”
auf I existiert. Ferner sei zg € I so, dass f” stetig an xg ist mit f/(zg) = 0. Dann gilt:
Ist f”(xz0) > 0, so hat f an x( ein lokales Minimum, und ist f”(zg) < 0, so hat f an
o ein lokales Maximum.

(Denn: Es sei f”(zg) > 0. Da f” stetig an ¢ ist, existiert ein ¢ > 0 mit f”(x) > 0 fiir
alle z € Us(xg). Damit ist f’ nach S. 12.15 streng monoton wachsend und Us(zg). Mit
1 (x0) = 0 folgt

f’(:c){ >0 fl:lI‘ ro<r<Tn+6 .
<0 fir zp—0<x<ux

Nach dem Vorzeichenwechsel-Kriterium hat f an xg ein lokales Minimum.
Entsprechendes gilt, falls f”(zq) < 0 ist.)

Zum Abschluss dieses Abschnitts beschéiftigen wir uns mit einer eleganten Methode

um gewisse Grenzwerte auszurechnen. Damit beweisen wir

Satz 12.21 (Regeln von de I’Hospital)
Es seien I C R ein Intervall, zo € I und die Funktionen f,g : I\ {x0} — R seien
differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fiir alle x € I, x # xo. Ferner gelte

1. lim f(:L') = lim g(x) =0 (Fall u%;;)

Tr—xTQ Tr—rxTQ

oder

2. lim g(z) = oo (oder —o0).

Tr—xTQ

Dann gilt: Aus

o) —c (x — x0)
folgt @

) c r =T

o) — (x — x) .

Beweis. 1. Es gelte 1. Durch g(zg) := f(x0) := 0 koénnen f und g stetig nach [
fortgesetzt werden. Fiir u,v € R seien I[u,v] das abgeschlossene und I(u, v) das offene
Intervall zwischen v und v.

Ist x € I, © # w0, so existiert nach S. 12.14 ein &(z) € I(x, xo) mit

i
~—~~
782"
~—
&
=
&
\
=
S
o
S—
Il
“\,’
)
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Da lim &(x) = ¢ gilt, ist

T—rT0

o J@) L fE)

o0 g(z)  eoee g(E())

2. Es gelte 0.E. g(z) — oo.
Weiter sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein dg > 0 mit

F@/d ) —cl <e und g(t) >0 (¢ € Usy (o).t # z0) -
Es sei s € Us,(20), s # xo. Dann existiert ein § € (0, dp] so, dass

1f(s)/g9(y) <e und g(s)/g(y) <e (y € Us(xo),y # o) -

Ist nun = € Us(xp), x # xo gegeben, so existiert nach dem erweiterten Mittelwertsatz
ein & € I(x,s) mit

Dies ist gleichbedeutend mit

F© (a5 N\ fs)— f@)
7€) (g<x> 1) ’

also

Damit erhalten wir

fl@) ' ‘f(S) 1 ‘ f'(€) g9(s)
et e R R v s R RS
Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 12.22 Die Aussage des Satzes von de I'Hospital gilt auch im Falle ¢ =
400 und fiir £ — oo bzw. £ — —oo. Die Beweise verlaufen dhnlich.

Beispiel 12.23 1. Fiir f(z) = Vx — 1 und g(z) = vz —1 (x > 1) gilt

lim f(z)= lim g(z) =0

r—1t z—1t

sowie
i J'(z) = lim 2/o i v -1
rz—1+ g/(:/c) r—1+t ﬁ r—1t \/E
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Also ist auch .
lim M lim VI

a1t g(x)  ao1t o —1

2. Es gilt fiir jedes feste o > 0:

d. h. die Logarithmusfunktion wichst langsamer als jede (noch so kleine) positive
Potenz von z.
(Denn: Es gilt lim 2% = oo und
T—r 00
lim (Inz) ) =t 1

T—r00 (xa)’ z—o0 1 z—00

also folgt die Behauptung mit S. 12.21.2.)

3. Fiir jedes a > 1 und jedes n € N ist

d. h. exponentielles Wachstum ist schneller als polynomiales Wachstum.
(Denn: Es gilt lim 2" = oo und damit ergibt sich durch wiederholte Anwendung von
T—00
S. 12.21.2
o a*lna a®(In a)?

. . . . a”(lna)”
lim — = lim =Ilim ————=...= lim ————
z—oo g z—oo na"l  z—oon(n — 1)z 2 T—00 n!

=00 .)

Wir zeigen nun, dass Funktionen, die durch Potenzereihen definiert sind, stets beson-
ders gute Glattheitseigenschaften haben.

oo
Satz 12.24 FEs sei Y a,(z—z0)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, und
v=0

es sei A(z) :== 3 a,(z — 2)". Dann ezistieren die Ableitungen A%®) fir alle k € N im
v=0

Konvergenzkreis Ur(zo) und es gilt

(e 9]

AR () = Z(y +1)(v+2)... v+ k)ay1x(z — 20)” (z € Ur(20)) -
v=0

Insbesondere ist
Klap = A®(z)  (keNp),
also

> AW (4
Az) =) m(z —2)” (2 € Ur(2))-

v!
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Beweis. 1. Wir zeigen: A ist differenzierbar auf Ugr(zp) und

Al(z) = Z va,(z — z9)" ' = Z(V + Dayy1(z — 20)" (z € Ur(20)) -
v=1 v=0

O. E. konnen wir zg = 0 annehmen.
Es sei z1 € Ur(0) fest. Fiir z € Ur(0) gilt

AN
—

oo
ay, (2 —z2{) = (2 — z1) Z ay, Y vtk
1 v=1 =0
—_———
:5¢V(Z)

A(z) — A(z) =

||M8

Eod

v

Wir wéhlen ein r € (|z1], R) und setzen § := r — |z1|. Ist |z — 21| < J, so ist |z| < r
(und |z1| < 7), also |¢,(2)| < vr*~. Aus v'/¥ — 1 (v — o0) folgt, dass auch die

o0

Potenzreihe ) ra,z” den Konvergenzradius R hat. Insbesondere konvergiert damit
v=1

o0

> v]a,|r*~! nach dem Satz von Cauchy-Hadamard. Nach dem Weierstrafischen Ma-
v=1

jorantenkriterium (S. 11.7) konvergiert > a,¢,(2) gleichméafig auf Us(z1). Folglich ist

v=1
d(2) == > ay,¢pu(2) stetig an z; (S. 11.6), d. h. es gilt
v=1
L AR) - Alm) B w vt
Zlgéll o = Zlglzal d(z) = p(z1) = ; vayz] .

2. Durch Anwendung der gleichen Argumentation auf A’ sieht man: A’ ist differenzier-
bar auf Ur(zp) und

o0

A'(z) = (w+1)(v+2apa(z—2)” (2 € Urlz)).
v=0

Induktiv erhélt man: Fiir alle k£ € N ist A~V differenzierbar auf Ug(zp) und

AR () ="+ D) +2) ... (v + k)aypr(z — 20)" .
v=0
Die Zusatzbehauptung kla, = A®)(zg) ergibt sich fiir z = zg. O

Beispiel 12.25 Die Funktion f : C — C mit
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ist beliebg oft differenzierbar auf C. Insbesondere folgt damit die Stetigkeit an der
Stelle 0, d.h.

sin z

lim =1.
z—0 z

(Denn: Es gilt fiir z # 0
B 1 e (_1)V22V+1 B > (_1)V221/
1(z) = ZVZ% Qv+l Z% 2v + 1)
und fiir z =0
> (_1)1/021/
= 1 = _—
10) ; 2+ 1)!
Also ist nach S. 12.24 f beliebig oft differenzierbar auf C.)
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13 Integralrechnung von Funktionen einer reellen Verdnder-

lichen

Die Integralrechnung entstand urspriinglich aus der Frage nach Berechnung von Fléichen-
inhalten. Ahnlich wie bei der Differenzialrechnung werden wir Integrale iiber einen
gewissen Grenzprozess definieren. Dazu betrachten wir zunéchst besonders einfache
Funktionen, fiir die wir die “Flédche unter den Graphen” sehr leicht definieren kénnen.

Definition 13.1 Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall.

1. Sind I4,..., I, C [a,b] Intervalle, so heifit

Z:{Ib"'alm}

m

eine Zerlegung von |[a, b], falls die I; paarweise disjunkt sind und |J I; = [a, b]
j=1

gilt.

2. Eine Funktion ¢ : [a,b] — K heifit Treppenfunktion, wenn eine Zerlegung Z von
[a,b] und c; € K existieren mit

po=cr (I€Z). (13.1)

(Die Funktionswerte an den Intervallenden spielen keine Rolle). Eine Zerlegung
Z so, dass Konstanten ¢; wie in (13.1) existieren, heifit zuldssig fiir ¢.

Definition 13.2 Ist ¢ : [a,b] — K eine Treppenfunktion wie in D. 13.1.2, so setzen

WIr

ez

wobei A(I) die Lénge von I bezeichnet. Die Zahl ff o(x)dz heiBt Integral von ¢ (auf
[a, 8]).

! Wichtig bei dieser Definition: Fiir eine Treppenfunktion ¢ gibt es verschiedene

zulissige Zerlegungen. Damit ffcp wohldefiniert ist, muss die Summe ) c¢;A(]) von
IeZ
der Wahl der Zerlegung unabhéingig sein. Man kann sich iiberlegen, dass dies der Fall

ist ([U]). Ist etwa
0, 0<z<1)2
1, 1/2<z<1
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soist Z = {I1, s} = {[0,1/2),[1/2,1]} eine zuldssige Zerlegung mit c¢;, =0, ¢f, = 1,
und es gilt

1
/<p=o-1/2+1-1/2:1/2.
0

Eine weitere zuliissige Zerlegung ist Z = {11, I», I3} = {[0,1/2], (1/2,3/4], (3/4, 1]} mit
cr, =0, ¢, = cr; = 1. Hierfiir gilt auch

Satz 13.3 Es seien ¢, : [a,b] — K Treppenfunktionen. Dann gilt:

1. Sind o, B € K, so ist ap + By eine Treppenfunktion und es gilt

b b

/(asoJrBw):a/warﬂ/w

a a

2. Ist K=R und ¢ < (d. h. p(x) < (z) fir alle x € [a,b]), so ist

b b
/wﬁ/w-

3. |pl| ist eine Treppenfunkton und es gilt

b

L g/bwg(b—anwu.

a

(Dabei ist [|]| := [|¢]loc = sup{|p(x)] : z € [a,b]}.)

Beweis. 1. Es seien Z; bzw. Zy zuldssige Zerlegungen fiir ¢ bzw. 1. Dann ist Z :=
{LNIL: 1 € Zy, I € Zy} sowohl fiir ¢ als auch fiir ¢ zulissig. Sind ¢; € K bzw.
dr € K wie in (13.1) fiir ¢ bzw. 1, so gilt ap + Bv|;0 = acy + Bdr und damit

b
Jae+o0 = X (t@cr + sdnND) -
o Iez

b

b
— oY e+ dnn =a [e+i [v.

Iez Iez o
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Die Aussagen 2. und 3. ergeben sich &hnlich aus einfachen Eigenschaften von Summen.
O

Wir werden nun allgemeinere Funktionen betrachten, die sich in geeigneter Weise
durch Treppenfunktionen annéhern lassen. Fiir diese Funktionen kénnen wir dann das
Integral (als “Fliche unter dem Graphen”) iiber die Integrale dieser Treppenfunktionen

definieren.

Definition 13.4 Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und es sei f € B([a,b],K).
Dann heifit f Regelfunktion, falls eine Folge (¢,) von Treppenfunktionen existiert mit

ln — fI =0

(d. h. ¢, — f gleichmiéssig auf [a, b]; vgl. B 11.15). Weiter setzen wir

R[a,b] := R([a,b],K) :={f : [a,b] = K : f Regelfunktion} .
Wir zeigen, dass insbesondere stetige Funktionen Regelfunktionen sind.

Satz 13.5 Es sei f : [a,b] — K stetig. Mit azg-n) =a+jb—a)/n (j=0,...,n) und

I](n) = [xg.@l,:én)) (j=1,...,n—1), I = [w,(f_)l,b} ist durch

on(z) = f(a:yi)l) (x € IJ(H), j=1,...,n)

eine Folge von Treppenfunktionen o, definiert mit ¢, — f gleichmdfig auf [a,].
Insbesondere ist also f € Rla,b].

Beweis. Es sei ¢ > 0 gegeben. Da f gleichmiBig stetig auf [a, b] ist, existiert ein d. > 0
mit |f(x) — f(Z] < e fiir alle z,Z mit |z — Z| < d.. Weiter existiert ein N, so, dass
(b—a)/n < . fir alle n > N..

(n)

Ist also n > Ne und = € [a, b), so gilt fiir j = jn(z) so dass z € [

1£(2) = en(@)] = [ f(z) — fa)] <
(beachte: 0 <z — acg-?i)l < 0:). Da x beliebig war, folgt

If —¢nlloo <& (n>N.).
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Bemerkung und Definition 13.6 1. Ist f € R[a,b] und ist g : [a,b] — K so, dass
f(x) = g(x) bis auf endlich viele z, so ist auch g € R|a, b].

2. Ist Z eine Zerlegung von [a, b], so ist f € Rla,b] genau dann, wenn f € R(I) fiir alle
I € Z (hierbei ist I das Intervall I mit den Randpunkten).

3. Eine Funktion f : [a,b] — K nennen wir stiickweise stetig, falls eine Zerlegung Z
von [a,b] so existiert, dass fjo fiir alle I € Z stetig fortsetzbar nach I ist (d. h. Jiro
ist stetig und an den Randpunkten existieren die einseitigen Grenzwerte). Dann ist f
eine Regelfunktion.

(Denn: Nach S. 13.5 und 1. ist f € R(I) fiir alle I € Z. Mit 2. ergibt sich die Behaup-
tung.)

2. Ist f : [a,b] — R monoton (wachsend oder fallend), so ist f eine Regelfunktion ([U]).

Bemerkung und Definition 13.7 Es sei f : [a,b] — K eine Regelfunktion, und es
sei (¢n) eine Folge von Treppenfunktionen mit ¢, — f gleichméBig auf [a,b]. Wir

setzen
b

/bf . /bf(x)dx = nh_{go/son(x)dx.

a

Dann heisst f; f das Integral von f auf [a, b].

!! Damit dies eine sinnvolle Definition ist, miissen zwei Dinge sichergestellt werden:
1. Der Grenzwert muss existieren.
2. Er héngt nicht von der Wahl der approximierenden Fuktionen () ab.

Beides ist erfiillt:
Zu 1.: Es gilt fiir m,n € N nach S. 13.3.3

b b
/son—/eam < (b= a)llpn — oml| -
a a

Da (p,) eine gleichméBige Cauchy-Folge auf [a, ] ist, ist auch ( f: ©n) eine Cauchy-
Folge in K, also konvergent.

Zu 2.: Ist (1)) eine weitere Folge von Treppenfunktionen mit v, — f gleichm#Big auf
[a, b], so gilt

b b
/gon - /wn < (b= a)llon — wnll < (b= )lll@n — FII+ |1f —ul]] = 0.
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also auch
b b

lim [ o, = lim [ ¥, .
n—oo n—oo
a a

Beispiel 13.8 Wir betrachen f(z) = x auf [0,1]. Dann ist nach S. 13.5 durch

J=1 -1 Jy 5
, T € ,2),i=1,....n

eine Folge von Treppenfunktionen auf [0, 1] gegeben mit ¢,, — f gleichméBig auf [0, 1].

Es gilt
1

—11 nn—l 1
/cpn—zj )%2 (n — o0),

2n2
0

also ist

1
O/f z)dr =1/2.

Wir stellen einige Rechenregeln zusammen, die sich mehr oder weniger unmittelbar
aus den entsprechenden Eigenschaften des Integrals fiir Treppenfunktionen ergeben.

Satz 13.9 Es seien f,g € Rla,b]. Dann gilt

1. Sind o, p € K, so ist auch af + Bg € Rla,b] und es gilt

b b b

[as+s9=a[1+5 [

a a a

2. Ist K=R und f < g auf [a,b], so ist

b b
/fé/g-

3. |f]| ist eine Regelfunktion und

/bf S/blfl < (b—a)llf]l
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Beweis. Es seien (¢,) und (¢,,) Folgen von Treppenfunktionen mit ¢, — f, ¥, — ¢
gleichméBig auf [a, b]. Dann gilt

laof + Bg — (apn + BYn)l| < laf - |If — enll + 18] [lg = ¥ul| = 0 (n —o0),

also ap, + B, — af + Bg gleichméBig auf [a, b] und deshalb

a b b b

[ar+89=tim [@en+pu=a 145 [o.

b a a a

2. Hier sind ¢, und 1, reellwertig. Wir setzen

Yn = ‘Pn_Hf_SOnH
U = a9 — vl

Dann sind ¢, , ;" Treppenfunktionen mit ¢, < f < g < 9. sowie

If=enll—=0 und  |lg—ef]|—=0.

Also folgt mit S. 13.3.2
b b

f—hm gpnghm w+—/g.

n—o0 n—oo
a a

3. Aus ||f ()| — |en(@)|| < |f(z) — @n(x)| folgt, dass auch |f| eine Regelfunktion ist
und dass |p| — |f| gleichméBig auf [a, b] gilt. Damit ergibt sich mit S. 13.3.3 und mit

2. (beachte: [f ()] < [|f]])

b b

[ o nlggo/ 2)dz| < hm/rson |da:—/|f )l < (6 - @)1

a

Bemerkung und Definition 13.10 Es sei I ein (beliebiges) Intervall. Wir setzen
R(I) := R(I,K) :={f : I = K: fj; € R(J,K) fiir alle kompakten Intervalle J C I'} .

Ist f € R(I), so definieren wir noch fiir z,y € I mit z < y

]f::o und jf::—/yf
2 y 2
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Damit gilt ([U]) fur z,y, 2 € [a, b]

Y z z
[+ [i=]1
T y T
und
y
4 < Wfllraaily a1
wobei || - ||ar die Supremumsnorm auf M bezeichnet.

Wir kommen zu einem der zentralen Sétze der Analysis, der die Beziehung zwischen
der Differenzial- und der Integralrechnung herstellt.

Satz 13.11 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung, Teil 1)
Es seien I C R ein Intervall, a € I und f € R(I). Die Funktion F : I — K sei
definiert durch

Fz) = / fdt (el
Dann gilt:
1. F st stetig auf I.

2. Ist f stetig an der Stelle xg € I, so ist F differenzierbar an xg mit
F'(wo) = f(xo) -
Beweis.
1. Es sei xg € I beliebig. Dann existiert ein § > 0 so, dass
J = xo—,xzo+ NI
kompakt ist. Also ist f beschrénkt auf J (da f € R(J)). Damit gilt fiir x € I mit
|z — a0l <6

erfﬂwﬂ==(]f—7ﬂ=ﬂ]fkwﬂmmﬂw—m

< |\flls+|x =20 — 0 (x — x9).

2 Es sei f stetig an x¢. Dann gilt fiir x € 1

|/ - f(l'o)H][xO,m] =0 (2 —m0)
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und folglich fiir z # xg

T

PO )| = | [ 00 - S0

Wir wollen nun verschiedene Techniken zur Berechnung von Integralen herleiten. Wich-
tig ist dabei der Begriff der Stammfunktion.

Definition 13.12 Es sei I C R ein Intervall, und es sei f : I — K. Eine Funktion
F : I — K heiit (verallgemeinerte) Stammfunktion von f (auf [a,b]), falls F stetig
ist und falls gilt F'(x) = f(z) fiir alle x € I bis auf endlich viele in kompakten
Teilmengen (d. h. es existiert eine Menge A C I so, dass AN J endlich ist fiir alle
kompakten Intervalle J C I und F'(x) = f(z) fiir alle x € T\ A gilt).

Wichtig ist dabei: Sind F' und G Stammfunktionen zu f, so existiert ein ¢ € K mit
F(x) = G(z) + ¢ fir alle z € [a,b], d. h. zwei Stammfunktionen unterscheiden sich

lediglich durch eine additive Konstante ([U]).
Wir schreiben auch

x /f(x)d:p

(unbestimmtes Integral) fiir eine Stammfunktion (oder auch die Gesamtheit aller Stamm-
funktionen) von f.

Der nun folgende zweite Teil des Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
zeigt, dass Integrale — unter geeigneten Voraussetzungen — durch Bestimmung einer

Stammfunktion berechnet werden koénnen:

Satz 13.13 (HDI, Teil 2)
Ist f: [a,b] — K stickweise stetig, so hat f eine Stammfunktion auf [a,b]. Auflerdem
gilt dann: Ist ® eine beliebige Stammfunktion zu f, so ist

b
[r=2®-20@ =@ =al. (13.2)

Beweis. 1. Nach S. 13.11 ist F' (wie dort definiert) eine Stammfunktion zu f.
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Es sei @ eine beliebige Stammfunktion zu f. Dann gilt ®(z) = F(x) + ¢ fiir eine
Konstante ¢ € K. Damit ist

Beispiel 13.14 1. Es sei f(z) = 1 (z > 0). Dann gilt

T

mmy:é:f@) (@>0).

Also ist 1
lnm:/xd:c (x >0).

Nach dem HDI gilt fiir 0 < a < b < o0:

/bf:/bidlenaﬂg:ln(b)—ln(a) (: In <2>> :

Ist f(xz) =2 (x > 0), wobei @ € R, v # —1 fest ist, so gilt

<ai1$a+l)/ —wt = f@) (2> 0).

Also ist

1
/mad:g: a+1$a+1 (x> 0)

und folglich fiir 0 < a < b < 00

Im Falle o > 0 gilt dies auch fiir a = 0.
2.Ist f(z) = sign(x) auf I = R, soist F' : R — R mit F'(x) = |z| eine (verallgemeinerte)
Stammfunktion zu f (denn F ist stetig auf R und es gilt F'(z) = f(z) fiir alle x # 0)

Bemerkung 13.15 Durch Ubertragung der Produkt- und der Kettenregel ergeben
sich wichtige Techniken zur méglichen Berechnung von Stammfunktionen.

1. Sind f,g : I — K und sind F bzw. G Stammfunktionen zu f bzw. g auf I, so
folgt aus der Produktregel, dass F'G eine Stammfunktion zu fG 4 Fg auf I ist. Als
Konsequenz erhalten wir auf I

/ﬂ@amM—FmG@—/memw.
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(unbestimmte partielle Integration)

2. Mit Hilfe der Kettenregel sieht man: Ist t : I — J differenzierbar, und ist F
differenzierbar auf J mit F'(z) = f(z) fiir alle € J, so ist nach der Kettenregel
F ot eine Stammfunktion zu f ot -/, also

/ F(E)E (@)de = F(t(x)) = / SOty

(Substitutionsregel; unbestimmt)

Beispiel 13.16 1. Fiir « # —1 und = > 0 gilt

1 1
/xo‘lnxd;r = ?wo‘ﬂlnx— +1/1‘°‘ dr =
o o

xa+1 1
= Inz —
a+1 a+1
2. Es gilt auf (—1,1)

/mdx :/ P12 /

2\/1 — xQ

1—a?
+ —
/\/1—x2 \/1—x2
= x\/l—x2+arcsinx—/\/1—x2 dz ,
also (iibrigens auch auf [—1,1])

1
/\/1—362 dw:§(x 1 — 22+ arcsinz)

Damit folgt insbesondere mit dem HDI, Teil 2,

1
1
/Md;p = 5(:17 1 — 22 + arcsinz)|L, =
1

= zv1— 22

b 3

(Fliache der oberen Hilfte des Einheitskreises).
3. Es gilt auf (—1,1)
[ g [
Vi N
4. Es gilt auf I = (0,7)

dr 5.8.15
sinz
1

/
-
/ tan(lac/2) 2eos2(z/2) W

t(z)=tan(z/2) @
N t |t=tan(z/2)

= —2VT — oy = —2V/1 —a2.

dx B
sin(z/2) cos(x/2)
os(x/2) 1 dx
in(x/2) 2cos?(z/2)

2
¢
S

= In(tan(z/2))
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Zum Abschluss befassen wir uns noch kurz mit der Vertauschung von “lim” und Inte-

gration fiir Funktionenfolgen und Funktionenreihen.

Satz 13.17 Es sei [a,b] C R.
1. Sind f, € Rla,b] (n € N) und konvergiert die Folge (fy) gleichmdfig auf [a, b]
gegen die Grenzfunktion f, so ist f € Rla,b] und es gilt

b

/f = i, | o) o

n—oo

2. Sind g, € Rla,b] und konvergiert die Reihe ) g,(x) gleichmafsig auf [a,b], so

ISy P

v=0

gilt

a

Beweis. 1. Da f, eine Regelfunktion ist, existiert eine Treppenfunktion ¢, mit

| fn = enll <1/n.

Hieraus folgt

L =enll <Nf = fall +llfa —@nll 20 (0= 00).

Damit ist f € Rla,b]. AuBlerdem ergibt sich aus S. 13.9.3

/f /fn_ b—a)llf = fallo 0 (n—o0).

2. Die 2. Behauptung ergibt sich unmittelbar aus 1. durch Anwendung auf die Teil-

summenfolge. O

&)

Bemerkung 13.18 Ist > a,(z — x¢)” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0
v=0

und ist

:Za,,(m—xo)” (xo—r<ax<x0+T),

sogilt fiir g —r <z <axo+r

/f(t)dt:iycrl(x 0 (= i"’”’/l (z — x0)").

v=0 v=1
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o0
(Denn: Fiir z € U,(x0) ist Y a,(z — x¢)¥ gleichméBig konvergent auf I[zg,x]. Also
V=
folgt aus S. 13.17 (auch falls z < )
)y—l—l

x - 00 x ) B 0o (x_xo
/f(t)dt—;)a,,/(t—xo) dt—;)al,y_'_l )

Zo

Beispiel 13.19 1. Fiir

) o V.2V
)=t =3 13,“’“ (z €R)
v=0
gilt
—¢2 - (_1) v
O/etdt ;)V'(Qv—i—l) vt (x € R)
2. Fir -
fla) = - ix S5 (we (-L)
v=0
ist .
In(l+z)= ld—il—tt = Z (l/_i): gV (z € (-1,1)).
0 v=0

Nach dem Abelschen Grenzwertsatz und dem Leibniz-Kriterium gilt damit

L (=1) X (1)W1
In(2) = lim ln(l—l—x)zz( 1) <:Z( 1) >

- v+1 v
rx—1 =0 + 1
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14 Uneigentliche Integrale

Wir haben bisher nur Integrale auf kompakten Intervallen betrachtet. Wir wollen jetzt

auch Integrale auf nichtkompakten Intervallen erkléren.

Definition 14.1 Es seien —0o < a < b < 0. Ist f € R(I), wobei I° = (a,b),c € I
und F': I — K definiert durch
/f (x €eI),

so heiit f (uneigentlich) integrierbar auf I, falls F'(a™) und F(b™) existieren. In diesem

Fall heift
b- b=
/f = /f(a:)d:c = F(b")—F(a™)
at at

(uneigentliches) Integral von f auf I.

Bemerkung 14.2 1. Sind ¢ € (a,b) und F f f, so unterscheiden sich F' und F

nur durch eine additive Konstante. Daher ist die Deﬁnltlon unabéngig von der Wahl

von c.
2. Ist f € R[a,b], so ist F stetig auf [a,b] nach dem HDI, Teil 1, und damit

b~ b
/fzﬂwwwmﬂ:F@—szjﬁ

d.h. ,,eigentliches” und uneigentliches Integral stimmen iiberein. Wir schreiben daher
-

auch kurz ff statt f f.

3. (unelgenthcher HDI Teil 2) Es sei f : I — K stiickweise stetig (d. h. stiickweise

stetig auf jedem kompakten Teilintervall). Nach dem HDI, Teil 1, ist F' aus D. 14.1

eine Stammfunktion von f auf I. Ist ® eine (beliebige) Stammfunktion von f auf I, so

ist f genau dann integrierbar, wenn ®(b~) und ®(a™) existieren. Auflerdem ist dann

-
/f=¢ww—wmv:¢@

(Denn: ® und F unterscheiden sich nur durch eine additive Konstante. Damit ergibt

sich die Behauptung wie im Beweis zum HDI, Teil 2.)
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Beispiel 14.3 1. Fiir a € R sei fo(z) := 1/ auf I = (0,00). Ist &, : (0,00) — R
definiert durch

xl—oz
Pp(z) =4 1—a ’ a7l
In(z) , a=1

so gilt !/ = f,. AuBlerdem erhalten wir fiir x — oo

0 , a>1
O, () —
o , a<l
und fiir x — 0T
0 , a<l
D, (x) —
oo , a>1

[e.9]
d
Also existiert nach B. 14.2.3 das uneigentliche Integral / —i genau dann, wenn o > 1
x

1
ist und in diesem Falle ist

o0
dx 1 1
7:¢)a(x)‘50:0_1—a:a—1'

T
1

1
- dx : :
Entsprechend existiert / — genau dann, wenn « < 1 ist, und dann gilt
x

0+

1
dx

xO&

o+
[e.9]

d
Hieraus folgt auch, dass fiir kein o € R das uneigentliche Integral / —i existiert (denn
x

o0+
o0

1
d d
anderenfalls miissten beide uneigentlichen Integrale / —z und / —i existieren).
x x
o+ 1
auf I = (—1,1). Es gilt arcsin’ = f auf (—1,1) und

1

1
2. Wir betrachten f(z) = ———
V1—22

d
arcsin ist stetig auf [—1,1]. Nach B. 14.2.3 existiert /a: und es ist

V1 —22

1

/d:): = arcsin(z)|L, =7
i ST

-1
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Satz 14.4 Es sei I ein Intervall, und es seien f,g € R(I). Dann gilt:

1. Sind f und g integrierbar auf I, so ist fir alle a, B € K auch af + Bg integrierbar

mat b~ b~ b~
[af+po=a[s+5[s

2. Sind f,g (reellwertig und) integrierbar mit f < g auf I, so ist

b b~
/f</g-

at

3. (Majorantenkriterium fir Integrale) Ist g integrierbar auf I und gilt |f| < g, so
ist auch f integrierbar auf I mit

b~ b~
\/f\s/g.

at

Beweis. Es seien F(z) := [ f und G(z) := [ g fir z € I.

Cc c

1. Klar nach S. 13.9 und D. 14.1.

2. Fir x > ¢ gilt mit S. 13.9.2

F($)=jf§ig=G($),

also auch F(b~) < G(b™). Entsprechend gilt fiir x < ¢

F(x)z—/cf>—/69=G(x),

also F(a™) > G(a™). Damit ist F(b™) — F(a™) < G(b™) — G(a™).

3. (i) Wir zeigen: F'(b™) existiert.
Denn: Es reicht zu zeigen ([U]): Fiir alle Folgen (x,) in I° mit z, — b ist
(F(xn)) eine Cauchy-Folge. Es sei also (x,,) eine solche Folge. Ist ¢ > 0 gegeben,
so existiert ein N. € N so, dass

}/9‘ =|G(zn) — Gzm)| < e (n,m > N¢).
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Also folgt mit S. 13.9.2 und 3. (wobei ohne Einschrankung x,, > z,)

|F(wn) = Flam)| = \7f\ < 79 <e.

Genauso sieht man, dass F(a™) existiert.
b b

(ii) Es sei @ € K, |a| = 1 so, dass | [ f| = @ [ f. Dann folgt mit 2. (beachte:
at at

Reaf <laf|=f| < 9)

’/f’ /af Re}(af —i—zIm/ af) = Re7(af) 7Re(af)§7g.

Bemerkung 14.5 Insbesondere ergibt sich aus S. 14.4.3 (mit g := |f]):

Ist f € R(I) (und damit auch |f| € R(I)), so folgt aus der Integrierbarkeit von |f|
auch die von f. Wir sprechen dann auch von absoluter Integrierbarkeit von f. Wie bei
Reihen gilt also: Ist f absolut integrierbar, so ist f integrierbar. Auflierdem gilt dann:

b~™ b~
[ 1= [

[e.e]

Beispiel 14.6 1. Wir betrachten fiir a > 1 das uneigentliche Integral / coi:c dx.
T
1
Es gilt
1
|cosx]§7 (x> 1).
e ¢
\cos x|

dz aus S. 14.4.3. Nach B. 14.5 exi-

Da / — existiert, folgt die Existenz von /

[e.e]

stiert auch

/dx

Satz 14.7 (Uneigentliche partielle Integration)
Es seien I C R ein Intervall und f,g : I — K stickweise stetig. Sind F,G zugehdrige
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Stammfunktionen und existieren (FG)(b™) sowie (FG)(a™), so gilt: fG ist genau dann

integrierbar auf I, wenn Fg integrierbar auf I ist, und in diesem Fall ist

b

.
/fG:FG\Z—/Fg.
at

at

Beweis. Da F, G stetig auf I sind, ist fG + Fg stiickweise stetig. Auflerdem ist F'G
eine Stammfunktion zu fG + Fg. Nach B. 14.2.3 ist fG + F'g integrierbar mit

N
/(fG+ Fg) = FG|".

at

Ist nun etwa fG integrierbar, so ist auch Fg integrierbar nach S. 14.4.1, und es gilt

b b~
/fG_FG\’;—/Fg.
at at
Entsprechendes gilt, falls F'g integrierbar ist. a

Beispiel 14.8 Essei f : [1,00) — K stiickweise stetig. Ist F' eine Stammfunktion von

[, so gilt: Ist F beschrinkt, so existiert [ f(z)/xz dz.
1

[e.e]
(Denn: Da F beschrinkt (und stetig) ist, existiert das Integral [ F(x)/x? dx nach dem
1
Majorantenkriterium. Mit G(z) = 1/x und g(z) = —1/2? ergibt sich die Behauptung
aus S. 14.7 (beachte: es gilt F(z)G(z) = F(z)/z — 0 fir x — 0).)

Wir betrachten f(x) = sinz. Hier ist F'(x) = — cosz beschriankt auf [1,00). Also exi-

o0
stiert das uneigentliche Integral / M0 g2, Man kann zeigen ([U]): Das uneigentliche
x
1

o0

Integral / |sinz| dx existiert nicht! Also: Fiir uneigentliche Integrale folgt aus der

x
1

Existenz von f;: f i. A. noch nicht die Existenz von ff; If]-

Im folgenden Satz wird ein Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Reihen und
der Konvergenz uneigentlicher Integrale hergestellt:
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Satz 14.9 (Integralkriterium fiir Reihen)
Es sei f : [1,00) — R monoton fallend und es gelte f(x) > 0 (x > 1). Dann existiert

g := lim (i flv) — 1n+1 f> und es gilt
n—o0 \ ,°1
0<g<f(1).

Beweis. Zunichst folgt aus f(v) > f(zx) > f(v + 1) in [v,v + 1]

v+1

) > / f@)de > f(v+1).

Hieraus ergibt sich mit a, := f(v)

v+1
OSCLV—/fgau_aqul
v

und damit ist die Folge (s, ) mit

monoton wachsend mit 0 < s, < f(1) — f(n+1) < f(1). Also ergibt sich die Behaup-
tung mit dem Hauptsatz iiber monotone Folgen. O

1

Beispiel 14.10 Wir betrachten f(x) = — fiir @ > 0. Dann ist f monoton fallend
x

auf [1,00) und f(z) > 0. Also existiert

n 1 n—i—ld
. x
o=Jim (- [
v=1 1
"ar  Td 1 1
Ist @ > 1, so ist lim Y und ((a) = Z —. Nach S. 14.9 ist
n—00 ¢ ¢ a-—1 e
1 1 v=1
0<¢(a) 1 <1 (a>1)
a) — o .
< PRI

Ist @ =1, so ergibt sich die Konvergenz von

" "1
—/x:Z—ln(n—f—l).
x v
1

R

n
an=2
v=1
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Ist schliefflich 0 < a < 1, so ergibt sich die Konvergenz von

n

" 1 (n+r1)le—1
Xz n -
an=Zya—/ma=Zya—1_a-

1

v=1

Beispiel 14.11 Das uneigentliche Integral [~ e~ **~!dt existiert fiir jedes z > 0.

(Denn: Es gilt
terl
lim — = 0.
t—oo e

Also existiert eine Konstante M = M, > 0 so, dass fiir alle ¢ € [1, 00) gilt

M
t2

(warum?). Aus der Existenz von [~ 1/t*dt ergibt sich mit dem Majorantenkriterium
auch die Existenz von [ e~ """ 1dt.
Weiter gilt

el <l (te(0,1]).
Aus der Existenz von fol t*~1dt (siehe B. 14.3.1) folgt wieder mit dem Majorantenkri-
terium die Existenz von fol e t*~1dt. Insgesamt ergibt sich damit die Existenz von
Jo e temdt.)
Die Funktion I": (0,00) — R mit

oo

[(x) := /e_ttz_ldt (x >0)

o+

heifit (Euler’sche) Gammafunktion. Durch uneigentliche partielle Integration erhilt
man unmittelbar die folgende Funktionalgleichung fiir I':

MNz+1) =z -T(z) (x>0). (14.1)
Speziell gilt
(1) = /etdt =l =1,
0

woraus sich wiederum mit (14.1) induktiv
F'n+1)=n! (n e N)

ergibt. Die Gammafunktion “interpoliert” also die Fakultdten; man kann I'(x) als
“verallgemeinerte Fakultdt” auffassen.

Zum Abschluss wollen wir noch eine Formel herleiten, die das Wachstum von n! fiir n —
oo sehr genau beschreibt, die sog. Stirling’sche Formel. Dazu beweisen wir zunéichst
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Satz 14.12 (Euler’sche Summenformel)
Es sein € Nyn > 2, und es sei f : [1,n] — K stetig differenzierbar (d. h. f ist
differenzerbar auf [1,n] mit stetiger Ableitung). Dann gilt

S50 = [ 14250+ som) + v @) o
v=1 1 1

mit
bz):=x—[x] —1/2 wund [z]:=max{r€Z: :v <z}

Beweis. Es gilt mit partieller Integration

n n-1 v+1

/b(:r)f’(x) dr=3" /(x 1) () da =
1 v=1 3
n—1 v+l vi-1
= Y |e-v-125@)| " - [ f@d| -
v=1 v
n—1 n
- ;zl(fmmf( ) - [ Haydo
v= 1

|
Fiir zwei Folgen (z,,) und (y,) in K mit y,, # 0 schreiben wir
T ~ Yn (n — o0)
falls z,, /yn, — 1 (n — o) gilt.
Satz 14.13 (Stirling’sche Formel)
Es ist
n! ~n"e "V2mn (n — o00) . (14.2)

Beweis. 1. Fiir f(z) = In(z) gilt
/log(ac) dx = x(log(x) - 1) ‘7: =nlogn —n-+1
1

und damit mit S. 14.12

b(x)

T

n n
1
g logyznlogn—n+1+2logn+/ dx .

v=1 1
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e}

b
Dabei existiert /@) dx nach B. 14.8.
T
1

(Denn' Fiir die Stammfunktion B : [1,00) — R von b, definiert durch B(y) :=
J{b(x)dx (y > 1), gilt

Y [y]—1 v+1 Y
/b Ydz| < ‘ > / (a:)d:c‘+/ b(x)| de < 1/2.)
1 v=1l 3
. ~- , v <1/2
2. Nun betrachten wir |
n!
Qp =

n"e~"\/n
und zeigen: a,, — V27 (n — 00). Dies ist dquivalent zur Behauptung. Es gilt nach 1.

n

n
1 b
logan = > logv —nlogn+n— logn = 1+/ (;) da |
v=1 |

also ist (loga,) konvergent nach 1. und damit konvergiert auch (a,). Wir setzen a :=

h_}m ayp. Dann ist a > 0 und es gilt unter Verwendung Wallis-Produktes fiir 7 /2 (51ehe
n—oo

[0))
) ) 1/2
w72 = lim 22.4 4”.. (2n)(2n)
n—»00 1-3 3-5 (2n—1)(2n+1)
2Mp!
= lim

n—>00\/2n+1 "1-3:5---(2n—1)
1 (27n!)?
m .
i 1 22n(a nne—nf)Q
= lim
n—oo \/2n + 1 ag, (2n)?"e=2"/2n

1 al n a

hm —_— =
n=00 \/2n + 1 agp /2 2
d. h. a = V2m.

Unter Ausnutzung des Wallis-Produktes erhilt man auch

Satz 14.14 FEs ist

o0

/e_UQdu:ﬁ.

—00
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Beweis. Nach S. 8.18.2 ist ' < {1 (¢ < 1), also
1
e < a2 (x € R)

und damit auch

2 1 "
o §<1+x2> (x eR,neN).

Entsprechend folgt aus 1+t < ef

(1 . x2)n < e—nz2

Also erhalten wir

0
o0 o0 o d
1 2 t
< —nt2 dt :/ —U d </
/e (=& )" ™= ] G
0 0
w/2
b{a) oot /sinQn_Qxd:U
0
d. h.
/2 o0 /2
\/ﬁ/simznﬂazal:/cS/e”2 du < \/ﬁ/sin%?x dz .
0 0 0
Mit
w/2
2 4 2n
o 2n+1 _
tdt=2.2...
/Sm 35 on+1
0
und
w/2
s 1 3 2n-3
tdi=2-.2-.2...
/Sm 2274 o —2
0

(siehe [U]) ergibt sich durch Quadrieren

0o 2

n 2-2 4.4 (2n)(2n) 2
2n—|—1[1-3'3-5.“(271—1)(2714—1)}S /e du

0

<N T 2 1
*5-10) BRI =]

Nun gilt (Wallis-Produkt; [U])

po 202 44 (2n)(2n)

e
nsocl1-3 3-5  (2n—1)2n+1) 2
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also erhalten wir fiir n — oo

_u? _au?
e du =12 /e du =7.
— 00 0
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15 Differenzialrechnung von Funktionen mehrerer Varia-
blen

In Abschnitt 12 haben wir Ableitungen von Funktionen einer Variablen untersucht.
Wir studieren jetzt fiir d,m € N Funktionen f : M — K™, wobei M C RY ist. Die
Riume R? bzw. K™ seien im Folgenden stets mit der euklidschen Metrik versehen.
Damit stehen uns die Begriffe und Ergebnisse aus den Abschnitten 9 und 10 auch hier
zur Verfiigung.

Bei vielen Untersuchungen kann man sich auf den Fall m = 1, d. h. auf den Fall
reell- oder komplexwertiger Funktionen, beschranken. Betrachten wir also zuné&chst
Funktionen f: M — K.

Bevor wir zum eigentlichen Begriff der Differenzierbarkeit von Funktionen mehrerer
Veréanderlicher kommen, werden wir noch kurz auf weitere Grundbegiffe und Ergeb-

nisse aus der Topologie eingehen..

Satz 15.1 Es seien (X,d) ein metrischer Raum und M, C X fir o € 1.
U M, offen

1. Ist M, { offen } fiir alle a € I, so ist ol
abgeschlossen () M, abgeschlossen
acl
2. Ist I endlich und M, fiir allea € 1, soist
abgeschlossen U M, abgeschlossen

ael

Beweis.

1. Es seien M, offen (o € I). Ist © € |J M,, so existiert ein a € I mit x € M,.
acl
Da M, offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit U.(z) C M,. Damit ist U.(x) C |J M.
acl
Ist M, abgeschlossen (a € I), so ist ME offen (a € I), also auch

( ﬂ Ma>c = U M offen.

a€cl ael

2. Es seien M, (« € I) offen und = € [ M,. Da M, offen ist, existiert ein g, > 0
acl
mit Ug, (x) C M,. Fiir € := min{e, : a € I} gilt dann U.(x) C M, fiir alle

a €1, also Ue(z) C [ M.
a€cl

Die Behauptung fiir abgeschlossene Mengen ergibt sich wieder durch Komple-
mentbildung.
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Bemerkung 15.2 Die Aussagen von 15.1.2 sind im Allgemeinen falsch fiir unendliche
Indexmengen [. Ist etwa (X,d) = (R,d)), so ist fiir die offene Mengen

M, = (—1/n,1/n) (n € N)

der abzahlbare Schnitt

neN
nicht mehr offen. Durch Komplementbildung sieht man, dass auch unendliche Verei-

nigungen abgeschlossener Mengen im Allgemeinen nicht mehr abgeschlossen sind.

Definition 15.3 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und M C X.

1. Die Menge
MY = U O

0CM
0 offen

heifit innerer Kern (oder Inneres) von M.

Jedes z € MO heifit innerer Punkt von M.

2. Die Menge

M = m A

ADM
A abgeschlossen

heifit abgeschlossene Hiille (oder Abschluss) von M.
3. Die Menge OM := M \ M" heifit Rand von M.

4. M heift dicht (in X), falls M = X gilt.

Bemerkung 15.4 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Aus S. 15.1 ergibt sich sofort,
dass fiir jede Menge M C X das Innere M" offen und der Abschluss M abgeschlossen
sind. AuBerdem folgt aus OM = M N (M°)¢ auch, dass M abgeschlossen ist. Weiter
ist M genau dann offen, wenn M = M?° gilt, und genau dann abgeschlossen, wenn

M = M gilt ([U]). SchlieBlich gilt (auch [U])
MY ={xeM:3e>0:U(x) C M}
und
M={zreX:3(zy)in M:2, = x(n—00)}
Beispiel 15.5 1. Es sei (X, d) = (R?,d,|) = (R, d}.,). Ist

M = {(z1,32) € R? : 27 + 23 = |2|* < 1,21 > 0},



15 DIFFERENZIALRECHNUNG VON FUNKTIONEN MEHRERER VARIABLEN142

SO ist -
M = {(z1,29) € R?: 2} + 23 < 1,21 >0}
MO = {(ml,xg) eER?:z?+ a2 < 1,1 >0}

und
OM = {(z1,32) € R* 1 2] + 23 = 1,21 > 0} U ({0} x [-1,1]).

2. Ist (X, d) = (R,dy), so gilt
Q'=0, Q=R 9Q=R

Insbesondere ist Q@ dicht in R.

Definition 15.6 Ein Vektor ¢ € R? mit |¢| = 1 heiit Richtung in R?. Weiter setzen
wir fir A ¢ K%, 2z € K und B ¢ K

Atz :={axtz:a€ A}, z+A={xrta:ac A}, B-z:={tx:tc B}.

Damit ist fiir eine Richtung ¢ in R% und € R? durch z + R - ¢ die Gerade durch z in
Richtung ¢ gegeben. Ist speziell ¢ = e(®) der k-te Einheitsvektor, so ist z + R -e®) die
Gerade durch z parallel zur k-ten Koordinatenachse.

Definition 15.7 Es seien M € R% und f : M — K. Ferner sei z(9) € M.

1. Ist (9 Hiufungspunkt von M, so heift f differenzierbar an der Stelle 29, falls
ein Vektor ¢ € K% und eine Funktion ¢ : My := (M — () \ {0} — K existieren
mit

F@® +h) = f(@O) + h + |hle(h)
und e(h) — 0 fiir h — 0.

2. Ist ¢ eine Richtung in R?, so heiBt f differenzierbar an 2% in Richtung ¢, falls
f‘ MA(@©4R.¢) a1 2 differenzierbar ist. Ist speziell ¢ = e(*), so sagt man auch,

f sei partiell differenzierbar an (9 nach der k-ten Variablen.

Bemerkung 15.8 Man sieht leicht: f ist genau dann differenzierbar an (%) in Rich-
tung ¢, falls die Funktion g = g, ( {teR: 20 ¢ e M} — K, definiert durch

g(t) = f +¢¢),

differenzierbar an 0 (im Sinne von D. 12.1) ist. AuBlerdem gilt in diesem Fall ¢’'¢ =
¢'(0). Wir nennen dann

0cf (&) := gg (#9) := ¢(0)
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die Richtungsableitung von f an z(©) in Richtung C.

Ist wieder speziell ¢ = e so schreiben wir auch 8 f(z(©)) statt 86<k)f(1:(0)) und
sprechen von der partiellen Ableitung von f an z(©) nach der k-ten Variablen.

Dies zeigt, dass Richtungs- und partielle Ableitungen nicht anderes als Ableitungen
von Funktionen einer (reellen) Variablen sind. Folglich stehen auch alle Rechenregeln
und Ergebnisse aus Abschnitt 12 hier zur Verfligung.

Besonders einfach ist die Situation fiir partielle Ableitungen: Ist z(9) = (xgo), RN xfio)) €
R?, so ist fir k=1,...,d

— (0) ek (0)

D) = g SOy SO 4 10
el 1,0 ) )
50 t '

Man sieht, dass 9, f(2(?)) sich darstellt als die Ableitung der Funktion

T Hf(xl,...,xk,...,xd)

bei festgehaltenen Variablen z1, ..., 251 und 41, ..., x4 (diese werden sozusagen als
Parameter aufgefasst).

Im Falle d = 2 schreibt man meist “f(z,y)” statt “f(x1,x2)”. In diesem Falle sprechen
wir auch von den partiellen Ableitungen nach = bzw. y und schreiben fiir (29, o) € R?
auch

%(l‘o’yo) bzw.  fo(x0,v0)

sowie

gg(%o,yo) bzw. fy(zo,yo0) -

Entsprechend schreiben wir im Falle d = 3 oft “f(x,y, 2)” statt “f(x1,z2,23)” und

af af of

a:U 8:[/ 82 bZW‘ f:rafyafz .

Beispiel 15.9 1. Es sei f : R? — R definiert durch f(x,y) = 22 +y (z,y € R). Dann
gilt fiir ¢ = (cos p,sin ) und z(® = (0,0)
g(t) = f((O, 0) + t(cos p, sin go)) = t?cos® p + tsing (teR).

Damit erhalten wir

9 £(0,0) = <g~§(070) = £¢(0, 0)) - }g% w _ }lj% t? cos? got—i— tsing

=singp.
Weiter gilt fiir allgemeines (zq,yo) € R?

01 f(x0,%0) <: %(ﬂco,yo) = fr(x0a90)> = 210
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und

02 f (0, yo0) <: g;};(ivoayo) = fy($0,yo)) =1

2. Es sei f : R? — R definiert durch

3

Dann gilt fiir alle (z,y,2) € R3
alf(xayaz) (Z %(JU,Z/,Z) = fx(x)yvz)> = y223
A f(z,y,z) ( =@y = flay, Z)) = 2ay2°

uf@y2) (=8@y2) = floy2) = o2

Bemerkung und Definition 15.10 1. Ist ¢ eine Richtung so, dass z(©) Hiufungs-
punkt von M N (29 + R() ist, so folgt aus der Differenzierbarkeit von f an z(©)
insbesondere die Differenzierbarkeit in Richtung ¢ (unmittelbar aus der Definition),
und es gilt ¢'¢ = ocf (x(o)) fiir jedes ¢ wie in der Definition. Insbesondere ist also im
Falle, dass 2(*) ein innerer Punkt von M ist (d. h. (9 € M?) dies fiir alle Richtungen
¢ der Fall.

2. Ist () Hiufungspunkt von Mﬂ(x(o) —I—Re(k)) firk=1,...,d, und ist f differenzier-
bar an 29, so existieren nach 1. die partiellen Ableitungen O f (:z(o)) fuirk=1,...,d,
und in diesem Falle gilt

T = (e, vea) = (e, Tel®) = (17 (@), ..., 04 (™)

(also ist ¢ aus D. 15.7 insbesondere eindeutig bestimmt!).
Der Vektor ¢ heiBt dann Gradient von f an 2(9) und wir schreiben

gradf(z(9) .= Vf(2©®) .= c.

Schliefllich nennt man die lineare Abbildung h + ¢’k (oder auch kurz den Vektor c)
Ableitung von f an z(©).

Satz 15.11 Es sei M C R und 2(°) € M. Ferner sei f : M — K differenzierbar an
). Dann gilt:

1. f ist stetig an (0.

2. Ist 20 € MO, so existiert ¢ f(x(?)) fiir alle Richtungen ¢, und es gilt

A f(z) = grad” f(z?) - ¢. (15.1)
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Beweis. 1. Folgt aus ¢! h + |h|e(h) — 0 fiir h — 0.
2. Da z(©) innerer Punkt von M ist, existiert o f (2(9) fiir alle Richtungen ¢. AuBerdem
ist nach B. 15.8 und B. 15.10.2

Acf () = cT'¢ = gradT f () - ¢.

Beispiel 15.12 Es sei f : R? — R definiert durch

ry
22 1 g2 0,0
foy)md By 0 ONFOO
0 ., (x,y) =(0,0)
Dann gilt fiir (zg,y0) # (0,0):
223y0

Yo
01 f(xo,y0) = -
1 (m0.00) = T E T @y 2P

und )
o 2x0Yg

g+ (@ +ud)?

32f<3307y0) =
Fiir (zo,y0) = (0,0) gilt
f(t,()) — f<070)

ASO0 =T S0 =
und £(0,t) — £(0,0)
92 f(0,0) = lim ———~—22 — im0 =0
t—0 t t—0

Also existieren die partiellen Ableitungen in allen Punkten (xo, yo).

Die Funktion f ist allerdings nicht stetig (und damit auch nicht differenzierbar) an
der Stelle (0,0), denn fiir (z,,,y,) = (2,1) gilt

1/n? 1

=L A0=70,0)  (n—oo).

J(@n, yn) = Un? 4+ 1/n? 2

Bemerkung 15.13 Es seien M C R, z € M und ¢ eine Richtung. Ist f : M — K
differenzierbar auf M in Richtung ¢ und ist I C R so, dass x+1¢{ C M,soistg: [ - K
mit

g(t) == flz+t¢)  (tel)
differenzierbar auf I mit ¢'(t) = O f(z + ().
(Denn: Fiir hy : I —t — K,

he(s) == f(z +t{ + sQ) (sel—t)

gilt h;(0) = ¢ f(x+1t¢) nach Definition der Richtungsableitung. Weiter ist g(-+t) = hy,
also ¢'(t) = h}(0).)
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Wir setzen fiir z,y € K¢
I,y = {z+tly—z):t€0,1]}
und
I(z,y) = Iz, y] \ {z,y}.

Unter Verwendung von (15.1) erhalten wir damit

Satz 15.14 (Mittelwertsatz)

Es seien M C R* und f : M — R stetig auf M. Ferner seien x,y € M,z # y und ¢

eine Richtung.

1. Ist f differenzierbar auf M° in Richtung ¢ und ist I ein Intervall mit x + I C M

sowie x4+ 1°C € MP, so emistiert zu jedem 0 # t € I ein & € I(z,z + t¢) mit
f@+1¢) — f(z) = O f (&)t

2. Ist f differenzierbar auf M°, so existiert ein & € I(x,y) mit

fly) — f(z) = grad” f(&)(y — ).

Beweis. 1. Ist g : I — R definiert durch

g(t) == flx+1t¢)  (tel),
so ist g stetig auf I und nach B. 15.13 differenzierbar auf I° mit ¢'(t) = O, f(z + t¢).
Nach dem Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Variablen existiert zu jedem t € I ein
7 € 1(0,t) mit
fl@+1t¢) — f(x) = g(t) — 9(0) = ¢'(7)t = O f(z + TC)t.

Fiir € :== 2+ 7¢ € I(z,x + t() ergibt sich die Behauptung.
2. Ist f sogar differenzierbar auf M, so folgt aus 1. mit t = |y — z|, [ := [0, |y — =[]

und
Ci=(y—=z)/ly—=|
in Verbindung mit (15.1) zudem
Fy) = f(x) = 0cf(©)ly — x| = grad” f(&)(y — x).
O
B. 15.12 zeigt, dass die Existenz der partiellen Ableitungen i. A. (anders als im Fall
d = 1) noch nicht die Stetigkeit impliziert. Man beachte allerdings, dass dort die

partiellen Ableitungen in der N&he von (0,0) unbeschrénkt und damit insbesondere
unstetig sind (fiir zg # 0, yo # 0 ist

o f(0,90) =1/vo , 92 f(20,0) = 1/zg ).
Es gilt jedoch
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Satz 15.15 Es seien M C R% und f: M — K. Ist (9 € MO so, das fiir ein R > 0
die partiellen Ableitungen O f fir k = 1,...,d auf UR(.T(O)) existieren und stetig an

2O sind, so ist f differenzierbar an z(©).

Beweis. Wir kénnen uns auf den Fall K = R beschrénken (ansonsten: Re f und Im f
betrachten). AuBierdem sei ohne Einschrinkung 2(©) = 0.
Wir zeigen
1
i F00) = F(0) —grad"£(0)-h) =0 (= 0),

was dquivalent zur Differenzierbarkeit an 0 ist.
Dazu sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein d > 0 so, dass

Ot ()~ S O)] < 5

fiir alle y € Us(0) und k =1, ...,d gilt.
Ist h € Us(0), h # 0, so setzen wir

oM = Z hie®) (m=0,...,d)
k=1
d
(dann ist v = 0und v = 3 hpe®) = (hy,..., hq) = h). Also gilt (Teleskopsumme)
k=1

d

f(h) = £(0) =3 (f@™) = f*1)).
k=1

Wegen [v®)| < |h| < § ist o) € Us(0) fiir k= 0,...,d.

AuBerdem ist v®) = v*=1 4 he®) also folgt aus dem Mittelwertsatz die Existenz

eines £*) € Us(0) mit

F®) = f*D) = o, £(€R)) - hy,.

Folglich erhalten wir

Vlb‘\f(h) —£(0) — grad £(0) - h| <

d d
- ,1‘ S (ORFEW) = 0 f(0)) | < |1|2 Sl <&
k=1 k=1
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Beispiel 15.16 Es sei f : R? — R definiert durch
f@y) =¥ (z,y€R)
Dann sind die partiellen Ableitungen
o f(z,y) = erxyz und Oy f(z,y) = 2:1cyea’392
stetig auf R?. Also ist f differenzierbar auf R? nach S. 15.15.

Wir wollen zum Schluss des Abschnitts noch einmal kurz auf die geometrische Bedeu-

tung der Ableitung im Mehrdimensionalen eingehen.

Bemerkung 15.17 Ist f : M — R differenzierbar an der Stelle z € M° mit grad f(z) #
0, so gilt fiir jede Richtung ¢ nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

0cf ()] = |grad” f(z) - ¢| < [gradf(«)| - [¢| = |gradf(z)] -

Speziell ist dabei fiir ¢* = gradf(z)/|grad f(x)| (die sog. Gradientenrichtung)

1
e f(z) = grad” f(z) ¢ = ———grad” f(z) - grad f(z) = |grad f(z
- f (@) (@) ¢ = gy o0 £ () - grad £(z) = [arad f()
und entsprechend

O_c- f(w) = —lgrad ()] .

Angesichts des Mittelwertsatzes kann man also die Gradientenrichtung als die “Rich-
tung des steilsten Anstiegs” von f und die negative Gradientenrichtung ist die “Rich-

tung des steilsten Abstiegs” von f ansehen.
AuBerdem gilt fiir (0 L grad f(x)

O f(2) = grad” f(z) - (¥ =0.
d. h. die Richtungsableitungen der zur Gradientenrichtung senkrechten Richtungen
verschwinden.
Diese Erkenntnisse werden sich als grundlegend fiir die mehrdimensionale Optimierung

erweisen.

Beispiel 15.18 Es sei f: R? - R,

flzy)=2>+y>  (z,yeR).
Dann gilt
grad f(z,y) = (2z,2y)" .
Betrachtet man etwa (1,1), so ist fiir ¢ = ({1,¢)? mit [¢| =1
dcf(1,1) = grad” f(1,1)-¢ =(2,2)-¢( =20 + 2, -
Fir ¢* = 55(1,1)" ist 9= f(1,1) = 2v/2 = |grad f(1,1)], und fir (O = 21, -1)7T ist
Ieo f(1,1) = 0.

S
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16 Taylorsatz und Extremstellen von Funktionen mehre-

rer Variablen

Wir beschéftigen uns zunéchst mit Ableitungen hoherer Ordnung.

Definition 16.1 Es sei M € R? und f : M — K. Ferner sei (0 € M.
1. Sind ¢M,¢® ... Richtungen in R%, so definieren wir induktiv fiir £ > 2 (soweit

existent!)
Qe -+ 0wy /)@ ) 1= 0,0 (Opte-vy - - ety ) ()

(Richtungsableitungen der Ordnung £). Fiir (U = ... = ¢() =: ¢ schreiben wir kurz
OLf ().

2. Sind Speziell (V) = e1) | O = elke) 50 schreibt man wieder

o f

9 Lo
IS

(Oky - - - 06, )@ @) oder

an Stelle von (9 ...84(1)f)(:17(0)) (partielle Ableitungen der Ordnung f). Fir k) =
... = kg =: k schreibt man kurz 9f f(2(?)) bzw. %(Hf(o)).
L

(Bei zwei Variablen schreibt man meist (x,y) statt (x1,x2) und bei drei Variablen

meist (x,y, z) statt (z1,x2,x3).)

3. Schliefllich setzen wir noch 62 f = fund 8Yf := f (d.h. die Richtungs- bzw.
partiellen Ableitungen der Ordung 0 sind f selbst).

Beispiel 16.2 Es sei f : R? — R definiert durch

flxy) =2y  (z,yeR).

Dann gilt
0f(ey) = SEay) =20
Oof(w) = Fle) =
%) = 0L =2
001 f(z,y) = ;;gx(ﬂf,y)z%
N f (z,y) = aa;gy(fv,y)ZQw
o
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Man beachte dabei, dass 0201 f = 0102 f gilt.
Weiter erhalten wir etwa

63f
010201 f(z,y) = m(%y) =2
83

also ist 010201 f = 9202 f. Man sieht, dass die Reihenfolge, in der die partiellen Ablei-
tungen gebildet werden, vertauscht werden kann.

Wir beweisen ganz allgemein fiir partielle Ableitungen der Ordnung 2:

Satz 16.3 (Schwarz)

Es seien M C R? sowie (9 € MO, und es seien p,q € {1,...,d}. Ferner sei f : M —
K so, dass O, f, Oy f und 0,0,f auf Ur(z©) fiir ein R > 0 existieren. Ist 0,0, f stetig
an ), so existiert auch 0,0,f(xV) und es gilt

8,0, f (20 = 8,0, f (=) .

Beweis. O. E. kénnen wir d = 2 sowie p = 1,¢ = 2 und K = R annehmen. Auflerdem
sei 0. E. (0 = 0.

Es seien z,y € R mit 22 + y? < R%. Wir setzen
A(.%',y) = f(xay) - f(.%',O) - f(07y> + f(0,0) = g(xay) - g(an)

mit g(x,y) := f(z,y) - f(z,0).
Zwei Anwendungen des Mittelwertsatzes zeigen, dass ein & = £(x,y) € I[0, z] und ein
n =n(z,y) € I[0,y] existieren mit

Az, y) = 019(&,y) - o = [01f(§y) — O f(£,0)] - =001 f(§n) -7y

Nun geben wir € > 0 vor. Da 020, f stetig an (0, 0) ist, existiert ein 6 > 0 so, dass fiir
alle z,y mit |z| < 0 und |y| < 0

10201 f(&,m) — 0201 £(0,0)] < &
gilt. Also erhalten wir fiir 0 < |z|, |y| <

M — 8281f(0,0) <eg.
Ty

Beachtet man, dass bei festem x

o Alzy) _ 92f(x,0) ~ 2£(0,0)

y—0 Ty T
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ist, so erhilt man auch

O2.f (2,0) — 02£(0,0)

X

— 8261f(0, 0) § g

fiir alle x mit 0 < || < §. Da € > 0 beliebig war, existiert 9102 f(xo,y0) und es gilt

8102£(0,0) = 820, £(0,0) .

Bemerkung und Definition 16.4 1.Ist U C R? offen und ist n € Ny, so bezeichnen
wir mit C™(U) := C™(U, K) die Menge aller Funktionen f : U — K mit der Eigenschaft,
dass die partiellen Ableitungen der Ordnung (<)n auf U existieren und dort stetig

sind. Auflerdem setzen wir

C®(U) = C®(U,K) = (] C"(UK).
n€Np

Durch mehrfache Anwendung von S. 16.3 sieht man: Ist f € C™(U) und sind ky, ...,k €
{1,...,d}, so gilt fiir jede Permutation p: {1,...,n} — {1,...,n}:

6kn ce 8k1f(m) =0 .. 8kp(l)f(l') ($ S U) ,

d. h. die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen 0y, ..., 0, gebildet werden,

p(n) *

spielt keine Rolle.

2. Die Aussage von 1. wird i. A. falsch, wenn man auf die Voraussetzung der Stetig-
keit der partiellen Ableitungen der Ordnung n verzichtet. So kann man etwa fiir die
Funktion f : R? — R mit

2 — g2
fay) = {4 PEre o @7F00
0 ’ (‘T7y):(0,0)

zeigen ([U]): Alle partiellen Ableitungen der Ordnung 2 existieren auf R? und sind
stetig auf R? \ {(0,0)}, aber es gilt

0201 f(0,0) =—1, 0102f(0,0) =1.

Wir wollen uns nun einem weiteren zentalen Ergebnis der Analysis zuwenden, dem
Taylor-Satz. Wir beweisen zunéchst eine Richtungsversion. Dazu setzen wir fiir eine
Richtung ¢

ClU) =={f:U— K:0f existiert auf U und ist stetig} .
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Satz 16.5 (Taylor fir Richtungen)
Es sei U C R offen, und es seien n € Ny sowie ¢ eine Richtung. Ferner seien
fe CEH'l(U) und x € U. Ist I ein Intervall mit x + I C U, so gilt fir allet € T

t
1
+t< C tu+n'/ ”G”Hf(ersC)

0

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n.
1. Induktionsanfang n = 0: Aus f € C'Cl(U) folgt nach dem HDI, Teil 2 (angwandt auf

sos o+ s0) t
fa+10) = f(@) = [ dct(a+5)ds
0

2. Induktionsschritt n — 1 — n: Es sei f € CgH(U). Ist g(s) := O f(z + s() fiir
s € I[0,¢], so ist ¢'(s) = 8?“ f(x + s¢). Also gilt nach Induktionsannahme und mit

partieller Integration

n—1 oY t
fle+t)) — > CJ;,@) 1 ,/t—s" LR f(x + sC) ds
v=0 ’ 0
1 (t—s)n " ‘ : (t_s)n 1
= CE S 8(]0(1’4-80‘04-/ - ac f(x+sC)ds
. 0
= 3gf ) + % "an+1f(a: + sC)ds

Bemerkung 16.6 Ist K = R, so existiert (unter den Bedingungen des Taylor-Satzes)
ein £ =&, € I[x, x + t(] so, dass

n+1

- (n+1)!

t
= / (t — 5)" 00" f(o+ 5¢) ds RIf(e)
0

(Denn: Man kann zeigen ([U]), dass folgende Variante eines (eindimensionalen) Mit-
telwertsatzes gilt: Ist [a,b] C R und sind & : [a,b] — R stetig sowie g € Rla,b] mit
g > 0 auf [a,b] (oder g < 0 auf [a,b]), so existiert ein 7 € [a, b] mit

b b
/hg—h(f)/g
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Wendet man dies auf g(s) := (t —s)"/n! und h(s) := agﬂf(erSC) mit [a, b] := 110, t]
an, und beachtet man, dass
¢

1 tn+1
— [(t—s)"ds =

n! /( s)" ds (n+1)!
0

gilt, so ergibt sich die Existenz eines 7 € I[0, t|] mit

tn+1

n+ 1)!‘9?+1f(f” +7¢) -

¢
1
= / (t— 50+ f( + 5C) ds =
0
Fiir £ := x + 7¢ ergibt sich die Behauptung.)

Wir wollen uns in einer zweiten Version von der Vorgabe einer bestimmten Richtung

befreien. Dazu setzen wir zur Abkiirzung fiir o = (ay, ..., aq) € Nd
d d
laf := Zaj, al = H(aj!), 9% =00 - 0y
j=1 J=1

und fﬁth(hl,...,hd) e R4
d
he = thj.
j=1

In Verallgemeinerung von (15.1) beweisen wir zunéchst

Satz 16.7 Es sei U C R? offen und es sei f € C™(U). Dann ist f € Ce(U) fir alle
Richtungen ¢ und es gilt mit ¢ = ((1,---,Cq)

u
o f(z) = > Ok - Ok, @) - Gy G = Y %(80‘]“)(95)(‘".
(1,okon)E€{1,...,d}" aeNd, laj=n
(16.1)

Beweis. 1. Wir beweisen die erste Gleichung per Induktion nach n.
n=1:Ist f € C*(U), so folgt aus S. 15.15, dass f differenzierbar auf U ist. Aus (15.1)
erhalten wir

d
OLf(w) = 0cf(w) = grad” f(z) (=) O f(2) G -
ki=1
n—n+1: Da f € C"(U) ist, folgt ofe CY(U) mit der Induktionsvoraussetzung
(man beachte: x — ' f(x) ist eine Linearkombination von partiellen Ableitungen der
Ordnung n). Also ergibt sich wie oben beim Induktionsanfang

o fx) = 0L f)(x) = grad” (O f)(z) ¢
d

d
= Z Z 8kn+1(8kn cee 8k1f)(x)Ck1 T Ckn . Ckn+1 5

kns1=1ki,....kn=1
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woraus die Behauptung fiir n + 1 folgt.
2. Nach B. 16.4 kann man die Reihenfolgen der partiellen Ableitungen in der ersten

Summe beliebig permutieren. Da Tupel (k1,...,k,) € {1,...,d}" existieren,

a1 I o)
bei denen die Zahl j € {1,...,d} genau oj-mal vorkommt, ergibt sich auch die zweite
Gleichung, also
n n! e} 63 o (0%
O f(x) = 2. e O A D@ Gt

(a1,... ad)GNO, Z aj=n
=1

Beispiel 16.8 Wir werden nun sehr bescheiden und betrachten speziell die Féllen = 0
und n = 1 im Taylor-Satz.

Ist f € CL(U) = CY(U,R), so ergibt sich fiir h € U — z, h # 0 mit ¢ := h/|h| und
t = |h| die Existenz eines £ € I[z,z + h| so, dass

fla+h) = f(2) + 0 f(€)IA] = f(x) + grad” f(€)h

also wieder die Aussage des Mittelwertsatzes.
Ist sogar f € C?(U), so gilt fiir y € U nach S. 16.7

0% f(y) Z 0 ()¢ = CTHf(y)C

k=1
wobei
Hf(y) = (0k0;f(¥)) 41, q € R
die sog. Hesse-Matriz von f an der Stelle y bezeichnet. Damit erhalten wir mit einem
e llx,z+ h]

fla+h) = @)+ f @Il + 5027 )Ihl
= 7))+ grad f()C - ]+ SCTHFEC Al

= f(x)+ grad? f(z)-h+ %hTHf(f)h

Man sieht also, dass die Richtung ¢ am Ende nicht mehr auftaucht.

Satz 16.9 (Taylor)

Es seien U C R? offen und f € C"TY(U,R) fiir ein n € Np.

Ist x € U und ist h € U—x so, dass I[x,x+h] C U gilt, so existiert ein § € I[z,x+ h]
so, dass

fle+h)=>" aaf'(a;) het+ > 8a£!(§)h

Q!
la|<n |a|=n+1
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Beweis. Ist ¢ := h/|h| (ohne Einschriankung h # 0) und I := |0, |h|], so ergibt sich
aus dem Taylor-Satz fiir Richtungen und (16.1) fiir £ wie in B.16.6

flx+h) = ($+\h\C)
o
- Y Y B ey SO oy
v=0 |a|=v lo|=n+1
oy 8“f'(x) . 3°‘f'(£) o
jal<n jal=nt1 &

Bemerkung 16.10 Der erste Summand T}, (k) == > %!(m) h® ist bei festem x
la|<n

ein Polynom der d Variablen hy,...,hg (vom Grad < n). Dieses Polynom heifit n-tes
Taylor-Polynom von f beziiglich der Entwicklungsmitte x. Ist speziell d = 1, so ist

")
= / V'(:U)h” (h € R)
v=0 ’

ein Polynom einer Variablen.

Der zweite Summand ) %}f) h® heiit Restglied in Lagrange-Form.

|a|=n+1

Als wesentliche Anwendung des Taylor-Satzes werden wir nun ein hinreichendes Kri-
terium fiir lokale Extrema herleiten. Zunéchst gilt folgendes wichtige notwendige
Kriterium fiir Extremstellen.

Satz 16.11 Es sei U C R offen und es sei f : U — R. Ferner sei (9 € U so, dass
grad f (ZL'(O)) ezistiert. Hat f an (9 ein lokales Extremum, so ist (9 ein kritischer
Punkt, d. h.

grad f(z) =0.

Beweis. Es sei I ein offenes Intervall mit 0 € I und so, dass (¥ 4+ Ie®) ¢ U fiir alle
k gilt. Hat f an (9 ein lokales Extremum, so haben auch alle Funktionen g : I — R
mit

gr(t) = f(@O +te®)  (te)
ein lokales Extremum an ty = 0. Also gilt nach S. 12.11

0=gp(0) =hf(z®) (k=1,...,d).
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Beispiel 16.12 1. Es sei f : R? = R mit

flay)=2+y*  (z,yeR).
Dann hat f an (0,0) offenbar ein (sogar globales) Minimum. Es gilt grad f(z,y) =
(2x,2y), also tatsédchlich grad f(0,0) = 0.
2. Es sei f: R? — R mit

f(ﬁ,y):$2*y2 (SC,yGR)

Dann gilt grad f(z,y) = (2x,—2y), also grad f(0,0) = (0,0). Trotzdem hat f an
(z0,%0) = (0,0) offenbar kein lokales Extremum, d. h. wie im Eindimensionalen ist
die Bedingung “grad f(z,y) = (0,0)” i. A. nicht hinreichend fiir das Vorliegen einer
Extremstelle.

Satz 16.13 Fir A € K™*4 sei
|A]| := sup {|Az| : z € K9, |z| < 1}.
Dann gilt:
1. || - | ist eine Norm auf K™*9 (die sog. Operatornorm,).
2. Fir alle x € K% ist |Az| < || A - |z].

3. Ist A = (ajk)]k:ll““,v;, S0 ist

.....

max |a;i| < [|A| < dv/mmax|a;j].
Ik gk
4. Ist B € KP*™ 5o ist | BA|| < ||B] - ||A]l.

Beweis.
1. Leicht.
2. Ohne Einschrinkung sei x # 0. Dann gilt

e = [a(lel )| = el [A(57) | < 141 Jal.

]

3.([U])
4. Fiir z € K%, |z < 1 gilt mit 2.

|BAz| < [|B| - [Az| < |[B]| - [|All-

Ist f € C%(U) fiir eine offene Menge U in R?, so ist die Hesse-Matrix

Hf(z) = (akajf(m))j,kzl,...,d € R

nach dem Satz von Schwarz (S. 16.3) fir alle € U symmetrisch. Wir gehen daher
kurz auf symmetrische Matrizen ein.
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Definition 16.14 Wir setzen
Sl .= {¢ e R?: [¢| =1} (= {C : ¢ Richtung in R%}).
Ist A € R¥™4 symmetrisch, so heifit A
1. positiv definit, falls (T A¢ > 0 fiir alle ¢ € S%1 gilt,
2. positiv semidefinit, falls (T AC > 0 fiir alle ¢ € S gilt,
3. negativ (semi-) definit, falls —A positiv (semi-) definit ist,

4. indefinit, falls A weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Bemerkung 16.15 1. Da Q : R? = R, Q(z) := 27 Az homogen vom Grad 2 ist (d. h.
Q(tz) = t2Q(x) fiir alle t > 0 und alle z), gelten die Bedingungen in obiger Definition
genau dann fiir alle ¢ € S9!, wenn sie fiir alle z # 0 gelten.

2. Fiir Charakterisierungen der Definitheitsbegriffe aus D. 16.14 verweisen wir auf die
Lineare Algebra. Erwihnt werden soll hier nur folgendes: Ist o(A) = {A1,...,\q} die
Menge der Eigenwerte von A (das sog. Spektrum von A), so ist

. T . T
AC = A d Al = A).
42331 (" A =mino(A) un gg}g%}fl (" A( = maxo(A)

Insbesodere folgt daraus

positiv definit Al oo, Ag >0

positiv semidefinit A,..., >0
<~

negativ definit Al ..., g <0

negativ semidefinit Al oo, A <0

Weiter ergibt sich im Falle d = 2:

A = (ajj) ist genau dann positiv definit (bzw. semidefinit), wenn det(A4) > 0 (bzw.
> 0) und a1; > 0 (bzw. a1, a2 > 0) gilt. Entsprechend ist A ist genau dann negativ
definit (bzw. semidefinit), wenn det(A) > 0 (bzw. > 0) und a;; < 0 (bzw. aj1, a2 < 0)
gilt.

Es gilt nun folgendes fiir die mehrdimensionale Optimierung zentrale Resultat

Satz 16.16 Es seien U C R? offen und f € C?(U). Ferner sei 9) € U ein kritischer
Punkt (d. h. grad f(z(©)) =0). Dann gilt:

1. Ist Hf(x(o)) positiv definit, so hat f an z©) ein lokales Minimum.

2. Ist Hf(z() negativ definit, so hat f an 2 ein lokales Mazimum.
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3. Hat f an 29 ein lokales Minimum, so ist Hf(x(o)) positiv semidefinit.

4. Hat f an 29 ein lokales Mazimum, so ist Hf(:c(o)) negativ semidefinit.

Beweis. Es geniigt, die Behauptungen 1. und 3. zu beweisen. Die Aussagen 2. und 4.
ergeben sich dann durch Betrachtung von — f.
Dazu bemerken wir zunichst: Die Funktion Hf : (U,|-|) — (R%9 || - ||) ist nach S.
16.13.3 stetig (man beachte: nach Voraussetzung ist 0,0; f stetig auf U fiir alle j, k).
1. Es sei A := Hf(z() positiv definit. Da die Funktion R? 3 z — 27 Az € R stetig
auf R? ist, und da S9! beschriinkt und abgeschlossen, also kompakt ist, existiert
min (TAC=:1¢>0.

cegd—1
Weiter existiert nach der Vorbemerkung ein 6 = 6. > 0 mit ||H f(y) — Al| < ¢ fiir alle
y € Us (w(o)).
Es sei x € Us(2(9), z # 2. Wir setzen

z— 2
Nach dem Taylor-Satz fiir Richtungen und B. 16.6 (vgl. auch B. 16.8) existiert ein
¢ € Iz, 2] ¢ Us(x(©) mit

_ (0)
FEL = T@) _ L pe)c = LT (A ~ A+ 5CTAC

Weiter folgt mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung fiir beliebige Matrizen B €
Rdxd

to= |z — a0

¢=

und Richtungen ¢
<" B¢l < [¢]- B¢ < [1B]]-

Also ergibt sich

ICT(Hf(E) —A)C<|[Hf(E) - All <e
und folglich f(z) > f(z(©). Damit liegt an (9 ein (sogar striktes) lokales Minimum

vor.
2. Die Funktion f habe an 2(9) ein lokales Minimum. Ferner sei ¢ eine Richtung. Dann

gilt fiir |t| geniigend klein
F@® +1¢) = f(@@) > 0.

Wieder nach dem Taylor-Satz fiir Richtungen und B. 16.6 existiert (fiir ¢ # 0) ein
& € Iz, 2 4 ¢¢] mit

) 4 ¢) — f(2©
f@ +t§2) flx ):;qTHf(&)C

Aus & — (O fiir t — 0 folgt ||H f(&)—A|| — 0und damit (siehe 1.) auch (T H f(&)¢ —
¢TAC fiir t — 0. Also ist auch (T A¢ > 0. |

0<
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Beispiel 16.17 1. Ist f(x,y) = 22 + y? fiir 7,y € R (vgl. B. 16.12.1), so gilt

Hf(r,y) = < (2) 2 >

also ist H f stets positiv definit. Insbesondere liegt am kritischen Punkt (0,0) ein
lokales Minimum vor.
2. Ist f(x,y) = x® — ¢? fiir x,y € R (vgl. B. 16.12.2) so gilt

H(,y) = ( - ) .

Hier ist H f stets indefinit. Also hat f nach S. 16.16.3./4. keine lokalen Extrema.
3. Es sei f:R? — R definiert durch f(z,y) = 223 — 322 + 23 + 3y? (z,y € R). Dann
gilt

grad f(w,y) = (6(a2 - 2) , 632 +1)) = (0,0)

genau dann, wenn z € {0,1} und y € {0, —1}. Also haben wir die kritischen Stellen

(0,0), (0,-1), (1,0), (1,-1).

122 — 6 0
Hf@,y) = ( 0 12y + 6 >

Weiter gilt

Also ist

—6 0 . .

Hf(0,0) = indefinit
0 6

-6 0 i .
Hf0,-1) = 0 negativ definit

6 0 o :
Hf(1,0) = 0 6 positiv definit

und

6 0
Hf(l,-1) = ( 0 6 ) indefinit

Damit ist f an (0,—1) ein lokales Maximum, an (1,0) ein lokales Minimum und an-

sonsten keine Extremstellen.
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17 Hauptsitze der mehrdimensionalen Analysis

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit zentralen Ergebnissen der mehrdimensionalen

Analysis beschéiftigen. Dazu starten wir mit einem sehr allgemeinen Hilfsresultat.

Satz 17.1 (Banachscher Fizpunktsatz)
FEs sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und es sei ¢ : X — X. Ferner existiere

ein a <1 so, dass
d(p(z),9(y) < ad(z,y)  (z,y € X)

(eine Abbildung mit dieser Eigenschaft heifst a-Kontraktion). Dann existiert genau ein
x* € X mit x* = p(x*), also genau ein Fizpunkt von p. Auflerdem konvergiert fir alle
xo € X die Folge (x,) mit

Tpt1 = ©(Tn) (n € No)

gegen x* und es gilt fir alle n € Ny

n

d(xp, %) < a"d(xg, z") <§ 1a d(a:l,azo)> :
a

Beweis. Fiir alle n € N gilt
d(Tnt1,Tn) = d(@(zn), p(Tn-1)) < @ - d(Tn, Tp—1) < ... < " - d(21, 70) -

Also ist fiir m,n € Nmit m >n

m—1 m—1
A(@m,xn) < Y d(@per,xr) < oFd(a,x0)
k=n k=n

o an
< d(z1,x0) Zak =1 ad(acl,xg) .
k=n

Ist ¢ > 0, so existiert ein N, € N mit

a’l’b

11—«

d(zy,20) < € (n> Ng),
also auch
d(Tm, ) < € (m>mn>Ng).

Folglich ist (z,,) eine Cauchy-Folge in X. Da X vollsténdig ist, existiert ein z* € X
mit x, — 2* (n = 00). Da ¢ nach Voraussetzung insbesondere stetig auf X ist, gilt
damit

T" = Tny1 = (an) = 0(a")  (n— o0)

d. h. 2* = p(x*). AuBlerdem erhalten wir

d(xp, %) = d(p(xn-1), (%)) < ad(xp_1,2%) < ... < a"d(zg, x™)
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und zudem
d(xo, %) < d(zo,21) + d(z1,2") < d(x0,21) + ad(x, 2") ,

also
(1 - a)d(zo,z") < d(xq, 1) .

Ist schliefflich & ein weiterer Fixpunkt von ¢, so ist
d(z,z%) = d(p(Z), p(z7)) < ad(z,27)

also d(z,z*) = 0. O

Definition 17.2 Es seien M C R? und f : M — K™ fir ein m € N. Ist f =
(fiy--o frm)T mit f; : M — K, so heiBitf differenzierbar an der Stelle 20 e M, falls

0)

fis- .., fm differenzierbar an z(©) sind.

Bemerkung 17.3 1. Nach D.15.7 gilt: f = (f1,..., fm) ist genau dann differenzierbar
an (9, wenn eine Matrix C' € K™*? und eine Funktion € : (M — z(®)\ {0} — K™
existieren mit

F@® +h) = f(@©) + Ch + |hle(h)
und e(h) = 0 (b — 0).
Ist dabei (00 € M° (oder allgemeiner Haufungspunkt von M N (z(® + Re®)) fiir
k=1,...,d), so ist nach B. 15.10.2 die Matrix C eindeutig bestimmt, und es gilt

grad” f, (x(o))
C = : =: Jf(x(o)).
grad” f,, (x(o))

Diese Matrix heiit Jacobi-Matriz von f an der Stelle 2(?). SchlieBlich heiBt wieder die
lineare Abbildung h +— Ch (bzw. kurz die Matrix C) Ableitung von f an z(©),

2. Genau wie beim Beweis zur eindimensionalen Kettenregel ergibt sich:

Sind M ¢ R4 L ¢ R™ und f : M — L differenzierbar an 2(©) sowie ¢ : L — KP
differenzierbar an y(©) := f(z(9)), so ist auch g o f differenzierbar an z(?). Ist dabei
£ e M und y© € L9, so gilt die Kettenregel

J(go f)() = (Jg) (f()) - (JF)(O).
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Beispiel 17.4 Es seien f : R? — R? und ¢ : R?> — R definiert durch

f(z,y) = (ew e y> ; g(u,v) :=uv .

ersiny
Dann gilt
(9o f)(z,y) = e cosysiny ,
also
T _ _ 2z . 2z 2 2
arad (g0 ), ) ( = T(g 0 [)(,9)) = (26 cosysiny , ¢ (cos’y — sin’y))

Andererseits gilt auch

e’ cosy —e*siny

Jf(@,y) = _ :
e’siny e®cosy

und
grad” g(u,v) = Jg(u,v) = (v,u)

also

. " e*cosy —e®siny
grad” g(f(z,y)) - Jf(x,y) = (e"siny,e cosy)( )

e*siny e*cosy

= (2e*®sinycosy, e (cos® y — sin?y)) .

Bemerkung 17.5 1. Oft kann man die Kontraktionseigenschaft unter Ausnutzung
folgender Figenschaft differenzierbarer Funktionen nachweisen:
Es sei M C R% und f : M — K™ sei stetig auf M sowie differenzierbar auf M°. Sind
z,y € M mit I(x,y) C MY, so existiert ein ¢ € I(z,y) mit

[f () = f@)| < |[TFEOI - |y — ] .

(Denn: O. E kénnen wir K = R annehmen (ansonsten: f als Funktion nach R?™
auffassen).
Es sei g : M — R definiert durch

g(u) = (f(y) = f@) flu)  (ueM).

Dann ist g stetig auf M und es gilt mit der Kettenregel

grad’ g(u) = ((f(y) = f(@)" (J))(uw)  (ueM).
Nach dem Mittelwertsatz existiert ein § € I(z,y) so, dass
1f(y) = F@)]? = g(y) — g(x) = grad"g(¢) - (y — x)

(f(y) = F@)TTF(E)y =) < |f(y) = f@)| - [TFE)(y — )]
1f(y) = F@)[-[[TFON - 1y =l .

IN
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Ist f(x) = f(y), so ist die Behauptung klar und ist f(z) # f(y) ergibt sich die Be-
hauptung nach Division durch |f(y) — f(z)|.)

2. Es sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum. Wir verwenden im Weiteren fol-
gende Variante des Banachschen Fixpunktsatzes (kurz BFS):

Ist M C X und ¢ : M — X eine a-Kontraktion fiir ein o < 1, so hat ¢ hichstens einen
Fixpunkt. Ist zudem ¢(M,) C M, fiir eine Teilmenge M, vom M, die abgeschlossen
in X ist, so hat ¢ einen Fixpunkt in M,.

(Denn: Man beachte, dass (M., d) ein vollsténdiger metrischer Raum ist, und dass der
Eindeutigkeitsbeweis im BF'S lediglich die Kontaktionseigenschaft verwendet.)

Wir beschiftigen uns nun mit der “lokalen Umkehrbarkeit” von Funktionen f : M —
R? wobei M C R? Ist f : M — N bijektiv, so bedeutet dies, dass fiir jedes y =
(y1,---,yq) € N das Gleichungssystem

fl(iL'l,. . .,I‘d) = Y1

fa(zi, ... 2q) = yq

genau eine Losung x = (z1,...,24) € M besitzt. Betrachten wir zuniichst zwei be-
kannte Spezialfille:
1. Ist f : R? — R? definiert durch

f(z) = Ax (x € RY)
wobei A € R?¥? ist, so ist das lineare Gleichungssystem
Az = f(z) =y

genau dann fiir alle y € R? eindeutig losbar, wenn det A # 0 ist. In diesem Falle ist
also f : R¢ — R? bijektiv, und es gilt bekanntlich

r=f"y)=A""y (yeRY.

2. Ist Q C Roffen und f : Q — R stetig differenzierbar mit f’(x¢) # 0 fiir ein 2 € £, so
existiert ein 0 > 0 so, dass f’(z) entweder durchgehend > 0 oder < 0 auf U := Us(xo)
und damit f streng monoton auf U ist. Also existiert f~! := (f|U)_1 auf V = f(U)
und es gilt fiir y = f(z) e V

Wir setzen fiir eine offene Menge Q € R¢ und k,m € N

CFOLK™) = {f=(f1,.. ., f) Q=KK™ fi,..., fm € CF(Q)}.
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Insbesondere gilt dabei f € C1(Q, K™) genau dann, wenn f : Q — K™ differenzierbar
und Jf : © — K™*9 (versehen mit der Operatornorm || - ||) stetig ist.
(Dies ergibt sich leicht aus S. 16.13.3.)

Satz 17.6 (Hauptsatz iber Umkehrfunktionen)
Es sei Q C R offen, und es sei f € C1(Q,R?). Ferner sei (%) € Q mit

det Jf(x(o)) 0.
Dann gilt:

1. Es existieren offene Umgebungen U von 2% und V von y© := f(:l?(o)) so, dass
Jiv : U =V bijektiv ist.

2. Ist f71 = (f|U)*1 1V = U, soist f~1 € CH(V,R?) und es gilt

Jf ) =f@)) (y=fr)eV).

Beweis. 1. Wir setzen A := Jf(2(?)). Nach Voraussetzung existiert A~!(# 0). Da
x> Jf(z) stetig auf Q ist, existiert ein 6 > 0 so, dass fiir a := (2||A7L])~! gilt

11f@) - Al <a (€ Usa®)) .

Damit definieren wir

U:=Us("),  V:=/f(U)
und zeigen:
(i) fiv : U — R% ist injektiv (also bijektiv auf V), d. h. (fjy)™' : V — U existiert
(ii) V c R? ist offen
(iii) detJf(x) #0 (zxeU)
(iv) f~te CYV,RY) und Jf~1(y) = [Jf(z)]" " firalley € V, y = f(x).

An verschiedenen Stellen wird folgende Hilfsfunktion von Nutzen sein: Es sei y € R?
und ¢ = ¢y : U — R? definiert durch

p(x)=z+ A (y—f(x)) (zel).
Dann ist ¢(x) = x genau dann, wenn y = f(x) gilt. Ferner gilt fir z € U
Jo(x) = E— AN f(x) = A7H(A - T f(x))

und damit 1
o) < [|A7H] - JA = Jf(@)|| < [[A7|a = 3
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Also ist ¢ nach B. 17.5.1 eine 1/2-Kontraktion.

2. Zu (i): Es sei y € R? und ¢ = ¢, wie in 1. Dann hat ¢ hochstens einen Fixpunkt
nach B. 17.5.2. Also ist f|yy injektiv.

Zu (ii): Es sei yM) = f(zM) € V. Da U = Us(2()) offen ist, existiert ein p > 0 mit
U,(2(M)) =: M, C U. Wir zeigen: U,,(y")) C V.

Dazu sei y € Uap(y(l)) gegeben und ¢ = ¢, wie in 1. Dann gilt p(M,) C M,, denn fiir
xr € M, ist

— 2]

IN

[o(a) — pa®)] +lpla) — 2
Sle = 2]+ A7 = f))

o ()

IN

IN

1
T D e Ay — D < PP
2|ﬂf s+ [[AT |y —y \_2+2 p

also p(z) € M,. Aus B. 17.5.2 folgt, dass (genau) ein x € M, existiert mit ¢(x) = z,
also f(z) =y.
3. Es gilt nach 1. (wobei ¢ = ¢, mit einem beliebigen y € V)

Jf(@) = A-(E—Jp(x)) (zcl)
also

det Jf(x) = det(A) - det(E — Jp(z)) (xelU).

Wieder nach 1. ist |[Jo(z)|| < 3 (z € U) und damit ist E — Jo(z) invertierbar. (Es
gilt (E— B)~! = > BY, falls || B|| < 1 ist; [U]). Also ist auch det J f(x) # 0.

v=0

4. Es sei y € V,y = f(z). Dann gilt fiir alle h € U — x

Y

p(z + h) — o()|
’x—kh—x—A_l(f(x—l-h) —f(m))‘
Bl = A7 - [ f (@ + h) = f(=)],

1
517

v

also

|[f(z+h) — fo)] <

Fiir u € V — y,u # 0 folgt mit

u= (h(u) + ) — f(z) und damit

[y +w) = W) = b)) < = Jul
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(insbesondere zeigt dies, dass f~! stetig ist).

Auflerdem ergibt sich

@Mflw+u»—flw»—wfuﬂ*w

- J X h u) —u
< |[7f(@)] 1,‘%‘ ( f)(‘h>(u()‘) |
1 |f(z 4 h(u) = f(x) = (Jf)(@)h(u)]

=I[7f@) |-

—0 (u —0),

da f differenzierbar an x ist und h(u) — 0 fiir u — 0 gilt.
Also ist f~! differenzierbar an y und es gilt

JF ) = [Tf@)] ™ = [T

Da A +— A~! eine stetige Abbildung von R4\ {B : det(B) = 0} in sich selbst
ist (bzgl. der von der Operatornorm induzierten Metrik)([U]), ist y — Jf~!(y) als
Verkniipfung der stetigen Abbildungen f~! sowie z ++ Jf(z) und A — A~! stetig auf

V. Dies ist dquivalent dazu, dass f~! in C1(V,R%) liegt. O

Beispiel 17.7 Wir betrachten f : (0,00) x R — R? mit

T COS
s = (159) > opem),
rsin @
Dann ist f € C1(£,R?), wobei = (0,00) x R, und es gilt
cos —7rsi
det Jf(r,p) = 4 Y 0.
sin T COS @

Also existieren nach S. 17.6 zu jedem (79, o) € € eine offene Umgebung U von (rg, ¢0)
und eine offene Umgebung V' von f(ro, o) so, dass fiiy : U — V bijektiv ist. AuBerdem
ist f1 = (fip) " € CL(V, R?).

Da f(1,2km) = (1,0) fur alle k € Z gilt, ist f jedoch nicht umkehrbar auf ganz !
Wie sehen “maximale” offene Mengen aus, auf denen f umkehrbar ist?

Ist f(r,¢) = f(7, ), so gilt rcosp = 7 cos @ und rsin ¢ = 7sin @, also

r2(cos? ¢ + sin? ) = 7#2(cos® ¢ + sin? @)
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und damit r = 7. Folglich gilt cos¢ = cos¢ und sinp = sin@, woraus wiederum
© = @+ 2km fiir ein k € Z folgt. Also ist f etwa umkehrbar auf

U=U,={(re) eQ:a<p<a+2nr}

fiir beliebiges a € R. Auf jeder echten offenen Obermenge von U, ist f nicht mehr
umkehrbar. AuBerdem gilt f(U,) = R?\ {(rcosa,rsina) : r > 0} fiir alle o € R. Wie
sieht eine (nicht die) Umkehrfunktion aus? Betrachten wir

U=U_,={(ry¢):r>0, pe(—m,m)} .

r\  [rcosyp
y) \rsingp
so gilt r = /22 4+ y2. Fiir z = 0 ist ¢ = sign(y)m/2. Ist > 0, so folgt

J =tany
T

Ist (z,y) € f(U_r) mit

also ¢ = arctan(y/x). Fir < 0 ergibt sich ¢ = sign(y)m + arctan(y/x). Insgesamt
erhalten wir

(V2% + y?, arctan(y/z)) , fallsz >0
F N wy) = (o) H(@,y) = (y,sign(y)m/2) , fallsz =0
(V22 + y?, arctan(y/z) + sign(y)r) , fallsz <0

In enger Beziehung zum Hauptsatz iiber Umkehrfunktionen steht ein weiterer Haupt-
satz: der {iber implizite Funktionen. Worum geht es dabei?
Gegeben ist eine Funktion F : M — R™ mit M C R? x R™ und damit das Gleichungs-
system

F(x,y)=0

wobei R x R™ = {(z,y) : x = (z1,...,24) €RY, y = (y1,...,ym) € R™}, d. h.

F1($17---a$da ylv"'vym):O

Fm<l‘1,...,xd, yly"'7ym>:O

(also d+m “Unbekannte” und m Gleichungen). Ferner sei (z(9), y(9)) € M eine Losung,
also F' (x(o) , y(o)) = 0. Ziel ist, das Gleichungssystem “lokal nach y aufzulésen”, d. h. wir
suchen Umgebungen U von z(©) und W von (29, 4(9) sowie eine Funktion f : U — R™
so, dass fiir alle (z,y) € W gilt

F(r,y) =0y = f(z).

Wir orientieren uns wieder an zwei einfachen Beispielen
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Beispiel 17.8 1. Wir betrachten die Gleichung
F(z,y):=2>—y*—-1=0 (x,y €R).

Dann ist offenbar (zg,10) = (v/2,1) eine Losung der Gleichung. Hier gilt etwa fiir
U:=(1,00) und W := (1, 00) x (0,00)

Flz,y) =0 y=+Vaz2-1=: f(x)

(d. h. {(z,y) € W : F(z,y) = 0} = {(z, f(x)) : x € U}; die Losungsmenge ist lokal
der Graph der Funktion f). Dies ist etwa falsch fir W = (1,00) x R.
2. Es seien A € R™*¢ | B € R™™ sowie F : RY x R™ — R™ mit

F(z,y) = Az + By = (A B) (””)
Yy
(also lineares GLS Az + By = 0). Dann gilt im Falle det B # 0
F(z,y) =0 By = —Az & y= —B 1Az =: f(z)

also L := {(z,y) : F(z,y) =0} = {(z, f(z)) : x € RY}.

Satz 17.9 (Hauptsatz iber implizite Funktionen)
Es sei Q C R x R™ offen und es sei F € CL(Q,R™). Wir setzen zur Abkiirzung

OF . (0F, OF ) i (2
aiy(xjy) = <8y,, (.’13, y)>u,l,:17“,7m Und 8$ (x7y) T <8$V («T; y)> Mil ..... m ’

Ferner sei (29, y(0) € Q so, dass F(z(9,4y©) =0 und

det a—y(x(o),y(o)) #0.

Dann gilt

1. Es existieren offene Umgebungen U von 9 und W von (:U(O),y(o)) sowie eine
Funktion f : U — R™ so, dass fir (x,y) € W gilt

Fz,y) =0y = f(z).
2. Esist f € CH(U,R™) und

-1
1) == |G )| o fe)  @eD).
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Beweis. 1. Wir betrachten G : Q — R?% x R™ mit
Gloy) = (v, Fy)  ((@yeQ).

Dann gilt G(z(©,y©) = (2(9,0) und G € C*(Q,R? x R™). AuBerdem ist

S(y) ¢+ G(ay)

und damit det JG(z(?, (@) = det %—g(x(ﬂ),y(o)) # 0. Nach S. 17.6 existieren offene
Umgebungen R von (z(?, () und S von (z(?,0) = G(z©, y() so, dass Gr:R—S
bijektiv ist mit

G '=(Gr) e CHS,RT xR™) .

Da S offen ist, existieren offene Umgebungen U von z(%) und V von 0 mit U x V C S.
Dann ist W := G=}(U x V) offen in R (nach S. 10.4) also auch in R x R™. Aus der
Definition von G ergibt sich, dass G~! von der Form

G Yz, 2) = (x,H(x,2)) ((x,2) e U xV)

mit H € CH(U x V,R™) ist.
Ist 19 : R x R™ — R™ definiert durch ms(z,y) := v, so gilt

m(G(x,y)) = mo(z, F(z,y)) = Fz,y)  ((z,y) €Q)
also fiir (z,2) € U x V:
F(z, H(z, 2)) = mo(G(x, H(z, 2))) = ma(z,2) = 2 .
Definiert man f : U — R™ durch
f(x) == H(z,0)  (z€U)

so gilt fiir x € U
F(z, f(x)) =0
und aus F(x,y) = 0 fiir ein (x,y) € W folgt

G(z,y) = (2,0) = G(G™!(2,0)) = G(a, f(x))

und damit, da Gy injektiv ist, y = f(z). Also ergibt sich 1.
2. Weiter folgt aus H € C*(U x V,R™) auch f € C'(U,R™) und mit der Kettenregel
ergibt sich aus

o(z) = F(x, f(z)) =0 (xel)
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schliefilich

oF

) = G @)+ e )£ 2)

0= Jolz) = JF(x, f(z)) - ( e

und damit oF e
11@) = |G s@)| Gowi@)  weu).

(Man beachte dabei: Es gilt nach S. 17.6
F
det gy(a:, y) = det JG(z,y) # 0

fir alle (z,y) € W.) ]

Beispiel 17.10 (Lemniskate)
Es sei F': R x R — R definiert durch

F(z,y) = (2" +y*)? —22*—y*)  (z,y€R).

Dann gilt
oF
0=, @y =2 +v")2 + 4y = dy(a +4° + 1)
genau dann, wenn y = 0 ist. Ist y = 0 und F(z,y) = 0, so gilt 2* —22% = 0, also z = 0
oder x = ++/2.
Nach S. 17.9 ist fiir alle (z9,y0) mit F(zo,y0) = 0 und (zg,%0) € {(0,0), (£v2,0)}
die Gleichung F(z,y) = 0 auf einer Umgebung W von (xg,yo) “auflésbar nach y”.

“Implizites Differenzieren” ergibt fiir die Funktion f = f aus S. 17.9

z0,Y0)

(0 f@) a4y —1)

O, f(z) 4@+ 92+ 1)y

fi(z) =
auf einer Umgebung U von xp. Also hat f Extremstellen hochstens in Punkten x mit
)= +yP=1.

Um eine Vorstellung von der Losungsmenge zu bekommen, betrachten wir Polarkoor-
dinaten: Es gilt fir (x,y) # 0

0= F(x,y) = F(rcosp,rsing) = rt — 2r%(cos? p — sin® ) = r2(r? — 2 cos 2¢p)

genau dann, wenn r = /2 cos 2¢, wobei ¢ so, dass cos(2¢) > 0 ist (beachte: r > 0).
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Eine wichtige Anwendung des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen ergibt sich im
Bereich der Optimierung unter Nebenbedingungen. Wir untersuchen folgendes Pro-
blem:

Gegeben sind Funktionen f: M — R, g: M — R™, wobei M C R?. Gesucht sind die
“Extremstellen von f unter der Nebenbedingung g(z) = 0.

Wir wollen dies in einer Definition etwas prézisieren

Definition 17.11 Es seien (X, d) ein metrischer Raum, und es seien f : X — R sowie
g: X = R™. Ist
L:={zeX:g(z)=0}

und ist (0 € L, so heiflt £(0) ein lokales Mazimum (bzw. Minimum) von f unter der

Nebenbedingung g(z) = 0, falls z(9) ein lokales Maximum (bzw. Minimum) von fir ist.

Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer solchen
Extremstelle

Satz 17.12 (Lagrange)
Es sei Q C RY offen und es seien f € CY(Q) und g € C*(Q,R™) mit m < d. Ferner
sei (0 € Q so, dass

Rang(Jg(:c(O))) =m
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ist. Dann gilt: Hat f an 29 ein lokales Mazimum oder Minimum unter der Nebenbe-

dingung g(x) = 0, so existiert ein A € R™ mit
grad f(z(V) = > " \; grad g;(2?) = (Jg)" (2@
j=1

(die Komponenten A1, ..., Ay von X heiflen “Lagrange-Multiplikatoren”).

Beweis. Wir schreiben zur Abkiirzung x = (y, z) mit

y:(xl,...,a:m), Z:(Im-‘rlu-"vxd)
fir z = (1,...,24) € R? und insbesondere

(y @, 20y = O

0. E. gelte
99 VY — get [ 990 (,©
det <8y (™) ] = det oz, (™) . #0,

d. h. g—g(aﬁ(o)) habe vollen Rang m. Nach dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen

ist die Gleichung g(z) = g(y,2) = 0 an 2 “lokal nach y auflésbar”. Insbesondere

existieren eine Umgebung U von z(©) = (xggl_l, . ,ac((io)) sowie eine Funktion ¢ €

CHU,R™) so, dass ¢(2@) = y(© und

9(p(2),2) =0 (2€U)

gilt. Hieraus folgt

Jp(z@ 0 9
0= Jg(a®) (7)) = DO rp(0) + P20

Weiter definieren wir F' € C'(U) durch

F(z) = flp(2),2) (2€U).

0)

Nach Voraussetzung hat F an 2(°) ein lokales Extremum (ohne Nebenbedingung). Also

gilt nach S. 16.11
grad F(z9) =0

und mit der Kettenregel daher

(
0= grad (%) - ("2 :?) = 2 001760 + Z )

Schliellich hat das lineare Gleichungssystem
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genau eine Losung A = (A1,..., \pn)? € R™. Hieraus ergibt sich wiederum

of oy _ _9f, (0 Oy — 799, (0 0y 799, ()
@) = =S O)Tp(0) = AT L) Tp(o) = T T w®)

und damit insgesamt grad f(z(©)) = (Jg)T (z(O). U

Bemerkung 17.13 Ahnlich wie S. 16.11 liefert S. 17.12 lediglich eine notwendige
Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums unter der Nebenbedingung g(x) = 0.
Um die entsprechenden Punkte 2(°) zu bestimmen, hat man die Gleichungen

gj(z1,...,24) =0 (j=1,...,m)

und

of 99

— =) A\ k=1,...,d

8.’17k (.’131, ,fL'd) ];1 Jaxk (5171, 7$d) ( ) ) )
zu losen (also (d + m) Gleichungen fiir die (d + m) Unbekannten zi,...,z4 und
ALy ey Am)-

Beispiel 17.14 Die Produktion eines Unternechmens sei in Abhéngigkeit der Produk-
tionsfaktoren x,y beschrieben durch die (Cobb-Douglas-) Funktion

P(z,y)=a%'~" (2,5 >0)
wobei o € (0,1) fest ist. Die Produktionskosten seien gegeben durch eine lineare
Kostenfunktion K der Form

K(z,y)=pr+qy  (x,y>0)

mit Konstanten p,q > 0. Gesucht ist eine kostenminimale Faktorkombination (z,y)
zu einem vorgegebenen Produktionsniveau ¢ > 0, d. h. wir wollen das Optimierungs-

problem
K(z,y) -~ min

unter der Nebenbedingung
P(.I‘7 y) —c=0

16sen. Nach S. 17.12 ist eine notwendige Bedingung gegeben durch
grad K(z,y) = A grad P(z,y) ,

d. h. wir haben die 3 Gleichungen
ayl—a —

a—1, 11—«

Aaxr®y
q = Ml—-a)zvy™ @
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fiir die Unbekannten z,y, A\. Division der 2. und 3. Gleichung ergibt

und damit

Also kann nur an dieser Stelle (z,y) ein Minimum unter der Nebenbedingung vorliegen.

Man kann sich iiberlegen, dass dies tatsédchlich der Fall ist.
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A  Fundamentalsatz der Algebra

In Abschnitt 8 hatten wir die Existenz komplexer Wurzeln nachgewiesen. Die Existenz
von Wurzeln bedeutet, dass Polynome P : C — C der Form P(z) = 2" — ¢ stets
Nullstellen besitzen. Allgemein gilt

Satz A.1 (Fundamentalsatz der Algebra)
Es sein € N und P : C — C ein Polynom vom Grad n. Dann hat P eine Nullstelle
zg € C.

Beweis. .
1. Ist P(z) = > a,2¥, so gilt fiir z € C
v=0

n—1
P |

anz™ ap 2"V
v=0
Weiter existiert ein R > 0 so, dass
n—1
a, 1 1
— (I2] > R);
—; an 2" 2

Also folgt
1 n
[P(2)| 2 5 lan] [2n| (2] = R) .

1
Wéhlt man noch R so gro8, dass §|an|R” > |ap| ist, so folgt
[P(2)] > laol = [PO)] (|2 = R),

und damit ist

inf |P(2)| = inf |P(z)].
b [P()] = f 1P()]

Da |P| : C — R stetig ist, hat |P| nach S. 10.9 ein Minimum auf der kompakten Menge
{z € C:|z| < R}, d.h. es existiert ein zy mit

[P(e0)] = min |P(2)] = min |P(2)].

2. Wir zeigen: P(z) = 0.

Angenommen, nicht. Dann ist @) : C — C mit

P(z + 2p)
P(z0)

ein Polynom vom Grad n mit Q(0) = 1 und |Q(z)] > 1 (¢ € C). Damit ist durch
R(z) :==1— Q(z) ein Polynom vom Grad n gegeben mit R(0) = 0. Also existieren ein
m € Nund by, ...,b, € C mit b, # 0 und

Q(z) := (z€C)

R(2) = by 2™ 4 bppy12™ T 4 £ b2
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Ist by, = |bn|e™, so gilt fiir » = —¢/m und t € R

n
R(te™) = |b[t™ +1™ Y bt e

v=m++1
mit .
5(t) == Y be™tT =0 (t—0).
v=m+1
bm
Wéhlt man ¢ > 0 so klein, dass |§(t)| < |2‘ und t < 1/ %/|by,|, so folgt
Q(te™)| = 1= R(te™)| < [1— [bmt™| +¢™[3(1)]

b
= 1—|by|t" +1t"6(t)] <1 - ;”' "< 1.

Widerspruch zu |Q(z)| > 1.
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