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1 Mengen und Abbildungen

Wir starten mit einigen einfithrenden Definitionen und Ergebnissen aus der Theorie
der Mengen und Abbildungen, die Grundlage der gesamten Mathematik sind. Unsere

Darstellung griindet auf den von G. Cantor geprégten (sog. naiven) Mengenbegriff.

Fine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem

Ganzen.

Ein solches Objekt z heifit Element der Menge M (Schreibweise: z € M; ist  nicht
Element von M, so schreiben wir ¢ M). Die Menge ohne Elemente heifit die leere
Menge (Schreibweise: () oder {})

Es gibt verschiedene Moglichkeiten der Darstellung von Mengen, etwa die aufzihlende
Schreibweise oder auch die beschreibende Schreibweise, also eine Charakterisierung
der Elemente. Die beschreibende Schreibweise hat allgemein die Form

M := {z : z hat die Eigenschaft E},

wobei E irgendeine , Eigenschaft® ist. Alternativ schreibt man statt x : auch z|. In
Weiteren werden wir das Symbol := als definierendes Gleichheitszeichen verwenden,
d. h. die linke Seite wird durch die rechte definiert. Wir werden aulerdem davon aus-
gehen, dass natiirliche, ganze und rationale Zahlen samt arithmetischer Eigenschaften
bekannt sind, werden aber im Anhang A kurz auf eine axiomatische Einfiihrung ein-

gehen. Man definiert

N := {z:z natiirliche Zahl}
No := {z:z natiirliche Zahl oder x = 0}
Z = {x:x ganze Zahl}

Q := {x:x rationale Zahl}.

Definition 1.1 Es seien A, B Mengen.

1. A heifit Teilmenge von B (Schreibweie: A C B oder auch A C B), falls aus
x € A auch z € B folgt.

2. A und B heilen gleich (Schreibweise A = B), falls A C B und B C A gilt. Sind
dabei speziell A := {z} und B := {y} einpunktig, so nennen wir x und y gleich
(Schreibweise: x = y; sind z und y ungleich, so schreibt man x # y).
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3. Die Menge
B\A:={z:z€Bundz ¢ A}

heifit Differenz von B und A. Ist A C B, so heifit
A¢:=Cp(A) =B\ A

Komplement von A beziiglich B.

Ahnlich wie bei der obigen der Einfithrung von Mengen wollen wir auf eine eher in-
tuitive Definition des zweiten grundlegenden Begriffes der Mathematik zuriickgreifen,

namlich den einer Funktion.

Es seien dazu X und Y nichtleere Mengen. Eine Funktion (oder Abbildung) f von
X nach Y ist eine ,,Vorschrift“, die jedem =z € X genau ein Element f, = f(z) € Y
zuordnet. Dabei heilen X der Definitionsbereich und Y der Zielbereich von f.
Man schreibt f : X — Y und alternativ auch X > x — f(x) € Y oder (fz)zex. Im
letzten Fall spricht man auch von einer Familie in Y und nennt dann X Indexmenge.
Weiter setzt man

YX := Abb(X,Y) := {f : f Abbildung von X nach Y} .

Sind f,g € YX, so heifien f und g gleich, falls f(z) = g(z) fiir alle z € X gilt. Ist
Xo C X, so heifit f|x, : Xo — Y, definiert durch f|x,(x) := f(z) fiir alle z € Xy, die
Einschrinkung von f auf Xj.

Im Weiteren verwenden wir oft die Schreibweise (x € X) anstelle von , fiir alle z € X*“.

Beispiel 1.2 Es seien X :=Y :=N, und es sei f : N — N definiert durch

x , falls z gerade
fx) =

2z, falls x ungerade '
Ist Xo := {x € N: z ungerade}, so ist

f|X0(x) = 2z (LL“ S X()).
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Definition 1.3 Sind n € N und X eine nichtleere Menge und ist x : {1,...,n} - X
eine Funktion, so schreibt man meist (21, ..., ) statt (z;);e(1,.. n) und spricht dann
von einem n-Tupel in X. Im Fall n = 2 spricht man auch von (geordneten) Paaren
und im Fall n = 3 von Tripeln und verwendet dann oft eine indexfreie Schreibweise
wie etwa (u,v) statt (z1,x2) beziehungsweise (u,v,w) statt (z1,z2,z3).
Weiter setzt man

X" = xent

und fiir beliebige Mengen Ay, ..., A, C X
Ay x oo x Ay i={(x1,...,zp) € X" iy e Ajfiir j € {1,...,n}} .

Eine Teilmenge R von X x X heifit eine Relation auf (oder in) X. Man schreibt dann
auch uwRwv, falls (u,v) € R gilt.

Definition 1.4 Es sei M eine nichtleere Menge. Eine Funktion f : M x M — M
heifit (innere) Verkniipfung auf M. Man wihlt dann oft ein nichtalphabetisches
Zeichen wie -, o, x, x, + fiir f und schreibt wieder x fy statt f(z,y) := f((m,y)) fiir
x,y € M, also etwa

T-Y,To0Y,T*xYy, TXyYy,r+Yy.

Im Fall des Multiplikationszeichens - schreibt man meist kurz xy statt = - y.

Wir werden im Weiteren, wie bereits angedeutet, die Kenntnis der , iiblichen® Ver-
kniipfungen + und - auf N, Ny, Z und Q sowie der Relationen < oder auch < auf Q
(samt Eigenschaften) voraussetzen. Genaueres findet sich im Anhang A.
Definition 1.5 Sind X,Y Mengen und ist f : X — Y, so heifit fir BCY
fY(B):={zcX: f(x)€ B} (CX)
Urbildmenge von B unter f und fiir A C X
flA) :={f(x):z €A} ={yeY  :y=f(z) fireinx € A} (CY)

Bildmenge von A unter f. Speziell heifit

Wertebereich von f. Ist W(f) einpunktig, so heifit f konstant.
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Beispiel 1.6 In der Situation von B. 1.2 ist etwa

F1({2.4.6}) = f1({1,2,3,4,5,6}) = {1,2,3,4,6}

und
f({1,2,3}) = {2,6}.
Auflerdem ist W (f) = {y € N : y gerade}.

Definition 1.7 Es seien X,Y Mengen. Eine Abbildung f : X — Y heifit
1. surjektiv (oder Abbildung von X auf Y), falls W(f) =Y ist,
2. injektiv, falls gilt: sind x1,x9 € X mit z1 # 9, so ist f(x1) # f(z2),

3. bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel 1.8 Es sei f wie im B 1.2. Dann ist f weder surjektiv noch injektiv (es gilt
etwa 1 € W(f) und f(2) = f(1)), dagegen ist f|x, injektiv.

Definition 1.9 Es seien X,Y,Z Mengen und f: X — Y sowie g : Y — Z Abbildun-

gen. Dann heifit go f : X — Z, definiert durch

(go f)(@):=g(f(x))  (zeX)

Komposition (oder Hintereinanderausfiithrung oder Verkettung) von ¢g und f.

Beispiel 1.10 Sind X =Y =Z =N und f,¢ : N = N definiert durch
fa)=a% g@)=z+1 (weN),
so ist go f : N — N gegeben durch
(gofl(@)=2+1 (zeN).
Man beachte: Hier ist auch f o g: N — N definiert und es gilt
(fog)@)=(@+1)? (xeN).

Dabei ist go f # f o g (da etwa (go f)(1) =2 # 4= (f o g)(1)).
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Satz 1.11 FEs seien X,Y,Z,U Mengen und f : X - Y,g:Y - Z und h: Z - U
Abbildungen. Dann gilt

ho(gof)=(hog)of.

Beweis. Es gilt ho (go f): X — U sowie (hog)o f: X — U und fir z € X ist

(ho(go f))(x) = hl(ge f)(x)) = h(g(f(x))) = (heg)(f(x)) = ((heg)e f)(x) .

Damit sind die beiden Funktionen gleich. O

Bemerkung und Definition 1.12 Es seien X,Y Mengen und es sei f : X — Y
bijektiv. Dann existiert zu jedem y € Y genau ein € X mit f(x) = y. Wir definieren

fly) =2 (yeY),
wobei y = f(z). Die Abbildung f~! : ¥ — X heit Umkehrabbildung von f. Es
gilt dabei f~'o f: X — X und
(fTofi@)=2 (reX),

d. h. f~'o f = idx, wobei idx : X — X, definiert durch idy(z) := z (z € X), die
identische Abbildung auf X bezeichnet. Genauso gilt f o f~! = idy und auerdem
ist auch f~!:Y — X bijektiv.

Definition 1.13 Es sei I # () eine Menge, und es seien (Ay) := (Aa)acr cine Familie
von Mengen. Dann heiflen

UAa ={z:2 € A, firein a € I'}
acl

Vereinigung von (A,) und
ﬂAa::{:ﬁ:xeAafﬁralleaEI}
acl

Durchschnitt von (4,).
Insbesondere sind damit fiir eine Menge von Mengen (einem so genannten Mengensy-

stem) F auch
UM und (| M
MeF MeF



1 MENGEN UND ABBILDUNGEN 8

definiert (hier ist speziell I = F und Ay = M).
Ist I in aufzéhlender Form gegeben, so setzt man |J bzw. [ meistens zwischen die

einzelnen Mengen, also etwa im Falle I = {1,2,3}

mu@u@:ﬂj%, AJMﬂMy:ﬂAw
acl ael
Auch im Fall eines Mengensystems schreibt man alternativ |J und () zwischen die
einzelnen Mengen, falls F aufzéhlend gegeben ist, also etwa im Falle F = {A, B,C}

AUuBUC und AnNnBNC.

Beispiel 1.14 Sind A:= {2k : k € Z} und B := {3k : k € Z}, so gilt

ANB={6k:kecZ}.

Nach Definition sind zwei Mengen gleich, wenn die erste Teilmenge der zweiten und
die zweite Teilmenge der ersten ist. Daher beweist man iiblicherweise die Gleichheit,
indem man die beiden Inklusionen getrennt nachweist. Wir deuten dies im Weiteren

durch die Schreibweise C: und D: in den entsprechenden Beweisen an.

Satz 1.15 Es seien (Ay)acs eine Familie von Mengen und B eine Menge. Dann gilt

1.
Bn(|JAs) =JBNnAs) und BU(()As)=[)(BUA).

acl acl acl acl

2. (De Morgansche Regeln):

B\(UAa):ﬂ(B\Aa) und B\(ﬂAa):U(B\Aa)

acl acl acl acl

Beweis. Wir werden exemplarisch die Beweise der ersten Aussage in 1. und 2. fiihren.

Die zweiten ergeben sich in dhnlicher Weise. Wir schreiben kurz | J statt (.
acl
1. C: Esseiz € BN(JAy). Dannist z € B und = € |JA,, also z € B und x € Ag

fir ein B € I. Damit ist z € BN Ag, also auch z € |J(B N A,).

D: Es sei x € (J(B N Ap). Dann existiert ein 5 € I mit © € BN Ag. Damit ist z € B
und = € Ag, also auch z € Bund z € [JAq,, d. h. 2 € BN (Y 4a)-

2. C:Esseiz € B\ (UAn). Dann ist x € Bund = ¢ |JAa, also z € Bund = ¢ A,
fiir alle a € 1. Damit ist x € B\ A, fiir alle o € I, also z € [\(B \ 4q).
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D: Esseiz € (B\ Ay). Dann ist x € B\ A, fir alle « € I, also z € B und =z ¢ A,
fiir alle a € I. Damit ist x € B und z ¢ |JAq, d. h. x € B\ (J 4q)- O

Satz 1.16 FEs seien X,Y Mengen und f: X =Y.

1. Ist (By)aer eine Familie von Mengen in'Y, so gilt

FUUBa) = £ Ba) und () Ba) = () £ (Ba):

acl acl acl a€cl

2. Ist (Au)acr eine Familie von Mengen in X, so gilt

FUA) = f(4a) und f(()4a) C () f(Ad).

acl acl acl acl

Beweis. Wir beschrinken uns wieder auf die jeweils ersten Aussagen.

1. C: Es sei # € f~'(UBa). Dann ist f(z) € |JBa, d.h. es existiert ein 8 € I mit
f(z) € Bg. Also ist z € f~1(Bg) und damit auch = € |J f~1(Ba).

D:Ist B € I, s0ist Bg C |JBa, also auch f~1(Bg) C f~'(UBa). Da 8 € I beliebig
war, gilt J f71(Ba) C f7H(UBa)-

2. C: Es sei y € f(|JAq). Dann existiert ein z € |JAq mit f(z) = y. Ist § € I mit
x € Ag, so ist also y = f(z) € f(Ag). Damit ist y € |J f(A4q).

D:Ist f €1, s0ist Ag C |J Aq, also auch f(Ag) C f(UAa). Da 8 € I beliebig war,
gilt D. O

Bemerkung 1.17 Man beachte, dass in der letzen Aussage in S. 1.16 kein Gleich-
heitszeichen steht. Tatséchlich liegt Gleichheit fiir alle Familien (A,) genau dann vor,

wenn f injektiv ist ([U]).
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2 Monoide, Gruppen und Ringe

Ziel dieses Abschnittes ist es, algebraische Strukturen zu formalisieren. Dazu betrach-
ten wir allgemein Mengen, die mit gewissen Verkniipfungen versehen sind.

Definition 2.1 Es seien M eine nichtleere Menge und - eine Verkniipfung auf M.

1. Die Verkniipfung heifit assoziativ, falls = (yz) = (zy) z fir z,y, z € M gilt, und
kommutativ, falls zy = yz fir z,y € M gilt. Ist - assoziativ, so heifit (M, -)
eine Halbgruppe. Ist - zudem kommutativ, so heifit die Halbgruppe abelsch
(oder auch kommutativ).

2. Ein e € M heifit neutral (beziiglich ) falls ex = ze = x fiir alle z € M gilt.
Existiert in einer Halbgruppe (M, -) ein neutrales Element e, so heifit (M, -, e).

ein Monoid.

Bei assoziativen Verkniipfungen ldsst man die Klammern meist weg, setzt also zum
Beispiel zyz := (zy)z = z(yz). Das Pluszeichen + wird iiblicherweise nur fiir kom-
mutative Verkniipfungen benutzt. Schliefllich schreibt man auch kurz M statt (M, )
oder (M, -, e).

Beispiel 2.2 1. Das Paar (N, +) ist eine abelsche Halbgruppe, (Ng, +,0), (N, -, 1) und
(Z,-,1) sind abelsche Monoide.

2. Es sei X eine Menge. Dann heifit Z(X) := {A: A C X} die Potenzmenge von
X. Ist (X,-) eine Halbguppe, so definiert das Komplexprodukt

A-B:={zxy:x€ A ye B} (A,BC X)

eine assoziative Verkniipfung - auf 22(X), also ist (Z(X),-) eine Halbgruppe. Ist
(X, -, e) ein Monoid, so ist auch (Z(X), -, {e}) ein Monoid. Im Falle einer einpunktigen
Menge A = {z} schreibt man meist kurz x B statt {}-B und im Falle des Pluszeichens
als Verkniipfung auf X natiirlich auch A+ B statt A- B. Die Menge A + B heifit dann
auch Minkowski-Summe von A und B.

Definition 2.3 Essei (M, -, e) ein Monoid. Ist x € M, so heifit ein y € M linksinvers
zu z, falls yx = e, rechtsinvers zu x, falls xy = e, und invers zu x, falls yr = zy = e
gilt. Entsprechend heifit dann jeweils = (links-, rechts-)invertierbar. Ist jedes x €
M invertierbar, so heifit M eine Gruppe.
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Bemerkung 2.4 Es sei (M, -, e) ein Monoid.
1. Neutrale Elemente sind eindeutig, denn sind e und e’ neutral, so ist

e =ece =e.
Auch inverse Elemente sind im Falle der Existenz eindeutig. Genauer gilt: Sind =, y1, y2 €

M mit y; links- und ys rechtsinvers zu x, so ist

y1 = yie = yi(zyr) = (ix)y2 = ey = yo.

Man bezeichnet das inverse Element zu x mit 2~ !. Bei Verwendung des Verkniipfungs-
zeichens + schreibt man meist —z (und dann auch kurz z — y satt  + (—vy)).
2. Es seien z,y € M invertierbar. Dann sind auch z~! und zy invertierbar mit

(xil)ilzx und (xy)f1 = y g7t

! Lyl =gt =e=y ly=y o lay).

Ist U die Menge der invertierbaren Elemente in M, so ist damit (U, -, e) eine Gruppe
(mit - eingeschriankt auf U x U und Zielbereich U).
3. Ist jedes z € M linksinvertierbar, so ist M schon eine Gruppe ([U]). Entsprechendes

(dax™ 'z =227 ! = e und zyy~

gilt mit rechts statt links.
4. Sind a,b € M und ist a invertierbar, so sind die Gleichungen ax = b und ya = b

eindeutig 16sbar, ndmlich durch x = a~'b bezichungsweise y = ba~! ([U]). Ist M eine
Gruppe, so sind die Gleichungen damit fiir alle a, b eindeutig 16sbar.

Beispiel 2.5 1. Die Tripel (Z, +,0), (Q,+,0) und (Q\{0}, -, 1) sind abelsche Gruppen.
Im Monoid (Z, -, 1) sind nur £1 invertierbar.

2. Es sei X # () ein Menge. Dann ist Abb(X) := Abb(X, X) mit der Komposition o
von Funktionen als Verkniipfung ein Monoid mit neutralem Element idx. Dabei ist

f X — X genau dann invertierbar, wenn f bijektiv ist ([U]). Nach B. 2.4.2 ist damit
S(X) = {f € Abb(X): f bijektiv}

eine Gruppe. Zu f € S(X) invers ist die Umkehrfunktion, die gliicklicherweise sowieso
schon mit f~! bezeichnet wird. S(X) heifit symmetrische Gruppe von X, und ein
Element f € S(X) heifit Permutation von X.

Fiir n € N heif3t speziell S,, := S({1,...,n}) die n-te symmetrische Gruppe. Fiir n > 3

ist S, nicht abelsch ([U]).

Wir wollen nun Produkte und Summen von mehr als zwei Faktoren beziehungsweise

Summanden definieren.
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Bemerkung und Definition 2.6 Es seien (M,-,e) ein Monoid und N € N. Sind

0
Z1,...,xN € M, so setzen wir [] zx := e und
k=1

n—1

[[e) o
k=1

n
firn =1,..., N. AuBerdem schreiben wir 2" := [] z, alsoim Fallez; = ... =z, = x.
k=1
Insbesondere ist #° = e. Ist  invertierbar, so setzen wir auch =" := (z~1)" fiir n € N.

Sind allgemeiner y,41,...,2, € M fiir m,n € Z und n > m, so schreiben wir auch

n n—m
H Tj 1= H Lh+m-
j=m+1 k=1

Im Falle des Pluszeichens als Verkniipfung schreiben wir statt [ [ jeweils Y. Aulerdem

schreiben wir dann nx statt ™. Man beachte, dass die Abbildung (n,z) — nx im
Allgemeinen keine Verkniipfung auf M ist.

Eng verbunden mit dem eben verwendeten Prinzip der rekursiven oder induktiven
Definition ist das Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion: Fiir alle n € N sei

eine Aussage A(n) gegeben. Zum Beweis der Behauptung
Fiir alle n € N gilt A(n)
geht man oft folgendermaflen vor:
1. Man zeigt, dass A(1) richtig ist (Induktionsanfang).

2. Man nimmt an, dass A(n) oder auch A(1),...,A(n) fiir ein beliebiges n € N
richtig ist (Induktionsannahme) und zeigt, dass aus der Induktionsannahme die
Richtigkeit der Aussage A(n + 1) folgt (Induktionsschritt).

Aus 1. und 2. ergibt sich, dass A(n) fiir alle n € N richtig ist.

Manchmal méchte man statt fiir n > 1 die Behauptung A(n) fiir alle n € Ny, n > ng
zeigen. Dann macht man den Induktionsanfang nicht fiir n = 1, sondern fiir n = ng
und den Induktionsschritt von n auf n + 1 fiir beliebiges n > ng.
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Bemerkung 2.7 Es sei ¢ € N. Zur Illustation eines Induktionsbeweises zeigen wir
folgende Aussage, die die Eindeutigkeit der g-adischen Darstellung natiirlicher Zahlen
(vgl. Anhang A) impliziert.

Fir allen € N gilt: Sind aj € {0,...,q—1} fir j=0,...,n—1, so ist

n—1

Zajqj <q".

J=0

1. Induktionsanfang: Fiir n = 1 und ag € {0,...,q — 1} gilt apq® = ap < ¢.
2. Induktionsannahme:

n—1 .
Fiir ein n € N gelte: Sind ag, ... ,an,—1 € {0,...,¢ — 1}, so ist a;q’ < q".
i=0

j=
Induktionsschritt:

Sind ag, .. .,a, € {0,...,q — 1}, so ist nach Induktionsannahme

|
—

n n
D aid = () ai?) +ang” < q" +ang" < ¢"+ (g - 1)g" =¢" .
7=0

I
o

Also gilt die Behauptung fiir n + 1.

Bemerkung und Definition 2.8 Es sei (M, -, e) ein abelsches Monoid. Dann kann
man (induktiv) zeigen, dass fiir x1,z9,z € M und m, m;, ma € Ny folgende Potenzge-

setze gelten:

pMpme —  pmatme ,
a'ey = (z1w2)™
(zm)m2 = gmme

Ist M eine ablesche Gruppe, so gelten die Potenzgesetze auch fiir m, my, ms € Z.
Weiterhin kann man (induktiv und nicht ganz leicht) zeigen, dass fiir ¢ € S, und
Ti1,...,Tn €M

I zote) = ] 2
k=1 k=1

gilt. Damit wird folgende Schreibweise sinnvoll: Ist n € N und ist I eine beliebige

n-elementige Menge, so setzen wir fiir Familien (z;);er in M

H%‘ = H Ty (k) »
k=1

jeI
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wobei ¢ : {1,...,n} — I eine beliebige bijektive Abbildung ist. Ist (y;);cs eine weitere
Familie in M, so gilt damit

@m0 == [ v

Jel jel  jel
Wir kommen jetzt zu algebraischen Strukturen mit zwei Verkniipfungen.

Definition 2.9 Es sei R eine Menge und es seien + und - Verkniipfungen auf R mit:

(R1) (R,+,0) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) (R,-,1) ist ein Monoid.
(R3) Die Verkniipfung - ist distributiv iiber +, d.h. fiir z,y, z € R gilt

r(y+2) = (vy)+ (z2) und (x+y)z = (22)+ (y2).

Dann heiflen (R,+,-) Ring, das neutrale Element 0 zu + Null(element) und das
neutrale Element 1 zu - Eins(element). Ist (R, -, 1) abelsch, so heifit der Ring kom-
mutativ. Wir schreiben manchmal deutlicher O und 1y fiir die neutralen Elemente
eines Ringes. Andererseits schreiben wir oft kurz R statt (R, +, ).

Bemerkung 2.10 Standardbeispiele kommutativer Ringe sind (Z, +,-) und (Q, +, -).
Man verwendet wie in (Q, +, -) auch in allgemeinen Ringen R Punkt-vor-Strich-Schreib-
weisen, also zum Beispiel z 4+ yz := = + (yz). Induktiv ergeben sich fir z € R und
endliche Familien (x;);cr in R die allgemeinen Distributivgesetze

xej :Z.’L'.’L'j und (Zx])x:z:xjw.

jel jeI jeI jeI

Bemerkung und Definition 2.11 Es sei R ein Ring. Dann gilt
1. 0 ist absorbierend fiir R, d. h. 0z =x-0=0 fiir z € R.
2. (—x)y=2(-y) = —zy und (—z)(—y) = zy fir z,y € R .

3. x(y—z2) =xy —zzund (z — y)z = vz — yz fir z,y,z € R.
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Bemerkung 2.12 Es seien R ein Ring und X eine nichtleere Menge. Wir definieren
fir f,g € RX die Funktionen f +g¢g € R¥ und f - g € RY argumentweise durch

(f+9)(x) = f(z) +g(x) und (f-g)(x):=f(z) g(x) (ze€X).

Damit ist RX = (RX,+, ) ein Ring mit Nullelement 05x und Einselement 15, definiert
durch Ozx () := Og und 1px(x) := 1p fiir z € X. Ist R kommutativ, so ist auch RX

kommutativ.

Definition 2.13 Ein Ring (R, +,-) mit Nullelement 0 und Einselemnt 1p heifit
Koérper, falls (R*,-,15) mit
R*:= R\ {0}

eine abelsche Gruppe ist. Wir schreiben im Weiteren auch 1/z statt ! fiir das inverse

Element von z # O beziiglich der Multiplikation und z/y statt xy~!(=y~'z).

Bemerkung 2.14 Eine wichtige Eigenschaft von Korpern ist die Nullteilerfreiheit:
Sind z,y € R mit xy = 0, so ist x = 0 oder y = 0 (da - eine Verkniipfung auf R* ist!).

Beispiel 2.15 1. Der Ring (Q, +, -) ist ein Kérper, der Ring (Z, +, -) nicht.
2. (Binérkorper) Es sei Fo := {Q, &} mit den Verkniipfungen

+10 | & S RVER 3
(VERVEN 3 (VERVERV)
& & | O & O &

Dann ist (Fg,+, ) ein Kérper mit © = 0 = Op, und & = 1 = 1g, ([U]). In der Binéra-
rithmetik ist also 1 +1 = 0.
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3 Geometrische Summenformel und binomische Formel

Wir kommen nun zu verschiendenen Formeln, die in kommutativen Ringen gelten.

Satz 3.1 Es sei (R,+,-) ein kommutativer Ring. Dann gilt fir alle a,b € R und alle
neN

n—1
a®—=b"=(a—-0) Z a’b i (3.1)

Beweis. Es gilt

n—1 n—1 n—1
(a _ b) Z aubn—l—u — Z aaubn—l—u _ Z bal/bn—l—u
v=0
— Z az/+1bn— (v+1) Z a’b v

n—1

= a“b"’“ - a’b" "t =a" - b".
1
=

v=0

Bemerkung 3.2 (geometrische Summenformel) Ist (R,+,-) ein Koérper, so ist fiir
x # 1 nach S. 3.1

n—1

" —1
V= 2
>t = (32)

v=0

Neben der geometrischen Summenformel gibt es eine weitere Formel in kommutativen
Ringen, die binomische Formel. Es handelt sich dabei um eine Summenformel fiir die
Ausdriicke (a + )", wobei a,b € R und n € N ist. Um die allgemeine Formel angeben

zu koénnen, brauchen wir

Definition 3.3 Fiir n € Ny definiert man n-Fakultét durch

n
n! = Hy.
v=1

und fiir n, v € Ny den Binomialkoeffizient n iiber v durch

() Vl[:[nkﬂ
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Es gilt alsoetwa 6! =1-2-3-4-5-6 = 720 und

7 :7-6-5-4'3:21‘
5 5!

Wir stellen einige Eigenschaften der Binomialkoeffizienten zusammen.

Satz 3.4 Fir n,v € Ny gilt

n! n
<n>: MZ(ﬂ_y), falls Vgn.

=0, falls v>n

Beweis. Es gilt fiir v <n

14

[Mn—k+1) T[—k+1)
ny _ k=1 _ k=1 ] (n—v)! _ n!
(1/) vl v! (n—v)l  viin-v)l’

Damit ist auch

(Z) - y!(nni N (- (n—zl))!(n— N (nﬁy> '

Fir v > nist n — v+ 1 <0 und damit [] (n —k+ 1) =0, also auch () = 0.

k=1

Besonders wichtig ist folgende Rekursionsformel:
Satz 3.5 Firn,v e N gilt
(0= (2)+0)
= +
v v—1 v
Beweis. Nach S. 3.4 gilt fiir v € {1,...,n}

<y . 1) + <Z> = W= 1)!(2!— PRI y!(nni I

n!
viin+1-— 1/)!(

v+ (n+1-v)) :—V!(n+1—v)!

Firv=n-+1ist nach S. 3.4

EANCROERNGES

(n+1)! :<n—|—1

17

).
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und fiir ¥ > n + 1 sind beide Seiten = 0. O

Ordnet man die Binomialkoeffizienten (Z) in einem dreieckigen Schema an, wobei in
der n-ten Zeile die Koeffizienten (g), e (Z) stehen, so entsteht das sogenannte Pas-
calsche Dreieck:

0 @) () (). ()

(") ("7 - (0D ()

Die ersten Zeilen berechnen sich etwa unter Ausnutzung von S. 3.5 zu

1 3 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Satz 3.6 (binomische Formel)
Es sei (R,+,-) ein kommutativer Ring. Dann gilt fir alle a,b € R und alle n € Ny

oo 35 (e

v=0

Beweis.
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0
1= (O)arbo.

v=0

2. Fiir ein n € Ny gelte (a+b)" = Y (1)a”b"”. Dann folgt mit S. 3.5
v=0

1. Fiir n = 0 gilt (a + b)°

(CL + b)n+1 = (a + b) (a + b)n = (a + b) Zn: <Z’> a’bvv

v=0

_ = n v+lin—v = n vin—v+1

= Z <V>a b " + Z,Z:O <V>a b

— < n >a,ubn+l—u 4+ Z <n> aubn—l-l—u
1%

'u_l v=0

n

= "ty Z <n + 1) Vbt 4ol
v

v=1
n+1
= 2 (n ’ 1) b
14
v=0

Also gilt die Behauptung dann auch fiir n + 1. O

Beispiel 3.7 Fiir n = 6 gilt

i = 3 (%o

v=0
= 1-0546-ab®+ 15a%b* + 203> + 15a*b> + 6a°b + 1 - a® .

Bemerkung 3.8 Als Spezialfille aus S. 3.6 ergeben sich interessante Beziehungen fiir
das Pascalsche Dreieck: Fiir (R =Z und) a = 1,b = 1 ergibt sich

o = (1+1)" = i (Z) 117 = Vi:o (Z) ,

d. h. die Summe der Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile des Pascalschen Dreiecks
ergibt stets 2”. Fiir a = —1,b = 1 ergibt sich fiir n € N

0—0" = () +1)" =3 (”)(—1)” :

v=0
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d. h. versieht man die Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile jeweils abwechselnd mit
dem Vorzeichen + und —, so erhélt man als Summe 0. Fiir n = 6 gilt etwa

1+6+15+20+15+6+1 =064 =26

und
1-64+15—-20+15—-6+1=0.

Zum Abschluss beschéftigen wir uns kurz mit der Bedeutung der Fakultéten und
Binomialkoeffizienten im Bereich der Kombinatorik. Fiir eine endliche Menge M setzen
wir
#M := Anzahl der Elemente von M.

Dann gilt: Sind M, N endliche Mengen, so existiert eine bijektive Abbildung f: M —
N genau dann, wenn #M = #N ist, also genau dann, wenn M und N gleich viele
Elemente haben. Auflerdem gilt: Ist (M;);c eine endliche Familie endlicher Mengen,
und sind die Mengen paarweise disjunkt, d. h. M; " My, =0 fir j,k € J, j # k, so

ist
# U M; = Z#Mj.

jeJ jeJ

Satz 3.9 Firn € N gilt: Ist X eine n-elementige Menge, so ist

#(S(X)) = nl.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion nach n.

1. Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Behauptung klar.

2. Induktionsschritt: Es sei X eine (n + 1)-elementige Menge. Ohne Einschrinkung
konnen wir X = {1,...,n+ 1} (also S(X) = Sp+1) annehmen. Wir definieren

Tj:={0 € Spt1:0(j) =n+1} j=1,...,n+1).

Dann ist
n+1

UTi=Sw1 wmd T,nT=0 (j#k).
j=1

n+1
Also ist #(Sp4+1) = Zl #(Ty).
j=
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Definiert man fiir o € T; die Funktion 7, € S, durch

(k) o(k), (k:},...,jq))
o(k+1), (k=3,...,n)

so ist T; 3 0 — 7, € S, eine bijektive Abbildung. Nach Induktionsannahme gilt
#(Sn) = n! und damit auch #(7};) = n!. Also ist

n+1
#(Snp1) =Y _nl=(n+nl = (n+1)!.
j=1

Bemerkung 3.10 Ist X eine n-elementige Menge und ist o, C Z(X) fir v €

{0,...,n} die Menge der v-elementigen Teilmengen von X, so ist ([U])

Nach B. 3.8 ist damit auch
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4 Geordnete Korper, reelle und komplexe Zahlen

Definition 4.1 Es sei X # () eine Menge. Eine Relation < auf X heift Ordnung
(auf X), falls gilt

(O1) Fiir alle z,y € X gilt entweder x = y oder x < y oder y < z (Trichotomie).
(02) Fir x,y,z € X gilt: aus < y und y < z folgt x < z (Transitivitit).

Das Paar (X, <) heiit dann eine geordnete Menge. Auflerdem bedeutet x < y, dass
entweder ¢ < y oder x = y gilt. SchieBllich scheiben wir auch y > x statt r < y und
y > x statt x < y.

Definition 4.2 Es seien (X, <) geordnet und M C X.
1. M heifit nach oben beschrinkt, wenn ein s € X existiert mit

r<s firalle z€ M.

Ein solches s heifit dann eine obere Schranke von M. Ist dabei s € M, so heifit s
Maximum von M (Schreibweise: max M := s)
2. M heifit nach unten beschrinkt, wenn ein s € X existiert mit

x>s firalle xe€ M.

Ein solches s heifit dann untere Schranke von M. Ist dabei s € M, so heifit s
Minimum von M (Schreibweise: min M := s)
3. M heifit beschrinkt wenn M nach oben und nach unten beschrinkt ist.

Beispiel 4.3 Es sei (X,<) = (Q,<). Dann ist die Menge M = {1/n : n € N}
beschriankt mit max M = 1, aber M hat kein Minimum!

Bemerkung 4.4 Per Induktion kann man zeigen ([U]): Ist (X, <) geordnet, so hat
jede nichtleere, endliche Menge M C X ein Maximum und ein Minimum. Per Induktion
(oder aus dem Wohlordnungsprinzip; siehe Anhang A) folgt auch, dass jede nichtleere,
nach oben beschrinkte Menge M C 7Z ein Maximum und jede nichtleere, nach unten
beschrankte Menge M C Z ein Minimum hat.

Definition 4.5 Es sei K = (K, +,-) ein Korper. Ist < eine Ordnung auf K, so heifit
K = (K,+,-,<) geordnet, wenn fiir z,y € K folgende Vertriiglichkeiten mit der
Addition und Multiplikation erfiillt sind:
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(03)  Aus x < y folgt x + z < y + z fiir alle z € K (1. Monotoniegesetz).
(O4) Aus z <y und z > 0 folgt zz < yz (2. Monotoniegesetz).

Wir nennen z € K positiv, falls x > 0 gilt und negativ, falls x < 0 gilt. Aulerdem
setzen wir Ky :=={r € K:x >0} und K_:={z € K : 2z <0}.

Satz 4.6 Es seien K = (K, +,-,<) ein geordneter Korper und x,y € K. Dann gilt
1. Esist x > 0 genau dann, wenn —x < 0 ist,
2. Aus x,y <0 oder x,y > 0 folgt zy > 0,
3. Fiir x # 0 ist x2 > 0, insbesondere also 1 = 12 > 0,

4. Aus 0 < x <y folgt 0 < 1/y < 1/x.

Beweis. 1. Aus 0 < z folgt —z =0+ (—z) < z + (—z) = 0, mit (03), d. h. —z < 0.
Entsprechend folgt aus —x < 0auch 0 =2+ (—z) <z +0==.

2. Sind z,y > 0, so folgt mit (O4) sofort 0 = 0y < zy.

Es seien x,y < 0. Dann ist —y > 0 nach 1. Wegen = < 0 ergibt sich mit (0O4)

—(zy) = z(-y) <0(-y) =0,

also zy > 0 mit 1.

3. Ergibt sich unmittelbar aus 2. und (O1).

4. Zunichst ist 1/x > 0, denn angenommen, es gilt 1/ < 0 und damit 1/z < 0. Dann
folgt 1 = x/z < x -0 = 0 mit (O4), im Widerspruch zu 3. Genauso ist 1/y > 0. Aus
x < y ergibt sich also z/y < y/y = 1 mit (O4) und wieder mit (O4)

1 1
<l -—=-.
r

88
K=

<
< | =
< |8

Beispiel 4.7 1. (Q,+, -, <) ist ein geordneter Kérper.

2. Im Binérkorper (Fg, +,-) existiert keine Ordnungsrelation mit den Eigenschaften
aus D. 4.5. (Angenommen doch. Dann ist 1 > 0 nach S. 4.6.3, also auch 0 =1+ 1 >
140 =1, im Widerspruch zu (O1).)
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Bemerkung 4.8 Es sei K ein geordneter Kérper. Per Induktion sieht man leicht:
1. Ist n € N und ist x < y, so gilt nz < ny und im Falle x > 0 auch 0 < 2™ < y".
2. Ist x > 0, so ist auch nx > mx > 0 fiir alle n,m € N mit n > m.

Insbesondere folgt aus 2., dass K unendlich ist. Genauer ergibt sich auch: Sind z,y € K
mit z < y, so ist die Menge {z € K : z < z < y} unendlich.
(Denn: Fiir alle n,m € N mit n > m ist n1 > ml > 0, also 1/(m1) > 1/(nl1) > 0 und
folglich

r<z+(y—=)/(nl) <z+(y—=)/(ml) <y.)

Im Allgemeinen sind in geordneten Kérpern Gleichungen der Form
" =c,

wobei ¢ € K,n € N,n > 1 nicht I6sbar. Ist ¢ < 0 und ist n gerade, so ist dies nach S.
4.6.3 ohnehin ausgeschlossen. Aber auch im Falle ¢ > 0 existiert im Allgemeinen keine
Losung.

Satz 4.9 Fiir alle v € Q ist 2% # 2.

Beweis. Angenommen, es existiert p/q¢ € Q mit (p/q)? = 2. Wir kénnen ohne Ein-
schrankung annehmen, dass p € Z, ¢ € N teilerfremd und damit insbesondere nicht
beide gerade sind.
Dann folgt p? = 2¢2, d. h. p? ist gerade. Damit ist dann auch p gerade, d. h. p = 2p,
fiir ein pg € Z. Dann ist

2¢° = p* = 4pj

d. h. ¢ = 2p(2), also ¢> und damit auch ¢ gerade. Also ergibt sich ein Widerspruch.
Damit ist die Annahme falsch d. h. es existiert kein z € Q mit 22 = 2. O

Unsere Ziele im Weiteren sind:

e Erweitern von (Q, +, -, <) zu einem geordneten Korper (R, +, -, <) so, dass 2" = ¢
fir alle n € N und ¢ > 0 losbar ist.

e Erweitern von (R, +, ) zu einem Kérper (C,+, ) so, dass 2™ = ¢ fiir alle n € N
und ¢ € C losbar ist.
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Bemerkung und Definition 4.10 Es sei (X, <) geordnet, und es sei M C X. Mit
einer oberen Schranke s von M ist natiirlich jedes t € X mit ¢t > s ebenfalls eine obere
Schranke fiir M. Es stellt sich in natiirlicher Weise die Frage nach kleinsten oberen
(und groBten unteren) Schranken.

Eine obere Schranke s* € X von M heifit kleinste obere Schranke (oder Supre-
mum) von M, falls s > s* fiir jede obere Schranke s von M gilt. Eine untere Schranke
s« € X von M heifit grofite untere Schranke (oder Infimum) von M, falls s < s,
fiir jede untere Schranke s von M gilt.

Aus der Definition ergibt sich sofort, dass fiir jedes M hochstens ein Supremum und
ein Infimum existieren. Wir schreiben im Falle der Existenz

sup M :=s*

beziehungsweise
inf M := s,.

Existiert max M, so gilt sup M = max M. Im Falle der Existenz von min M ist inf M =
min M.

Beispiel 4.11 Es sei (X, <) = (Q, <).
1. Ist M = {1/n:n € N}, so gilt 1 = max M = sup M. Obwohl M kein Minimum hat,
existiert inf M und es gilt

inf M = 0.

(Denn: Zunéchst ist 0 eine untere Schranke von M. Ist s > 0, also s = p/q mit p,q € N,
soist 1/(¢+1) < sund 1/(¢+1) € M. Also ist s keine untere Schranke von M. Damit
ist jede untere Schranke s < 0.)
2. Ist

M={zeQ:2>0,2°<2} (={r€Q:2>0, 2°<2}).

Dann ist M beschrénkt, denn 0 ist eine untere Schranke und 3/2 ist eine obere Schranke
von M. (Ist x > 3/2, so folgt 22 > (3/2)2 =9/4 > 2, also x & M.)
Hier ist inf M = min M = 0, es existiert aber kein Supremum von M, wie wir jetzt

zeigen werden.

Bemerkung 4.12 Es sei K ein geordneter Korper. Dann gilt fiir alle z > —1 die
Bernoulli-Ungleichung
I+2z)">14+nz
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([U]). AuBerdem ist fiir 0 < a < b nach S. 3.1

n—1
a —b" = (a—0) Z a’b" v < n(a - b)a" L.
v=0

Satz 4.13 FEs seien K ein geordneter Korper und n € N sowie 0 < c € K. Fir
M:={zxeK:x>0,2" <c}.
gilt dann

1. M ist nichtleer und nach oben beschrinkt.
2. FEmistiert s := sup M, so gilt s" = c.
Beweis. 1. Es gilt 0 € M, also M # (). Auflerdem ist 1 + ¢ obere Schranke vom M,
denn ist x € K mit x > 1 + ¢, so gilt nach der Bernoullischen Ungleichung
"> (1+e)">1+nc>nc>c

und damit ist =z ¢ M.
2. Wir zeigen, dass weder s™ > ¢ noch s" < ¢ gelten kann (damit ist s = ¢).

Angenommen, es ist s > ¢. Dann gilt fiir § := Tf:{_ﬁ nach B. 4.12

sT—(s— 0" <nis" <" —¢

also (s —0)" > c.

Ist z € M, so folgt 2" < ¢ < (s — )™ und damit auch = < s — 4. Also ist s — § obere
Schranke von M im Widerspruch dazu, dass s kleinste obere Schranke ist.
Angenommen, es ist s” < ¢. Dann existiert ein 6 > 0 mit (s 4+ J)"” < ¢ (nach B. 4.12

mit a = s+ 0 und b = s ist

c—s"
d:=min<l, —
mm{ (s 1) }
geeignet). Dann ist aber s+ € M und damit s keine obere Schranke von M. Wider-

spruch.
Od
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Definition 4.14 Ein geordnete Menge (X, <) heiit (ordnungs-)vollstéindig, falls
jede nichtleere, nach oben beschréankte Teilmenge M von X ein Supremum hat.

Bemerkung und Definition 4.15 Es sei K ein vollstindiger geordneter Korper.
Fiir jedes ¢ € K, ¢ > 0 und jedes n € N hat die Gleichung

r =cC

genau eine Losung s € K mit s > 0.

(Denn: Die Existenz einer Losung s ergibt sich aus S. 4.13. Sind s1,s2 € K mit
0 < s1 < 52 so ergibt sich auch s < sj. Also hat die Gleichung 2™ = c héchstens eine
Losung.)

Wir setzen

Ve :=s.

Damit ergibt sich fiir ¢,d € K mit ¢,d > 0 sowie n,m € N aus den entsprechenden

Potenzgesetzen leicht ([U])

Ved = /eVd und Y e= "{/c

und fiir 0 < ¢ < d auch {/c < V/d.
Von fundamentaler Bedendeutung fiir die Analysis ist das folgende Ergebnis.

Satz 4.16 Es existiert ein vollstindiger geordneter Korper (R, +,-, <), der eine Er-
weiterung von (Q, +, -, <) darstellt (d. h. Q C R und die Finschrinkungen von +, - und

< auf Q stimmen mit den entsprechenden Funktionen bzw. Relationen in Q dberein).

Bemerkung 4.17 Die Elemente von R heiflen reelle Zahlen. Auf eine mdogliche
Konstruktion der reellen Zahlen und den Beweis zum obigen Satz werden wir im
Anhang A eingehen. Als eine wichtige Folgerung aus der Vollstdndigkeit ergibt sich:

1. N ist unbeschrénkt in R (archimedische Eigenschaft von R).

2. Sind z,y € R mit = < y, so existiert ein r € Q mit x < r < y (Dichtheit von Q
in R).
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Bemerkung und Definition 4.18 Manchmal ist es praktisch und sinnvoll, die ge-
ordnete Menge (R, <) um zwei Punkte +o0o (oder kurz co) und —oo so zu erweitern,
dass definitionsgemifl —oo < =z < oo fiir alle z € R ist. Fir M C R ist damit
sup M = oo, falls M nach oben unbeschréinkt ist, und inf M = —oo, falls M nach
unten unbeschénkt ist.

Eine nichtleere Menge I C R heifit Intervall, falls x € I fiir alle z € R mit inf I <
x < sup/ gilt. Fiir a,b € RU {£o00} setzen wir

[a,b] == {x€eR:a<z<b} falls —co<a<b< oo
(a,b) == {reR:a<xz<b}, falls —c0o<a<b< oo
[a,b) = {xreR:a<z<b}, falls —co<a<b< oo
(a,b] = {xreR:a<xz<b}, falls —oc0o<a<b< oo

Jedes Intervall hat genau eine solche Form, wobei stets a = inf I und b = sup I.

Wie wir oben gesehen haben, hat damit in R jede Gleichung 2" = ¢ fiir n € N und
¢ > 0 eine Losung. Leider gilt dies nicht mehr im Falle ¢ < 0 und n gerade (da z™ > 0
fiir gerades n und beliebiges © € R nach S. 4.6.3). Unser Ziel ist es nun, den Kérper

2 = ¢ auch fiir ¢ < 0 (also etwa 2% = —1)

der reellen Zahlen so zu erweitern, dass x
losbar ist. (Wir werden spiter sehen, dass tatséichlich dann auch ™ = ¢ fiir beliebiges

c 16sbar ist.)

Bemerkung und Definition 4.19 Wir betrachten die abelsche Gruppe
(R?,+, (0,0)) = (RIM2} 4 0)

aus B. 2.12. Mit der dort allgemein definierten argumentweisen Multiplikation ist R?
zwar ein kommutativer Ring, aber nicht nullteilerfrei und damit insbesondere kein

Kérper. Wir definieren alternativ fiir z = (s,t) und y = (u, v) in R?
x-y=(s,1t) (u,v) = (su—tv,sv+ tu).

Man rechnet leicht nach, dass damit (R?, +,-) ein Kérper ist mit 1 = (1g,0g). Man
schreibt dann meist C statt R? und nennt die Elemente von C komplexe Zahlen.

Traditionell verwendet man z oder w als Bezeichung fiir eine komplexe Zahl. Sind etwa
z=(3,—1) und w = (1,2), so ist

cow=(3,-1)(1,2) = (3— (~2),6 — 1) = (5,5) .

Fiir z = (s,t) # 0 gilt
1 S —t

z <s2+t2’52+t2>'
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Bemerkung und Definition 4.20 Aus der Definition der Addition und der Multi-
plikation ergibt sich (s,0)+ (u,0) = (s+wu,0) und (s,0)(u,0) = (su,0), d. h. Addition
und Multiplikation der komplexen Zahlen (s,0) und (u,0) entprechen der Addition
und der Multiplikation von s und u in R. Indem wir die komplexe Zahl (s,0) mit der
reellen s identifizieren, kénnen wir den Korper C damit als Erweiterung des Korpers

R auffassen. Wir schreiben dann auch kurz s statt (s,0). Man nennt weiterhin
i:=(0,1)eC
die imaginére Einheit in C. Fiir ¢ gilt
i2 = (0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.
Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir jedes z = (s,t) € C in der Form
z=(s,t) =(5,0)+ (0,1)(¢,0) = s+ it

schreiben. Diese Darstellung heifit Normalform (oder kartesische Form) von z. So
gilt etwa
z=(3,-1)=3+i(-1)(=3—1).

Weiter nennen wir Re z := s Realteil von z und Im z := ¢ Imaginérteil z.

Bemerkung 4.21 In (C,+,-) ist es nicht moglich, eine Ordnungsrelation < (mit den
Eigenschaften aus D. 4.5) zu definieren.

(Denn: Angenommen, doch. Dann wére 1 > 0 nach S. 4.6.3, also —1 < 0 nach S. 4.6.1.
Fiir z = i wire mit S. 4.6.3 aber auch 0 < i2 = —1, also Widerspruch zu (O1).)

Der Beweis zeigt, dass kein Korper, in dem die Gleichung 22 = —1 eine Losung hat,
zu einem geordneten Korper gemacht werden kann.

Bemerkung und Definition 4.22 Es sei z = s + it eine komplexe Zahl.
1. Die komplexe Zahl Z := s — it heifit zu z konjugiert komplex.
2. Die Zahl |z| := Vs + ¢? € [0, 00) heiit Betrag von z.

Geometrisch entsteht Z durch Spiegelung von z an der reellen Achse. Der Betrag |z
beschreibt — nach dem Satz des Pythagoras — anschaulich die Lénge der Strecke von
0 nach z in der euklidschen Ebene.

Fiir z,w € C ergibt sich leicht

z+w=zZ+w, Zw =Z - W, (z) ==

sowie

Re(z) = %(2 +2) und Tm(z) = 2%(2 _3).
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Satz 4.23 Fir z,w € C gilt

~

|z| >0 und |z| =0 genau dann, wenn z = 0 ist,

2l =1z, [zl =1-=2, [Rez[ <[z, [Imz|<|z],

b

3. |22 = 2z und 1)z = Z/|2|2, falls z # 0,

4. |zw| = |z| |w| und |z +w|? = |22 + 2Re(zw) + |w|?,

5. (Dreiecksungleichung) |z £ w| < |z| + |w|.
Beweis. 1., 2. und 3. als [U].
4. Es gilt nach 3.

2wl = (2w)(zw) = (22)(ww) = [2[*|w]* = (|2]|w])?
Durch Wurzelziehen folgt die erste Behauptung. Weiter gilt
|z +w? = (z+w)(Z+D) = 2Z + 20 + wZ + w = |2]> + 2Re (20) + |w|?.
5. Nach 2. und 4. ist
|2+ wl? < [z + 202w + |w]? = |21 + 2lzljw] + [w]* = (2] + w])?

Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung fiir z + w. Damit erhélt man dann auch

|2 —w| <[z] +| = w| = |2] + ] .

Beispiel 4.24 Fiir z = 3 — i gilt
|zl =v9+1=+V1 z=3—-i(-1)=3+1i

und

2Z2=3-9)3+i)=9+1(=2%).

Definition 4.25 In Verallgemeinerung von D. 3.3 setzen wir noch fiir z € C und
v € Ny
Ayt - falls v eN

(Z) :_,}!klill@—k%-l)— )

1, falls v =0

Die komplexe Zahl (fj ) heifit Binomialkoeffizient z iiber v.
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5 Stetigkeit und Grenzwerte

Im Weiteren sei stets K € {R,C}, also K der Korper der reellen oder der komplexen
Zahlen.

Definition 5.1 Es sei X C C.
1. Ist a € X und ist f : X — K, so heifit f stetig an der Stelle a, falls zu jedem
€ > 0ein 0 = J. > 0 existiert mit

[f(z) = fla)] <e

fiir alle (x € X mit) |z — a| < 0. Weiter heifit f stetig auf der Menge M C X, falls
f stetig an jeder Stelle a € M ist. Ist M = X, so heifit f kurz stetig.

2. Mit C(X, K) bezeichen wir die Menge aller stetigen Funktionen f : X — K. Aufer-
dem setzen wir C(X) := C(X,C).

Bemerkung und Definition 5.2 Aus der Definition folgt sofort:
1. Die identische Abbildung f = idk ist stetig.
2. Konstante Funktionen f : C — K sind stetig.
3. Ist f stetig, so ist fiir jede Menge M C X auch f|ys stetig.
4. Ist p > 0 und
Up(a) :=U,x(a) :={x € X : |z —a| <p},

so ist f : X — K genau dann stetig an der Stelle a, wenn f|y,4) stetig an a ist. Die
Menge U, (a) heiit p-Umgebung von a (beziiglich X). Im Falle X = R ist U,(a) das
Intervall (a—p,a+p) und im Falle X = Cist U,(a) eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt

a und Radius p ([U]).

Wir wollen eine Charakterisierung der Stetigkeit herleiten, die auf dem zentralen Be-

griff des Grenzwertes beruht.

Definition 5.3 Es sei X C C. Ein Punkt a € C heifit Haufungspunkt von X, falls
zu jedem ¢ > 0 ein z € X mit 0 < |z — a| < € existiert (also U. x(a) \ {a} nichtleer
ist). Wir schreiben X' fiir die Menge aller Hiufungspunkte von X. Ist ¢ € X und kein
Haufungspunkt, so heifit ¢ ein isolierter Punkt von X.

Beispiel 5.4 Fiir X = {1/k, k € N} ist 0 € X’ (aber 0 ¢ X). Zudem ist jedes a € X
ein isolierter Punkt von X.
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Bemerkung und Definition 5.5 Es seien X eine Menge und f: X — K.

1. Ist M C X, so heiit f beschrinkt auf M, falls die Menge {|f(z)| : z € M} (nach
oben) beschriankt in R ist, also falls ein M > 0 existiert mit | f(x)| < M fiir alle x € M.
Im Falle M = X sagen wir kurz, f sei beschréankt.

2. Ist X C C und ist a € X', so heiit f abklingend an a, falls zu jedem £ > 0 ein
d = 0 > 0 existiert mit |f(x)| < ¢ fiir alle (x € X mit) 0 < |z — a| < §. Existiert eine
Konstante ¢ € K so, dass f — ¢ abklingend an a ist, so heiflit f konvergent an der
Stelle @ und ¢ Grenzwert von f an der Stelle a. Wir schreiben dann

f(z) = ¢ (x — a).

Man beachte dabei, dass auch im Falle a € X, also im Falle, dass f(a) existiert, der
Funktionswert f(a) beim Grenzwert keine Rolle spielt!

Aus a € X' folgt, dass hochstens ein Grenzwert ¢ von f an a existiert ([U]). Wir
schreiben im Falle der Existenz auch

ilg}lf(a:) =c.

Bemerkung 5.6 Es seien X CC, f,g: X - Kund a € X'.

1. Sind f und g abklingend an a, so sind auch f 4 g abklingend an a.

2. Existiert ein p > 0 so, dass f auf U,(a) beschrankt ist, und ist g abklingend an a,
so ist auch f - g abklingend an a.

(Denn:

1. Es sei € > 0 gegeben. Dann existieren ein 7 > 0 und ein 0 < 6 < n mit |f(x)]| < /2
fir 0 < |z —al <nund [g(x)] < /2 fir 0 < |z —a| <. Also gilt fir 0 < |z —a| < d
nach der Dreiecksungleichung

[f (@) £ g(x)] < |f(@)| +lg(z)| <e/2+e/2=¢.

2. Es seien M, p > 0 so, dass |f(z)| < M fiir alle € Upy(a). Ist € > 0 gegeben, so
existiert ein 0 < § < p mit |g(x)| < e/M fir 0 < |z — a] < J. Dann ist

[f(@)g(z)| < Mlg(x)] <e (0 <l|r—al] <9))

Definition 5.7 Ist X eine Menge und ist M C X, so definieren wir die Indikator-
funktion 1), = 1p7 x : X — R von M (beziiglich X) durch

1, fallsze M

1M(:L') = .
0, fallsze X\ M
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Beispiel 5.8 Es seien X = R und M := {1/k: k € N}.
1. Fir f = 1,7 gilt
flz) =0 (x—a)

fiir alle a € R* (zu jedem a # 0 existiert ein p > 0 mit f(x) = 0 fiir alle 0 < |z—a| < p).

An der Stelle a = 0 existiert kein Grenzwert ([U]).
2. Fir f = 1, - idg, also

z, fallsxze M

fz) = ,
0, fallsz¢g M

gilt
fz) =0 (xz—a)

fiir alle @ € R (fiir a # 0 kann man wie in 1. argumentieren und fiir a = 0 folgt die
Behauptung etwa aus B. 5.6, da 1, beschrénkt ist).

Der folgende Satz zeigt, dass Grenzwertbildung mit den algebraischen Operationen
in C vertréglich ist. Wir definieren dazu in Ergidnzung zu B. 2.12 fiir eine beliebige
Menge X und eine nullstellenfreie Funktion g : X — K (also g(z) # 0 fiir alle x € X)
die Funktion 1/g : X — K argumentweise durch

(1/g)(z) :==1/g(z)  (z€X)

und damit auch f/g:= f-(1/g) fir f: X — K.

Satz 5.9 Es seien X C C und f,g: X — K. Weiter sei a € X' mit
f(x) =b und g(x) —c (z—a).
Dann gilt
1. (ftg)(z) > btec (z—a).
2. (f-9)(x) = b-c(z—a).

3. Ist g nullstellenfrei und ist ¢ # 0, so folgt (f/g)(z) — b/c (x — a).

Beweis. 1. Die erste Aussage ergibt sich sofort aus B. 5.6.1.
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2. Zuniichst existiert ein p > 0 mit |f(z) — b| < 1 fiir 0 < |z — a| < p und somit auch
[f(@)| = [f(z) =b+b] < 1+]b].
Damit ist f beschrinkt auf U,(a). Weiter ist
f(@)g(x) —be = f(z)g(x) — cf (x) + cf (x) = be = f(x)(g(x) — c) + c(f(z) — b).

Nach B. 5.6 ist die rechte Seite abklingend an a. Also folgt (fg)(z) — be (x — a).
3. Nach 2. reicht es, zu zeigen:

(1/g)(x) — 1/c (x — a).
Da ¢ # 0 ist, existiert ein p > 0 mit
lg(x) —c <lel/2 (0 <]z —a| <p).

Also gilt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung ([U])
9(z)| = e+ g(x) — | = |e| = |g(x) — ] > |e] = |e|/2 = |¢[/2> 0

und damit |1/g(x)| < 2/|c| fir 0 < |z — a| < p. Folglich ist 1/¢ beschrankt auf U,(a).
Nach B. 5.6 ist

1 1 1
9@ o m(l —g(x)/c)
abklingend an a, also gilt 1/g(x) — 1/c (v — a). O

Bemerkung 5.10 Ist unter den Voraussetzungen des vorherigen Satzes K = R und

f <g (also f(z) < g(x) fir alle x € X), so gilt b < ¢ ([U]). Im Allgemeinen folgt aus
f < g jedoch nicht b < ¢ (sondern eben nur b < ¢).

Bemerkung 5.11 Esseien X € C,a € X" und f : X — K. Aus den obigen Definitio-
nen ergibt sich unmittelbar: Es gilt f(z) — ¢ (x — a) genau dann, wenn die Funktion

fac: X U{a} — C, definiert durch

c, falls z = a

foe(@) = f(z), fallsz#a ’

stetig an a ist. Ist @ € X, so gilt damit auch:
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f ist genau dann stetig an a, wenn f(z) — f(a) (x — a) gilt.
Aus der Definition der Stetigkeit ergibt zudem sofort: Ist a ein isolierter Punkt von
X, so ist f stets stetig an a.
Mit S. 5.9 erhélt man damit: Ist X C C und sind f, g stetig an a € X, so sind f + g,
f - g und fiir nullsetllenfreies g auch f/g stetig an a.

Beispiel 5.12 Ist M = {1/k: k € N} und f = 1), wie in B. 5.8, so gilt fiir K € N

fl@) = 0#1=f(1/k) (x—1/k)

und damit ist f nicht stetig an 1/k. Da an 0 kein Grenzwert existiert, ist f auch nicht
stetig an 0. Die Funktion f = 1;/idg aus B. 5.8 ist ebenfalls unstetig an allen Stellen
1/k, aber stetig an der Stelle 0.

Definition 5.13 Es seien X eine Menge und f : X — K. Ist f(x) = 0, so heifit  eine
Nullstelle von f. Mit Z(f) bezeichnen wir die Menge der Nullstellen, also

Z(f)={zeX: f(zx) =0}.

Beispiel 5.14 Eine Polynomfunktion (oder kurz Polynom) ist eine Funktion P :
K — K der Form

d
P(z) = Z a,x”
v=0

mit ag, . ..,aq € K. Ist ag # 0, so heifit deg(P) := d der Grad von P und ay, ..., aq die
Koeffizienten von P. Sind P, ) Polynome, so ist auch P - @) ein Polynom, und zwar
von Grad deg(P)+deg(Q). Aus B./D. 5.2.1 ergibt sich durch wiederholte Anwendung
von B. 5.11, dass jedes Polynom stetig ist.

Sind P, @ Polynome, so ist zudem P/Q : K\ Z(Q) — K stetig, wieder nach B. 5.11.
Funktionen der Form P/Q@ heiflen rational.

Bemerkung 5.15 Es seien U C C, a € U' und ¢ : U — C mit p(u) = a (u — «).
Weiter seien X C C mit p(U) C X und f: X — K.

1. Ist a € X und ist f stetig an a, so gilt (fo)(u) = f(a) (u — «). Ist zusétzlich
a € U und ¢ stetig an «, so ist auch f o ¢ stetig an a.

2. Ist a € X'\ (U \ {a}) mit f(x) = ¢ (x — a), so gilt (fop)(u) = c (u— a).
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(Denn: 1. Ist € > 0 gegeben, so existiert ein n > 0 mit

[f(z) = fla) <e  (Jz—al <n).
Weiter existiert ein § > 0 so, dass

lp(u) —al <n (0<|u—al <d).

Damit ist |f(p(u)) — f(a)] < e fir 0 < |u — a| < 4.
2. Die 2. Behauptung ergibt sich aus 1. durch Anwendung auf f, .)

Bemerkung und Definition 5.16 Es seien X C C und f: X — K. Ist a € C und
ist M C X mit a € M’, so schreiben wir

flz) >¢c (r—a,zeM) und lim f(x):=c¢,
M>3xz—a

falls flar(z) — ¢ (x — a) gilt. Sind dabei speziell @ € R und M := X N (a, 00), so sagt
man, dass f an a den rechtsseitigen Grenzwert ¢ hat und schreibt dann f(z) — ¢
(x — a™) sowie

f(a®):= lim f(z):=c.

z—a™t
Entsprechend spricht man im Falle M = X N(—o0, a) vom linksseitigen Grenzwert
¢ und schreibt dann f(z) — ¢ (x — a™) sowie

f(@a™):= lim f(z):=c

T—a—

Man sieht damit leicht: Ist a € R Haufungspunkt von X N(—o00,a) und von X N(a, o),
so gilt f(z) — ¢ (x — a) genau dann, wenn f(a™*) und f(a™) existieren und

erfiillt ist. Existieren f(a™) und f(a™) mit

fla®) # fla),

so heifit a Sprungstelle von f. An Sprungstellen hat f keinen (beidseitigen) Grenz-

wert.

Beispiel 5.17 1. Die Vorzeichenfunktion sgn : R — R ist definiert durch

1, falls >0
sgn(z) = 0, falls z=0
—1, falls =<0
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Hier gilt

sgn(07) = lim sgn(z) =1, sgn(07) = lim sgn(z) = —1.

z—0t z—0~

Damit ist a = 0 eine Sprungstelle.
2. Die Indikatorfunktion 1lgp von Q (beziiglich R) heifit Dirichlet-Funktion. Die
Dirichlet-Funktion hat fiir kein a in R einen rechts- oder linksseitigen Grenzwert!
(Denn: Ist a € R und ist § > 0, so existieren z € Q und y € R\ Q (also f(z) =1 und
fly) =0) mit a < x,y < a + 0. Hieraus folgt, dass kein rechtsseitiger Grenzwert an a
existiert. Entsprechend sieht man, dass kein linksseitiger Grenzwert existiert.)
Insbesondere ist damit f unstetig an allen Stellen a € R.

Wie etwa die Funktion sgn zeigt, sind Bildmengen von Intervallen unter Funktionen
mit Sprungstellen im Allgemeinen keine Intervalle. Anders ist die Situation bei stetigen
Funktionen, wie der folgende, fiir die Analysis zentrale Satz zeigt. Der Beweis beruht
ganz wesentlich auf der Vollstandigkeit von R.

Satz 5.18 (Zwischenwertsatz)
Es seien X C R und f : X — R stetig. Ist I C X ein Intervall, so ist auch f(I) ein
Intervall.

Beweis. Wir (miissen) zeigen: Ist n € R mit inf f(I) < n < sup f(I), so existiert ein
el mit f(§) =n,alsone f(I).

Zunichst existieren nach Definition des Supremums und des Infimums u,v € f(I) mit
u < n < v. Also existieren o, f € I mit f(a) = u und f(f) = v. Ohne Einschrinkung
koénnen wir o < # annehmen. Da [ ein Intervall ist, folgt o, 5] C I. Wir setzen

M:={zx€|a,f]: f(z) <n}.

Dann ist M # () (da o € M) und beschrinkt, also existiert aufgrund der Vollstéindig-
keit von R
£:=supM € R.

Dabei gilt £ € [a, (], da 8 eine obere Schranke von M ist, also £ € I. Geanuer gilt
£ € M, also f(¢) <n. (Denn: Es gilt jedenfalls ¢ € M’ U M ([U]). Ist £ € M’, so folgt
fl@) = f(&) (x = & x € M), da f stetig an £ € [ ist. Aus f(z) < ¢ fiir alle x € M
folgt f(¢) < n nach B. 5.10.)

Damit ergibt sich ¢ < 8 und mit n < f(x) — f(&) (z — £T) auch n < f(£) nach B.

5.10, also insgesamt f(§) = 7. O
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Bemerkung 5.19 Fiir n € N betrachten wir f : R — R mit f(z) := 2™

Ist I =[0,00), so gilt 0 = f(0) € f(I) und sup f(I) = oo (ist M > 1 und x > M, so
gilt f(x) =a™ > x > M). Da f stetig ist, folgt f(I) D I aus dem Zwischenwertsatz
(und damit f(I) = I). Also hat fiir jedes ¢ > 0 (also ¢ € I) die Gleichung z" = ¢
eine Losung in I. Wir erhalten also aus dem Zwischenwertsatz noch einmal — und jetzt

vollig schmerzlos — die Existenz n-ter Wurzeln.

Bemerkung und Definition 5.20 Es seien X C Rund f: X — K.
1. Wir schreiben oo € X', falls X nach oben unbeschrinkt ist und —oo € X’ falls X
nach unten unbeschrinkt ist. Aulerdem setzen wir

Up(Fo0) :=U, x(+o0) :={x € X : £ > 1/p}.
2. Ist oo € X', so schreiben wir

f(x) = ¢ (z—00) oderauch f(oo7):= lim f(x):=c,

T—00
wenn zu jedem € > 0 ein § = 0. > 0 so existiert, dass | f(z) —c| < ¢ fiir alle x € Us(o0).
Dies ist genau dann der Fall, wenn f(1/u) — ¢ (u — 0") gilt. Damit gelten die
Aussagen von S. 5.9 auch hier. Entsprechend schreiben wir im Fall —oco € X’
f(r) ¢ (z— —o00) oderauch f(—oo™):= lim f(z):=c¢,
T—r—00

wenn zu jedem € > 0 ein § = 6. > 0 so existiert, dass | f(z)—c| < ¢ fiir alle x € Us(—0o0).
Dies ist genau dann der Fall, wenn f(1/u) — ¢ (u — 07) gilt.

Beispiel 5.21 1. Fiir n € Nsei f : R\ {0} — R definiert durch f(z) = 1/2". Aus
f(1/u) =u" — 0 (u— 0) folgt

1/2" = f(x) =0 (x = £00).

2. Es seien P(x) = Zd: a,x” und Q(z) = f: byxt Polynome mit d = deg(Q) > 0 (und
v=0 =0
deg(P) <d).Ist f:=P/Q:R\ Z(Q) HMK, so gilt
f(z) = aq/bg (x = £00).

(Denn: Zunéchst ist Z(Q) endlich ([U]) und damit ist R \ Z(Q) jedenfalls nach oben
und unten unbeschrénkt. Da by # 0 ist, gilt fiir z € Z(Q)

P(r) aq+ ag—1x" ' 4 -+ agz™¢ aq
Q(x)  bg+bg_iz=l+ - +bgx=d " by

nach 1. und S. 5.9.)

(r — +00)
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Definition 5.22 Sind X C Rund f: X — K mit f(X) C R, so heifit f
1. (monoton) wachsend, falls f(z1) < f(x2) fir z1 < x9,
2. streng (monoton) wachsend, falls f(z1) < f(x2) fiir 71 < x2,

3. (monoton) fallend bezichungsweise streng (monoton) fallend, falls —f

wachsend beziehungsweise streng wachsend ist.

Ist f wachsend oder fallend, so sagen wir kurz, f sei monoton.

Die Dirichlet-Funktion zeigt, dass beschrankte Funktionen im Allgemeinen keine rechts-
oder linksseitigen Grenzwerte haben. Der folgende Satz zeigt, dass monotone Funktio-
nen stets rechts- und linksseitige Grenzwerte besitzen. Wieder basiert der (einfache)
Beweis wesentlich auf der Existenz des Supremums und des Infimums beschréankter
Mengen, also der Vollsténdigkeit von R.

Satz 5.23 FEs seien X C R und f: X — R beschrinkt und monoton.
1. Ista € (X N(a,00)), so existiert f(a™) und es gilt

inf f(X N (a,00)), falls f wachsend ist

fla™) = ,
sup f(X N (a,00)), falls f fallend ist

2. Ist b€ (X N(—o00,b)), so existiert f(b~) und es gilt

sup f(X N (—o0,b)), falls f wachsend ist
inf f(X N (—o0,b)), falls f fallend ist

Beweis. Wir zeigen nur 1. Die Aussagen in 2. ergeben sich in analoger Weise. Weiter
sei ohne Einschréinkung f wachsend (ansonsten betrachte man — f).
Da f beschrinkt ist, existiert

c:=inf f(X N (a,0)) € R.

Ist € > 0 gegeben, so existiert ein x. > a mit f(z:) < ¢+ e. Da f wachsend ist, gilt
auch
c< fz) < f(ze) <c+e

fiir alle z mit @ < x < .. Damit ist f(at) =c. O
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Bemerkung und Definition 5.24 Es seien X C C und ¢ € X’ (im Fall X C R
gegebenenfalls auch a = +00). Ist f : X — R beschrénkt, so sind Funktionen g¢* :
(0,00) = R und g, : (0,00) — R, definiert durch

g*(r) :==sup f(Ur(a) \ {a}) und  gu(r):=inf f(U;(a) \ {a}),
beschrankt und monoton. Der nach S. 5.23 existierende Grenzwert

limsup f(z) := lim f(z) := lim g*(r)

r—a T—a r—0+

heifit Limes superior von f an a. Entprechend definiert man den Limes inferior

von f an a mit g, statt g*. Man schreibt dafiir lim inf f(z) oder lim f(z).
Tr—a r—a

Beispiel 5.25 Die Dirichlet-Funktion f = 1g ist beschrénkt und damit existieren
Limes superior und Limes inferior an allen Stellen a € R U {£o0}. Genauer gilt hier

limsup f(z) =1 und liminf f(z) =0

Tz—a z—a

fiir alle a (da ¢g* konstant = 1 und g, konstant = 0 ist).
Definition 5.26 Es seien X C C und a € X' (wieder ist a = £oo fir X C R
zugelassen). Ist f: X — R, so schreiben wir

flx) = o0 (r — a),

falls fiir alle € > 0 ein 6 = d. > 0 so existiert, dass f(z) € Uz (fo0) fiir alle z €
Us(a) \ {a} gilt. Unter den Bedingungen von B./D. 5.16 definiert man wie dort auch

f(z) = o0 (x = a,z € M).
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6 Folgen und Reihen in K

Viele Verfahren in der Mathematik beruhen auf der iterativen Anwendung einer Selbst-
abbildung ¢ : X — X, wobei X eine nichtleere Menge bezeichnet. Ist ag € X (der
Startpunkt der Iteration), so setzt man

an+1 = @(an) (n € Np). (6.1)

Damit ist eine Funktion (an)nen, : No — X rekursiv definiert.

Man interessiert sich typischerweise fiir das Verhalten von a,, fiir grole n, wobei wir
allgemein fiir eine nach oben unbeschrankte Menge M C R sagen, dass eine Eigenschaft
fir x € M (geniigend) grof gilt, falls ein p > 0 so existiert, dass die Eigenschaft auf
Up,m(00) (also fiir alle x € M mit x > 1/p) gilt.

Definition 6.1 Sind N C Ny unendlich (und damit nach oben unbeschrénkt in R) und
X eine nichtleere Menge, so nennen wir eine Funktion (a,)nen : N — X eine Folge
(in X). Die a,, heilen dann Folgeglieder. Im Falle N = {n € Ny : n > ng} schreiben

wir dabei auch (a, oder (ap)n>n, oder kurz (ay), wenn ng klar oder irrelevant

)nzno
ist. ! Ist J C N unendlich, so nennen wir (a,)nc; eine Teilfolge von (a,)nen-

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschlieflich X = K, also Folgen reeller oder
komplexer Zahlen. Da Folgen in K spezielle K-wertige Funktionen (mit Definitionsbe-
reich N C R) sind, stehen siamtliche Begriffe und Ergebnisse des vorherigen Abschnitts

zur Verfiigung.

Bemerkung und Definition 6.2 Eine Folge (ay)nen in K heifit konvergent, falls
ein ¢ € K existiert mit
ap, — ¢ (n— 00).

Wir schreiben dann auch hm an, = c. Ist dabei ¢ = 0, so spricht man auch von einer
Nullfolge. Eine Folge, d1e mcht konvergent ist, heiit divergent. Nach B./D. 5.20 ist
(an)nen genau dann konvergent gegen ¢, wenn gilt: Fiir alle € > 0 ist |a, — ¢| < ¢ fiir
n € N grofl. Aulerdem folgt aus

anl < lan — ¢l + || < 1+ ]

"Wenn man mdochte, kann man sich bei Fragen nach dem Verhalten von Folgen fiir grofie n stets
auf die Indexmenge Ny zuriickziehen. Ist ndmlich N C Ny unendlich, so existiert genau eine streng
wachsende Folge (ni)32o mit N = {n; : k € No}, induktiv definiert durch ng := min N und nj41 :=
min(N \ {no,...,nx}). Das Verhalten von (an)nen fiir grole n entspricht dann dem von (an, )g=, fiir
grofie k.
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flir n grof3, dass konvergente Folgen notwendig beschréinkt sind.

Konvergiert eine Teilfolge (an)nes von (an)nen gegen ¢, so schreiben wir a, — ¢
(n = oo, n € J). Aus der Definition ergibt sich sofort: Ist eine Folge konvergent, so
ist auch jede Teilfolge konvergent, und zwar mit gleichem Grenzwert.

Beispiel 6.3 Ein wichtige Familie von Folgen sind die geometrischen Folgen (a,) =
(¢™) fiir ¢ € K, die sich rekursiv durch (6.1) fiir ¢ : K — K mit ¢(x) = gz und ag = 1
ergeben. Es gilt

1. Fiir |g| > 1 ist (¢") unbeschrankt.
2. Fiir |g| < 1 ist (¢™) eine Nullfolge, also ¢" — 0 (n — 00).

(Denn: 1. Hier ist |g| = 1 + ¢ fiir ein § > 0. Mit der Bernoullischen Ungleichung gilt
" =1q|" = (1+66)">1+nd>nd (n € N).

Also ist (¢™) unbeschrénkt.
2. Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung klar. Es sei also 0 < |¢| < 1. Dann ist 1/|¢g| =1+ 6
mit einem 4 > 0 und wie in 1.

n 1
\q\<n—(s (n € N).

Aus 1/n — 0 folgt ¢" — 0 (n — 00).)

Bemerkung 6.4 (Hauptsatz iber monotone Folgen)
Als Spezialfall von S. 5.23 erh#lt man ein einfache und wichtige hinreichende Bedingung

fiir die Konvergenz von Folgen in R:

Ist (an,) monoton und beschrinkt, so ist (ay) konvergent.

Beispiel 6.5 (Heron-Verfahren; Babylonisches Wurzelziehen)
Es sei ¢ > 0 gegeben und ¢ : (0,00) — (0, 00) definiert durch

1

o(x) ::§<$+§> (xz>0).

Dann gilt \/c = \/x - ¢/x < p(z) (geometrisches Mittel < arithmetisches Mittel; [U]).
Wir betrachten mit einem beliebigen Startwert ag > 0 die Folge (ay) in (0, 00) mit

st = o(an) = % <an + C) (n€Np).

Gnp
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Mithilfe des Hauptsatzes iiber monotone Folgen kann man zeigen, dass (a,,) konvergent
ist mit

A, an = Ve
([0]), d. h. die Folgeglieder a,, sind Approximationen (also Néherungen) fiir y/c. Dabei
sind im Falle ¢ € Q und ag € Q die a,, stets rationale Zahlen.
Wie sieht es dabei mit dem Fehler aus, wenn man a,, statt \/c verwendet? Wir schétzen

den Fehler nach oben ab. Dazu sei

der relative Fehler. Dann gilt

1 1 /an e\ 1 1
1 - —F= = — e —_— = — 1
+En+1 ﬁanJrl 2(\/6-1-%) 2< +€n+1+5n>’

also )
1 e 1,5
= — < — .
LT 914, S 2

Hat man nach n Schritten fiir a,, einen Fehler ¢, < 107", so ist der Fehler €, im
néchsten Schritt < %(10_7")2 = %10_2’”; die Anzahl der exakten Stellen verdoppelt

sich im Wesentlichen!
Wir betrachen nun allgemeine beschréinkte Folgen.

Beispiel 6.6 Fiir |¢| = 1 ist die geometrische Folge (¢") beschrinkt. Ist speziell ¢ =
—1, also ¢" = (—1)", so ist die Teilfolge ((—1)")pean, konstant mit Wert 1 (und damit
konvergent gegen 1) und die Teilfolge ((—1)™)neony+1 konstant mit Wert —1 (und
damit konvergent gegen —1). Es existieren also zwei Teilfolgen mit unterschiedlichen

Grenzwerten. Insbesondere ist die Folge ((—1)") divergent.

Bemerkung 6.7 Ist (a,)nen eine beschrinkte Folge in R, so existiert eine Teilfolge,

die gegen lim sup a,, konvergiert und eine Teilfolge, die gegen lim inf a,, konvergiert.
n—oo

n—o0
(Denn: Nach B. 5.24 existiert ¢ := limsup a,,. Wir setzen ng := min N und definieren
n—oo
eine Folge (nx)72, in N induktiv: Sind ny, ..., ny definiert, so ist nach Definition des

Limes superior die Menge

Ny:={neN:n>ng, c—1/k<a, <c+1/k}

nichtleer ([U]). Damit setzen wir nj,; := min Nj. Fiir die so definierte Folge (ny)
gilt dann |a,, —c| < 1/k — 0 (k — o0). Ist J := {ny : k € Ny}, so folgt a, — ¢
(n — oo, n € J). Die Behauptung fiir den Limes inferior ergibt sich analog.)
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Als Konsequenz erhalten wir ein weiteres zentrales Ergebnis der Analysis:

Satz 6.8 (Bolzano-Weierstrafs)
Jede beschrinkte Folge (an)nen in K besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. 1. Es sei K = R. Dann wéhle man eine Teilfolge wie in B. 6.7.
2. Es sei K= C. Ist

an = o, + iy

die Normalform von a,, so sind die Folgen (o, )nen und (Bp)nen in R beschrénkt (es
gilt || < |ayp| und |B,| < |an|). Nach 1. existieren eine Teilfolge (o, )ner von (am)nen
und ein @ € R mit o, - a (n — oo,n € I). Wieder nach 1. existieren auch eine
Teilfolge (5y)nes von (By)ner und ein g € R mit 3, — 8 (n — oco,n € J). Mit S. 5.9
folgt a, = an + 18, > a+i8 (n — oco,n € J). O

Bemerkung und Definition 6.9 Es sei (ay)n>m eine Folge in K. Die Folge (sp)n>m
der Partial- oder Teilsummen

sn::ZaV::am+---+an (n>m)

v=m

heifit die (mit (a,) gebildete) Reihe. Die a, heiflen dann Reihenglieder.

Ist die Folge (s,) konvergent, so heifit lim s, der Reihenwert und man schreibt
n—oo

(o]
g a, := lim s,.
n—oo

v=m

Traditionell wird neben dem Reihenwert auch die Teilsummenfolge (sy) mit § ay
bezeichnet. Das ist ganz praktisch, weil man dann kurz von Konvergenz oder Divlggmenz
von i‘é a, sprechen kann. Man beachte aber, dass das Symbol i‘é a, damit zwei
Bedelilztﬁngen hat: Erstens steht es fiir die Folge (s,) der Teilsuml;gln und zweitens

(im Falle der Konvergenz!) fiir deren Grenzwert.
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Beispiel 6.10 (geometrische Reihen) Es sei a,, = ¢" fiir ein ¢ € K, |¢| < 1. Dann
o

ist > ¢” konvergent mit
v=0

n+1 1

l1-¢ 1-—¢q°

oo

—4q
2 Jg@qu = Jim =
V=

o0
Fiir ¢ = 1/2 ergibt sich etwa ) 1/2" =2
v=0

Bemerkung 6.11 Durch Anwendung von S. 5.9 ergibt sich leicht: Sind ) a, und

v=m
oo
Z b, konvergente Reihen in K und ist A € K, so sind auch E (ay+by) und > Aa,
rvr=m rv=m rv=m
konvergent mit
oo oo oo

Zay—i-b Za,,—i—Zb und Z)\a,,:)\Za,,.

v=m v=m v=m
Beispiel 6.12 Mit B. 6.10 und B. 6.11 ist

2. 3+4 - 1

S =9. 4. = =10.
SEEE ST S e e
o0
Insbesondere erhélt man aus B. 6.11 auch: Ist £ > m, so ist ) a, genau dann kon-
v=~k
[e.e]
vergent, wenn » . a, konvergiert, und in diesem Fall ist
v=m
oo k—1 oo
S-S atYn.
v=m v=m v=k

Fiir Konvergenzuntersuchungen ist es also unwichtig, wie die untere Summationsgrenze

aussieht.

Bemerkung 6.13 Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe ist,
o

dass die Reihenglieder eine Nullfolge bilden, d. h. ist ) a, konvergent, so gilt

vr=m

anp — 0 (n — o0).

n
(Denn: Ist s, = > ay, so gilt a, = s, — sp—1 — 0 (0 — 0).)
r=m
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o0
Beispiel 6.14 1. Ist a,, = ¢" mit |¢g| > 1, so ist |a,| > 1 (n € N), also ist > ¢” sicher

v=0
o
divergent. Damit ergibt sich fiir geometrische Reihen insgesamt: > ¢” ist genau dann
v=0

konvergent, wenn |q| < 1 ist.

o0
2. Wir betrachten die harmonische Reihe > 1/v. Hier gilt a,, = 1/n — 0 (n — o0),

v=1
aber
2k 1 k 2t 1 k 1 i
— J— - > 6—17 — _ .
Sok ZV 1+> Y V71+Z2 5 =1t 5 =00 (k—o0)
=1 (=1 p=9f-141 (=1

Also ist (s;,) unbeschriankt und damit ist die harmonische Reihe divergent. Das Beispiel
zeigt, dass die notwendige Bedingung a,, — 0 (n — o0) aus B. 6.13 im Allgemeinen
nicht hinreichend fiir die Konvergenz der mit a,, gebildeten Reihe ist.

Im Falle von Reihen mit nichtnegativen Gliedern, wie etwa der harmonischen Reihe,

konnen nur zwei wesentlich unterschiedliche Situationen auftreten.

Bemerkung 6.15 Ist (a,) eine Folge in [0,00), also a, > 0 fur alle n, so ist die
Teilsummenfolge (s,,) wachsend. Damit ist

e cntweder (s,) beschrénkt und dann konvergent nach S. 5.23 mit

oo
Za,,zsup{sn:nEN}<oo

v=m

e oder (s,) unbeschrinkt mit s, — oo (n — 00).

oo
Wir schreiben im zweiten Fall auch » a, = cc.
v=m

Bemerkung und Definition 6.16 (Majorantenkriterium)

Es seien (apn)p>m und (by)n>x Folgen mit

0<a,<b,

o0 o0 o0
fiir n groB. Man nennt dann ) b, eine Majorante (von > a,).Ist > b, konvergent,

v=k v=m v=k
oo

so ist auch ) a, konvergent.
rv=m
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(Denn: Es sei ng € N mit 0 < a,, < by, fiir n > ng. Aus

En:aygf:bygibu (nZnO)

v=ng v=ny v=ny

n o0
folgt die Beschrénktheit der Teilsummen s, = > a,. Nach B. 6.15 ist ) a, kon-
v=no v=ng
o0

vergent und damit auch Y a,.)
v=m

Beispiel 6.17 (allgemeine harmonische Reihen) Es sei d € N. Dann gilt

(e 9]

Zl =00 fallsd=1
l,zll/d <oo fallsd>1

(Denn: Fiir d = 1 ergibt sich die Behauptung aus B. 6.14. Fiir d > 1 ist

1 1 1
7§72§7:;by,

(v—1)

Weiter ist Z b, =1 —1/n ([U]), also Z b, = 1. Damit ist E b, eine konvergente
v=2
Majorante. Mlt B./D. 6.16 folgt die Behauptung )

Wahlt man als spezielle Majorante eine geometrische Reihe, so erhélt man weitere

Konvergenzkriterien:

Satz 6.18 (Wurzelkriterium/Quotientenkriterium)
oo

Es sei (ap)n>m eine Folge in [0,00). Dann ist ) a, konvergent, falls eine der folgen-
r=m

den Bedingungen erfiillt ist
1. FEs existiert ein ¢ < 1 mit /a, < q firn grofs.

2. Es existiert ein ¢ < 1 mit a, > 0 und ap41/a, < q fiir n grofs.

Beweis. 1. Nach Voraussetzung ist 0 < a, <q¢"firn groﬁ Aus der Konvergenz der

geometrische Reihe E q” folgt die Konvergenz von Z a, mit B./D. 6.16.
v=0 v=m

2. Es sei ng € N so, dass a,, > 0 und ap41/a, < ¢ fiir n > ng. Induktiv ergibt sich mit

no

A= apoq”
an < q" May, = A" (n > ngp).
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o0
Wieder folgt die Behauptung aus der Konvergenz von ) ¢” und B./D. 6.16.

v=0

o0
Beispiel 6.19 Es seien d € N und 0 < » < 1. Dann ist Y v%" konvergent.

v=1
(Denn: Aus

(n 4 1)dpntl n+1\°
dym (ol —»r<1l (n— o)
n

folgt, dass die Bedingung 2. aus S. 6.18 fiir jedes ¢ € (r, 1) erfiillt ist.)

48

Insbesondere folgt hieraus mit B. 6.13, dass (n%™) eine Nullfolge ist. Die Konvergenz
der Reihe zeigt, dass die Folge (r™) tatsichlich viel schneller abklingt, als die Fol-
ge (n?) wichst. Eine Erkenntnis, die von fundamentaler Bedeutung fiir die gesamte

Mathematik ist.

(o]
Wir betrachten zum Abschluss Reihen der Form > (—1)”a, mit a,, > 0. Man nennt

rvr=m
solche Reihen alternierend.

Satz 6.20 Es sei (ap)n>0 eine fallende Folge in [0, 00).

n

1. Fiir sy == > (—1)"a, gilt s, > 0 mit fallender Teilfolge (sp)neon, und wachsen-

v=0
der Teilfolge (Sn)neaNg+1-

o0
2. (Leibniz-Kriterium) Ist (ay,) eine Nullfolge, so ist Y (—1)"a, konvergent.

v=0

Beweis. 1. Fiir ungerades n € N ist

n

Sp = Z(_l)ylly = ((Io — a1) + (az — CL3) + o+ (an,1 — an) >0
v=0

und damit auch s, 1 = sy + apy1 > 0. Weiter gilt fiir n > 2

3 <0, fallsn gerade
Sn — Spn—2 = (*1)71 1(anfl - an) =
>0, falls n ungerade

Damit ist (s, )neon, fallend und (sp)neon,+1 wachsend.

2. Nach 1. und dem Hauptsatz iiber monotone Folgen existiert ein s € [0,00) mit

Sp — 8 (n — 00, n € 2Np). Dann gilt auch s, 11 = s, — apy1 — s (0 — 00, n € 2Np).

Zusammen ergibt sich s,, — s fiir n — oo.

a
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Beispiel 6.21 (alternierende harmonische Reihe)
oo o
Wiéhrend die harmonische Reihe ) 1/v (nach B. 6.14) divergiert, konvergiert > (—1)"/v
v=1 v=1
nach S. 6.20. Die abwechselnden Vorzeichen bewirken eine Art Stabilisierung der Teil-

suminen.
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7 Cauchy-Kriterium und elementare Funktionen

Definition 7.1 Eine Folge (a,)ncn in K heifit Cauchyfolge, falls zu jedem £ > 0 ein
R = R. > 0 so existiert, dass
lan —ap| < e

fiir alle (n € N mit) n,n’ > R, also fiir n,n’ € N geniigend grofi.

Bemerkung 7.2 Aus der Definition ergibt sich leicht:
1. Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.
2. Eine Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge hat, ist konvergent.

(Denn: Es sei (an)nen eine Cauchyfolge.
1. Zu e = 1 existiert ein ng € N so, dass |a, —a,/| < 1 fiir alle n,n’ € N mit n,n’ € N,
also auch

lan| = |an — Qng ""ano’ <lan _ano‘ + ’ano| < |an0] +1

fiir alle n € N mit n > ng. Damit ist
lan| < max{lay|+1:n€ N, n<ng} (n€N).

2. Es sei (ap)nes eine Teilfolge mit a, — ¢ (n — oo,n € J). Wir zeigen: a,, — ¢
(n — o00). Dazu sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein R > 0 mit

lan — an/| < €/2 (n,n' > R).
Weiter existiert ein j € J so, dass j > R und |a; — ¢| < £/2. Damit ist

lan, —c| <lan —aj| +|a; —c| < e (n>R).)
Ein weiterer zentraler Baustein der Analysis ist

Satz 7.3 (Cauchy-Kriterium fiir Folgen)
Eine Folge (ap)nen in K ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis. =: Es sei ¢ € K mit a,, — ¢ (n — 00). Dann existiert zu jedem ¢ > 0 ein
R > 0 mit |a, — | <&/2 (n > R). Also gilt

lan — an/| < |an —al+la—ay| <e (n,n' > R).
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<: Es sei (ap)nen eine Cauchyfolge. Dann ist (ay,)nen beschrinkt nach B. 7.2.1. Also
hat (a,)nen nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$l eine konvergente Teilfolge. Nach
B. 7.2.2 ist (ap)nen konvergent. O

Wir ziehen erste Folgerungen aus dem Cauchy-Kriterium.

Bemerkung 7.4 Es seien X € C und a € X'. Ist f : X — K, so sind folgende

Aussagen dquivalent;:

a) f hat einen Grenzwert an der Stelle a.
b) Fiir alle Folgen (x,) in X \ {a} mit z,, — a ist die Bildfolge (f(z,)) konvergent.

c¢) Fiir alle Folgen (z,) in X \ {a} mit x,, — a ist die Bildfolge (f(zy)) eine Cauchy-
folge.

(Denn: Die Aquivalenz von b) und c) ergibt sich aus dem Cauchy-Kriterium. Die
Implikation a) = b) folgt aus B. 5.15 mit (x,,) anstelle von ¢.
b) = a): Es sei (x,) eine Folge in X \ {a} mit z,, — a. Dann existiert ein ¢ € K mit
f(xy) = ¢ (n — 00). Angenommen, es gilt nicht f(z) — ¢ (z — a). Dann existieren
ein £ > 0 und eine Folge (y,) in X \ {a} mit y,, = a (n — oc0) und |f(yn) — ¢| > € fiir
alle n. Fiir die Folge (z,,) in X \ {a} mit

Ty, falls n gerade

Zn 1=

Yn, falls n ungerade
gilt z, — a (n — o0), aber die Bildfolge (f(zy,)) ist nicht konvergent, da die Teil-
folge (f(zn))nean, gegen c konvergiert, die Teilfolge (f(zn))nean,+1 aber nicht. Dies
widerspricht der Voraussetzung b). Also gilt f(z) — ¢ (x — a).)

Satz 7.5 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen)

o0
Es sei (an)n>m eine Folge in K. Dann ist Y a, genau dann konvergent, wenn fiir
v=m
alle e > 0 ein R > 0 so existiert, dass

Beweis. Ist s,, = > a,, so ist fiir n >n' >m
v=m

n

S0y — Su| = |sn — sp/| = ‘ Z v

v=n'+1
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Damit ergibt sich die Behauptung sofort aus dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen. O

o0 o0
Satz 7.6 Es sei (ap)n>m eine Folge in K. Ist > |a,| konvergent, so ist auch Y a,

v=m v=m
konvergent.

Beweis. Ist € > 0 gegeben, so existiert nach S. 7.5 ein R > 0 so, dass

n

> lal<e (n>n'>R).
v=n/+1

Aus der Dreiecksungleichung folgt

n n

‘ Z a,| < Z la,| < e (n>n" > R).

v=n/+1 v=n/+1
o0
Wieder nach S. 7.5 ist ) a, konvergent. O
v=m

o0
Bemerkung und Definition 7.7 Es sei (ay)n>nm eine Folge in K. Die Reihe ) a,

v=m

heifit absolut konvergent, falls > |a,| konvergiert. Nach S. 7.6 ist jede absolut

v=m

konvergente Reihe auch konvergent. Auflerdem gilt dann ([U])

o0 [e.°] o0
Ist Y a, konvergent undist > |a,| divergent, so heiit > a, bedingt konvergent.

v=m v=m v=m

o0
Beispiel 7.8 1. Fiir |g| < 1 ist die geometrische Reihe ) ¢” absolut konvergent (da
v=0

oo
>~ |q” konvergiert).
v=0

o0

2. Es sei d € N. Die Reihe Y (—1)¥/v? ist fiir d = 1 bedingt konvergent und fiir d > 2
v=1
absolut konvergent (B. 6.21 und B. 6.17).
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Bemerkung und Definition 7.9 Es seien z € C und a,, := 2"/n! fiir n € Ny. Dann

gilt fiir z # 0
n+1 |
el _ A mt

lan] — (n+Dz*  n+1

o0
Damit ist die Reihe ) 2”/v! nach dem Quotientenkriterium fiir z # 0 absolut kon-

v=0
vergent. Fiir z = 0 ist die Reihe auch konvergent (alle Teilsummen sind = 1).

Die Funktion exp : C — C, gegeben durch

(e} v

exp(z) := Z % (z€C),

v=0

heifit (komplexe) Exponentialfunktion. Nach Definition ist exp(0) = 1 und zudem

exp(R) C R. Allgemeiner gilt fiir alle z € C ([U])

exp(z) = exp(z2).

Wir wollen Eigenschaften der Exponentialfunktion herleiten, die von fundamentaler

Bedeutung fiir die Mathematik sind.

Satz 7.10 Fir z,w € C gilt
exp(z +w) = exp(z) - exp(w)

und
exp(—z) = 1/ exp(z).

Beweis. 1. Fiir n € N setzen wir L, := {(i,v) € {0,...,n}? : p+v < n} und

o= {(p,v) €{0,...,n}?: p+v>n}

Dann gilt fiir z,w € C

n n
ZH wY ZHw? ZHw?
Z ﬁ (Z V! ) - Z ! + Z ! =iSnten.
v=0 (u,v)ELn (u,v)EJTn

Dabei konvergiert die linke Seite fiir n — oo gegen exp(z) exp(w) und auflerdem gilt

mit der binomischen Formel

Hopk—p "1
=0 (z+w)* = exp(z+w) (n— o).

n k
SP30 Dr g R Y

k=0 p=0
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Daher reicht es zu zeigen, dass eine Teilfolge von (e,) eine Nullfolge ist. Wir setzen
dazu 7 := max {|z|, |w|,1}. Aus #(J,) = n(n — 1)/2 folgt fiir n = 2m € 2N mit
max{p,v} >m+ 1 fir (u,v) € Jom,

r
com| < —m PP < m(2m—1
leom| < (m+1)!, V)z;bm = (m+1)! ( )
4\m—1
< 27“4((71)_1)|%0 (m — o0)

Damit gilt e, = 0 (n — oo, n € 2N).
2. Aus 1. folgt 1 = exp(0) = exp(z — z) = exp(z) - exp(—2). O

Bemerkung und Definition 7.11 Aus S. 7.10 folgt
exp(mz) = (exp(z))™ (z€C,meZ).

Die Zahl e := exp(1) heifit Eulersche Zahl. Es gilt damit exp(m) = ™ fiir alle m € Z
und deshalb ist die Schreibweise e* statt exp(z) fiir allgemeines z € C konsistent mit
der Definition ganzzahliger Potenzen. Wir werden diese im Weiteren meist verwenden.

Satz 7.12 exp ist stetig.

Beweis. Fiir |h| <1 gilt mit B. 7.7

\e—u—\Z—\ s e \hwz'h‘ <\h\2. e 1)

Hieraus ergibt sich e” —1 — 0 (h — 0). Fiir a, h € C folgt

eMta et =t (" —1) =0 (h—0),

also et — €4 (h — 0) und damit e* — e® (z — a). O

Definition 7.13 Die Funktion cos : C — C, gegeben durch

1 . .
cos z := cos(z) = 5(6” +e %) (z€C),
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heifit (komplexe) Cosinusfunktion. Die Funktion sin : C — C, gegeben durch

1

= (eF—e®)  (z€0),

sin z :=sin(z) :
heifit (komplexe) Sinusfunktion. Damit gilt fiir alle z € C die Eulersche Formel
e = cosz +isinz (z € C).

Bemerkung 7.14 Mit B. 5.11 und der Stetigkeit von exp ergibt sich leicht die Stetig-
keit von cos und sin. Weiter ergibt sich aus der Definition sofort cos(0) = 1, sin(0) =0

und
cos(—z) =cosz, sin(—z) = —sinz
sowie ([U]) .
(D
cos(z) = kZ_O k) 22k
und

. o~ (=D)F
sin(z) = Z (2(k:+)1)!22k+1

k=0
mit absoluter Konvergenz der Reihen. Hieraus folgt insbesondere sin(R) C R und
cos(R) C R. Genauer ergibt sich fiir t € R mit e~ = eit

1, . — , 1 ., — .
cost = 5(6” + eit) = Re(e"), sint = ?(e’t — eit) = Im(e")
i

und

cos’t +sin?t = [e]? = efle™ = 1.

Satz 7.15 (Additionstheoreme)
Fiir z,w € C gilt

1. cos(z 4+ w) = cos zcosw — sin zsinw ,

2. sin(z + w) = sinz cosw + cos z sinw .

Beweis. Fiir beliebige u,v € C* gilt

(utu Do+ H+@Fu Hv—vh) =2w+utvl).
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Mit u = €** und v = €' ergibt sich
2cos(2)2 cos(w) + 2isin(z)2isin(w) = 2(e"e™ +e FeTV)
_ 2(6z(z+w) + efz(z+w)) = 4cos(z +w).

Nach Division durch 4 ergibt sich 1. Entsprechend sieht man 2. O

Wir nutzen den Zwischenwertsatz (und damit einmal mehr die Vollsténdigkeit von R)
um die Kreiszahl 7 zu definieren. Dazu beweisen wir zunéchst

Satz 7.16 Es existiert ein t € (0,2) mit cost = 0 und es gilt sin [jg 9 > 0.

Beweis. 1. Es gilt

22 e ( 1)k 92k 4qv+2
2)=1- = A
cos(2) = 9] +k72 (25! +Z 2y+4)
Setzen wir
4n+2
so gilt
an 4
= <1 e N).
an—1  (2n+3)(2n+4) (n€N)
Also ist (ay,) fallend und damit nach S. 6.20.1
42 2
SnSSQZCLozﬁzg (TLGQN()).

[e.e]

Folglich ist auch ) (—1)"a, < 2/3 und damit cos(2) < —1 4 2/3 < 0. Da cos stetig
v=0

ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz ein ¢ € (0,2) mit cost = 0.

2. Wir setzen fiir t € (0, 2]

2n+1
ap = Gnri) (n € Np).
Dann gilt ,
a:: (2n +t1)( o) = % (n€N),
also ist (ay) fallend. Aus S. 6.20.1 ergibt sich
_ 00 £2v+1 _
sint = ZZZO(—I)”M = nh_}ngo Sp >0
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Bemerkung und Definition 7.17 Nach S. 7.16 ist M := {t > 0 : cos(t) = 0}
nichtleer, also existiert s := inf M. Aus der Stetigkeit von cos folgt cos(s) = 0 und mit
cos(0) = 1 ist s > 0. Nach dem Zwischenwertsatz sowie cos(t) = cos(—t) ist zudem
cos(t) > 0 fir t € (—s, s).

Die Kreiszahl 7 definieren wir nun als 7 := 2s. Dann gilt mit B. 7.14 und S. 7.16

cos(m/2) =0, sin(r/2) =1

und damit auch
e/ =,

2

Hieraus ergibt sich wiederum e™ = 2 = —1 und e*™

=1, also
ez+2k7m — &

fiir alle k € Z, d. h. exp ist 2mi-periodisch?.

Unter Ausnutzung der Additionstheoreme erhélt man Periodizitdtseigenschaften der

trigonometrischen Funktionen

Satz 7.18 Fiir alle z € C gilt

1. cos(z+7m/2) = —sinz, sin(z +m/2) = cos z
2. cos(z+m)=—cosz, sin(z +7) = —sinz,
3. cos(z+2m) =cosz, sin(z + 27) = sin 2.

Beweis. 1. Mit S. 7.15 erhalten wir
cos(z + m/2) = cos(z) cos(m/2) — sin(z) sin(7/2) = —sinz .

und
sin(z + 7/2) = cos(z) sin(7/2) + sin(z) cos(7/2) = cos z .

Die Aussagen in 2. ergeben sich durch zweimalige Anwendung der ersten und die in 3.
durch zweimalige Anwendung von 2. O

2Eine Funktion f : K — K heifit a-periodisch, falls f(z 4+ a) = f(z) fiir alle z € K gilt.
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Satz 7.19 exp |r ist streng wachsend mit exp(R) = (0, 00).

Beweis. Aus

o v
e$:1+x—|—zﬁ >1+4x
v=2
fir x > 0 und e™* = 1/e” folgt exp(R) C (0,00) und zudem e’ — oo (t — o0) sowie
el =1/et - 0 (t - —o0). Nach dem Zwischenwertsatz ist exp(R) = (0, 00). Fiir
s < t ergibt sich e'/e® = €™ > 14 (t —s) > 1 und damit e! > e®. Also ist exp |g
streng wachsend. O

Satz 7.20 FEs gilt
1. sin |[_y /2.9 ist streng wachsend mit sin([—7/2,7/2]) = [-1,1].

2. cos|[oq ist streng fallend mit cos([0, 7]) = [-1,1].

Beweis. 1. Aus den Additionstheoremen ergibt sich fiir z,w € C
sin(z + w) — sin(z — w) = 2 cos(z) sin(w) .

Also folgt fiir s,t € R
0t . Y e n t—s . (t+s t-—s
sin —sins = sin | — 5 sin | — 5

9 t+ s . t—s
= -cos | —— | -sin )
2 2

Ist —w/2 <s<t<m/2 so gilt

(t+s)/2€(—n/2,7/2) und (t—s)/2€ (0,7/2].

Nach B. 7.17 ist cos((t + s)/2) > 0 und mit S. 7.18 folgt sin((t — s)/2) > 0. Also ist
sins < sint. Aus sin(m/2) = 1 sowie sin(—n/2) = —sin(n/2) = —1 ergibt sich daher
mit dem Zwischenwertsatz auch sin([—7/2,7/2]) = [-1,1].

2. Die zweite Aussage folgt aus 1. und S. 7.18. O
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Satz 7.21 FEs gilt
Z(exp—1) =2miZ, Z(sin)=7nZ und Z(cos)=mn(Z+ 1/2).

Beweis. 1. Aus der 27i-Periodizitit von exp und e® = 1 folgt Z(exp —1) D 2miZ.

C: Da cos streng fallend auf [0, 7] ist und cos(2m — t) = cos(—t) = cost fiir alle t € R
gilt, ist cos(t) < 1 fiir alle t € R\ 27Z, also e # 1 fiir t € R\ 27Z.

Ist nun z = s + it mit e* = 1, so gilt 1 = |e*| = e*|e’| = e und folglich s = 0. Damit
ist et =1, alsot € 2nZ d. h. z = it € 27wiZ.

2. Es gilt 0 = 2isin z = €’* — e~ genau dann, wenn e?** — 1 = 0 ist. Aus 1. ergibt sich
damit Z(sin) = 7Z und mit S. 7.18 dann auch Z(cos) = w(Z + 1/2). O

Bemerkung und Definition 7.22 Die Tangensfunktion tan : C\7(Z+1/2) — C
und die Kotangensfunktion cot : C\ 7Z — C sind definiert durch

sin 2 COS 2
tan z := , cotz .= — .
CoS 2 sin z

Nach B. 5.11 und B. 7.14 sind tan und cot stetig auf ihren jeweiligen Definitionsberei-
chen.

Bemerkung und Definition 7.23 Wir schreiben S := {z € C : |z| = 1} fiir den
Einheitskreis in C. Ist z € C*, so gilt z = r{ mit r = |z] > 0 und ¢ = z/|2| € S.
Diese Darstellung von z nennt man Polarform.

Satz 7.24 Es gilt exp(iR) =S und exp(C) = C*.

Beweis. 1. Nach B. 7.14 ist exp(iR) C S. Wir zeigen D. Dazu sei w € S mit Normal-
form u + 4v. Ohne Einschrinkung kénnen wir v > 0 annehmen (ist e = u + jv, so ist

e~ = u—iv). Nach S. 7.20 existiert ein ¢ € [0, 7] mit u = cost. Dann ist sint > 0 und

v=1-—u?=1-cos’t =sin’t

also v = sint und damit e = cost + isint = w.
2. Mit 1. ergibt sich nach B./D. 7.23 und S. 7.19

C* = (0,00) - S = exp(R) - exp(iR) = exp(R + iR).
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Bemerkung und Definition 7.25 Wie bereits angedeutet, sind im Koérper C Glei-
chungen der Form 2" = ¢ stets, also fiir alle ¢ € C und n € N, lésbar. Einen Beweis
haben wir bisher noch nicht erbracht. Mithilfe von S. 7.24 ergibt sich die Behauptung
sehr einfach: Ohne Einschrinkung sei ¢ # 0. Dann ist ¢ = e" fiir ein w € C. Fiir
z 1= e®/™ ergibt sich

2= (eV/M) = .

Aufgrund der 27i-Periodizitit von exp ist dann auch (ze2*™/™)" = ¢ fiir k € Z, wobei
die n Zahlen
2z 1= ze2kmT (k=0,...,n—1)

paarweise verschieden sind und damit alle Losungen der Gleichung darstellen. Man
nennt zg,...,2,_1 die n-ten Wurzeln aus c. Im Fall ¢ = 1 spricht man auch von den
n-ten Einheitswurzeln. So sind etwa +1 die zweiten Einheitswurzeln und 44, +1 die

vierten Einheitswurzeln.

Bemerkung und Definition 7.26 (Polarkoordinaten) Aus S. 7.24 ergibt sich eine
weitere Moglichkeit der Darstellung komplexer Zahlen, die sich fiir viele Zwecke als
angemessen erweist. Ist z € C* mit Polarform z = r(, so existiert ein § € R mit
¢=¢€" also

2 =re,

Fixiert man a € R und beschrénkt man 6 auf das Intervall (oo — 7w, a + 7], so ist die
Darstellung nach S. 7.21 eindeutig. Ist z = (s,t) € R?, so ist damit auch

(s,t) = (rcosf,rsinb).

Man nennt dann » > 0 und 6 € (o — 7, + 7] die Polarkoordinaten von (s,t)

beziiglich «. Meist wahlt man o = 0 oder a = 7.

Wir befassen uns nun mit der Umkehrbarkeit der elementaren Funktionen. Dazu be-

weisen wir zunéchst folgendes allgemeine Ergebnis.

Satz 7.27 Es sei I C R ein Intervall und es sei f: I — W(f) C R streng wachsend
(bzw. fallend). Dann ist f bijektiv und es gilt

1. =1 ist streng wachsend (bzw. fallend).

2. f~1 ist stetig.
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Beweis. Wir setzen J := W(f). Aus der stengen Monotonie folgt, dass f : I — J
injektiv (also auch bijektiv) ist, d. h. f=!: J — I existiert.

1. Ohne Einschrénkung sei f steng wachsend. Angenommen, es existieren u,v € J mit
u<wvund s := f~Hu) > f~1(v) =: t. Dann gilt u = f(s) > f(t) = v, da f (streng)
wachsend ist. Widerspruch! Also ist f~' : J — I streng wachsend.

2. BEs seien u € J und € > 0 gegeben. Wir setzen ¢ := f~!(u). Ist t # sup I, so existiert
ein h = he € (0,e) mit ¢t + h € I. Wir setzen

0T =07 = f(t+h) = f(t).
Dann ist 47 > 0 und fiir alle v € J mit u < v < u+ 6T = f(¢t + h) folgt
0< fH )= fHw) < fHu+d") — fHu)=h<e.
Ist t # inf I, so sieht man entsprechend: Es existiert ein = > 0 so, dass
0< fHu) — ) <e

fiir alle v € J mit u — 6~ < v < u. Damit ergibt sich |f~1(v) — f~1(u)| < ¢ fiir alle
v € Jmit v —u| <§:=min{dt,s }. O

Bemerkung und Definition 7.28 Nach S. 7.19 und S. 7.27 existiert die Umkehr-
funktion von exp auf dem Intervall (0,00) und ist dort stetig und streng wachsend.
Diese Funktion nennnen wir(natiirliche) Logarithmusfunktion und schreiben dafiir
In oder auch log. Aus den entsprechenden Eigenschaften der Exponentialfunktion er-

gibt sich leicht ([U]):
1. Fiir alle s,t > 0 ist In(st) = In(s) + In(?).

2. Fiir alle ¢ > 0 und alle m € Z ist In(t"™) = mIn(¢).

Definition 7.29 Fiir a > 0 und m € Z ist

m
a™ = eln(a ) — emlna

nach B./D. 7.28.2. Wir setzen fiir allgemeines z € C

z

a* :=exp(z - Ina) = 04,
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Aus den Rechenregeln fiir In und exp erhélt man o'/" = /a fir ¢ > 0 und die

folgenden Potenzgesetze.

Satz 7.30 FEs seien a,b >0, c€ R und z,w € C. Dann gilt

a*a¥ = a*™, a*b* = (ab)® und (a°)® = a“.

Beweis. Es gilt

z, W zlna wlna zlna+wlna (24w)Ina z+w

aa =€ (& =€ =€ =a

und
aFh? = ezlnaezlnb _ ez(lnaJrlnb) _ ezln(ab) _ (CLb)Z.

Fiir ¢ € R ist a® = e > (0 und damit

clna
czlna cz
) =€ = .

(ac)z — ezln(e a

Bemerkung und Definition 7.31 Die nach S. 7.27 und S. 7.20 auf [—1, 1] existie-
rende (und dort streng wachsende und stetige) Umkehrfunktion von sin heifit arcsin.
Entsprechend bezeichnet man die auf [—1,1] existierende (und dort streng fallende
und stetige) Umkehrfunktion von cos mit arccos.

AuBlerdem gilt: tan ist streng wachsend in (—m/2,7/2) und cot ist streng fallend in
(0,7) mit W (tan |(_r/2x/2)) = W(cot|o,r) = R. Also existieren auf R die (stetigen)
Umkehrfunktionen, genannt arctan bzw. arccot, mit entsprechenden Monotonieeigen-

schaften.
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8 Metrische Raume

Wie wir bereits in den vorhergehenden Abschnitten gesehen haben, spielt in der Ana-
lysis das Konzept der Grenzwerte eine zentrale Rolle. Dabei ist es wesentlich, von
Abstédnden zwischen zwei Elementen in einer Menge sprechen zu kénnen.

Definition 8.1 Es sei X # () eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heiflt
Metrik (oder Abstand) auf X, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(d1) (Definitheit) Fir alle z,y € X ist d(z,2) = 0 und d(x,y) > 0 falls = # y.
(d2) (Symmetrie) Fiir alle z,y € X ist d(z,y) = d(y, ©).
(d3) (Dreiecksungleichung) Fiir alle z,y, z € X gilt d(z,y) < d(z, 2) + d(z,y).

Das Paar (X, d) heifit dann metrischer Raum.

Bemerkung und Definition 8.2 1. Ist X # () eine beliebige Menge, so definiert

5z,y) 0, falls z=y
T,y) =
1, falls xz#y

eine Metrik auf X, die sogenannte diskrete Metrik. Insbesondere kann also jede
nichtleere Menge mit einer Metrik versehen werden.

2. Ist (X, d) ein metrischer Raum und ist M C X nichtleer, so ist durch dps := d|prx s
eine Metrik auf M gegeben.

3. Sind (X1,d1), ..., (Xm, dy) metrische Rdume, so sind durch

doo(,y) := max{d;(xj,y;) : j=1,....m} (r=(21,...,Zm),¥= W1,---,Ym))

und
m

dsum (T, y) := Zdj(:rj,yj) (= (21, s Zm)s ¥y = (Y1,---,Ym))
j=1

Metriken auf X; x ... x X,,, definiert mit ([U])

doo < dsum < M+ dos - (8.1)

Bemerkung und Definition 8.3 Ist (V|| - ||) ein normierter Raum, so ist durch

djj(u,v) := [Ju — | (u,v eV)
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eine Metrik auf V' gegeben, die sogenannte induzierte Metrik. Insbesondere ist durch
dz,y) = lr—yl=llz -yl (z,y €K™)

eine Metrik auf K™ definiert (vgl. B./D. C.5). Wenn wir im Weiteren von K™ als
metrischem Raum sprechen soll stets diese Metrik gemeint sein (falls nichts Anderes
gesagt wird). Weiter gilt hier d)|| ., = doo sowie d)|)|, = dsum und mit B./D. C.5

doo(z,y) < d(2,y) < daum(z,y)  (z,y € K). (82)
Wir untersuchen nun Folgen in metrischen Rdumen

Bemerkung und Definition 8.4 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge
(Zn)nen in X heiBlt (d-)konvergent falls (d(x,, c))nen fiir ein ¢ € X eine Nullfolge
(in R) ist. Dann ist ¢ wieder eindeutig bestimmt. Wir nennen ¢ den (d)-Grenzwert
und wir schreiben dann auch z,, — ¢ (n — 00) und

lim z,, := lim z, :=c.
n—o0

Im Fall d = dj}.|| schreiben wir auch kurz || - || statt d)|.|, also etwa || - ||-konvergent.

Bemerkung 8.5 Es seien X eine Menge und ¢ die diskrete Metrik auf X . Eine Folge

(xn) in X ist genau dann J-konvergent mit Grenzwert ¢, wenn z,, = c fir n grofl

ist ([U]). Ist X = R, so ist (1/n) also nicht d-konvergent (obwohl (1/n) natiirlich
| - |-konvergent ist).

Bemerkung und Definition 8.6 Ist (X, d) ein metrischer Raum, so heifit eine Folge
(Zn)nen in X eine (d-)Cauchyfolge, falls zu jedem £ > 0 ein R > 0 existiert mit

d(xp, zn) <€ (n,n' > R) .
Ganz allgemein gilt (mit gleichem Beweis wie im Fall (K, d|.|)):
1. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

2. Jede Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge besitzt, ist konvergent.

Bemerkung 8.7 Ist (X,d) ein metrischer Raum und (x,) eine Folge in X mit x,, # ¢
fiir alle n und z,, — ¢ (n — 00), so ist mit M := X \ {c} die Folge (z,,) eine dy;-
Cauchyfolge, aber nicht djs-konvergent.

Im Allgemeinen ist also nicht jede Cauchyfolge konvergent!
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Definition 8.8 Eine Metrik d auf X beziehungsweise der metrische Raum (X, d) heifit
vollsténdig, falls jede Cauchyfolge konvergiert. Ist V' ein normierter Raum so, dass

d)|.|| vollsténdig ist, so nennt man (V; || - [|) einen Banachraum.
Bemerkung 8.9 1. Es seien (X1,d1),. .., (Xm, dy) metrische Rdume und es sei
(xn)nEN = (xl,na cee 7xm,n)nEN

eine Folge in X; x -+ x X,,. Aus den Abschéitzungen (8.1) folgt unmittelbar, dass
folgende Aussagen dquivalent sind:

a) (Zn)nen ist doo-konvergent (bzw. eine do.-Cauchyfolge)

b) (n)nen ist dsum-konvergent (bzw. eine dg,m-Cauchyfolge)

c¢) Jede Komponentenfolge (z;,)necn ist dj-konvergent (bzw. eine d;-Cauchyfolge).
AuBerdem gilt im Falle der Konvergenz

lim x, = ( lim x14,..., lim xm’n).
n—oo n—oo n—oo

Ist speziell X; x --+ x X, = K™, so ergibt sich mit (8.2), dass a)-c) auch dquivalent
dazu sind, dass die Folge | - |-konvergent (bzw. eine | - |-Cauchyfolge) ist.

Bemerkung 8.10 Unter Verwendung des Cauchy-Kriteriums fiir Folgen in K ergibt
sich mit B. 8.9 die Vollsténdigkeit von (K™, d).). Also ist (K™, |- |) ein Banachraum.

Definition 8.11 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
1. Fiir a € X und p > 0 heif3t die Menge

Up(a) i= Upala) i= {o € X : d(z,a) < p}
p-Umgebung (bzw. (p,d)-Umgebung) von a. Weiter setzen wir
By(a) := By 4(a) :={x € X : d(z,a) < p}

und
K,(a) :=K,q(a) :={zx € X : d(z,a) = p}.
2. Ist M C X, so heifit a € M ein innerer Punkt von M (in (X,d)), falls ein p > 0

existiert mit U,(a) C M. In diesem Fall heiit zudem M eine Umgebung von a (in
(X, d)).
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Definition 8.12 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und M C X. Dann heifit M
1. offen (in (X, d)), falls jeder Punkt 2 € M ein innerer Punkt von M ist,

2. abgeschlossen (in (X, d)), falls M¢ = X \ M offen ist.

Beispiel 8.13 1. In jedem metrischen Raum (X, d) sind X und ) offen und abge-
schlossen. Aufierdem folgt aus der Dreiecksungleichung leicht, dass U,(a) offen ist fiir
beliebige a € X und p > 0.

2. Fiir a,b € RU {£o0} mit a < b ist das Intervall (a,b) offen in R. Sind a,b € R, so
sind die Intervalle [a, b], (—o0, b] sowie [a,00) abgeschlossen in R. Intervalle der Form
(a,b] oder [a,b) sind weder offen noch abgeschlossen in R.

Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung der Abgeschlossenheit mittels Folgen.

Satz 8.14 Sind (X,d) ein metrischer Raum und M C X, so ist M abgeschlossen
genau dann, wenn fir alle konvergenten Folgen in M auch der Grenzwert in M liegt.

Beweis. =: Es sei (z,,) eine Folge in M mit x,, — a (n — 00). Fiir beliebiges ¢ > 0
ist dann M NU.(a) # 0 (da z,, € U(a) fiir n grofl). Nach Voraussetzung ist M¢ offen.
Also gilt a € M€, d. h.a € M.

<: Angenommen, M€ ist nicht offen. Dann existiert ein a € M¢ mit Uy /,,(a) " M # ()
fiir alle n € N. Ist @, € Uy/,(a) N M, so gilt 2, = a (n — o). Widerspruch. O

Satz 8.15 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Ist (My)acr eine Familie von Mengen
m X, so gilt

1. Sind alle My, offen, so ist |J My und fiir endliches I auch (| My offen.
acl acl

2. Sind alle My, abgeschlossen, so ist (| My und fir endliches I auch |J M, ab-
acl aecl
geschlossen.

Beweis. 1. Ist x € M,, so existiert nach Vorausssetzung ein ¢, = €4, > 0 mit

Ue, () C My Ist also x € |J M,, so existiert ein 8 € I mit x € Mg und damit
ael
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Ues(w) C Mp. Ist I endlich, x € () M, und € := min{e, : @ € I}, so gilt Us(7) C M,
acl
fiir alle v € 1.

2. Sind alle M, abgeschlossen, so sind alle M§ offen und damit nach den De Morgan-

(ﬂMa)C: | M.

acl ael

schen Regeln und 1. auch

Entsprechend ergibt sich die Behauptung fiir |J M, im Falle einer endlichen Index-
acl
menge 1. O

Bemerkung 8.16 Im Allgemeinen sind unendliche Schnitte offener Mengen nicht
mehr offen: Ist etwa X = R, so ist fiir die offenen Mengen

M, = (—1/n,1/n) (n € N)

der abzahlbare Schnitt

() M = {0}

neN
nicht mehr offen. Durch Komplementbildung sieht man, dass im Allgemeinen auch
unendliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen nicht mehr abgeschlossen sind.

Bemerkung und Definition 8.17 Es seien (X, dx), (Y,dy) metrische Rdume und
f X — Y. Man kann die Stetigkeit von f and einer Stelle a € X genau wie in im
Falle X € C und Y = K definieren, wobei man lediglich |x — a| durch dx(z,a) und
|f(x) — f(a)| durch dy (f(z), f(a)) ersetzt, also: f heifit stetig an a, falls zu jedem
e > 0ein 0 = d. > 0 existiert mit dy (f(z), f(a)) < ¢ fiur alle z € X mit dx(z,a) < 9.
Dies ist genau dann der Fall, wenn zu jeder offenen Umgebung V' von f(a) eine (offene)
Umgebung U von a existiert mit
fu)cv.

Auflerdem ist f genau dann stetig an a, wenn f folgenstetig an « ist, d. h. wenn fiir
alle Folgen (x,,) in X mit x, — a auch f(x,) — f(a) gilt ([U]). Man beachte, dass die
Stetigkeit wesentlich von den Metriken auf X und Y abhéngt. Wir schreiben daher
auch f : (X,dx) — (Y,dy). Wie iiblich heifit f stetig auf M C X, wenn f stetig an

jedem Punkt aus M ist und im Fall M = X kurz stetig. Wir setzen
CX,)Y):={f: X =Y : f stetig}

und C(X) := C(X,C).
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Bemerkung und Definition 8.18 Es seien (X, d) ein metrischer Raum, Y eine Men-
geund f: X — Y.

1. Wir sagen, dass f eine Eigenschaft lokal an der Stelle a € X erfiillt, wenn eine
Umgebung U von a so existiert, dass die Eigenschaft fiir f|y gilt. So heifit etwa f
lokal konstant an der Stelle a € X, falls f|y fiir eine Umgebung U von a konstant
ist. Ist dy eine beliebige Metrik auf Y, so ergibt sich aus der Definition der Setigkeit
sofort, dass jede an a lokal konstante Funktion auch stetig an a ist. Ist f lokal konstant
an jeder Stelle a € X, so heifit f lokal konstant.

2. Mit der Aquivalenz von Stetigkeit und Folgensetigkeit ergibt sich aus B. 8.9: Ist
f=01, s fm): X = K™ soist f stetig an der Stelle a € X genau dann, wenn jede
Komponentenfunktion f; : X — K stetig an a ist.

Bemerkung 8.19 Es seien (X, dyx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Rédume.

1. Wie in B. 5.15 ergibt sich leicht: Ist f : X — Y stetig an a und ist g : Y — Z stetig
an f(a), so ist auch g o f stetig an a.

2. Die Grenzwertaussagen aus B. 5.11 zeigen, dass die Abbildungen (x,y) — x4y und
(x,7) — zy (folgen-)stetig auf K? sind. Das Gleiche gilt fiir (x,y) — x/y auf K x K*.
Mit 1. und B. 8.18.2 ergibt sich: Sind f, g : X — K stetig an a, so sind auch f+g, f-g¢
und (falls definiert) f/g stetig an a. Insbesondere ist C'(X,K) eine K-Algebra (siche
B. C.2).

Satz 8.20 Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume, und es sei f : X — Y.
Dann sind dquivalent:

a) f ist stetig.
b) Fiir alle offenen Mengen V CY ist f~1(V) C X offen.

c¢) Fiir alle abgschlossenen Mengen B C'Y ist f~1(B) C X abgeschlossen.

Beweis. a) = b): Es sei V C Y offen. Ist a € f~1(V), so ist V eine offene Umgebung
von f(a). Da f stetig an a ist, existiert eine Umgebung U von a mit f(U) C V, also
UcC fYfU)) c V). Damit ist f~1(V) offen.

b) = a): Es seien a € X und V eine offene Umgebung von f(a). Nach Voraussetzung
ist U := f~1(V) offen in X. Da a € U gilt, ist U eine Umgebung von a mit f(U) =
f(f~Y(V)) Cc V. Also ist f stetig an a.

Die Aquivalenz von b) und c¢) ergibt sich durch Komplementbildung (man beachte,
dass (f~1(M))¢ = f=1(M°) fiir beliebige Mengen M C Y gilt). O
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Definition 8.21 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und M C X.

1. Ein Punkt a € X heift Hiufungspunkt von M (in (X, d)), falls fiir jede Umgebung
U von a die Menge M N (U \ {a}) nichtleer ist (oder #quivalent, wenn eine Folge
in M existiert mit a # z, — a). Wir schreiben M’ := M(/X,d) fiir die Menge der
Héufungspunkte von M. Ist M’ = (), so heifit M diskret (in (X,d)).

2. Die Menge M° = M(OX7 d) der inneren Punkte von M heif3t Inneres von M, die
Menge M = M (x4 := M UM’ Abschluss von M und OM := Ox qM := M \ M°
Rand von M.

3. M heifit dicht (in (X,d)), falls M = X gilt. AuBerdem heifit (X,d) separabel,

falls eine abzéhlbare dichte Teilmenge existiert.

Bemerkung 8.22 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Aus der Definition ergibt sich
sofort, dass fiir jede Menge M C X das Innere M° offen ist und dass M genau dann
offen ist, wenn M = M° gilt. Entsprechend ist der Abschluss M abgeschlossen und M

genau dann abgeschlossen, wenn M = M gilt ([U]). Aus 0M = M N (M°)¢ folgt mit
S. 8.15, dass auch OM abgeschlossen ist.

Beispiel 8.23 1. Es sei X = C. Wir setzen
D:=U0,(0)={2z€C:|z] <1}.

Hierist D = {z: |2| <1} = B1(0) und 9D = {2 : |z| = 1} = K1(0) = S.
2.In X =R gilt Q° = () und Q = Q' = 0Q = R. Insbesondere ist R separabel.

Definition 8.24 Ein metrischer Raum (X, d) heifit (X, d) (folgen-)kompakt, falls
jede Folge in X eine konvergente Teilfolge besitzt. Eine Menge M C X heifit kom-
pakt, falls (M, dys) kompakt ist (also jede Folge in M eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in M hat). Weiter heifit M relativ kompakt (in (X, d)), falls jede Folge
in M eine (in X) konvergente Teilfolge hat.

Bemerkung 8.25 Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist M C X kompakt genau
dann, wenn M relativ kompakt und abgeschlossen ist.

(Denn: Es sei M kompakt. Dann ist M auch relativ kompakt. Ist (z,,) eine Folge in
M mit z,, — a, so gilt a € M, da auch jede Teilfolge gegen a konvergiert. Nach S. 8.14
ist M abgeschlossen. Ist umgekehrt M relativ kompakt und abgschlossen, so hat jede
Folge in M eine konvergente Teilfolge und nach S. 8.14 liegt der Grenzwert in M.)
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Beispiel 8.26 Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl sind beschriankte Mengen in
K relativ kompakt. Mit B. 8.25 folgt, dass Intervalle der Form [a, b] kompakt sind.

Satz 8.27 Es seien (Xi,d1),. .., (Xm,dm) kompakte metrische Rdume. Dann ist auch
(X1 X -+ x X, dso) kompakt.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach m.

Fiir m = 1 ist nichts zu zeigen.

m — m + 1: Wir setzen X := X; X --- X X, und definieren p : X x X411 — X,
q:X X Xmt+1 = X1 durch

p(x) = (21, Tm), q@)=zm1 (= (21, Zm, Tmt1) € X X Xppt1).

Ist (x)nen eine Folge in X x -+ X X411, so ist (p(xy,))nen eine Folge in X. Also exi-
stiert nach Induktionsvoraussetzung eine do-konvergente Teilfolge (p(xy,))ner. Weiter
ist (¢(zn))ner eine Folge in X,,+1. Also existiert eine konvergente Teilfolge (q(xy))ne.-
Aus

doo(xnv C) = max{doo (p($n)7p(c))7 dm-i-l(Q(xn)a Q(C))}
fir ¢ € X x Xyp41 ergibt sich durch Anwendung von B. 8.9 die deo-Konvergenz von
(xn)nGJ = (p(xn>a q(xn))nEJ' U

Beispiel 8.28 Nach B. 8.26 uns S. 8.27 sind Mengen der Form [a1,b1] X ... X [am, ),
wobei aj,b; € R mit a; < b; fiir j = 1,...,m, kompakt.

Bemerkung und Definition 8.29 Es sei (V,||-||) ein normierter Raum. Eine Menge
M C V heifit beschrinkt, falls ein R > 0 existiert mit ||z|| < R fiir alle z €
M (also M C Bgr(0) gilt). Ist M C V relativ kompakt (also relativ kompakt im
metrischen Raum (V,dj.|)), so ist M beschréinkt (anderenfalls wiirde eine Folge (z.,)
in M existieren mit ||x,| — oo. Diese Folge hitte keine konvergente Teilfolge).

Fiir Teilmengen M von K™ gilt umgekehrt auch: Ist M beschrankt, so ist M schon
relativ kompakt. (Denn: Es existiert ein R > 0 mit M C Bg(0) C [-R, R]™. Also ist
M nach B. 8.28 Teilmenge einer kompakten Menge und damit relativ kompakt.)

Ein weiteres zentrales Resultat der Analysis ist mit den obigen Uberlegungen bereits

so gut wie bewiesen:
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Satz 8.30 (Heine-Borel)
Teilmengen von K™ sind genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen

sind.

Beweis. Nach B. 8.29 ist fiir Mengen M C K™ Beschranktheit gleichbedeutend mit
relativer Kompaktheit. Mit B. 8.25 ergibt sich damit die Behauptung O

Bemerkung 8.31 Ist M C R beschrinkt, so gilt sup M € M und inf M € M. Ist also
M kompakt (und damit zusétzlich abgeschlossen), so hat M Maximum und Minimum.

In vielen mathematischen Fragestellungen geht es darum, reellwertige Funktionen zu

maximieren bzw. zu minimieren. Wir wollen zunéchst die passenden Begriffe einfiihren.

Definition 8.32 Es seien X # () eine Menge und f : X — R.

1. Man sagt, f hat ein Maximum, falls max f= max f(x) := max f(X) existiert.
Ist zo € X so, dass f(xg) = maxf gilt, d. h. ist f( ) < f(= ) fiir alle x € X, so

sagt man, dass f das Max1mum an rg annnimmt.

2. Man sagt, f hat ein Minimum, falls max f= Inm f(x) := min f(X) existiert.
Ist xp € X so, dass f(zg) —mmf gilt, d. h. ist f( ) f(zo) fiir alle x € X, so

sagt man, dass f das Mlnurmm an xrg annimmt.

Ist M C X, so sagt man auch f habe ein Maximum auf M (oder Maximim beziiglich
M), falls f|pr ein Maximum hat. Entsprechendes gilt fiir Minimum statt Maximum.

Beschriankte und stetige reellwertige Funktionen haben im Allgemeinen weder ein Ma-
ximum noch ein Minimum, wie etwa arctan : R — R zeigt (der Wertebereich

arctan(R) = (—7n/2,7/2)

ist offen). Giinstiger ist die Situation bei stetigen Funktionen auf kompakten Mengen.
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Satz 8.33 Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riaume und f : X — Y stetig. Dann
gilt:

1. Ist M C X relativ kompakt, so ist auch f(M) CY relativ kompakt.
2. Ist X kompakt, so ist auch f(X) kompakt.

3. Ist X kompakt und Y =R, so hat f Mazximum und Minimum.

Beweis. 1. Es sei (yn)nen eine Folge in f(M). Wir wihlen z, € M mit y, = f(z,).
Nach Voraussetzung existieren ein a € X und eine Teilfolge (x,,)ner von (2, )pen mit
Tn = a (n— o0, n €l). Da f stetig ist, folgt

Yn = f(zn) = f(a) (n—oo,nel).

Damit ist f(M) relativ kompakt.
2. Ist X = M in 1., so ist natiirlich f(a) € f(X).
3. Nach 2. und B. 8.31 existieren m)?xf und n}}n f. O

Bemerkung 8.34 Es seien I = (a,b) ein offenes Intervall und f : I — R stetig.
Existieren die Grenzwerte f(at) und f(b™), so ist f beschriinkt auf I, jedoch existieren
im Allgemeinen weder Maximum noch Minimum, wie etwa wieder f = arctan auf R
zeigt. Gilt jedoch f(a™) = f(b™), so hat f jedenfalls Maximum oder Minimum.
(Denn: Ist f konstant, so ist die Behauptung klar. Ist f nicht konstant, so existiert
ein zg € I mit f(zo) # f(a™)(= f(b7)). Ist f(zg) > f(a™), so existiert ein kompaktes
Intervall J C I mit f(x¢) > f(z) fir alle x € I'\J. Nach S. 8.33 hat f ein Maximum auf
J. Also ist max f= max f-Ist f(zo) < f(a™), so hat entsprechend f ein Minimum.)

Bemerkung und Definition 8.35 Es seien X # () eine Menge und g : X — R
beschrankt. Dann schreiben wir

sup g := sup g(x) := sup g(X).
X reX

Ist (E,|-|g) ein normierter Raum, so setzt man

B(X,E) :={f:X — E:|f|g beschrankt}



8 METRISCHE RAUME 73

und B(X) := B(X,C). Wie man leicht sieht, ist B(X, E) ein Unterraum von EX und
damit ein Vektorraum. Aus sup(aA) = asup(A4) und sup(A + B) < sup A + sup B fiir
a > 0 und beschrinkte Mengen A, B C [0,00) (tatséchlich gilt auch im zweiten Fall

Gleichhheit; [U]) folgt, dass

1 loo := [1flloo,x := S;plf\E (f € B(X, E))

mit eine Norm auf B(X, F) definiert. Man nennt || - || die Supremumsnorm auf X
(beziiglich | - |g). Im Falle eines kompakten metrischen Raumes (X, d) gilt C(X, E) C
B(X,E) nach S. 8.33 und ||f||ec = m)&(LX|f\E.

Fine stetige, bijektive Funktion zwischen metrischen Rdumen, deren Umkehrabbildung

ebenfalls stetig ist, nennt man einen Homdomorphismus. Im Allgemeinen ist die

Umkehrfunktion einer stetigen, bijektiven Funktion nicht stetig ([U]). Als Anwendung
von S. 8.33 erhilt man jedoch:

Satz 8.36 Es seien (X, dx) und (Y,dy) metrische Riume. Ist (X,d) kompakt und ist
f: X =Y bijektiv und stetig, so ist auch Y kompakt und f ein Homdomorphismus.

Beweis. Zunichst ist Y = f(X) nach S. 8.33 kompakt. Es sei A C X abgeschlossen.
Zm Beweis der Stetigkeit von f~! reicht es nach S. 8.20 zu zeigen, dass

FHHA) =fA) cY

abgeschlossen ist. Da Teilmengen relativ kompakter Mengen wieder relativ kompakt
sind, und da A abgeschlossen ist, ist A kompakt nach B. 8.25. Also ist f(A) C Y
kompakt nach S. 8.33 und damit insbesondere abgeschlossen (wieder nach B. 8.25). O

Eine weitere wichtige Eigenschaft stetiger Funktionen auf kompakten Mengen ist die
gleichméfige Stetigkeit:

Definition 8.37 Es seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume, und es sei f : X —
Y. Dann heifit f gleichméflig stetig, falls fiir alle € > 0 ein § = J. > 0 so existiert,
dass

dy (f(z), f(y)) <e
fiir alle z,y € X mit dx(z,y) < 9.
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Aus der Definition ergibt sich sofort, dass jede gleichméfig stetige Funktion auch
stetig ist. Das folgende Beispiel zeigt, dass die Stetigkeit im Allgemeinen nicht die
gleichméflige Stetigkeit impliziert.

Beispiel 8.38 Essei f: R — R mit f(z) = 22 (x € R). Dann ist f stetig auf R, aber
nicht gleichméfig stetig.

(Es sei € = 1, und es sei 6 > 0 beliebig. Wir wéhlen z = 1/6,y = 1/6 + §/2. Dann ist
|r —y| =9d/2 < 0, aber

[f(@) = fW)l =l +yl-le—y[>2/6-0/2=1=¢.

Folglich ist f nicht gleichmiBig stetig auf R.)

Satz 8.39 Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Raume. Ist (X,d) kompakt und
f: X =Y stetig, so ist f gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Angenommen nicht. Dann existiert ein € > 0 so, dass fiir alle n € N zwei
Punkte x,,,y, € X existieren mit

dx (Tn,yn) < 1/n und  dy (f(zn), f(yn)) > €.

Da X kompakt ist, besitzt die Folge (z,) eine Teilfolge (zy)ner mit z, — a € X
(n — oo, n € I). Damit gilt auch

dX(aayn)ng(CL»xn)“’dX(xnayn)_)O (n—)OO,TLEI),

also y, — a (n — oo, n € I). Aufgrund der (Folgen-)Stetigkeit von f an der Stelle a
ergibt sich

e <dy (f(zn), f(yn)) < dy (f(2n), f(a)) +dy (f(a), f(yn)) = 0 (n—oo,nel).

Widerspruch! O
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9 Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Wir haben schon frither gesehen, dass wichtige Funktionen wie die Exponentialfunktion
iiber gewisse Grenzwerte definiert sind. Ziel ist es nun, allgemeine Strukturaussagen
iiber Funktionen zu machen, die sich als Grenzwerte von sog. Funktionenfolgen oder
Funktionenreihen ergeben.

Definition 9.1 Es seien X # () eine Menge und (Y, d) ein metrischer Raum. Eine
Folge (fn)nen in Abb(X,Y) = Y nennt man eine Funktionenfolge. Die Funktio-
nenfolge (fy)nen heilt punktweise konvergent auf der Menge M C X, falls fiir
alle z € M die Folge (f,(z))nen in Y konvergiert. Die Funktion f : M — Y mit
f(z) = nlg]g@ fn(2z) heit Grenzfunktion der Folge (f,)nen (auf M). Wir schreiben
dann auch

fn— f (n— o) punktweise auf M.

Beispiel 9.2 Wir betrachten die Funktionen f, : R — R mit
fo(z) := 2" (reR,neN).

Dann gilt
0 , falls ze€(—1,1)

fa(z) — )
(=) 1 , falls z=1

d. h. (fn) konvergiert punktweise auf (—1,1] mit der Grenzfunktion f = 11y (1.
Das Beispiel zeigt insbesondere, dass die Grenzfunktion unstetig (an der Stelle 1) ist,

obwohl alle Folgelieder f, stetige Funktionen auf R sind.

Wir fiithren nun einen strengeren Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen ein, der den
entscheidenden Vorteil hat, dass sich Stetigkeit auf die Grenzfunktion tibertragt.

Bemerkung und Definition 9.3 Es seien X # () eine Menge und (Y, d) ein metri-
scher Raum.
1. Fir f,g: X =Y so, dass X 3 x +— d(f(z),g(z)) € R beschrénkt ist, setzen wir

doo(f,9) = doo,x(f,9) == sup d(f(z),g(z)).

Ist h: X — Y so, dass z — d(g(x), h(x)) beschrénkt ist, so gilt die Dreiecksungleichung

doo(f ) < doo(f, 9) + doo(g, ).
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Ist (E, |- |g) ein normierter Raum und (Y, d) = (E,d),),,), so ist zudem

dos(f,9) =If —9lc  (f,9 € B(X,E)),

also do die von der Supremumsnorm induzierte Metrik auf B(X, E).

2. Eine Folge (fn)nen in Abb(X,Y) heifit gleichméBig konvergent auf der Menge
M C X gegen die Grenzfunktion f : M — Y, falls (doo,m(f, frn))nen (existiert und)
eine Nullfolge ist. Wir schreiben dann

fon— f(n—00) gleichméBig auf M

oder auch
fu(x) = f(x) (n = 00) gleichmaBig auf M .

Ist (E,]|-|g) ein normierter Raum, so ist also fir f,, f € B(X, E) gleichmdfige Kon-
vergenz auf M dasselbe wie || - ||oo, v -Konvergenz.

3. Gilt f,, — f gleichméBig auf M, so folgt f,(x) — f(x) (n — o) fiir alle x € M
(da d(fn(z), f(x)) < doo,m(fn, f)); mit anderen Worten: gleichméaflige Konvergenz
impliziert punktweise Konvergenz.

Beispiel 9.4 Wir betrachten noch einmal f,, und f aus B. 9.2. Ist M = [-1/2,1/2],
so gilt

doo,rt (fn, f) = [lfn = flloopr = max |2 =1/2" =0 (n — oo),
also fr, = 0(= f|lm) (n — o0) gleichméBig auf [—-1/2,1/2]. Fir M = [0, 1) ist

doot (frs [) = lfn = flloor = sup 2" =1 (neN).
z€[0,1)

Also ist (fy,) nicht gleichméBig konvergent auf [0, 1).

Satz 9.5 Es seien (Y,d) ein metrischer und (X,dx) ein kompakter metrischer Raum.
Dann ist

doo(f,9) = maxd(f(z),g(x))  (f.g € O(X,Y))

und d eine Metrik auf C(X,Y).

Beweis. Aus Dreiecksungleichung und umgekehrter Dreiecksungleichung ([U]) ergibt
sich fiir w,v,u’,v' €Y

|d(u,v) — d(u',v")| < |d(u,v) — d(u/,v)| + |d(v/,v) — d(u/,v")| < d(u,u') + d(v,0")
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und damit

d(f(z),9(x)) — d(f(y), 9(y))| < d(f(z), f(y)) +d(9(x), 9(y))

fir alle f,g € C(X,Y) und z,y € X. Da X kompakt ist, sind f und g nach S. 8.39
gleichmifig stetig. Also ist auch x — d( f(x), g(m)) (gleichméBig) stetig und hat folglich
nach S. 8.33 ein Maximum. Wie bereits in B. 9.3 erwdhnt gilt die Dreiecksungleichung,
also (d3). Definitheit und Symmetrie von d., folgen sofort aus den entsprechenden Ei-
genschaften von d. O

Wir kommen nun zu dem bereits angedeuteten Ergebnis {iber die Vererbung der Ste-
tigkeit auf die Grenzfunktion.

Satz 9.6 Es seien (X,dx), (Y,d) metrische Riume und a € X. Weiter sei (fn)nen
eine Folge in Abb(X,Y"), die gleichmdfig auf einer Umgebung U von a gegen f kon-

vergiert. Sind die Funktionen f, stetig an a, so ist auch f stetig an a.

Beweis. Es sei e > 0 gegeben. Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz von (f,,) gegen
f auf U existiert ein n € N mit

sup d(f(z), fa(z)) <€/3.

zelU

Da f, stetig an a ist, existiert ein 6 = d. > 0 so, dass Us(a) C U und

d(fn(x)7fn(a)) < 5/3 (CIZ € Ué(a)) :

Damit ist fiir € Us(a)

d(f(x), f(a)) < d(f(z), fu(2)) + d(fn(2), fn(a)) + d(fn(a), f(a)) <& .

Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir gleichméflige Konvergenz liefert

Satz 9.7 (Cauchy-Kriterium fir gleichmdffige Konvergenz)
Es seien X # () eine Menge, (Y,d) ein vollstindiger metrischer Raum und (fn)nen
eine Folge in Abb(X,Y). Ist M C X, so ist (fn)nen gleichmifig konvergent auf M

genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein R > 0 existiert mit

dOO,M(fnafn’) <e (’n,n' > R).
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Beweis. =: Es gelte f,, — f gleichmiflig auf M. Ist € > 0 gegeben, so existiert ein
R > 0 mit
doo(f, fn) <€/2 (n>R).

Fiir alle n,n’ > R gilt dann mit der Dreiecksungleichung (siehe B./D. 9.3)

Aoo(frs frr) < doo(fny f) + doo(f, frr) < €.

<: Nach Voraussetzung ist insbesondere fiir jedes feste © € M die Folge (fn(x))nen
eine d-Cauchyfolge. Da (Y, d) vollsténdig ist, ist (f,,(z))nen konvergent. Wir definieren
f: M —Y durch f(z) := n11_>nca>o fu(x) (x € M) und zeigen, dass (f,) gleichméBig auf
M gegen f konvergiert.

Dazu sei € > 0 gegeben. Dann existert ein R = R, > 0 mit doo(fn, frr) < € fiir
n,n’ > R. Es sei nun n > R fest. Ist x € M, so folgt aus der Stetigkeit der Abbildung

y = d(fu(2),y) ([U]) fiir m > R

e > d(fn(x), fm(x)) = d(fn(z), f(x))  (m —00).
Also ist d(fn(x), f(z)) <e. Da z € M beliebig war, folgt doo(f, fn) < €. O

Bemerkung 9.8 Sind X # () eine Menge und (F, |- |g) ein Banachraum, so ist auch
(B(X,E),]|| - ||co) ein Banachraum.
(Denn: Es sei (fn)nen eine || - [|co-Cauchyfolge. Nach S. 9.7 existiert eine Funktion
f: X — E mit f, — f gleichmé8ig auf X. Nach B. 9.3 reicht es zu zeigen, dass |f|g
beschrénkt ist. Dazu wéhlen wir ein n € N mit ||f — fn||lcoc < 1. Dann gilt fiir alle
reX

@5 < 1) = Fal@)ls + 1 a@)]p < 1+ | fallo.

Also ist |f|g beschrinkt.)

Bemerkung 9.9 Es seien (X, dx) kompakt und (Y,d) vollstindig. Dann ist nach S.
9.7 und S. 9.6 der metrische Raum (C(X,Y), d) vollstdndig.

Es sei nun (Y, d) kompakt. Ist X endlich, so ist C(X,Y) = Abb(X,Y) und mit S. 8.27
sieht man, dass dann auch (Abb(X,Y),d) kompakt ist. Im Allgemeinen ist jedoch
der Raum (C(X,Y),dx) nicht kompakt: Sind etwa X =Y = [0, 1] (jeweils mit der
Betragsmetrik), so ergibt sich aus B. 9.4, dass die Folge (f,,) in C(X,Y") mit

fn(z) =2" (x € [0, 1])

keine d.-konvergente (also auf [0, 1] gleichméfig konvergente) Teilfolge hat.
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Definition 9.10 Sind X # () eine Menge, (E, |-|g) ein normierter Raum und (fy,)n>m
eine Folge in Abb(X, E), so heifit die Funktionenfolge (s,,) mit

sp(x) = Z fu(z) (xeX,n>m)

o0
eine Funktionenreihe. Man schreibt wieder Y f, statt (sp)n>m. Die Funktionen-
r=m

[ee]
reihe » f, heift punktweise konvergent auf M C X falls die Funktionenfolge (s,)

v=m
auf M punktweise konvergiert. Entsprechend heifit die Funktionenreihe gleichmé#ig
konvergent auf M, falls (s,) gleichméBig auf M konvergiert. Man verwendet das
o0

Symbol > f, dann auch wieder fiir die Grenzfunktion.

v=m

Es stellt sich die Frage nach hinreichenden Bedingungen fiir die gleichméfige Konver-
genz. Analog zu S. 7.6 ergibt sich

Satz 9.11 (Weierstraf-Kriterium,)

Es seien X # () eine Menge, (E,| - |g) ein Banachraum und (fp)n>m eine Folge in

o0 oo
B(X, E). Konvergiert die Rethe Y ||fu||cc, S0 konvergiert > f, gleichmdfig auf X .
v=m v=m

Beweis. Zunichst gilt s, € B(X, E), da B(X, E) ein linearer Raum ist. Ist ¢ > 0
gegeben, so existiert nach S. 7.5 ein R > 0 mit

n

Y lflle<e  (n>n'>R).

v=n'+1

n

Damit ergibt sich fiir n > n' > R
n n
lsn=swlle = D £f_< 3 ke 3 Il <=

v=n'+1 v=n'+1 v=n'+1

Also ist (sp) eine || - ||co-Cauchyfolge. Nach B. 9.8 ist (s,,) auch || - ||co-konvergent. O

Beispiel 9.12 Fiir a > 1 sei S, := {# € C: Rez > a}. Dann ist die Funktionenreihe
oo

> v=% gleichmifig konvergent auf S,. (Denn: Fiir alle z € S, und alle v € N ist

v=1

—zlnn’ _ e—Re(z)lnn < e—alnn —a

In"%| =le =n
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Da die Reihe ) v~ konvergiert ([U]), ergibt sich die Behauptung aus S. 9.11.)
v=1
Mit S := {z € C: Rez > 1} heifit die Funktion ¢ : § — C, definiert durch

¢(2) :zZVﬁZ (z€9),
v=1

(Riemannsche) Zetafunktion. Da z — n™* fiir alle n € N stetig auf C ist, folgt
aus S. 9.6 die Stetigkeit der Zetafunktion auf S (Man beachte: Ist Re(a) > 1 und
1 < a < Re(a), so ist S, eine Umgebung von a).

Bemerkung und Definition 9.13 Es seien a € K und (¢,),, eine Folge in K.
o0
Dann heifit die Funktionenreihe > f, mit f,, : K — K, definiert durch

v=0

fo(z) i=cp(x —a)" (z €K, neNp),

Potenzreihe mit Entwicklungsmitte a und Koeffizientenfolge (¢,). Man kann

zeigen ([U]): Ist
o
R :=sup{|h| : Z ¢y h” konvergent} > 0,
v=0
so ist die Potenzreihe gleichméfig konvergent auf B,(a) fir alle r < R. Aus S. 9.6
ergibt sich damit die Stetigkeit von x — > ¢, (z — a)” auf Ug(a) (mit Ux(a) := K).

v=0
Man nennt R den Konvergenzradius und Ug(a) den Konvergenzkreis (im Falle

K = R meist das Konvergenzintervall) der Potenzreihe.
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10 Differenzialrechnung

Wir untersuchen nun Funktionen f : X — C, wobei X C K, also Funktionen einer
reellen oder komplexen Variable. Um die feinere Struktur des Veréinderungsverhaltens
solcher Funktionen untersuchen zu kénnen, brauchen wir einen iiber die Stetigkeit
hinausgehenden Glattheitsbegriff. Grob gesagt wollen wir Funktionen definieren, die

lokal sehr gut durch affin-lineare Abbildungen approximiert werden konnen.

Definition 10.1 Es seien X C Kund f: X — C.

1. f heifit differenzierbar an der Stelle a € X, falls a Hiufungspunkt von X ist

) ot ) I )

r—a Tr—aQa

und der Grenzwert

existiert. Man bezeichnet f’(a) als (erste) Ableitung von f an der Stelle a.

2. f heifit differenzierbar (auf X), falls f in jedem Punkt x € X differenzierbar
ist. In diesem Fall heifit die Funktion f’ : X — C (erste) Ableitung von f.
Weitere Schreibweisen sind etwa D f oder df oder auch (df /dx)3. Ist f' stetig, so
heifit f stetig differenzierbar (auf X).

Bemerkung 10.2 Es seien wieder X C K, a € XNX' und f : X — C. Definiert man
die Funktion 7,f : (X —a) — C durch

(raf)(h) == fla+h) — fla) (h€X —a),
0 ist 7, f(0) = 0 und f nach Bemerkung 5.15 genau dann differenzierbar an a, wenn

lim %Taf(h) _ iy L@ N Z 1@

h—0 h—0 h

existiert, also 7, f differenzierbar an 0 ist, und in diesem Fall ist

f'(a) = (1a£)(0).

Man kann sich also bei Bedarf bei der Untersuchung von Ableitungen auf den Fall

a = f(a) = 0 zuriickziehen.

3Diese Schreiweise ist zwar suggestiv und praktisch in manchen Situationen, aber problematisch,
da man dabei stillschweigend davon ausgeht, dass die Variable z heifit. Auflerdem handelt man sich
erhebliche formale Probleme ein, wenn man die Ableitung an der Stelle z betrachten will, also so etwas
wie (df /dz)(x). Wir werden daher im Weiteren auf diese Notation verzichten.
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Beispiel 10.3 1. Ist f(z) := cx + b (x € K) mit Konstanten b,c € C, so ist f
differenzierbar auf K und es gilt

.1 . flx+h)— f(x) . ch
() = lim — =1 = lim — = K) .
Pl =y =i =, W e wek)
2. Fiir f(x) := 22 (v € K) gilt
oy (@)= 2zh+ R B
f@)=fim = == — = m@r+h) =2 (@ckK).

Allgemeiner kann man mithilfe der binomischen Formel ([U]) zeigen: Ist n € N und
f(z) =2a" (x € K), so ist

f'(z) = nz" 1 (x € K).

3. Ist f(z) := |z| (z € R), so ist stetig auf R, aber nicht differenzierbar an der Stelle
a=0,da f(h)/h =1 fiir h > 0 und f(h)/h = —h/h = —1 fir h < 0 gilt. Also hat
h +— f(h)/h keinen (beidseitigen) Grenzwert an 0. Das Beispiel zeigt, dass Stetigkeit
an einer Stelle im Allgemeinen nicht die Differenzierbarkeit an dieser Stelle impliziert.

Satz 10.4 Die Funktionen exp ist differenzierbar auf C mit exp’ = exp.

Beweis. Nach Bemerkung 9.13 ist ¢ : C — C mit

g(h) := l;) 7(# 1

stetig auf C mit £(0) = 1. Damit gilt fiir h € C*

l(h_l):ihy_lze(h)ﬁl (h — 0).
h — v!

Fiir beliebiges a € C folgt
(vt — e /h=e- (e —1)/h = e*-1 (h—0).
O
Der erste Teil des folgenden Satzes zeigt, dass Differenzierbarkeit einer Funktion f

an einer Stelle a bedeutet, dass f lokal an a mit einer gewisssen Giite durch eine
affin-lineare Funktion der Form

hw— f(a)+c-h

approximiert werden kann. Der zweite zeigt, dass Differenzierbarkeit Stetigkeit impli-
ziert. Wir schreiben dabei X, := (X —a) \ {0}.
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Satz 10.5 Es scien X CK,a € XNX" und f: X — C. Dann gilt

1. (Zerlegungsformel, affin-lineare Approzimation) f ist genau dann differenzierbar
an a, wenn ein ¢ € C und eine an 0 abklingende Funktion ¢ = cpq : Xq — C

existieren mit
fla+h)=f(a)+c-h+e(h)-h (heX,).
Auferdem ist in diesem Fall f'(a) = c.

2. Ist f differenzierbar an a, so ist f auch stetig an a.

Beweis. 1. =: Wir setzen fiir h € X,
e(h) == (raf)(h)/h = f'(a).
Dann ist € abklingend an 0 aufgrund der Differenzierbarkeit von f an a und es gilt
fla+h) = f(a)+ f'(a)-h+e(h)-h  (heX),

also ¢ = f'(a)
<: Klar mit (7,.f)(h)/h =c+e(h) fir h € X,,.
2. Folgt aus der Zerlegungsformel fiir A — 0. O

Satz 10.6 (Summen-, Produkt- und Quotientenregel)
Es seien X C K und f,g: X — C differenzierbar an der Stelle a € X. Dann gilt

1. f+ g ist differenzierbar an a mit
(f +9)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
2. f-g ist differenzierbar an a mit
(f-9)(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a) .

3. Ist g nullstellenfrei, so ist f/g differenzierbar an a mit

I\ lagla) - fa)g(a)
<g) (a)= 2() |
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Beweis. Wie man leicht nachrechnet, gilt fiir h € X —a

Ta(f 4+ 9)(h) = 7af(h) + Tag(h)

und
7a(f - 9)(h) = gla+h) -7 f(h) + f(a) - Tag(h).

Nach Satz 10.5 ist g stetig an a. Damit ergeben sich die Summenregel und die Pro-
duktregel jeweils nach Divsion durch A und Grenzwertbildung fiir A — 0. Ist zusétzlich
Z(g) =0, so gilt auch
_Tag(h)
To(1/9)(h) = ————
WM = s me@

Wieder nach Divsion durch h und Grenzwertbildung fiir A — 0 ergibt sich die Quoti-
entenregel fiir f = 1. Die allgemeine Aussage folgt mit der Produktregel. O

d
Beispiel 10.7 Ist p(z) = Y c¢,2¥ (z € K) ein Polynom, so folgt aus Satz 10.6 und

v=0
Beispiel 10.3
d
= Z v et (x € K).
v=1

Satz 10.8 (Kettenregel)
Es seien XY CK und es sei f : X =Y. Ferner sei g: Y — C. Ist f differenzierbar
an a € X und ist g differenzierbar an f(a), so ist go f differenzierbar an a mit

(9o f)(a)=4d'(f(a))f (a).

Beweis. Wir betrachten zuniichst den Spezialfall @ = 0 und f(0) = ¢(0) = 0. Ist
€ = g4, wie in der Zerlegungsformel und £(0) := 0, so ist € o f abklingend an 0 und
damit gilt fiir h € X, h #0

Yoo nm = +a) g m) + g0

—euwwﬁo+w><m JOF©) (h0).

Also ist g o f differenzierbar an 0 mit (g o f)'(0) = ¢'(0) f'(0).
Sind nun a sowie f(a) und g(f(a)) beliebig, so gilt

Ta(90 f) = Tra)9 0 Taf
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und damit ergibt sich die Behauptung durch Anwendung des Spezialfalls auf die rechte
Seite. 0

Beispiel 10.9 Fiir p: C — C mit
p(z) = (2 +22+1)° (2€0Q)
gilt p = go f mit f(2) = 22+22+1 und g(w) = w®. Also ergibt sich aus der Kettenregel

P(2) =g (f()f(2) =5z +2:+1)4322+2) (2 €C).

Satz 10.10 Die Funktionen sin und cos sind differenzierbar auf C mit

.-/ / .
SIn = COS und cos = —sin.

Beweis. Fiir z € C ist nach der Kettenregel
s ! L (%1 . —1z 1 %1 —1iz
sin (z)zﬂ(ze + ie )25(6 +e ) =cosz.

Entsprechend ergibt sich cos’ = — sin. O

Satz 10.11 (Umkehrregel)

Es seien X C K und f : X — Y C C bijektiv. Ist f differenzierbar an der Stelle
a € X mit f'(a) # 0 und ist die Umkehrfunktion f=' stetig an c := f(a), so ist f~!
differenzierbar an ¢ mit

(f () =1/f(a) = 1/(f'(F7()) -

Beweis. Ist (x,) eine Folge in X mit a # z, — a (n — o0), so gilt aufgrund der
Stetigkeit von f an a und der Injektivitdt auch

fla) # f(zn) > ¢ (n—00).

Damit in ¢ € Y’. Es sei zunichst @ = ¢ = 0. Dann ist f~! stetig an 0. Also gilt
f~Y(u) = 0 (u — 0) und folglich mit Bemerkung 5.15 und f~1(u) # 0 fiir u # 0

FHw) ) 1

w T w)  FO)

(u—0).
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Der allgemeine Fall ergibt sich aus Bemerkung 10.2 und 7.f ! = (7,f) 1. |

Bemerkung 10.12 Es seien X C K und f : X — Y C C bijektiv mit stetiger
Umkehrfunktion. Ist g : Y — C nullstellenfrei und so, dass f’ = go f auf X gilt, so ist
nach der Umkehrregel

() =1/(fof)=1/g.

Beispiel 10.13 1. Ist a > 0 fest, so gilt mit a* = ¢*"® und der Kettenregel
(2 a®) = (2~ a®lna).

2. Es gilt
In'(t) =1/t (t>0).

(Denn: Nach Bemerkung 10.12, angewandt auf g(t) := ¢ fiir ¢ > 0 und f = exp g, ist

In' = (f') =1/g.)
Damit ergibt sich fiir festes @ € C mit der Kettenregel

(t =t = (t — e = (t s at*™h).
3. Aus Satz 10.10 und der Quotientenregel folgt

1 1
tan’ = —(cosQ +sin2) = —— =1+ tan?
cos2 cos?

auf C\ 7(Z + 1/2) und entsprechend auf C \ 7Z

cot! = —sin™? = —1 — cot?.
4. Es gilt
fan'(t) = — ¢ = — (t € R)
arctan = 11 arcco =11z .

(Denn: Nach 3. und Bemerkung 10.12, angewandt auf f = tan ](,ﬂ/gm/g), ist arctan’ =
(f~Y =1/g mit g(t) := 1 + ¢ fiir t € R. Entsprechendes gilt fiir arccot.)
5.

Es gilt ([U])

1 , 1
, arccos (t) = —
V1 —t2 ® V1 —t2

arcsin’(t) =
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Wir beschiiftigen uns nun damit, wie man die Differenzialrechnung nutzen kann, um
insbesondere das lokale Verhalten differenzierbarer Funktionen genauer zu untersu-

chen. Dazu definieren wir zunéichst, was wir unter Extremstellen verstehen.

Definition 10.14 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und f: X — R.

1. Ein Punkt zp.x € X heiffit Maximalstelle (von f) und f(zmax) dann lokales
Maximum, falls eine Umgebung U von zp,x existiert mit

f(@) < f(@max) (reU),

falls also f|y an der Stelle xy,x maximal wird. Gilt < statt < fiir x # Tymax, SO

spricht man von einem strikten lokalen Maximum.

2. Ein Punkt xn,i, € X heift Minimalstelle (von f) und f(zp,) dann ein lokales

Minimum, falls eine Umgebung U von x;, existiert mit

f(@) 2 f(@min) (€ U),

falls also f|y an der Stelle xp,i, minimal wird. Gilt > statt > fiir & # zpi,, so

spricht man von einem strikten lokalen Minimum.

Ist a eine Maximal- oder eine Minimalstelle von f, so nennt man a auch eine Extrem-

stelle von f.

Wir werden im Weiteren verdeutlichen, dass die Differenzialrechung ein effizientes
Instrumentarium zur Bestimmung von Extremstellen zur Verfiigung stellt. Ist f : X —
C differenzierbar, so nennt man eine Nullstelle von f’ auch kritische Stelle von f.

Satz 10.15 Es scien X C R und a ein innerer Punkt von X. Ist f : X — R diffe-
renzierbar an a und ist a eine Extremstelle von f, so ist a eine kritische Stelle, also

f'(a) =0.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei a eine Minimalstelle. Dann existiert ein § > 0 mit
Tof(h) > 0 fiir |h| < §. Da f differenzierbar an a ist, gilt

0.< lim (raf)(h)/h = F'(@) = lim (7af)(h)/h < 0.
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Bemerkung und Definition 10.16 1. Das Verschwinden von f’ an einer Stelle a ist
lediglich eine notwendige Bedingung dafiir, dass a eine Maximal- oder Minimalstelle
ist. So hat etwa f : R — R mit f(z) = 2% an 0 einen kritischen Punkt, aber 0 ist keine
Extremstelle. Daher nutzt man Satz 10.15 typischerweise dafiir, die Extremalitit von
f an den inneren Punkten a, die nicht kritisch sind, auszuschliefen. Kritische Stellen
sind die einzigen ,,Kandidatinnen® fiir Extremstellen im Inneren von X.

2. Ist a eine Extremstelle, aber kein innerer Punkt von X, so ist a nicht notwendig eine
kritische Stelle. So sind +1 fiir f : [-1,1] — R mit f(z) = |z| Maximalstellen, aber
keine kritischen Stellen. Auflerdem ist 0 eine Minimalstelle, aber auch kein kritischer
Punkt (da f an 0 gar nicht differenzierbar ist).

Satz 10.17 (Rolle)
Es sei I = (a, ) ein offenes Intervall, und es sei f : I — R differenzierbar. Existieren

flat) und f(B7) und ist f(at) = f(B7), so hat f einen kritischen Punkt.
Beweis. Nach Bemerkung 8.34 hat f ein Maximum oder ein Minimum. Nach Satz

10.15 hat f damit einen kritischen Punkt. O

Als Folgerung erhalten wir

Satz 10.18 Es seien I = («, B) ein offenes Intervall und f,g : I — R differenzierbar.
FEzistieren f(a™) und f(B87) sowie g(a™) und g(87), so existiert ein & € («, ) mit

Beweis. Wir betrachten die Funktion ¢ : I — R mit

p(z) = f(2)(9(87) —g(a™)) = (f(B7) = f(aF))g(z) (v €1).

Da o(87) = o(a™) = f(aT)g(B7) — f(B7)g(a™) gilt, ergibt sich die Aussage durch
Anwendung des Satzes von Rolle mit ¢ statt f. O

Definition 10.19 Es seien V ein K-Vektorraum und u,v € V. Wir definieren s}, :
[0,1] — V durch
SUt) == u+to—u) (te[0,1])
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und nennen s;, orientierte Strecke von u nach v. Aulerdem setzen wir
[u,v] :=5,([0,1]) = {u+t(v—u):t€[0,1]}

und
(u,v) :=s:((0,1)) ={u+tlv—u):t € (0,1)}.

Damit kommen wir zu einem Satz, der gleich zwei weitere zentrale Ergebnisse der

Analysis enthilt.

Satz 10.20 Es seien a € K und h € K*. Weiter sei f : [a,a + h] — C stetig auf
[a,a + h] und differenzierbar auf (a,a + h). Dann gilt

1. (Mittelwertsatz) Ist f reellwertig, so existiert ein & € (a,a + h) mit
fla+h) = fla)=f(&) h.
2. (Schrankensatz) Es existiert ein £ € (a,a + h) mit

[f(a+h) = fla)] < [f(E)]- Rl

Beweis. 1. Ergibt sich durch Anwendung von Satz 10.18 mit I = (0, 1) sowie f o s2*"

statt f und g(x) = =.
2. Ohne Einschrankung kénnen wir w := f(a + h) — f(a) # 0 annehmen. Wir setzen
¢ := |w|/w und betrachten die Funktion ¢ := Re({f o s¢™") : [0,1] — R. Nach 1.

existiert ein 7 € (0,1) mit
[wl = Re(Cw) = ¢(1) = 9(0) = ¢/(r) = Re(¢f (547" (7)) - h) < £ (s5¥"(7))] - |hl.

Mit & := s2"(7) ergibt sich die Behauptung. O

Definition 10.21 Essei V ein K-Vektorraum. Eine Menge X C V heifit sternformig
beziiglich a € X, falls
X = U [a, ]

zeX
gilt und kurz sternférmig, falls sie sternférmig beziiglich eines Punktes a ist. Eine
nichtleere Menge in R ist genau dann sternférmig, wenn sie ein Intervall ist.
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Satz 10.22 Es seien X C K sternformig und f : X — C. Ist f differenzierbar mit
f'=0, so ist f konstant.

Beweis. Es sei X sternformig beziiglich a. Ist z € X mit x # a, so folgt aus dem
Schrankensatz mit einem & € (z,a)

[f(@) = f@)] < |f' (O] |z —al=0

und damit f(z) = f(a). Also ist f konstant (= f(a)) auf X. O

Satz 10.23 Es sei I ein Intervall und f : I — R sei stetig auf I und differenzierbar
auf I°. Dann gilt

1. Ist f' >0 auf I°, so ist f wachsend auf I.
2. Ist f' <0 auf I°, so ist f fallend auf I.

Ist dabei f > 0 bezichungsweise f' < 0, so ist die Monotonie streng.

Beweis. 1. Sind s,t € I mit s < ¢, so ergibt sich aus dem Mittelwertsatz mit einem
§ € (s,t)
)= f(s)= (Ot —s) >0,
also f(s) < f(t). Ist dabei f/(&) > 0, so ist f(s) < f(t).
2. Ergibt sich durch Anwendung von 1. auf —f. O

Beispiel 10.24 Die Funktion cosh | ist streng wachsend auf [0, o0) und streng fallend
auf (—00,0], da cosh’ = sinh mit sinh > 0 auf (0, c0) und sinh < 0 auf (—oo,0).

Der folgende Satz gibt ein hinreichendes Kriterien fiir Extremstellen.

Satz 10.25 (Vorzeichenwechsel-Kriterium,)
Die Funktion f : I — R sei stetig auf dem Intervall I und differenzierbar auf I°.
Ferner sei a € I. Dann gilt
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1. Existiert ein 6 >0 mit f' <0 auf I N (a,a+3d) und f' >0 auf IN(a—4,a), so
ist a eine Mazimalstelle von f.

2. Emistiert ein 6 > 0 mit f' >0 auf IN(a,a+0) und f' <0 auf IN(a—d,a) so
ist a eine Minimalstelle von f.

Gilt jeweils f' < 0 beziehungweise f' > 0, so ist das Extremum strikt.

Beweis.

1. Nach Satz 10.23 ist f fallend auf I N [a,a + §) und wachsend auf I N (a — 6, al.
Damit ist a eine Maximalstelle. Gilt dabei jeweils die strikte Ungleichung, so ist das
Maximum strikt.

2. Wieder durch Anwendung von 1. auf —f. O

Beispiel 10.26 Es sei f: R — R mit
f(z) =223 +32% — 1.

Dann gilt
>0, fiirze (—oo,—1)
fl(z)=6z(xz+1)S <0, fiirze(—1,0)
>0, firz e (0,00)
Nach Satz 10.23 ist f streng wachsend auf (—oo, —1], streng fallend auf [—1,0] und
streng wachsend auf [0, 00).

Zudem liegt nach Satz 10.25 an 0 ein striktes lokales Minimum und and —1 ein striktes

lokales Maximum vor.

Zum Abschluss dieses Abschnitts beschéftigen wir uns mit einer eleganten Methode

um gewisse Grenzwerte auszurechnen.

Satz 10.27 (Regeln von de I’Hospital)
Es seien I = (a,b) C R ein Intervall und f,g: I — R differenzierbar mit

flat)y=gla™) =0 oder g(z)— oo (z— a).
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Ist ¢’ nullstellenfrei und gilt
f'(#)/d () = ceRU{+oo} (t — a),

so folgt
f@)/g(x) =c  (x—a).

Eine entsprechende Aussage gilt fiir Grenzwerte x — b.

Beweis. 1. Es gelte f(a™) = g(a™) = 0. Ist x € I, so existiert nach Satz 10.18 ein
&(x) € (a,z) mit

) _
(@) glx) —gla®) glz)

Dabei gilt a < £(z) — a (z — a). Also folgt mit Bemerkung 5.15
f'(€(@))
g9'((x))

2. Es gelte ohne Einschrinkung g(z) — oo. Ist € > 0 gegeben, so existiert ein § > 0

mit g(¢t) > 0 und f/(¢)/¢'(t) € U(c) fiir t € Us(a).

Es sei s € Us(a) fixiert. Ist a < = < s, so existiert nach Satz 10.18 ein {(z) € (=, s) mit

f'E)  flx) = fla™)  f(2)
g€

—c¢ (zr—a).

also auch

und folglich

gilt, existiert ein n > 0 mit f(z)/g(z) € Ua:(c) fiir z € Up(a). Da € > 0 beliebig war,
folgt die Behauptung. O

Beispiel 10.28 1. Fiir alle o > 0 gilt
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d. h. die Logarithmusfunktion wichst langsamer als jede positive Potenz von z. (Denn:
Es gilt lim 2% = oo und
T—r00

lim I
r—00 Y& T—00 ™

also folgt die Behauptung mit Satz 10.27)

2. Fiir alle ¢ € R gilt ([U])
zIn(l+c¢/z) = ¢ (x — o0)

und damit auch N
(14—2) — €° (r — 0).
T
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11 Hohere Ableitungen

Definition 11.1 Es seien X ¢ K mit X € X’ und f : X — C. Mit f© := f kann
man hohere Ableitungen rekursiv definieren: Ist n € N und f(*~1) differenzierbar, so

heifit f n-mal differenzierbar und die Funktion
f =y X s ¢

die n-te Ableitung von f. Dabei schreibt man meist f” := £ und f"” := f®. Ist

) stetig, so sagt man, f sei n-mal stetig differenzierbar und existiert f(™ fiir

alle n € Ny, so sagt man f sei beliebig oft differenzierbar.

Satz 11.2 FEs seien I C R ein offenes Intervall, f : I — R zweimal stetig differen-

zierbar und a € I eine kritische Stelle. Dann gilt:
1. Ist f"(a) > 0, so hat f an a ein striktes lokales Minimum.

2. Ist f"(a) <0, so hat f an a ein striktes lokales Mazimum.

Beweis. 1. Da f” stetig an a ist, existiert ein 6 > 0 mit f”(x) > 0 fiir alle x € Us(a).
Damit ist f’ nach Satz 10.23 streng monoton wachsend und Us(a). Mit f'(a) = 0 folgt

f’( >0 fir a<z<a+t+d
T .
<0 fir a—9d0<zxz<a

Nach dem Vorzeichenwechsel-Kriterium hat f an a ein stiktes lokales Minimum.

2. Ergibt sich wieder aus 1. durch Anwendung auf —f. O

Beispiel 11.3 Wir betrachten noch einmal das Polynom f aus Beispiel 10.26, also
f(x) =22% 4+ 32% — 1.

Hier ist
f(x) =122 +6

und damit gilt f”(0) = 6 > 0 an der kritischen Stelle 0 und f”(—1) = —6 < 0 an der
kritischen Stelle —1. Also ist 0 eine Minimalstelle und —1 eine Maximalstelle.
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Wir haben bereits gesehen, dass Funktionen, die durch Potenzreihen darstellbar sind,
stetig auf dem Konvergenzkreis sind. Wir zeigen nun viel schérfer, dass solche Funktio-
nen tatséchlich beliebig oft differenzierbar ist. Dabei werden wir uns auf Potenzreihen
mit Entwicklungsmitte a = 0 beschrinken. Der allgemeine Fall kann problemlos darauf
zuriickgefithrt werden.

o0
Satz 11.4 Es sei Y, ¢,z eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, und es sei

v=0
f(x) = > ca” fir x € Ur(0). Dann ist f beliebig oft differenzierbar auf Ur(0) und
v=0
es gilt
fB@) = " w+1D)w+2)...(v+k)eka”  (x€Ug0).
v=0

Insbesondere ist
FE0)=kle,  (keNp),

also

14

> f)
f(z) = Z / '(0) z” (x € Ur(0)).
v=0 ’

Beweis. 1. Wir zeigen: f ist differenzierbar auf Ur(0) und

f(z) = Z ve,pt ! = Z(l/ + 1)eyp1a” (x € Ug(0)).
v=1 v=0

Es sei a € Ur(0). Wir wihlen ein r mit |a| < r < R. Mit Satz 3.1 gilt

WE

flath)—fla)=) alla+h) —a)=hY ¢ (h)
v=1

v=1

fir |h| < §:=r — |a| mit

n—1

Gn(h) :=cn Y _(a-+h)Fa" 17",

k=0

Aus |(a + h)ka" 17k <L fiir k= 0,...,n folgt [pn(h)] < nley|r L.

In Bemerkung 9.13 haben wir gesehen, dass ein ¢ < 1 existiert mit |c,|r"™ < ¢" fiir n
[o¢]

geniigend grofl. Nach dem Wurzelkriterium konvergiert damit die Reihe 3~ vc,|r?~!
v=1

[e.e]
und nach dem Weierstra-Kriterium (Satz 9.11) folglich die Funktionenreihe »° ¢,

v=1
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o
gleichméBig auf Bs(0). Mit Satz 9.6 ergibt sich, dass die Grenzfunktion ¢ := > ¢,

v=
stetig an 0 ist. Also gilt

hf o0
;%il)%f(a+;i f()—}}_r{})?b Z‘b” ;chay1

2. Induktiv erhilt man mit Beweisschritt 1, dass =1 fiir alle k € N differenzierbar
auf Ur(0) ist mit

[e.9]

FP@) = w+D)+2)...(v+k)e,pa”.
v=0
Die Zusatzbehauptung kle, = f*)(0) ergibt sich fiir z = 0. O

Beispiel 11.5 Fiir die Funktion f: C — C mit

sin(z)/z, z#0
1, z=0

gilt
M 221

f(z>_z 2u+1 ZCV

mit ¢y = (—1)*/2/(k 4 1)! fiir gerade &k und ¢;, = 0 fiir ungerade k. Insbesondere ist f
nach Satz 11.4 beliebig oft differenzierbar auf C mit

(=1

f(k) (0) — k+1 )
0 falls k ungerade

falls k£ gerade

Bemerkung und Definition 11.6 Es seien X C K und f : X — C. Eine Funktion
F : X — C heifit Stammfunktion zu f (auf X), falls F' differenzierbar ist mit F’ = f
auf X. Ist X C K sternférmig und sind F' und G Stammfunktionen zu f auf X, so ist
(F —G) =0 auf X und damit ist F — G nach Satz 10.22 konstant auf X, mit anderen
Worten, F' und G unterscheiden sich lediglich durch eine additive Konstante.
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o
Bemerkung 11.7 Ist ) ¢,a” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und ist
v=0

fla) =) ca”  (zcUr0)),
v=0

so ist nach Satz 11.4 durch

F(z) ::;)yc—:lxyﬂ (zgcyy_lx”> (x € Ur(0))

eine Stammfunktion zu f auf Ur(0) definiert (man beachte: der Konvergenzradius ist
auch R).

Beispiel 11.8 Ist f(z) :=1/(1 — 2) fiir z € C\ {1}, so ist durch

F(z):zzy

v=1

(lz] < 1)

nach Bemerkung 11.7 eine Stammfunktion zu f auf D gegeben. Mit der Kettenregel

sieht man sofort, dass auf (—oo, 1) durch
G(z) =In(1/(1 — z)) (x <1)

ebenfalls eine Stammfunktion zu f gegeben ist. Nach Bemerkung 11.6 sind F' und G
auf I = (—1,1) bis auf eine additive Konstante gleich. Da F'(0) = 0 = G(0) gilt, ist
die additive Konstante = 0 und damit stimmen F' und G auf [ iiberein. Also folgt

1 > a2
1( ): r 1 1).
n(— I;V (-l<z<1)

Am Rande ihres Konvergenzkreises kénnen Funktionen, die durch Potenzreihen de-
finiert sind, ein sehr kompliziertes Verhalten zeigen. Konvergiert die Potenzreihe an
einem Randpunkt ¢ des Konvergenzkreises, so existiert jedenfalls der sogenannte ra-

diale Randwert der Grenzfunktion an der Stelle . Geanuer gilt

Satz 11.9 (Abelscher Grenzwertsatz)
[e.e]

Es sei Y c,x eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 0 < R < oo und
v=0

f(z) = Zc,,a:” (x € Ur(0)).
v=0
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o0

Ist fiir ein ¢ € Kg(0) die Reihe Y ¢,(¥ konvergent, so gilt
v=0
li = WCY
Nim f(r¢) ;c ¢

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen wir R = 1 und ¢ = 1 annehmen (ansonsten
betrachte man g(z) := f((z)).

n o0
Wir setzen s, :== > ¢, fir n € Ng und s := ) ¢, = lims,. Da (s,) beschrinkt ist,
v=0 v=0

o0
hat die Potenzreihe Y s,z Konvergenzradius > 1. Also gilt mit s_; := 0 fiir [z| <1

v=0
o0 [e.o] oo o0 oo
(1—-x) Zs,,w” = Z sy’ — Z syxv Tl = Z(sy —Sy_1)x’ = Zc,,x” = f(x) .
v=0 v=0 v=0 v=0 v=0
Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein n € N mit |s, — s| < ¢ fiir alle v > n. Fir
(e8]
0<r<1ergibtsichmitl=(1-7r)> r¥
v=0
[e.o]
() =sl = 1L =7)D (sv =)
v=0
n oo n
< (1—T)Z|sy—s\+£(l—r) Z < (I—T)Z|sy—s\r”+e.
v=0 v=n+1 v=0

n
Aus (1-7) > |sp—s| — 0 fiir r — 1~ folgt die Existenz eines § > 0 mit | f(r) —s| < 2¢

v=0
firl—-d<r<l. O

Beispiel 11.10 Nach Beispiel 11.8 ist

1n<1i$):§‘ij (z € (-1,1)).

o0
Da die alternierende Reihe ) (—1)”/v nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert, ergibt

sich mit dem Abelschen Grenzwertsatz fiir (=-1

In(1/2) = lim In (%) = i (_1)V.
1

r—1- +r
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12 Integralrechnung

Die Integralrechnung entstand urspriinglich aus der Frage nach der Definition und der
Berechnung von Flicheninhalten. Ahnlich wie bei der Differenzialrechnung werden wir
Integrale iiber einen gewissen Grenzprozess einfithren. Dazu betrachten wir zunéchst
besonders einfache Funktionen, fiir die wir die ,orientierte Flidche unter den Gra-

phen“ in sehr natiirlicher Weise iiber die Flachen von Rechtecken definieren kénnen.

Definition 12.1 Sind (X, d) ein metrischer Raum und M C X, so heifit
diam(M) = sup{d(z,y) : x,y € M}

(mit diam()) := 0) der Durchmesser von M. Ist I C R ein Intervall, so schreiben

wir auch

|I] := diam(7)

und nennen || die Lidnge von I.

Bemerkung und Definition 12.2 Es sei [a, 5] C R ein kompaktes Intervall.
1. Eine endliche Familie (I;);c; paarweise disjunkter Intervalle mit

U Ij = [O‘7B]
JjeJ

nennt man eine Zerlegung des Intervalls [o, f]. Ist (I}) e eine Zerlegung von [a, f]
und ist I C [«, 8] ein weiteres Intervall, so gilt (mit || := 0)

1= 1IN1l.
jeJ

2. Eine Funktion ¢ € Bla, 8] := B([a, f],C) heifit Treppenfunktion (auf [, f3]),
falls eine Zerlegung (I)rer von [o, 5] und Konstanten ¢() = ¢, (I) € C existieren mit

P = ZC(I) = ZC(I) 17 (0,85
I€EE IEE
also so, dass ¢ konstant = ¢(I) auf I ist. Eine Zerlegung, zu der entsprechende Kon-
stanten ¢([) existieren, nennen wir zuléissig fiir die Funktion ¢. Wir schreiben T'[«, 3]

fiir die Menge der Treppenfunktionen auf [«, 3].



12 INTEGRALRECHNUNG 100

Bemerkung und Definition 12.3 Es seien (I);cp bzw. (J)jep Zerlegungen von

[a, O]. Ist
G:={U,J)e ExF:InJ=#0},

so heifit (I NJ) 1, e die gemeinsame Verfeinerung von (I);ep und (J)jep. Aus
Satz 1.15 ergibt sich, dass die gemeinsame Verfeinerung ebenfalls eine Zerlegung von

[av, B] ist.

Sind (I);rep und (J)jep zuldssig fiir ¢, so ist auch die gemeinsame Verfeinerung
zuldissig fiir ¢ und es gilt ¢|;ny = ¢(I) = ¢(J) fir (I,J) € G. Mit Bemerkung 12.2
ergibt sich

deiI= D> eDIndl= Y e HINJ = )]

I€E (I,J)eG (I,0)eqG JeF

Definition 12.4 1. Ist ¢ : [«, 5] — C eine Treppenfunktion wie in D. 12.2; so heifit

B 5

[e=[ewit=3 e,

p p I€E

Integral von ¢ (auf o, 8]). (Man beachte dabei: Die Summe auf der rechten Seite ist
nach Bemerkung 12.3 unabhingig von der Wahl der Zerlegung).

2. Ist U C Bla, ] ein Unterraum und ist ¢ ein lineares Funktional auf U (also eine
lineare Abbildung von U nach C), so sagen wir, ¢ sei nichtnegativ, falls ¢(f) > 0 fiir
alle f mit f > 0 gilt. In diesem Fall ist allgemeiner ¢(f) < ¢(g) fiir alle reellwertigen

frgmit f<g.
Satz 12.5 Die Abbildung ff : Tler, B] — C ist linear und nichtnegativ. Aufferdem gilt
fir jede Treppenfunktion ¢:

1. || ist eine Treppenfunkton mit

B B
| [el< [1el<lelits - .

2. Fir T € |o, B] ist
T B

fo-for [o

« T
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Beweis. Es seien ¢, Treppenfunktionen und A € C. Sind (I);eg bzw. (J)jes
zuléissige Zerlegungen fiir ¢ beziehungsweise 1, so ist die gemeinsame Verfeinerung
(INJ)(1,77ec sowohl fiir ¢ als auch fiir ¢ zuldssig. Sind c,(I) € C bzw. ¢y (J) € C wie
in Bemerkung 12.2 fiir ¢ bzw. 9, so ist Ap + konstant = Ac, (1) 4 ¢ (J) auf I'NJ fiir
(I,J) € G. Also ist Ay + 1) eine Treppenfunktion (und damit T[a, 8] ein Unterraum
von Bla, f]) und es gilt

B
/ Do+8) = 3 (o) +ep(NIINJ]

(I,))eG
B B
A Y g+ Y cw(J)|IﬂJ\:>\/<p+ W,
(I,))eG (I,))e@ o o

Die Nichtnegativitit und 1. ergeben sich unmittelbar aus der Definition und entspre-
chenden FEigenschaften von Summen. Die Aussage 2. folgt mit

=% lant+¢-lag
und fojgp = ffcp * 1 7] sOWie ffgo = ffgo - 1(75) aus der Linearitét. O

Wir werden nun allgemeinere Funktionen betrachten, die sich in geeigneter Weise
durch Treppenfunktionen annihern lassen. Fiir diese Funktionen kénnen wir dann das
Integral iiber die Integrale der entsprechenden Treppenfunktionen definieren.

Bemerkung und Definition 12.6 Eine Funktion f € B[a, ] heifit Regelfunktion
(auf [a, A]), falls eine Folge (¢,) von Treppenfunktionen existiert mit ||f — ¢n||loc — 0
fiir n — oo, also ¢, — f gleichméaBig auf [«, 5]. Wir schreiben R[a, 3] fiir die Menge
der Regelfunktionen. Damit ist R[a, 5] der Abschluss von T'[«, 5] in Bla, f].

Satz 12.7 Es sei f : [0,1] — C stetig. Dann ist mit Ién) = {0} und

"= ((j-1)/nj/m] (G=1,...,n)
firn € N durch
onlt) = f(i/n) (el j=0,...n)

eine Folge (¢n) von Treppenfunktionen definiert mit ||¢n — f|looc — 0. Insbesondere ist
f eine Regelfunktion.
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Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Da f gleichméBig stetig auf [0, 1] ist, existiert ein 6 > 0
so, dass |f(t) — f(s)| < ¢ fiir alle ¢,s mit |t — s| < J. Ist n > 1/ und ist t € [0, 1], so
existiert ein j = jy ¢ so, dass t € IJ(-n) und damit (da 0 < j/n—t<1/n <9)

[f(t) —en(®)] = [£(t) = f(i/n)| <e.

Da t beliebig war, folgt ||f — ¢nlleo < € fiir n > 1/4. O

Bemerkung 12.8 Aus Satz 12.7 folgt leicht, dass Cla, 5] C Ra, ] fiir beliebige

kompakte Intervalle [o, 8] gilt. Man kann zeigen ([U]), dass auch monotone Funktionen
f o, B] — R stets Regelfunktionen sind.

Bemerkung und Definition 12.9 Es seien f eine Regelfunktion und (¢,,) eine Fol-
ge von Treppenfunktionen mit ¢, — f gleichméfig auf [«, ]. Dann gilt:

1. Die Folge (f(f ©n)n konvergiert in C, denn fiir n,n’ € N gilt nach Satz 12.5

3 3 3
‘/son—/sonf Z‘/(son—cpnf)
[0 [0 [0

und da (¢,,) eine Cauchy-Folge in Bla, (] ist, ist auch ([ O/j ¢n) eine Cauchy-Folge

<|len — onrlloo(B — a)

in C, also konvergent.

2. Ist (1)) eine weitere Folge von Treppenfunktionen mit ¢, — f gleichméBig auf
[Oé, 6]7 S0 gllt

5 8
‘a/son—/wn

«

< len = Wnlloo(B =) < (lon = flloo +IIf = ¥ulloc) (B—a) = 0,

. B 1 B
also nli}rgo JDon = lim [,

n—o0

B B B
[ = [t@ar=tm [,

und nennen | f f das (Regel-)Integral (oder auch Cauchyintegral) von f auf [«, 3].

Damit setzen wir

Nach 2. ist dabei der Wert unabhéingig von der speziellen Wahl der Treppenfunktio-

nenfolge.
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Beispiel 12.10 Wir betrachen f(t) = ¢ auf [0, 1]. Dann ist nach Satz 12.7 durch

onl) ;:{j/" e (G- V/mgl =1
0 , t=0

eine Folge von Treppenfunktionen auf [0, 1] gegeben mit ¢,, — f gleichméBig auf [0, 1].
Es gilt

L n . n .
Josm), 1 j nn+1) 1 1 1
/90” L~ n |J| nzn 2n? 2+2n 2 (n = 00),
0 7j=1 J=1
also ist
1 1

/f—/tdt—l/Q.
0 0

Wir stellen einige Rechenregeln fiir Regelintegrale zusammen, die sich aus der Appro-
ximation durch Treppenfunktionen ergeben.

Satz 12.11 Die Abbildung ff : Rla, ] — C ist linear und nichtnegativ. Auferdem
gilt

1. |f] ist eine Regelfunktion und

B B
[ 4] < [151<118115 - .

2. Fir 1 € [o, B] sind f|a, € Rla, 7] und f|i- g € R[T, 8], und es gilt

T B

jf/f+/f-

(63 T

Beweis. Es seien f,g € R[a, 5] und X\ € C. Nach Voraussetzung existieren Folgen von
Treppenfunktionen (¢, ) und () mit ¢, — f und ¥, — g gleichmifig auf [«, 5] und
damit

M +9 = (Apn + n)lloo < A1 = @nlloo + 119 = nlloc = 0
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fiir n — oco. Also ist Af + g € R[«, 5] und mit Satz 12.5 gilt

B B B B
Jarvg=tm [Oenrun=2[f+ [

« « o

Es sei nun f > 0. Wir setzen

o = ¢n+||f — ¢nlloo -

Dann sind ;! Treppenfunktionen mit @7 > f > 0 sowie ||f — ¢, ||o — 0. Also folgt

mit Satz 12.5
B B

= i >
[1=tm [oiz0.
« «

1. Aus ’ If] — lenl ’ < |f — ¢n]| folgt, dass auch |f| eine Regelfunktion ist und dass
lon| — | f| gleichméBig auf [a, B] gilt. Damit ergibt sich mit Satz 12.5.1 und |f| < || f]|~

8 8
[i]= ] fen

2. ergibt sich wie oben aus Satz 12.5.2 durch Grenziibergang ¢, — f. O

B B
< lm [ len = 111 <17t~ a)

Wir kommen zu zentralen Sétzen der eindimensionalen Analysis, die die Beziehung
zwischen der Differenzial- und der Integralrechnung herstellen. Wir setzen dabei fiir

f € Rlov 8 .
[r=-]1
B

o

und fiir allgemeine Intervalle I

R(I):={f:1—C: |3 € Rla, ] fiir alle [a, 8] C I}.

jf:]f+7f

fiir beliebige u,v,w € I und f € R(I).

Damit gilt
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Satz 12.12 (Hauptsatz diber Integralfunktionen)
Es seien I ein Intervall, f € R(I) undwu € I. Dann ist die Funktion Vf =V, f: 1 — C,
definiert durch

Vh@ = [1  @eD,
stetig auf I und differenzierbar an allen Stetigkeitstellen x von f mit

V) () = f(x).

Beweis. Es sei x € I beliebig. Dann existiert ein 6 > 0 so, dass J := I N[z —J,z + J]
ein kompaktes Intervall ist. Also ist f beschriankt auf J. Fiir h € J — z gilt dann

z+h T z+h

Woe+w-vH@l=| [ 1= [1]=] [ #]<1flesmi=0 ko)

Es sei nun f stetig an der Stelle z. Dann gilt fiir h # 0

z+h

Vix+h)—(Vz
(VF)( +2L (V£)( )_f(x)‘:‘}ll/(f—f(a:))‘ﬁHf—f(x)Hoo,[x,erh]_>0

T

fir h — 0. O

Bemerkung und Definition 12.13 Wir nennen die Funktion V f = V, f aus Satz
12.12 die Integralfunktion® von f beziiglich u. Ist w € I, so unterscheiden sich
die Funktionen V,f und V,,f lediglich durch eine additive Konstante (genauer ist
Vuf = Vuf + f;" f). Nach Satz 12.12 ist V f im Falle einer stetigen Funktion f auch
eine Stammfunktion zu f auf I. Fiir nichtstetige f sind Integralfunktionen nicht stets
Stammfunktionen: Ist etwa f = 1jg ), so ist Vo f = idg f nicht differenzierbar an der
Sprungstelle 0 von f.

Der folgende Satz beinhaltet das zentrale Ergebnis zur Berechnung von Integralen.

“Die lineare Abbildung V : R(I) — C(I) nennt man Volterra-Operator auf R(I); daher das V.
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Satz 12.14 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung)
Es seien I ein Intervall f : I — C stetig. Ist F' eine Stammfunktion zu f auf I, so ist

/f:F(v)—F(u) =: F(t)‘z ::F‘Z
fiir alle u,v € I.

Beweis. Da f stetig ist, ist auch V,, f eine Stammfunktion zu f auf I. Nach Bemerkung
11.6 ist die Differenz F' — V,, f konstant auf I. Damit ergibt sich

/ f = (Vuh)(0) = (Val) () = (Vaf) () = F(v) — F ()

fir alle u,v € I. O

Beispiel 12.15 1. Es sei f(t) = 1/t (t > 0). Dann ist ¢t — In(¢) eine Stammfunktion
zu f auf (0,00). Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung gilt fiir
0<u,v<oo

/f:/1dt:lnt|Z:ln(v)—ln(u) <: In (%)) .

2. Fir a € C\ {—1} sei f(t) =t (t > 0). Dann ist ¢ — a%rlto“rl eine Stammfunktion
zu f auf (0,00) und folglich ist fiir 0 < u,v < c©

v

/ta dt = oty = . (v —uth)
a+1 v a+1 ’

u

Im Falle Re(a) > 0 gilt dies auch fiir u = 0.

Bemerkung 12.16 Es sei [ ein Intervall.

1. (Substitutionsregel) Es seien v : I — K stetig differenzierbar und ist f : y(I) —
C. Ist F eine Stammfuktion zu f auf (), so ist F oy nach der Kettenregel eine
Stammfunktion zu (f o v)y auf I. Ist dabei K =R und f stetig, so gilt fiir u,v € I
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(Denn: Nach dem Hauptsatz iiber Integralfunktionen existiert eine Stammfunktion F'
zu f auf (dem Intervall) (I) und damit haben beide Integrale nach dem Hauptsatz
der Differenzial- und Integralrechnung den Wert F'(y(v)) — F(y(u)).)

2. (partielle Integration) Sind f,g : I — C und sind F bzw. G Stammfunktionen
zu f bzw. g auf I, so folgt aus der Produktregel, dass F'G eine Stammfunktion zu
fG + Fg auf I ist. Sind f, g stetig, so ergibt sich mit dem Hauptsatz der Differenzial-

und Integralrechnung fiir u,v € I

/fG:FG\Z—/Fg.

Man kann also unter Umstédnden die Berechnug des Integrals f; fG auf die von f;’ Fg

zuriickfiithren.

Beispiel 12.17 1. Mit v(¢) := ¢? auf (-1, 1) gilt fiir u,v € (—1,1)

v 'U2
2t 1 v2
dt = ds = —2v/1—s5s| , .
/\/1—752 Z\/l—s }“2

2. Fir a # —1 und u,v > 0 gilt

v

ta—i—l v 1 toH—l
/talntdt: Int| —/tadt:
a+1 v oo+l a+1

u

(lnt—

Bemerkung 12.18 Sind a,b € R, so ergibt sich mit der Substitutionsregel und v = s%
fir f € Cla, b

b 1 1
[ 1= [wko)-ad=o-a) [ fa+te- )
a 0 0
Wir setzen fiir beliebige a,b € K und f € CJa,b]
b 1
/f = (b—a)/f(a—i—t(b—a))dt.
a 0
Ist dabei F' eine Stammfunktion zu f auf [a,b], so ist F o s% eine Stammfunktion

zu (b — a)(f o s%) auf [0,1] und damit nach dem Hauptsatz der Differenzial- und

Integralrechnung
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Satz 12.19 (Taylor)
Es seien X C K sternformig beziiglich a und n € Ny. Ist f (n+ 1)-mal stetig differen-
zierbar auf X, so gilt firh e X —a

1
(1/) n+1
fla+h) = Zf hY hn' /(1—t)"f<"+1>(a+th)dt.

0

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n. Fiir n = 0 und f stetig
differenzierbar auf X ergibt sich mit Bemerkung 12.18

1
fla+h)— =h [ flla+th)d
o]

Gilt die Behauptung fiir n — 1 und ist f (n+ 1)-mal stetig differenzierbar, so folgt mit
partieller Integration

n=l ¢y n
fla+h) — > ¥(a) Y (1—t)" 1™ (a4 th) dt

o _

— v (n—1)!
1
o hn (1—t)n (n) 1 (].—t)n (nJrl)
- (n_l)!(— - (a+th)\0+h/nf (a—i—th)dt)
0
n n+1
= —f"(a) Lo / ) (a4 th) dt .
n!

Bemerkung und Definition 12.20 In der Situation von Satz 12.19 heiflen

cra(f) = [P (a)/k!

fir £k =0,...,n der k-te Taylor-Koeffizient von f beziiglich a, das Polynom T;, . f,
definiert durch

T, a,f Z Cy, a h” (h € (C)7
das n-te Taylor-Polynom von f bezughch a und

(Bnaf)(h) = fla+h) = (Thaf)(h)  (h€X —a)
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das n-te Restglied. Ist f beliebig oft differenzierbar, so heifit die Funktionenreihe

o

> cuva(f)h” die Taylor-Reihe von f beziiglich a.

v=0
o0

Aus Satz 11.4 ergibt sich: Ist > ¢,(x — a)” eine Potenzreihe mit positivem Konver-
v=0

genzradius und f die Grenzfunktion auf dem Konvergenzkreis, so ist ¢, = ¢y o(f) fiir

alle k € Ny und damit »_ ¢, h” die Taylor-Reihe von f beziiglich a.
v=0

Bemerkung 12.21 (Lagrangeform des Restgliedes) Man kann zeigen ([U]), dass fol-
gende Variante eines Mittelwertsatzes fiir Integrale gilt: Ist [o, 5] € R und sind
¢ : [a, B] = R stetig sowie ¢ € R[a, 5] mit ¢ > 0 auf [« 8], so existiert ein 7 € [a, ]

mit , ,
/W=<ﬂ(7)/¢-

Wendet man dies auf ¢(t) := ™+ (a4 th) und (t) := (1 — )" mit [a, 3] = [0,1] an
und beachtet man dabei, dass

1 1
1
(1—t)"
[o=fommra=
0 0

gilt, so ergibt sich unter den Bedingungen des Taylor-Satzes fiir reellwertige f(*1
und h € X — a die Existenz eines 7 = 7,, o 1 (f) € [0, 1] mit

ft D (a4 7h)

[
(n+1)!

(Bnaf)(h) =
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13 Uneigentliche Integrale

Wir haben bisher nur Integrale auf kompakten Intervallen definiert. Wir wollen jetzt

auch nichtkompakte Intervalle betrachten.

Bemerkung und Definition 13.1 Es sei I ein Intervall und a := inf I, b := sup I.
Eine Funktion f € R(I) heifit integrierbar auf I, falls (V,,f)(a™) und (V, f)(b™) fiir
ein u € [ existieren. In diesem Fall existieren die beiden Grenzwerte fiir jedes u € [
und die Differenz (V,,f)(b™) — (Vi f)(a™) ist nach Bemerkung 12.13 unabhiingig von u.
Man sagt dann auch, dass das uneigentliche Integral f;; f existiert (beziehungeweise
konvergiert) und die Zahl

/f—/f V) (57) = (Vaf)(a®)

heifit (uneigentliches) Integral von f auf I. Ist b = 0o, so schreibt man meist co
statt oo™ und entsprechend fiir a = —oo. Aus Satz 5.9, Bemerkung 5.10 und Satz
12.11 folgt leicht, dass durch f +— f;’; f ein lineares und nichtnegatives Funktional auf
der Menge der auf I integrierbaren Funktionen definiert ist.

Bemerkung 13.2 1. Ist b € I, so gilt (V,,f)(b) = (V,.f)(b~) nach dem Hauptsatz
iiber Integralfunktionen. Entsprechend ist (V. f)(a) = (V,.f)(a™t) im Falle a € I. Also

ist im Falle I = [a, b
/f (Vaf)(b) — /ﬁ

d. h. ,eigentliches® und uneigentliches Integral stimmen iiberein. Man schreibt daher
manchmal auch (und im Falle b € I meist) kurz b statt b~. Entsprechendes gilt fiir a.
2. (erweiterter Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung) Es sei f : I — C
stetig. Ist F' eine beliebige Stammfunktion zu f auf I, so ist F' — V,, f konstant auf I.
Also ist f genau dann integrierbar, wenn F(b~) und F(a™) existieren. Auflerdem gilt

dann
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Beispiel 13.3 1. Fiir a € R sei fo(t) :=t~* auf I = (0, 00). Dann ist durch

tlfoz

== 07
In(t), a=1

eine Stammfunktion F, zu f, auf I definiert. Aulerdem erhalten wir fiir ¢t — oo

0, a>1
F,(t) —
oo, a<l
und fiir t — 07
0, a<l
Fu(t) — .
—o0, a>1

Also ist f, nach Bemerkung 13.2.2 genau dann integrierbar auf [1, 00), wenn o > 1 ist
und in diesem Falle ist

7 0o 1 1
/fﬂﬁ:FMﬂlzo— _

l—-a a-—1"
1

Entsprechend ist f, genau dann integrierbar auf (0, 1], wenn a < 1 ist, und dann gilt

1

_ 1
/t“ﬁ:FMOOZ

o+

1
1l—a’

Hieraus folgt auch, dass f, fiir kein o € R auf (0, 00) integrierbar ist.
2. Wir betrachten f(t) = (1 —t2)~1/2 auf I = (—1,1). Es gilt arcsin’ = f auf (—1,1)
und arcsin ist stetig auf [—1, 1]. Nach Bemerkung 13.2.2 ist f integrierbar und es gilt

1-

1t

Satz 13.4 (Uneigentliche partielle Integration)

Es seien I C R ein Intervall, a :==inf I, b :=supl und f,g : I — C stetig. Sind F,G
zugehdrige Stammfunktionen auf I und existieren (FG)(b™) sowie (FG)(a™), so gilt:
fG ist genau dann integrierbar auf I, wenn Fg integrierbar auf I ist, und in diesem

Fall ist
-

.
/jG:FGﬁ—/Fg
at

at
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Beweis. Da F, G stetig auf I sind, ist fG + F'g stetig. Auflerdem ist F'G eine Stamm-
funktion zu fG + Fg. Nach Bemerkung 13.2.2 ist fG + F'g integrierbar mit

.
!/UG+J@):FGB

at

Ist nun etwa fG integrierbar, so ist auch Fg = (Fg + fG) — fG integrierbar und es
gilt
.
/ fG=F G‘ /
at

Entsprechendes gilt, falls Fg 1ntegrlerbar ist. O

Beispiel 13.5 (Fliche des Einheitskreises) Wir betrachten die auf [—1, 1] stetigen
Funktionen f(t) := 1 und G(t) := V1 — t2. Dann existiert das (eigentliche) Integral
f_ll fG. Mit F(t) =t auf [~1, 1] ergibt sich nach Satz 13.4 (da t> =1 — (1 — t?))

1 1
12 dt
V1—2dt =t/1— 2| +/dt—/—/\/1—t2dt
/ = V1—12 V1-—1t2
-1 -1+ -1+ -1
und damit
/\/1—t2dt /
i \/1—752
-1

Satz 13.6 (Majorantenkriterium fir Integrale)
FEs sei I ein Intervall und a :=infI, b:=supl. Ist f € R(I) und ist g integrierbar
auf I mit |f| < g, so ist auch f integrierbar auf I mit

b~ b~
!/flé/g

Beweis. Es seien F' := V, f und G := Vg fiir ein v € I. Sind s,t € I mit s < t, so gilt

F0-Fol=| [1]< [111< [o=c0 -6 (13.1)
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und damit |F(t) — F(s)| < |G(t) — G(s)] fiir beliebige s,t € I.

Wir zeigen: F'(b™) existiert. Dazu sei (¢,) eine Folge in I mit b > ¢, — b. Dann ist
|F(tn) — F(ty)| < |G(tn) — G(tn)| fir n,n’ € N. Da (G(t,)) nach Bemerkung 7.4
eine Cauchy-Folge ist, ist auch (F'(t,)) eine Cauchy-Folge und damit existiert F'(b™),
wieder nach Bemerkung 7.4. Genauso sieht man, dass F'(a™) existiert. SchlieBlich folgt
aus (13.1) auch |F(b™) — F(a™)| < G(b™) — G(a™). O

Bemerkung und Definition 13.7 Insbesondere ergibt sich aus Satz 13.6 mit g :=
|f|: Ist f € R(I) (und damit auch |f| € R(I)), so folgt aus der Integrierbarkeit von
| f| auch die von f. Wir sprechen dann auch von absoluter Integrierbarkeit von f.
Wie bei Reihen gilt also: Ist f absolut integrierbar, so ist f integrierbar. Auflerdem

b— b—
YEEIE

Beispiel 13.8 Fiir a > 1 betrachten wir die Funktion f : [1,00) — R mit

gilt dann:

f(t) :=t"%cos(t) (t>1).

Es gilt |cost|t™ < t~¢ fiir t > 1. Da floo t~“ dt nach Beispiel 13.3.1 existiert, folgt
die absolute Integrierbarkeit von f aus Satz 13.6. Entsprechendes gilt fiir die Funktion
t — t~%sin(t) auf [1, 00).

Beispiel 13.9 Essei f:[1,00) — C stetig. Ist F' eine Stammfunktion zu f und ist F
beschriinkt, so ist ¢ — ¢~1 f(¢) integrierbar auf [1,0).

(Denn: Da F beschréinkt (und stetig) ist, existiert das Integral [ F(¢)t~2 d¢ nach dem
Majorantenkriterium. Mit G(t) = t~! und g(t) = —t~2 ergibt sich die Behauptung aus
Satz 13.4 und (FG)(t) = F(t)t~! — 0 fiir t — 00.)

Wir betrachten f(t) = sint. Hier ist F'(t) = —cost beschréankt auf [1,00). Also ist
t + t~Lsin(t) integrierbar auf [1,00). Man kann zeigen ([U]): ¢ + t~!|sin¢| ist nicht
integrierbar auf [1,00). Also: Absolute Integrierbarkeit ist eine echt stéirkere Eigen-
schaft als Integrierbarkeit.

Im folgenden Satz wird ein Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Reihen und

der Existenz uneigentlicher Integrale hergestellt:
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Satz 13.10 (Integralkriterium fiir Reihen)
Es sei f : [1,00) = [0,00) fallend. Dann ezistiert ¢ := lim (Z flv) — fln—H f) und
es gilt 0 < c < f(1).

Beweis. Wir setzen a,, := f(n) fiir n € N. Aus a,, > f(t) > ap41 fir t € [n,n + 1]
folgt a, > f:H f > a1 und damit

n+1
Ogan_/féan_arwrl-
n

Also ist die Folge (s;) mit
" n+1 n v+1
Sni= )y — / f=Z<ay— /f)
v=1 1 v=1 2
wachsend mit 0 < s, < a3 — apt1 < a1. Nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen

ist s, konvergent mit 0 < lims,, < a;. O

Beispiel 13.11 Es seien a > 0 und f(¢) := ¢t~ fiir ¢ > 1. Dann ist f fallend auf
[1,00) und f > 0. Also existiert nach Satz 13.10

n+1

c:nlgngo<gya— /to‘dt>.

1

—Q

18
N

Ist @ > 1, so ist lim, 00 f1n+1 tdt = [Pt dt = (= 1)7! und ((a) =
Nach Satz 13.10 ist

N
Il
—

1
0< - — <1 >1).
<(@)-—=<1  (a>1)
Ist @ = 1, so ergibt sich die Konvergenz von
1 dt 1
=Yy = [ =20 .
v=1 1 v=1
Der Grenzwert ¢ = lim s,, heifit Euler-Mascheroni Konstante. Ist 0 < o < 1, so
ergibt sich aus die Konvergenz von
n+1 n

n
it~ —1
sn::Zy_a—/t‘adt:Zy_o‘—(n+1)_a .
v=1

1 v=1
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Satz 13.12 Die Funktion t — e~ t*~! ist fiir alle z € C absolut integrierbar auf [1,c0)
und fiir Re(z) > 0 absolut integrierbar auf (0, 00).

Beweis. Wir setzen f(t) := e /*~! fiir t > 0. Aus t*Tle™t — 0 fiir t — oo folgt, dass
t > e~ 't*H1| ein Maximum auf [1,00) hat. Also existiert eine Konstante M > 0 so,
dass |f(t)] < Mt~ fiir alle ¢ € [1,00) gilt. Aus der Existenz von [ ¢~2 dt ergibt sich
mit dem Majorantenkriterium die absolute Integrierbarkeit von f auf [1,00). Weiter
gilt |f(t)] < BB~ fiar t € (0,1]. Ist Re(z) > 0, so folgt aus der Existenz von
fol tRe(2)=1dt (nach Beispiel 13.3.1) wieder mit dem Majorantenkriterium die absolute
Integrierbarkeit von f auf (0, 1] und damit auch auf (0, c0). O

Bemerkung und Definition 13.13 Es sei  := {z € C : Re(z) > 0} die offene
rechte Halbebene. Die Funktion I' : 2 — C mit

o0

D) = / gt (Re(2) > 0)

0+

heifit (Eulersche) Gammafunktion. Durch uneigentliche partielle Integration erhélt

man unmittelbar

T(z+1)=2-T(z) (Re(z) > 0). (13.2)

Speziell gilt (1) = [ e 'dt = —e‘t‘go = 1, woraus sich wiederum mit (13.2) induktiv
F'n+1)=n!

fiir alle n € N ergibt. Die Gammafunktion ,interpoliert” also die Fakultiten; man
kann die Werte I'(z) als verallgemeinerte Fakultéten auffassen.
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14 Mehrdimensionale Differenzialrechnung

Wir wollen jetzt Ableitungen fiir Funktionen mehrerer (meist reeller) Variablen defi-
nieren und untersuchen. Dazu betrachten wir zunéichst allgemeiner Banachrdume V, E
iiber K und Abbildungen f : X — E, wobei X C V. Im Weiteren seien also V, W und
E stets Banachridume iiber K mit Normen |- |y, |- |w und |- |g. Dabei lassen wir die

Indizes meist weg, wenn der Bezug aus dem Zusammenhang klar ist.

Bemerkung und Definition 14.1 Eine lineare Abbildung A : V — FE heifit be-
schrankt, falls A|p, ) beschrénkt ist. Wir schreiben L(V, E) fiir den Raum der be-
schriinkten linearen Abbildungen von V' nach E. Indem man A mit A|p, o) identifiziert,
kann man L(V, E) als Unterraum von B(B;(0), E) auffassen und dann ist durch

[A]l == sup [A(z)] = [|A]p,(0)llo

z€B1(0)

eine Norm auf L(V, E) gegeben. Man nennt || - || die Operatornorm auf L(V, E). Es
gilt dabei

1. Fir alle z € V ist |A(z)| < || A - |x].
2. Ist Be L(E,W), so ist (mit BA:= Bo A)

IBA| < [IB][ - [IAl

(Denn: 1. Ohne Einschrinkung sei « # 0. Dann gilt

)| = [4(lel 7)] = bt [A ()| < 14l et

|z]
2. Fiir |z| <1 gilt mit 1.

[BA(z)| < [|B] - [A(z)| < [|B]| - [|A]l-)

Sind X CV,a€ X' und f: X — E, so sagen wir f sei abklingend an a, falls zu
jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit |f(x)| < ¢ fiir alle z € X mit 0 < |z —a| < 4. Ist
¢ € E so, dass f—c abklingend an a ist, so ist wieder ¢ =: lim f(z) eindeutig bestimmt
und heifit Grenzwert von f an a. Auflerdem nennen WiIm‘ _])c lokal beschrinkt an a,
falls M, 6 > 0 existieren mit |f(z)| < M fiir alle x € X mit 0 < |z — a] <.
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Bemerkung und Definition 14.2 Es seien X C V und f: X — F.

1. (vgl. Zerlegungsformel, Satz 10.5) Ist a € X°, also a innerer Punkt von X, so heifit
f (Fréchet-)differenzierbar an der Stelle a, falls ein A = Ay, € L(V, E) und eine
an 0 abklingende Funktion € =€, : X, := (X —a) \ {0} — E existieren mit

(1af)(h) := fla+h) = f(a) = A(h) + |h| - e(h) (k€ Xa),

mit anderen Worten, falls |-| (7, f — A) abklingend an 0 ist. Man sieht leicht, dass die
lineare Abbildung A im Falle der Differenzierbarkeit von f an a eindeutig bestimmt
ist. Man schreibt f'(a) := A und nennt f’(a) die (Fréchet-)Ableitung von f an
a. Dabei ist zu beachten, dass man im schon in Satz 10.5 betrachteten skalaren Fall
V = Kund E = C (als Vektorraum iiber K) die Konstante ¢ € C mit der linearen
Abbildung A : K — C, definiert durch A(h) := h - ¢, identifiziert.

2. Ist X offen und f differenzierbar an allen Stellen a € X, so heiit f kurz dif-
ferenzierbar (auf X). Die dann definierte Abbildung f' : X — L(V, E) mit heifit
Ableitung von f (auf X). Weitere Schreibweisen sind wieder D f oder df oder auch
df /dx. Ist f: X — L(V, E) (wobei L(V, E) mit der Operatornorm versehen ist) stetig,
so sagen wir, f sei stetig differenzierbar. Im Falle K = R schreiben wir C!(X, E)
fiir die Menge aller stetig differenzierbaren f : X — F.

Bemerkung 14.3 Es seien X C V, a € X° und f : X — FE differenzierbar an a.
Dann gilt wie im skalaren Fall X C K:

1. Ist f differenzierbar an a, so ist |- |17, f lokal beschrinkt an 0 (da |-|~1|A] < ||A]|)
und damit 7, f insbesondere abklingend an 0, also f stetig an a.

2. (Linearitat der Ableitung): Ist g : X — E differenzierbar an a und ist A € K, so ist
auch Af + g differenzierbar an a mit (A\f + g)'(a) = Af'(a) + ¢'(a).

(Denn:

[T (T +9) = Af(@) = g'(@) = Al [TH(7af = f/(@) + 1+ [T (Tag — ¢'(a))

ist abklingend an 0).
3. (Kettenregel) Ist f(X) CY C Eund g : Y — W differenzierbar an f(a), so ist go f
differenzierbar an a mit
(g0 f)(a)=(g'(f(a)f (a).
(Denn: Es sei zudchst speziell a = 0, f(0) = 0 und = g(0) = 0. Dann ist mit € :== ¢4
und €(0) :==0
[0 f)+g'(0)(f = f(0) =gof—g(0)f0)
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Da o f sowie |- |~1(f — f/(0)) abklingend an 0 sind und |- |1 f lokal beschrinkt an 0
ist, ist | - |71(g o f — ¢'(0) f'(0)) abklingend an 0. Also ist (g o f)'(0) = ¢’(0)f'(0). Der
allgemeine Fall ergibt sich daraus mit 7¢q)g o 7af = 7a(g o f).)

Ist V ein Banachraum, dessen Norm |-| = |- |y von einem Skalarprodukt induziert

ist (gilt also | - |> = (-,-)), so nennt man V = (V,{(-,--)) einen Hilbertraum. Wir

verwenden im Weiteren die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (siehe Lineare Algebra),
also
[(uw, 0)| < fuf - [o] (w0 €V).

Beispiel 14.4 1. (affin-lineare Abbildungen) Es seien A € L(V,E) und ¢ € E. Ist
f 'V — E definiert durch

f(z):=A(x)+ ¢ (x eV),

so ist f'(z)(h) = A(h) fiir alle z,h € V, also kurz f'(x) = A fiir alle z € V.
2. (quadratische Formen) Es seien V ein reeller Hilbertraum und A € L(V') := L(V, V).
Ist f:V — R definiert durch

f(z) := (z, Az) (reV),

so ist f'(z)(h) = (h, A(x)) + (x, A(h)) fiir x,h € V ([U]), also kurz

fl@) = (- A@)) + (x,4)  (z€V).

Satz 14.5 Es seien X C V offen und a,h € V mit [a,a + h] C X.

1. (Mittelwertsatz) Ist K = R und f : X — R differenzierbar, so existiert ein
€€ (a,a+h) mit
fla+h) = f(a) = f'(§)(h).

2. (Schrankensatz) Ist E ein Hilbertraum und ist f : X — E differenzierbar, so
existiert ein £ € (a,a + h) mit

|[f(a+h) = f(a)| < [If(EIlh] .
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Beweis. Es sei s := 597" also s(t) := a + th fiir t € [0,1]. Nach Beispiel 14.4.1 gilt

a

§'(t)(u) = uh fiir t € (0,1),u € R und damit nach der Kettenregel

(fos)(®)(u) = (f(s(t)(uh)  (t€(0,1),u€R).
1. Ist K=R und f : V — R, so existiert nach dem skalaren Mittelwertsatz (Satz
10.20.1) ein 7 € (0, 1) mit
fla+h) = fla) = (fos)(1) = (fo5)(0) = (fo5)(7)(1) = (f'(s(r)) ().

Also folgt 1. mit & := s(7).
2. Ist ¢ € L(E,K) und g := po fos:[0,1] = K, so ist g stetig. Wieder nach der
Kettenregel und Beispiel 14.4.1 gilt

g () (u) = @(f'(s(t))(uh) (t€(0,1), u €R).

Nach dem skalaren Schrankensatz (Satz 10.20.2) existiert ein 7 € (0,1) mit

le(f(a+h) = fla)] =1g(1) = g(O)] < g (W] < [l - 1F (s(r)II - [R].

Ist ¢ := f(a+h)—f(a) und ¢ := (-, ¢), so ist ||p|| < |¢| (nach der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung) und ¢(c) = |¢|* (und damit auch ||¢|| = |c|). Also folgt 2. wieder mit

& = s(7). 0

Bemerkung und Definition 14.6 Im Weiteren betrachten wir lineare Rdume iiber
R, also K = R. Ein Vektor v € V* nennen wir eine Richtung in V. Fiir a € V ist
dann a + Rv die Gerade durch den Punkt a in Richtung des Vektors v.

Ist X C V und f: X — F differenzierbar an a, so gilt fiir ¢ € R* geniigend klein

Taf(tv)
=5

P @W)] = Pt~ F@)v)] 0 (- 0)

|tv]

und damit

Jax )21 _ 2l W) playw) (o)

Allgemein heifit f richtungsdifferenzierbar an der Stelle ¢ € X in Richtung v, falls

of .+ _ i flattv) = fla)
= E(a) := Dy f(a) := %gr(l) .

Ovf(a):
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existiert. In diesem Fall heiit Oy f(a) die Richtungsableitung von f an der Stelle a
in Richtung v. Die obige Uberlegung zeigt, dass aus der Differenzierbarkeit von f an
a insbesondere die Differenzierbarkeit in alle Richtungen v folgt, und dass dann

Ovf(a) = f(a)(v) (14.1)

gilt.

Ist speziell V = R? und v = e(*) der k-te Einheitsvektor, so sagt man auch, f sei
partiell differenzierbar an a nach der k-ten Variablen. Dann schreiben wir auch
Ok f(a) statt Oy f(a) und sprechen von der partiellen Ableitung von f an a nach
der k-ten Variablen. Im Falle d = 2 schreibt man fiir die Variablen traditionell oft
(x,y) statt (z1, z2). In diesem Falle spricht man von den partiellen Ableitungen nach x
bzw. y und schreibt auch 0f/0x oder f, sowie 0f/0y oder f,. Entsprechend schreibt
man im Falle d = 3 oft (x,y, 2) statt (z1,22,23) und 9f/0x, 0f /0y sowie Of/0z
beziehungsweise fy, fy, f-.

Die Definition zeigt, dass im Falle und E = K (als R-Vektorraum) Richtungs- und
partielle Ableitungen nichts anderes als Ableitungen von (reell oder komplexwertigen)
Funktionen einer reellen Variable sind. Folglich stehen damit die Rechenregeln und Er-
gebnisse der eindimensionalen Differenzialrechnung zur Verfiigung. Besonders einfach
ist die Situation fiir partielle Ableitungen: 0 f ist die Ableitung der Funktion

kaf(xl,...,xk,...,xd)

bei festgehaltenen Variablen x1, ..., 251 und g1, ..., x4 (diese werden als ,, Parame-
ter” aufgefasst).

Beispiel 14.7 1. Es sei f : R? — R definiert durch f(x,y) = 2? +y (z,y € R). Dann
gilt fiir allgemeines (x,7) € R?

01() (= Gten) = fion)) = 22

und
of
82f(:c,y) :@(xay):fy($ay) =1.
Weiter erhalten wir fiir v = (vy,v2) und a = (0,0)
f(t(v1,)) =t*0f +tvs  (tER).

und damit

of 201 + tvy

OJQWZ(MWMZDJQM)ﬂ%tZW.
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2. Es sei f:R? — R definiert durch

2.3

f@,y,2) =ay”2” (29,2 €R).

Dann gilt fiir alle (z,y, z) € R3

of@y2) =5y = fLlzy2) = o2
A f(z,y,z) (Z%(ﬂc,y,@ = fy(w,yyz)) = 2ay2°

Osf(x,y, 2) ( = G(w,y,2) = f2(x,y72)) = 3wy?s?.
3. Es sei f: R? = R definiert durch

flz,y) = ;gzxifyz (z,y) # (0,0)

0, (2,9) = (0,0)
Dann gilt fiir (z,y) # (0,0)

y 2%y
.’,132 +y2 (.’L‘2 +y2)2

alf(xvy) =

und
T 22y

0 = - .
Qf(iE,y) 72 +y2 (l‘2 _|_y8)2
Aus f(t,0) = f(0,t) = 0 fiir alle ¢t € R folgt

91 £(0,0) = 32£(0,0) = 0.

Also existieren die partiellen Ableitungen in allen Punkten (z,y). Die Funktion f ist
allerdings nicht stetig an der Stelle (0,0), denn fiir (x,,yn) = (1/n,1/n) gilt

2
f($nvyn) = 1/771 = :

Un2+ 12 2 #0=f(0,00 (n—o0).

[N

Das letzte Beispiel zeigt, dass die Existenz der partiellen Ableitungen auf einer Um-
gebung von a im Allgemeinen noch nicht die Stetigkeit an a impliziert. Man beachte
allerdings, dass dort die partiellen Ableitungen in der Nihe von a = (0, 0) unbeschrénkt
und damit insbesondere unstetig sind, denn fiir x #£ 0, y # 0 ist

alf(()?y):l/y: agf(.%',()):l/$.

Sind die partiellen Ableitungen stetig, so verbessert sich die Situation deutlich:
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Satz 14.8 Es seien X CR%, a € X° und f : X — R so, dass die partiellen Ableitun-
gen O1f,...,0q4f auf einer Umgebung von a existieren. Sind 01 f,...,04f stetig an a,
so ist f differenzierbar an a.

Beweis. Ohne Einschréinkung seien ¢ = 0 und f(0) = 0 (der allgemeine Fall ergibt
d
sich wieder mit 7, f statt f). Wir setzen A(h) := > Ok f(0) - hy, fiir h € RY,
k=1

Ist € > 0 gegeben, so existiert ein § > 0 mit |8 f(z) — 9 f(0)| < /d fiir alle z € Us(0)
und k=1,...,d. Ist h € Us(0),h # 0, so setzen wir

k
v®) = Zhge(f) (k=0,...,4d).
(=1

d
Dann ist (9 = 0 und v(D = 3" ke = (hy,..., hg) = h, also (Teleskopsumme)
k=1

d
F) =3 (F®) = f*)).
k=1

Mit [v®)| < |h| < 6 und v®) = =D 4+ e fiir k=0,...,d folgt aus dem skalaren
Mittelwertsatz (angewandt auf gi(t) := f(vF~1 4 te(®) fiir t € [0, hy]) die Existenz
eines £F) € Us(0) mit

F®) = f* D) = 0, £ (X)) - hy,.

Folglich erhalten wir

d
ler” (0 - Am] < uiyZ|f<v(k’>—f(v““‘”)—akfm)-hk\
k=1
1§ k 1 e
= 2 O o) ] < 5 5 Sl < e
k=1 =1

Beispiel 14.9 Es sei f : R> — R definiert durch

flz,y) = ey’ (z,y € R)
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Dann sind die partiellen Ableitungen
O f(z,y) =y?e™ und Oyf(x,y) = 2aye™

stetig auf R? (warum?). Also ist f nach Satz 14.8 differenzierbar auf R2.

Wir wollen zum Schluss des Abschnitts auf die geometrische Bedeutung der Ableitung

im Mehrdimensionalen eingehen.

Bemerkung 14.10 1. Es seien X C R% o € X und f: X — K™. Ist f an a partiell
differenzierbar nach allen Variablen, so heifit die Matrix Jf(a) € K™*¢, deren k-te
Spalte aus dem Vektor Oy f(a) besteht, die Jacobi-Matrix von f an a. Ist f sogar
differenzierbar an a, so gilt

Opf(a) = @)  (k=1,....d)

nach (14.1) und damit ist Jf(a) die Matrix, die die lineare Abbildung f’(a) in der
Standardbasis darstellt, also

fla)(v) = Jf(a)v
fiir alle v = (vy,...,vq) erfiillt. Ausserdem gilt dann nach (14.1) fiir alle Richtungen v

Ovfla)=Jf(a)v.

2. Ist speziell m = 1, so ist die Jacobi-Matrix der (Zeilen-)vektor (01 f(a),...,0qf(a)).

Dann nennt man

Vf(a) := gradf(a) := (O1f(a),...,04f(a))"

den Gradient von f an a. (Wir werden im Weiteren Spaltenvektoren meistens wieder
als Zeilenvektoren schreiben, was immer dann egal ist, wenn wir keine Matrizenarith-
metik betrieben.) Ist f differenzierbar an a, so gilt fiir jede Richtung v

O f(a) = (V) (a)v
und damit fiir K = R nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung mit v* := V f(a)
—V v L0 f(a) = (vI)T v < V- vl
sowie im Falle v* # 0 fiir v = v* (die sogenannte Gradientenrichtung)

Oy f(z) = (v*)Tv" = [v*]?
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und entsprechend
O_y-f(z) = —|v*|*.

Angesichts des Mittelwertsatzes (also f(z + v) — f(z) = f'(§)(v) = Oy f(§) fiir ein
¢ € (z,x 4+ v)) kann man daher — jedenfalls im Falle stetiger Richtungsableitungen —
die Gradientenrichtung als ,,Richtung des steilsten Anstiegs“ von f und die negative
Gradientenrichtung als , Richtung des steilsten Abstiegs® von f ansehen. Auflerdem
gilt fir v L v*

oflx)=Hwv"T-v=0,

d. h. die Richtungsableitungen der zur Gradientenrichtung senkrechten Richtungen
verschwinden.

Beispiel 14.11 Es sei f : R? — R,

flay)=2>+y (z,yeR).
Dann gilt
Viz,y) = (22,2y) .

Betrachtet man etwa (x,y) = (1, 1), so ist v* = (2,2) Richtung des steilsten Anstiegs.
Fiir die zu v* senkrechte Richtung v = (1,—1) gilt 0y f(1,1) = 0.
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15 Extremstellen von Funktionen mehrerer Variablen

Wir beschiftigen uns zunéchst mit Ableitungen hoherer Ordnung.

Bemerkung und Definition 15.1 Es seien V| E reelle Banachrdume, X C V offen
und f : X — E. Sind v®D,v® . Richtungen in V, so definiert man induktiv fiir

n > 2 (soweit existent!)

Dyn) - Oy [ 1= Bym) (Oytn-1) - - - Oy1) ).

Fir v(D = ... = v(® =: v schreibt man kurz 07 f und spricht dann von der Rich-
tungsableitung der Ordnung n von f in Richtung v. Sind speziell V' = R? und
v = elk) v = elkn) 5o schreibt man
o f
Ok, ... Ok, [ oder m oder kalxkn

an Stelle von 0 ... 0 ) f und spricht von den partiellen Ableitungen der Ord-
nung n. Fiir ky = ... = k, =: k schreibt man kurz 9} f bzw. 0" f /0x}. Schliellich setzt
man noch 9f := f und 82 f = f (d. h. die Richtungs- bzw. partiellen Ableitungen
der Ordung 0 sind f selbst).

Beispiel 15.2 Es sei f : R? — R definiert durch

flzy) =2y (z,yeR).

Dann gilt
0f(ry) = Sh(ey) =2y
Ouf(w) = Flay) =
R f(z,y) = gi"é(x,y)zly
01 f(z,y) = 8(12596(%1/):2%
nfey) = oL (=20
O f(z,y) = gj/"é(x,y)z

Man beachte dabei, dass 0501 f = 0102 f gilt. Weiter erhalten wir etwa

01 f(z,y) =2 = 0a0} f(2,y).
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In Beispiel 15.2 ist es so, dass die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen gebildet
werden, vertauscht werden kann. Allgemein gilt

Satz 15.3 (Schwarz)
Es seien X C R offen und p,q € {1,...,d}. Ferner sei f : X — R so, dass Opf, Ogf
und 040, f auf X existieren. Ist 0,0, f stetig an der Stelle a € X, so existiert auch
0p0q f(a) und es gilt

Op0qf(a) = 040pf(a) .

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen wir d = 2 sowie p = 1, ¢ = 2 annehmen. Aufler-
dem sei dann ohne Einschrinkung a = (0, 0).
Da X offen ist, existiert ein R > 0 so, dass (z,y) € X fiir z,y € R mit |z|,|y| < R.

Fiir solche (x,y) sei

mit g(z,y) := f(x,y) — f(x,0). Zwei Anwendungen des skalaren Mittelwertsatzes
zeigen, dass ein £ = £(z,y) € [0, z] und ein n = n(z,y) € [0, y] existieren mit

Az, y) = 019(&y) -z =[01f(&y) — O f(&0)] -z =0df(&n) z-y.
Nun sei € > 0 gegeben. Da 020 f stetig an (0,0) ist, existiert ein 0 < 6(< R) so, dass
fiir alle u,v € R mit |u| < ¢ und |v| < o
|8261f(uzv) - 8281f(07 0)| <e

gilt. Also erhalten wir fiir 0 < |z|,|y| < 0
‘A(ﬂc,y)

— agalf(o, 0)‘ <e€

Beachtet man, dass bei festem x

o Alzy) _ 92f(x,0) — 02£(0,0)

y—0 Yy z

gilt, so erhélt man auch

92f (x,0) — 02£(0,0)

X

- 8281f(0, 0)' <e
fiir alle x mit 0 < |z| < §. Da € > 0 beliebig war, existiert 9102 f(0,0) und es gilt

912£(0,0) = 301 £(0,0) .
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Bemerkung 15.4 Die Aussage von Satz 15.3 wird im Allgemeinen falsch, wenn man
auf die Voraussetzung der Stetigkeit der partiellen Ableitung 9,0,f an a verzichtet.
So kann man etwa fiir die Funktion f : R? — R mit

:L‘2—y2
fay) = Wy o @700
0 , (2,9) =(0,0)

zeigen ([U]): Alle partiellen Ableitungen der Ordnung 2 existieren auf R? und sind
stetig auf R? \ {(0,0)}, aber es gilt 920 f(0,0) = —1 und 9,92£(0,0) = 1.

Bemerkung und Definition 15.5 1. In den Beweisen zu Satz 14.8 und Satz 15.3 ha-
ben wir den Mittelwertsatz verwandt und deshalb reellwertige Funktionen betrachtet.
Mithilfe von Bemerkung 8.9 kann man sich iiberlegen, dass die Aussagen der beiden
Sétze allgemeiner fiir K™-wertige Funktionen gelten. Wir werden die entsprechenden
Aussagen im Weiteren auch so verwenden.

2. Es sei X C R? offen. Durch Anwendung der Ungleichungen

max |aj,| < [|A] < dv/mmax|a;]

Jk Ik
fiir Matrizen A = (a;r) € K™ und x — Az (siehe [U]) auf die Jacobi-Matrix
sieht man, dass f : X — K™ genau dann stetig differenzierbar auf X ist, wenn alle
partiellen Ableitungen 01 f,...,0yf stetig auf X sind. Ist n € Ny, so bezeichnen wir
mit C"(X,K™) die Menge aller Funktionen f : X — K™ mit der Eigenschaft, dass
alle partiellen Ableitungen der Ordnung < n auf X existieren und dort stetig sind.
Auflerdem setzen wir C"(X) := C™(X,C). Durch mehrfache Anwendung von Satz
15.3 sieht man: Ist f € C™(X,K™) und sind k1,...,k, € {1,...,d}, so gilt fiir jede
Permutation o : {1,...,n} — {1,...,n}:

ak'n .. 8k1f = akc,(n) K 8ka(1)f )

d. h. die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen 0y, ..., 0, gebildet werden,
spielt keine Rolle.

Bemerkung 15.6 Es seien X C R? offen, n € Ny und v eine Richtung. Weiter sei
f:X — C so, dass 07" f existiert und stetig ist. Ist @ € X und I D [0, 1] ein offenes
Intervall mit a + Iv C X, so betrachten wir die Funktion g : I — C, definiert durch

g(t) := fla+tv) (tel).
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Aus der Definition der Richtungsableitungen ergibt sich ¢(¥)(t) = 0% f(a+tv) fiir t € I
und k£ < n+ 1. Durch Anwendung des Satzes von Taylor (Satz 12.19) auf die Funktion
g (mit @ = 0 und h = 1) erhélt man

+ﬁ
n:

v=0 0

fla+v)= — )" f(a + tv) dt

(Taylorformel fiir Richtugen). Ist f reellwertig, so existiert zudem nach Bemerkung
12.21 ein € € [a,a + V] so, dass
1
1
— /(1 — )"0t f(a + tv)dt =

n!
0

1

n+1
AL

(Lagrangeform des Restgliedes).

Wir wollen nun zeigen, dass man die Richtungsableitungen 97 f durch die partiel-
len Ableitungen der Ordnung n von f ausdriicken kann. Dazu setzen wir fiir a =
(al,...,ad) ENg

d d
al = Hak!, ||y ::Zak, 9% =0 - 0y
k=1 k=1
und fiir h = (hl,...,hd) € R4

d
— (75
= [ ni*
k=1

Satz 15.7 Es seien X C R? offen und f € C™(X,K™). Dann ist O1f stetig fir alle
Richtungen v = (v1,...,vq) mit

onf = > Vg, - Uk, (O, -+ - O, f) _n'Z Ve f.

(K1, skn)€{1,...,d}" lali=n

Beweis. 1. Wir beweisen den ersten Teil per Induktion nach n.
n=1:Ist f € C'(X,K™), so folgt aus Bemerkung 14.10

d
0L f(x) =0uf(x) =Jf(x) - v=> vpoflx) (z€X).

k1=1
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n — n+1:Ist f € C"(X,K™), so folgt 92f € C*(X,K™) mit der Induktions-
voraussetzung (man beachte: x — 97 f(x) ist eine Linearkombination von partiellen
Ableitungen der Ordnung n). Also ergibt sich wie oben beim Induktionsanfang

N f(x) = 0(f)(2) = (JOf)(z) v

d d
- Z Z n+18kn+1(a 8k1f)( ) (-T S X)

knt1=1k1,...kn=

Damit ist 927! f stetig und die erste Gleichung gilt fiir n + 1.

2. Nach Bemerkung 15.5 kann man die Reihenfolgen der partiellen Ableitungen in
Tupel (k1,...,kn) € {1,...,d}"
existieren, bei denen die Zahl j € {1,...,d} genau o;j-mal vorkommt (siche Bemerkung
3.10 fiir den Fall d = 2), ergibt sich auch die zweite Gleichung, also

der ersten Summe beliebig permutieren. Da ——*—
1l.ayg

|
Nfa)=Y ﬁvf‘l---vgd(ﬁf‘l...agdf)(x) (z € X) .

loli=n

Bemerkung und Definition 15.8 Wir werden nun sehr bescheiden und betrachten
speziell die Fille n = 0 und n = 1 der Taylorformel:

Ist f € CY(X,R), so ergibt sich fiir a,h € R mit [a,a + k] C X die Existenz eines
€ € [a,a+ h] so, dass

fla+h) = f(a) +nf(€) = fla)+ (VT (Eh,

also wieder die Aussage des Mittelwertsatzes. Fiir f € C?(X,R) heifit die Matrix

(Hf)(flf) = (8kajf(x))j7k71 J c Rdxd

Ay

die Hesse-Matrix von f an der Stelle x. Nach Satz 15.7 gilt

i f (x Z hjhi(0k0; f)(x) = KT (H f)(x)h

7,k=1

und nach der Taylorformel existiert ein £ € [a, a + h] mit

Flath) = (@) + (o) + SORF(E) = fla) + (VI (@) -+ SHTHF(E)h
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Satz 15.9 (Taylor)
Es seien X C RY offen und f € C"H(X,R) fiir ein n € Ng. Sind a,h € RY mit
[a,a + h] C X, so existiert ein £ € [a,a + h| so, dass

fla+h)y= > aaf,(a)h%r > aail(g)ha

a1 <n ’ |ali=n+1

Beweis. Ohne Einschrinkung sei h # 0. Dann ergibt sich aus der Taylorformel fiir
Richtungen und Satz 15.7 die Existenz eines £ € [a, a + h] mit

fatm— ¥ > Y Lo 3 T

|al1=n+1 v=0 |a|i=v lal1<n
g
Bemerkung und Definition 15.10 Der erste Summand
0 f(a)
Tha(h) == (Tnaf)(h) = Z al h
laji<n
ist bei festem a ein Polynom in den d Variablen hq,...,hy (vom Grad < n). Dieses

Polynom heifit wieder n-tes Taylor-Polynom von f beziiglich a.

Definition 15.11 Sind X C V und f : X — FE differenzierbar an a € X, so heifit a
regulire Stelle, falls f/(a) surjektiv ist. Ist f’(a) nicht surjekiv, so heifit a kritisch
(oder singulér). Im Falle V = R? und £ = R ist a genau dann kritisch, wenn V f(a) =
0 gilt.

Als wesentliche Anwendung des Taylor-Satzes werden wir nun ein hinreichendes Kri-
terium fiir lokale Extrema herleiten. Zunéchst gilt folgendes einfache notwendige Kri-

terium.

Satz 15.12 FEs seien X C RY und a ein innerer Punkt von X. Ist f : X — R

differenzierbar an a und ist a eine FExtremstelle von f, so ist a ein kritische Stelle.
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Beweis. Es sei k € {1,...,d}. Ist I ein offenes Intervall mit 0 € I und a + Ie®) ¢ X,
und ist g : I — R definiert durch

g(t) == fla+te™)  (tel),

so ist 0 Extremstelle von gj. Nach Satz 10.15 gilt 0 = ¢;,(0) = 9 f(a). O

Beispiel 15.13 1. Es sei f : R? — R mit

flzy)=2+y*  (z,yeR).

Dann hat f an (0,0) ein (offenbar sogar globales) Minimum. Es gilt Vf(z,y) =
(2x,2y), also tatsdchlich Vf£(0,0) = 0.
2. Es sei f: R — R mit

flzy)=2+y* (z,yeR).

Dann hat f an (0,0) ein (offenbar sogar globales) Minimum. Es gilt Vf(z,y) =
(2x,2y), also tatséchlich V £(0,0) = 0.
2. Es sei f: R? = R mit

f(a:,y):mQ—yQ (xvyER)

Dann gilt Vf(z,y) = (2z,—2y), also Vf(0,0) = (0,0). Allerdings ist (0,0) keine
Extremstelle von f.

Das zweite Beispiel zeigt, dass auch im Hoherdimensionalen an kritischen Stellen im
Allgemeinen keine Extremstellen vorliegen. Um auf Extremstellen schlieffen zu kénnen,
bedarf es sogenannter Kriterien zweiter Ordnung, also Kriterien, die die Hesse-Matrix
einbezichen. Ist f € C?(X,R) fiir eine offene Menge X C R?, so ist die Hesse-Matrix
H f(x) nach dem Satz von Schwarz (Satz 15.3) fiir alle z € X symmetrisch.

Definition 15.14 Ist A € R¥¢ symmetrisch, so heifit A
1. positiv (semi-)definit, falls v/ Av > 0 (> 0) fiir alle Richtungen v gilt,
2. negativ (semi-)definit, falls —A positiv (semi-) definit ist,

3. indefinit, falls A weder positiv noch negativ semidefinit ist.
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Damit gilt folgendes, fiir die mehrdimensionale Optimierung zentrale Resultat:

Satz 15.15 Es seien X C RY offen und f € C*(X,R). Ist a € X ein kritischer Punkt

von f, so gilt:

1. Ist H f(a) positiv (bzw. negativ) definit, so hat f an a ein striktes lokales Mini-

mum (bzw. Mazimum,).

2. Hat f an a ein lokales Minimum (bzw. Mazimum), so ist H f(a) positiv (bzw.

negativ) semidefinit.

Beweis. Wir setzen
S4t = {veR?: |v| =1}

(die (d—1)-dimensionale Einheitssphiire). Dann ist S9~! beschriinkt und abgeschlos-

R4 g0 die Funktion

sen, also kompakt nach dem Satz von Heine-Borel. Ist B €
h +— hTBh stetig auf R? (da sogar differenzierbar nach Beispiel 14.4). Damit exi-

stieren min vIBv und max v’ Bv. AuBlerdem folgt aus der Cauchy-Schwarzschen
vegd-1 vesd-t
Ungleichung

VTBY <|[B|  (vest).

Es geniigt jeweils, die ersten Behauptungen zu beweisen. Die zweiten ergeben sich
dann durch Betrachtung von — f.
1. Es sei A := H f(a) positiv definit. Wir setzen

c:= min v Av(>0).
vegd-1

Aus der Stetigkeit von 0;0;f fiir alle j,k folgt die Stetigleit von Hf : X — Rxd
(versehen mit der Operatornorm) (vgl. Bemerkung 15.5). Daher existiert ein § > 0
mit ||H f(z) — Al| < ¢ fiir alle z € Us(a) und damit auch

VEHS(E) ~ Avl<e  (vestTh

Es sei h € Us(0), h # 0 und v := h/|h|. Da a ein kritischer Punkt ist, existiert nach
Bemerkung 15.8 existiert ein € € [a,a + h] C Us(a) mit

el i) = f@) = VOV =V (HE) ~ v +v7 Av
> vidv — |vT(Hf(§) —Ayv|>c—c=0.

Damit ist auch f(a+ h) > f(a).
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2. Es sei v eine Richtung. Ist I ein offenes Intervall mit 0 € I und a + Iv C X, und
ist g : I — R definiert durch g(t) := f(a +tv) (t € I), so ist g € C%(I,R) und hat an
0 ein lokales Minimum und damit kein striktes lokales Maximum. Aus Satz 11.2 und
Bemerkung 15.8 folgt

0<g"(0)=02f(a) = vl Av.

a

Um Satz 15.15 anwenden zu kénnen, ist es wichtig, Kriterien fiir die Definitheit sym-
metrischer Matrizen zur Verfiigung zu haben.

Bemerkung 15.16 Es sei A € R¥¢ symmetrisch.

b
1. Im Falle d = 2 ergibt sich ([U]): A = (Z ) ist genau dann positiv (bzw. negativ)
c

definit, wenn det(A) > 0 und a > 0 (bzw. a < 0) gilt. Entsprechend ist A genau dann
positiv (bzw. negativ) semidefinit, wenn det(A) > 0 und a,c > 0 (bzw. a,c < 0) gilt.
2. Allgemein gilt (siehe Lineare Algebra): Ist o(A) = {A1,...,\q} die Menge der
Eigenwerte von A (das Spektrum von A), so ist

min v’ Av = min 0(A) =: Apmin  und max vl Av = max o(A) = Anax -

vesd-1 vesd—1

Insbesondere folgt daraus: A ist genau dann positiv (semi-)definit, wenn Apin > 0 (> 0)
gilt und genau dann negativ (semi-)definit wenn Apmax < 0 (< 0) gilt.

Beispiel 15.17 1. Ist f(x,y) = 22 4+ 32 fiir 7,y € R (vgl. Beispiel 15.13.1), so gilt

Hf(mx)z(i g)

also ist H f stets positiv definit. Insbesondere liegt am kritischen Punkt (0,0) ein
lokales Minimum vor.
2. Ist f(z,y) = 2® — y? fiir 2,y € R (vgl. Beispiel 15.13.2) so gilt

Hf(z,y) = ( (2) _02 > :

Hier ist H f stets indefinit. Also hat f nach Satz 15.15 keine lokalen Extrema.
3. Es sei f: R? — R definiert durch f(z,y) = 223 — 322 + 2y3 + 3y? (z,y € R). Dann
gilt

Vi(z,y) = (6(z* — ), 6(y* +y)) = (0,0)
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genau dann, wenn z € {0,1} und y € {0, —1}. Also haben wir die kritischen Stellen
(030) ’ (07_1) ’ (LO) ’ (17_1) .

Weiter gilt

Also ist

—6 0
Hf(0,0) = 0 6) indefinit

Hf(1,0) =

-6 0 . .
Hf0,-1) = 0 6 negativ definit

6 0 . .
positiv definit

Hf(1,-1) = ( 60 ) indefinit

Damit ist f an (0, —1) ein lokales Maximum, an (1,0) ein lokales Minimum und an-

sonsten keine Extremstellen.
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16 Hauptsitze der mehrdimensionalen Analysis

Wir starten wir mit einem allgemeinen Ergebnis iiber die Existenz von Fixpunkten

Bemerkung und Definition 16.1 Es seien (X,d) ein metrischer Raum, M C X
und « € [0,1). Eine Abbildung ¢ : M — X heifit a-Kontraktion, falls

d(p(2), p(2) < ad(w,a’) (w2’ € M).

Offensichtlich ist jede a-Kontraktion stetig. Auflerdem existiert héchstens ein z* € M
mit z* = p(z*) d. h. ¢ hat hochstens einen Fixpunkt. (Denn: Ist x, ein weiterer
Fixpunkt von ¢, so ist d(x., x*) = d(p(x«), p(z*)) < ad(z., x*), also d(z., z*) = 0.)

Satz 16.2 (Banachscher Fizpunktsatz)

Es seien (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, M C X abgeschlossen und ¢ :
M — M. Ist ¢ eine a-Kontraktion, so existiert genau ein Fizpunkt x* € M wund
zudem konvergiert fiir alle xo € M die Folge () mit

Tpi1 = ©(Tn) (n € No)

gegen x*. Genauer gilt fiir alle n € Ny

d(zp, ") < a"d(zg,z") <

Beweis. Fiir alle k£ € N gilt
d(zi1, 1) = d(p(ar), o(x5-1)) < @~ d(@p, ap-1) < ... < o d(wr, 30) -

Also ist fiir n,n’ € Nmit n’ >n

n'—1

o an
A, ) <Y d(wpgr, zx) < d(ar,z0) Y oF = d(z1, o) -
k=n k=n

l1—a

Ist € > 0, so existiert ein R > 0 mit

a’I‘L

11—«

d(z1,z0) < e (n>R),

also auch d(x,,z,) < € fir n’ > n > R. Folglich ist (z,) eine Cauchy-Folge in X.



16 HAUPTSATZE DER MEHRDIMENSIONALEN ANALYSIS 136

Da X vollsténdig ist, existiert ein z* € X mit z, — 2* (n — oo) und aufgrund der
Abgeschlossenheit von M ist auch z* € M. Da ¢ insbesondere stetig ist, gilt damit
T g1 = @(xn) — (x¥) (n — o0)
d. h. z* = p(z*). AuBlerdem erhalten wir
d(xp, 2") = d(p(zp-1), p(z%)) < ad(zp_1,2") < ... < a"d(x0,z")
und zudem
d(zo,z*) < d(xo, 1) + d(z1,2") < d(x0, 1) + ad(xg, ™) ,
also
(1 — a)d(xg,x™) < d(zp,271) -

|

Wir beschiiftigen uns nun mit der ,lokalen Umkehrbarkeit® stetig differenzierbarer
Funktionen f. Im skalaren Fall, also X C R offen und f € C'(X,R) gilt:

Ist a € X regulir, also f’(a) # 0, so existiert ein 6 > 0 so, dass f’ entweder > 0
oder < 0 auf U := (a — d,a + 9) ist. Dann ist f streng monoton auf U und damit
fu:U — f(U) mit fy(z):= f(x) bijektiv. Nach der Umkehrregel ist zudem g := f(jl
stetig differenzierbar mit ¢'(y) = 1/f'(g(y)) fiir y € f(U), also kurz

g =1/(fog).
Im Weiteren sei stets V' endlich-dimensional. In diesem Fall ist jede lineare Abbildung
A beschrinkt und A € L(V) schon bijektiv mit A=! € L(V), wenn A surjektiv oder

injektiv ist (siche Lineare Algebra; Dimensionssatz). Ist V = R%, so ist dies genau
dann der Fall, wenn die Determinante det A nicht verschwindet. Auflerdem ist

Aut(V) .= {A € L(V) : A bijektiv}

mit der Komposition o eine Gruppe (die Automorphismengruppe von V).

Satz 16.3 Ist A € Aut(V) und ist B € L(V) mit ||B — A|| < 1/||A7Y]|, so ist auch
B € Aut(V). Auperdem ist die Abbildung Aut(V) > A A~L € Aut(V) stetig.

Beweis. Es seien [ :=idy und 0 < 7 < 1. Ist C € L(V) mit ||C|| < r/||A7Y], so gilt
[|CA7Y|| < |C]| - ||[A7Y|] < 7. Hieraus ergibt sich I — CA~! € Aut(V) und
(1-ca)y =3 Aty

v=0
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oo
mit gleichmiBiger Konvergenz der Funktionenreihe C' +— Y (CA™1)” (Neumannsche
v=0

Reihe; [U]). Nach Satz 9.6 ist C i (CA~Y) stetig an 0 mit Funktionswert I. Ist
wan [|B — Al < 1/||41] und € = 4 — B, so folat

B=A-C=(I-CA YA c Aut(V)
und

Bl=AlI-cA) T =41 (cAT
v=0

Damit ergibt sich B~! — A~ fiir B — A. O

Satz 16.4 (Hauptsatz iiber lokale Umkehrbarkeit)
Es seien X C V offen, f € CHX,V) und a € X eine requlire Stelle von f. Dann
existiert eine offene Umgebung U von a mit folgenden Figenschaften: Das Bild f(U)
ist offen, fu : U — f(U) mit fuy(z) = f(x) fir x € U ist bijektiv und g := f&l ist
stetig differenzierbar mit

g = (o9 "

Beweis. Wir setzen A := f/(a). Nach Voraussetzung ist A surjektiv, also schon A €
Aut(V). Da [’ stetig ist, existiert ein 6 > 0 so, dass mit U := Us(a)
1 (z) = All <e:=2lATY)™ (z€U).

Insbesondere ist damit f'(z) € Aut(V) fiir € U nach Satz 16.3.
Firy € V sei ¢ = ¢, : U — V definiert durch

p(x) =+ Ay~ f(x) (z€l)
Dann ist ¢(z) = x genau dann, wenn y = f(x) gilt. Weiter ergibt sich fiir z € U
¢l@)=1- A7 f(z) = AT (A~ f'(x))
und damit ||/ (z)|| < [|A7Y]| - ||]A — f'(z)|| < 1/2. Nach dem Schrankensatz gilt
lo(z) — @) < |z —2'|/2 (22" €U).

Also ist ¢ eine 1/2-Kontraktion und damit hat ¢ héchstens einen Fixpunkt nach
Bemerkung 16.1. Folglich ist f|y injektiv, d. h. die Umkehrfunktion g : f(U) — U von

fu existiert. Wir zeigen:
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1. f(U) ist offen.
2. g€ CHf(U),V)mit ¢ = (f' og)~ L.

Dazu seien z € U und y := f(x).
1. Da U offen ist, existiert ein p > 0 mit M := B,(x) C U. Ist z € Ugy(y) und ¢ = ¢,
so gilt ¢(M) C M, denn fiir u € M ist

p(u) =z < fp(u) = (@) + [p(z) — 2]
u—x|/2+ A7z = f(z))]
lu—a[/2+||A7Y| |z =yl < p/2+]|AlTrep=p,

A

IN

also p(u) € M.Da M C V abgeschlossen ist, folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz,
dass ein u € M existiert mit ¢(u) = u, also f(u) = z. Damit ist Ug,(y) C f(U).
2. Wir zeigen:

g =@ = (glw)
Damit ist ¢’ als Komposition der stetigen Abbildungen g, f’ und A — A~! stetig auf
f(U), also g stetig differenzierbar.
Ohne Einschrankung kénnen wir x = y = 0 annehmen. Der allgemeine Fall ergibt sich
dann wieder durch Anwendung des Spezialfalles auf 7, f.
Da ¢ = ¢ eine 1/2-Kontraktion mit ¢(0) = 0 ist, gilt fiir alle u € U

[ul/2 > |p(u)| = |[u— A7 f ()] = [u = [A7Y] - [ f(u)],

und damit cju| < |f(u)]. Also gilt |g(h)| < |h|/c fir h € f(U) und insbesondere
g(h) — 0 fiir h — 0. Aus der Differenzierbarkeit von f an 0 folgt mit B := f/(0)

¢ - 1y 1B(g(h) — A 1y |f(g(h)) — Bg(h)]
—lg(h) = B7X ()| < ||B7H| - =575 = I1B7'Il- —0
i L R o8]

fiir h — 0. Also ist auch g differenzierbar an 0 mit ¢’(0) = B~ L. O

Ist die Aussage von Satz 16.4 erfiillt, so sagt man, f sei lokal C'-umkehrbar an der
Stelle a.

Beispiel 16.5 Ist V = R?, so ist a eine regulire Stelle genau dann, wenn det .J f(a) #
0 gilt. Wir betrachten f : (0,00) x R — R? mit

)= (

Dann ist f stetig differenzierbar mit det Jf(r,8) = r > 0. Also ist f nach Satz 16.4
lokal C''-umkehrbar an allen Stellen (r,8). Da f(1,2km) = (1,0) fiir alle k € Z gilt, ist
f jedoch nicht injektiv.

TCOS&) (r>0,0cR).

rsin 6
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In enger Beziehung zum Hauptsatz iiber Umkehrfunktionen steht ein weiterer Haupt-
satz: der {iber implizite Funktionen. Worum geht es dabei?
Gegeben ist eine Funktion F : M — R™ mit M C R? x R™ und damit das Gleichungs-
system

F(x,y) =0,

also mit z = (z1,...,24) € R und y = (y1,...,ym) € R™

Fl(xla"'vxd7 yla"'vym)zo

Fm(x17'~-7$d7 yla"'7ym):0

(d + m Unbekannte und m Gleichungen). Weiter sei (z,y) € M eine Losung, also
F(z,y) = 0. Unser Ziel ist, das Gleichungssystem ,lokal nach y aufzulésen“, d. h. wir
suchen Umgebungen U von Z und W von (Z,y) sowie eine Funktion f : U — R™ so,
dass fiir alle (z,y) € W gilt: Es ist F(z,y) = 0 genau dann, wenn y = f(x), also

{(z,y) e W: F(z,y) = 0} = {(, f(2)) : x € U}

Die Losungsmenge ist lokal der Graph der Funktion f. Wir orientieren uns an zwei

einfachen Beispielen

Beispiel 16.6 1. Wir betrachten die Gleichung
F(z,y) =a?+4y>—-1=0 (z,y€R).

Dann ist offenbar (7, %) = (1/v/2,1/+/2) eine Losung der Gleichung. Hier gilt etwa fiir
U:=(-1,1) und W :=(—1,1) x (0, 00)

Flr,y) =0 y=V1—-22=: f(z).

Dies ist falsch fir W = (—1,1) x R.
2. Es seien A € R™*4 | B € R™*™ sowie F : R? x R™ — R™ mit

F(z,y) = Az + By = (A B) (”;)

(also das lineare Gleichungssystem Az + By = 0). Dann gilt im Falle det B # 0

F(z,y) =0 By = —Az & y= —B 1Az =: f(z)

also {(z,y) : F(z,y) =0} = {(z, f(z)) : z € R}.
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Satz 16.7 (Hauptsatz iiber implizite Funktionen)

Es seien Q C RIxR™ offen und F € CY(Q,R™). Weiter sei (z,7) € Q mit F(Z,7) =0
und so, dass y reguldr fir y — F(z,y) ist. Dann existieren offene Umgebungen U von
z und W von (Z,9) sowie eine Funktion f € C*(U,R™) so, dass

{(z,y) e W: F(z,y) = 0} = {(, f(2)) - x € U}.

Mit OF [0y := (0F;/0yk),; j—1 .. n und OF )0z := (0F;/0xk) j=1....m ist zudem
k) RARRS d

,,,,,

110 == (G f@)) Ghese)  @ev).

Beweis. 1. Wir betrachten G : Q — R? x R™ mit
Gloy) = (. F@y)  (@yeQ).

Dann gilt G(Z,9) = (z,0) und G € C*(Q,R% x R™). Bezeichnet E; die d-dimensionale

Einheitsmatrix, so ist
E; O
- (2 2)
or Oy

und damit det JG(z,y) = det %—Z(a’c,y) # 0. Nach Satz 16.4 ist G lokal C''-umkehrbar
an der Stelle (z, 7). Damit existieren ein § > 0 und eine offene Umgebung W von (z, j)
so, dass Gy : W — Us(Z) x Us(0) bijektiv ist mit stetig differenzierbarer Umkehr-
funktion und det JG(z,y) # 0 fir (x,y) € W.

Wir setzen U := Us(Z) und schreiben im Weiteren kurz G statt Gyy. Aus der Definition
von G ergibt sich, dass G~! mit einer geeigneten Funktion H € CY(U x Us(0),R™)
von der Form

G Yz, 2) = (z,H(z,2)  ((z,2) € UxUs(0))
ist. Definiert man 7 : R¢ x R™ — R™ durch n(x,y) := y, so gilt
m(G(z,y)) =m(z, F(z,y) = F(z,y)  ((z,y) €W)
und folglich
F(x,H(z,2) = n(Gz, H(z,2))) = n(x,2) =2z ((x,2) € U x Us(0)) .
Nun definieren wir f : U — R™ durch

f(z) := H(z,0) (xeU).
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Aus H € CY(U x Us(0),R™) ergibt sich f € C1(U,R™). AuBerdem gilt
F(z, f(x))=0 (xeU)
und fiir (z,y) € W mit F(z,y) = 0 folgt
G(z,y) = (2,0) = G(G™}(2,0)) = G(, f(x))

und damit auch y = f(x).
2. Aus h(z) := F(x, f(z)) = 0 fiir x € U ergibt sich mit der Kettenregel

0= Jh(z) = JF(z, f(z)) - < Ea ) oF oF

Jf(z)) = 5 (& f@) + @(x,f(x))Jf(x)

(,implizites Differenzieren*).
Aus det %—i(az, y) = det JG(z,y) # 0 fiir alle (z,y) € W ergibt sich die Zusatzbehaup-
tung durch Auflosen der letzten Gleichung nach Jf(x). O

Beispiel 16.8 (Lemniskate) Es sei F': R x R — R definiert durch
F(l‘,y):<$2+y2)2—2((1}2—y2) (.’E,yER) :

Dann gilt 0 = %(mz.y) und 0 = F(z,y) genau dann, wenn (x,y) = (0,0) oder
(z,y) = (£v2,0) ([U]). Nach Satz 16.7 ist fiir alle (Z,7) mit F(z,§) = 0 und
(z,9) ¢ {(0,0),(£v2,0)} die Gleichung F(x,y) = 0 auf einer Umgebung W von
(7,7) auflosbar nach y. AuBlerdem ergibt sich fiir die Funktion f = f 5

o) = 2@ SE@) 3@+ @)~ 1)
OF (e f(x)  J@)@?+ () +1)

auf einer Umgebung U von Z. Also hat f Extremstellen hochstens in Punkten z mit
2?4+ fAz)=1.

Um eine Vorstellung von der Lésungsmenge zu bekommen, betrachten wir Polarkoor-
dinaten: Es gilt fiir (x,y) # (0,0)

0= F(x,y) = F(rcosf,rsinf) =r* — 2r?(cos? — sin? ) = r2(r> — 2 cos 26)

genau dann, wenn r = v/2 cos 26, wobei 6 so, dass cos(260) > 0 ist.
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Eine wichtige Anwendung des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen ergibt sich im
Bereich der Optimierung unter Nebenbedingungen.

Definition 16.9 Es seien (X, d) ein metrischer Raum, F Vektorraum und f : X — R
sowie g : X — F. Ist
L:={xe X :g(x)=0}

und ist a € L, so heifit a eine Extremstelle von f unter der Nebenbedingung
g(x) = 0, falls a Extremstelle von f|, ist. Man spricht dann natiirlich auch wieder von
Maximal- bzw. Minimalstelle, je nach dem ob a maxial oder minimal fiir f|z, ist.

Satz 16.10 (Lagrange)
Es seien X C RY offen und f € CY(X,R). Weiter seien g € CH(X,R™) mit m <
d und a € X eine regqulire Stelle von g. Ist a eine Extremstelle von f unter der

Nebenbedingung g(x) = 0, so existiert ein A € R™ mit

V(@) =3 Vgi(a) = (J9) (@)X
j=1

Beweis. Wir schreiben x = (u,y) mit

U = (‘Tla" . ,LEd_m), Y= (md—m—f—la' : 'axd)

fir x = (x1,...,24) € R? und (@,y) := a. Nach geeigneter Permutation der Kompo-
nenten kénnen wir annehmen, dass g regulér ist fiir die Abbildung y — ¢(@,y), also
det g—g(a) # 0 gilt (Lineare Algebra). Nach dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen
ist dann die Gleichung

9(x) = g(u,y) =0
an a lokal nach y auflésbar. Insbesondere existieren eine offene Umgebung U von u
sowie eine Funktion ¢ € C1(U,R™) so, dass ¢() = 5 und

9(u,o(u) =0 (uel)
gilt. Hieraus folgt durch implizites Differenzieren

dg dg _
0= )+ @(G)JSO(U)

Ist h € C'(U,R) definiert durch
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so ist u eine Extremstelle von h (ohne Nebenbedingung). Also gilt nach Satz 15.12
Jh(a) = (Vh)T (@) =0

und mit der Kettenregel folglich

of of _
0= %(a) + @(G)J¢(U) :

Wegen det g—z(a) # 0 hat das lineare Gleichungssystem

9g af
A2 g) = 2L
S2(@) = 5 (@)
genau eine Losung A = (A1, ..., \;,) € R™. Hieraus ergibt sich wiederum

%(a) B _gz//f(a)‘]gp(ﬂ) = —ATgi(a)Jso(a) = AT%(G)

und damit insgesamt (V)7 (a) = AT - Jg(a). O

Bemerkung 16.11 Ahnlich wie Satz 15.12 liefert Satz 16.10 lediglich eine notwendige
Bedingung fiir das Vorliegen einer Extremstelle unter der Nebenbedingung g(z) = 0.
Um die entsprechenden Punkte a zu bestimmen, hat man die Gleichungen

gj(x1,...,24) =0 (j=1,....,m)

und .
Opf(w1, . xa) = Y NjOgj(e1,... xa)  (k=1,...,d)
j=1
zu 16sen (also (d + m) Gleichungen fiir die (d + m) Unbekannten zi,...,z4 und

A, ...y Am). Die Zahlen Aq, ..., A, heiflen Lagrange-Multiplikatoren.

Beispiel 16.12 Die Produktion eines Unternehmens sei in Abhéngigkeit der Produk-
tionsfaktoren x,y beschrieben durch die (Cobb-Douglas-) Funktion

P(z,y) =2%'""*  (2,y>0)

wobei @ € (0,1) fest ist. Die Produktionskosten seien gegeben durch eine lineare

Kostenfunktion K der Form

K(z,y)=pr+qy  (z,y>0)
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mit Konstanten p,q > 0. Gesucht ist eine kostenminimale Faktorkombination (x,y)
zu einem vorgegebenen Produktionsniveau ¢ > 0, d. h. wir wollen das Optimierungs-
problem K(x,y) % min unter der Nebenbedingung P(z,y) — ¢ = 0 16sen. Nach Satz
16.10 ist eine notwendige Bedingung gegeben durch

VK(z,y) = A VP(x,y)

fiir ein A € R, d. h. wir haben die drei Gleichungen

xaylfa = ¢
P — )\Oéﬂfa_lyl_a
q = M1l —-a)z%y™@

fiir die Unbekannten z, y, A\. Division der zweiten und dritten Gleichung ergibt

und mit der ersten Gleichung erhalten wir
1 _ [}
y=c (p( a)>
qo

Also kann nur an dieser Stelle (x,y) ein Minimum unter der Nebenbedingung vorliegen.

und damit

Man kann sich {iberlegen, dass dies tatséchlich der Fall ist.
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A Von den natiirlichen zu den reellen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen kénnen axiomatisch beschrieben werden als ein Tripel (N, 1, )
mit den drei Eigenschaften (Peano-Axiome):

(N1) N ist eine Menge mit 1 € N.
(N2) v: N — N ist eine injektive Funktion mit 1 ¢ v(N).

(N3) (Prinzip der vollstandigen Induktion) Ist A C Nmit 1 € A und v(A) C A, so
ist A=N.

Damit kann man zeigen: Auf N existiert genau eine assoziative und kommutative

Verkniipfung + mit
n+1=v(n) und n+rv(m)=v(n+m)

fiir n,m € N. Unter Verwendung der Addition ist eine Ordnungrelation < auf N
definiert durch n < m genau dann, wenn m = n + k fiir ein k£ € N. Weiter kann man
zeigen: Auf N existiert genau eine assoziative und kommutative Verkniipfung - so, dass

1 neutral beziiglich - ist und dass
m(n+1)=mn+m

fir n,m € N gilt. Erweitert man N um ein Element 0 zu Ng mit 0 < n fiir alle n € N
und so, dass 0 neutral ist beziiglich + und absorbierend beziiglich -, so sind (Ny, +,0)
und (Np, -, 1) Monoide mit den Kiirzungsregeln

n+m=n+k = m=%k und n-m=n-k,n#0 = m=%k

SchlieBlich folgt aus dem Prinzip der vollstdndigen Induktion die wichtige Wohlord-
nungseigenschaft von N: Jede nichtleere Menge M C N hat ein Minimum.

Hiermit kann man leicht zeigen : Zu jedem Paar (n,p) € N x N existiert genau ein
Paar (a,r) € Ng x Ng mit r < p und n = ap + r (Division mit Rest).

Ist (M,+,0) ein abelsches Monoid, so definieren wir fiir nicht notwendig endliche
Indexmengen I und nichtleere A C M

AD = {2 = (20)acr € AT I, .= {a € T : 24 # 0} endlich}

sowie

Damit gilt folgende wichtige Aussage iiber die Darstellung natiirlicher Zahlen:
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Satz A.1 Es seien ¢ € Nmit ¢ > 2:=1+1 und A := {a € Ny : a < ¢q}. Dann
existiert fiir jedes n € Ny genau ein Tupel a(n) = (aj(n));en, € AN mit

n = Z a;(n)¢’.

JE€No

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus B. 2.7. Wir zeigen die Existenz per Induktion
nach n.

1. Induktionsanfang n = 0: Man setze a;(0) := 0 fiir j € Np.

2. Induktionssschritt: Es sei k € Ng mit ¢ < n < ¢**!. Division mit Rest ergibt

n:aqk+n'

mit 0 < a < ¢ und 0 < n’ < ¢*, also insbesondere n’ < n.
Nach Induktionsvoraussetzung (Behauptung gilt fiir jedes n’ < n) existiert eine Folge

(a;(n')) mit '
n = Z aj(n')¢.
J€Ng

Dabei ist aj(n') = 0 fiir j > k, da n’ < ¢*. Setzt man

aj(n’) firj#k

a;(n) = )
’ a fir j =k

so ist
n=aq" +n' = Z a;j(n)g’.
Jj€No
O

Mit d := d(n) := max{j € Ny : aj(n) # 0} fir n # 0 heiit (az(n)ag_1(n)...ap(n))q
die g-adische Darstellung von n. Die Zahlen 0,...,q¢ — 1 sind die Ziffern beziiglich
g- Man setzt 3:=2+4+1,4:=3+1,5:=44+1,6:=54+1,7:=6+1,8:=7+1 und
9 := 8+ 1. Im Falle ¢ = 2 -5 spricht man dann von der Dezimal-, im Falle ¢ = 2
von der Binir- und im Falle ¢ = 2* von der Hexadezimaldarstellung. Schlielich
schreibt man im Dezimalfall auch kurz aq(n)...ap(n) statt (ag(n)...ag(n))2.5. So ist
etwa firn =8+8+47

n=1-2240-2241-22+1-2' +1.2° = (10111),

und

n=2-(2-5'+3-(2-5°=(23)25 =23 .
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Definition A.2 Eine Relation ~ in X heifit Aquivalenzrelation (auf X), falls fiir
alle z,y,z € X gilt

(A1) z ~ x (Reflexivitét),
(A2) aus x ~ y folgt y ~ x (Symmetrie),
(A3) aus x ~ y und y ~ z folgt = ~ z (Transitivitit).

Ist ~ eine Aquivalenzrelation, so heiBt [z] := [z]~ := {2/ € X : 2 ~ 2/} die von = er-
zeugte Aquivalenzklasse und jedes = € [z] ein Reprisentant der Aquivalenzklasse
[z]. AuBerdem heifit X/ := {[z] : € X} Quotientenmege von X (modulo ~).

Bemerkung und Definition A.3 1. Es sei X = Ny x Nj. Definiert man

(a,b) ~ (¢,d) & a+d=b+c,

so ist ~ eine Aquivalenzrelation auf X (ergibt sich aus Rechenregeln fiir die Addition
in No)

v v vd e

—4 (0,3) (1,3) (2,3) (3,3)
e v e v e

-3 (0,2) (1,2) (2,2) (3,2)
e v e v e

—2 (0,1) (1,1) (2,1) (3,1)
e e e e e

-1 (0,0) (1,0) (2,0) (3,0)
e e e e e

0 1 2 3 4

Sind a,b € Ny mit a > b, so existiert (genau) ein n € Ny mit a = b+ n und es gilt
damit
[(a,0)] = {(n+b,0) : b€ No} = [(n,0)]
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Ist a < b, so ist b = a + m fiir ein m € N und damit
[(a,b)] ={(a,a+m):a e No} =[(0,m)].
Definiert man die Menge Z der ganzen Zahlen als
Z =X/~ = (NoxNo)/~,
so sind durch
[(a,0)] + [(e,d)] :==[(a+ ¢, b+ d)] und [(a,b)]-[(c,d)] := [(ac+ bd,ad + bc)]

Verkniipfungen + und - auf Z (unabhéngig von der Wahl der jeweiligen Repriisen-
tanten) definiert, mit denen (Z,+,-) zu einem kommutativen Ring wird. Dabei gilt
[(0,n)] = —[(n,0)] fir n € Ny. Indem man n mit [(n,0)] identifizert, ist Ny in Z
eingebettet, und es ergibt sich

[(a,b)] =a—b (a,be Ny).
Auflerdem ist damit durch
a—b<c—d:sat+d<b+e

fiir a,b, c,d € Ny eine Erweiterung der Ordnung < von Ny auf Z definiert.

Bemerkung und Definition A.4 Mit Z* := Z \ {0} sei X = Z x Z*. Definiert man
(a,b) ~ (¢,d) & ad=be,

so ist ~ eine Aquivalenzrelation auf X (ergibt sich aus Rechenregeln fiir die Multi-
plikation in Z). Mit etwas Zahlentheorie kann man zeigen: Fiir (a,b) € X existieren
teilerfremde p € Z, ¢ € N mit

[(a,0)] = {(mp,mq) : m € Z} = [(p, q)].
Definiert man die Menge Q der rationalen Zahlen als

Q:=X/.= (Z X Z*)/N
und Verkniipfungen + und - durch

[(a’ b)] + [(Cv d)] = [(ad + b, bd)] und [(CL, b)] ) [(07 d)] = [(CLC, bd)]?
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so wird (Q,+,) zu einem Korper. Dabei gilt 1/[(a,b)] = [(b,a)] fir a # 0. Durch
Identifikation von a und [(a, 1)] ist wieder Z in Q eingebettet und es gilt

[(a,0)] =a/b ((a,b) € X).

Schlielich erweitert die Setzung

a ¢
g<g.®ad<bc

fiir a,b € Z und b,d € N (also b,d > 0) die Ordnung < von Z auf Q.

Bemerkung und Definition A.5 Es seien ¢ € N, ¢ > 2 und A :={0,1,...,¢— 1}.
Wir betrachten die Menge

AP = {(a;) = (aj)jez € A” : es existiert ein d € Z mit a; = 0 fiir j > d}.

Ein Tupel (a;) € A% nennen wir eine g-adische Entwicklung. Im Falle ¢ = 2
sprechen wir von Bindrentwicklung und im Falle ¢ = 10 von Dezimalentwicklung.
Die g-adische Entwicklung (a;) heiBt abbrechend, falls (a;) € A% gilt, also falls ein
m € Z existiert mit a; = 0 fiir j < m. Aus S. A.1 folgt, dass die Abbildung

AD 5 (aj) — Zajqj € U q"Ng C Q4 U{0}

JEZ meZ

bijektiv ist. Wir identifizieren im Weiteren die abbechende Entwicklung (a;) mit der
entsprechenden rationalen Zahl. Da sowohl die Addition als auch die Multiplikati-

on Verkniipfungen auf J ¢™Ny sind, kénnen wir damit abbrechende Entwicklungen
meZ
addieren und multiplizieren.

Weiter definieren wir auf A%) eine Aquivalenzrelation durch (a;) ~ (b;) genau dann,
wenn (a;) = (b;) oder wenn ein m € Z so existiert, dass a; = b; fiir j > m, @y = by +1
sowie a; = 0 und b; = ¢ — 1 fiir j < m (oder entsprechend mit vertauschten Rollen
von a; und b;). Damit sind alle Aquivalenzklassen entweder ein- oder zweielementig,
wobei im zweielementigen Fall eine der beiden Entwicklungen abbrechend ist.

Bemerkung A.6 Wir betrachten nun den Fall ¢ = 2 und definieren

X = {w = [(a)] : (a) € {0,1)7)}.

Wihlt man im Fall zweielementiger [(a;)] die abbrechende Entwicklung als Représen-
tant, so entspricht jedem z € X genau eine Bindrentwicklung (a;). Wenn nichts anders
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gesagt ist, legen wir uns auf diese Darstellung fest und schreiben dann auch z = (a;).
Ist 2 = (a;) (in diesem Sinne), so nennen wir fiir m € Z

|z |m = Z a;2) € 2Ny
jzm
die m-te Abschneidung von z. Unter Verwendung der Relation < auf Q4 U {0} defi-
nieren wir fiir z,y € X mit x # y

T <y |T]m < |y|m fur ein m € Z.

Dann ist auch |z], < |y]n, fiir n < m (ergibt sich aus B. 2.7) und |z | < |y]i fur alle
k € Z. Man kann zeigen, dass damit (X, <) geordnet und vollstindig ist.

Wir wollen den Beweis der Vollstédndigkeit andeuten, indem wir eine Konstruktions-
vorschrift fiir sup M angeben. Es sei also M C X nichtleer und nach oben beschrinkt.
Wir definieren ein s € X rekursiv: Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass
ein M # {0} ist. Zunéchst folgt aus der Beschrianktheit nach oben von M die Be-
schranktheit nach oben von

{meZ:|z|,#0fireinzec M}

in Z. Ist d das Maximum dieser Menge, so setzen wir {; := 1 und &; := 0 (j > d).
Weiter definieren wir

¢ 1, falls [2]g 1 > 2% fiir ein 2 € M
d-1:=
0, sonst

und entsprechend fiir n € N

1, falls [2]gn-1 >2%+& 127 .. 4 &g 20" fiir einz € M
‘fd—n—l = .
0, sonst

Hierdurch ist induktiv eine Bindrentwicklung (§;);ez definiert. Ist s := [(§;)], so ergibt
sich s = sup M aus der Konstruktion von s.

Damit wird es erméglicht, die Verkniipfungen + und - von A®) auf X zu erweitern:
Da (X, <) vollsténdig ist, existieren namlich fiir z,y € X

r+y:=sup{|z|m+ |ylm meEL} X

und
z-y:=sup{|z]m- |ylm:meL}eX.
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Das Hauptproblem besteht nun darin, zu zeigen, dass (X, +,0) ein Monoid mit der
Kiirzungseigenschaft und (X \ {0},-,1) eine Gruppe ist. Ist dies getan, so sieht man
wie bei der Erweiterung von Ny zu Z, dass durch

(a,b) ~ (¢,d) &= a+d=b+c

fiir (a,b), (c,d) € X x X eine Aquivalenzrelation auf X x X definiert ist. Damit setzt

man

R:= (X xX)/~

und schreibt wieder a — b statt [(a,b)] und im Falle b = 0 kurz a sowie im Falle
a = 0 kurz —b. Die Rechenoperationen + und - sowie die Relation < lassen sich auf
R {ibertragen und zwar so, dass damit (R, +, -, <) ein vollstéindiger geordneter Korper
wird. Dabei entspricht Q der Menge der periodischen Bindrentwicklungen und ist in
diesem Sinne eingebettet in R
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B Machtigkeit von Mengen

Wir werden im Folgenden zeigen, dass in gewissem Sinne sehr viele reelle Zahlen
irrational sind. Dazu beschiéftigen wir uns zunéichst mit dem Begriff der Méchtigkeit

von Mengen.

Definition B.1 Es seien A, B beliebige Mengen.

1. A und B heiflen von gleicher Michtigkeit (oder kurz gleichméichtig), falls
eine bijektive Abbildung ¢ : A — B existiert.

2. A hat Méchtigkeit n € N, falls A gleichméchtig zu {1,...,n} ist, d. h. falls
ein Tupel (a1, ...,ay) existiert mit a; # a; fir j # k und A = {a1,...,a,}
(man kann zeigen, dass n eindeutig ist). Die leere Menge hat die Méchtigkeit 0.
Damit heifit A endlich, falls A eine Méchtigkeit n € Ny hat. Wir schreiben dann
#A:=n.

3. A heifit abzidhlbar unendlich, falls A gleichméchtig zu N ist, d. h. falls eine
Folge (an)nen existiert mit a; # ay, fiir j # k und A = {a, : n € N}.

4. A heifit abzihlbar, falls A endlich oder abzihlbar unendlich ist. Anderenfalls
heifit A iiberabzihlbar.

Satz B.2 Fine nichtleere Menge A ist genau dann abzihlbar, wenn eine Folge (an)nen
existiert mit A = {a,, : n € N}.

Beweis. =: Ist A abzéhlbar unendlich, so existiert eine solche Folge nach Definition.
Ist A endlich, etwa A = {a1,...,ay}, so setze man a; := a, fir j > n.

«: Ist A endlich, so ist A abz#hlbar. Es sei also A = {a,, : n € N} unendlich. Wir setzen
n1 := 1. Sind ny,...,n; bereits definiert, so existiert nach dem Wohlordnungsprinzip

N1 = min{n € N:a, & {an,,...,an, }}

Damit ist eine streng wachsend Folge (nj) in N definiert. Setzt man by = ay, , so ist
nach Konstruktion b; # by fiir j # k und {b; : k € N} = A. Also ist A abzéhlbar
unendlich. O
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Bemerkung B.3 Aus S. B.2 folgt sofort, dass Bilder abzidhlbarer Mengen unter be-
liebigen Abbildungen wieder abzdhlbar sind und damit auch, dass Teilmengen abzéhl-
barer Mengen abzéhlbar sind.

Satz B.4 Es sei J # () abzihlbar. Ist (Aj) e eine Familie abzihlbarer Mengen, so ist

auch |J A; abzdihlbar.
JjeJ

Beweis. Ohne Einschrénkung kénnen wir A; # ( fiir alle j € J annehmen. Nach S.

B.2 existieren Folgen (aglj ))neN mit

Aj={aV):neN} (jeN).
AuBlerdem existiert eine Folge (jx) mit J = {ji : k € N}. Wir setzen
By = {a%) 1 k,n=1,...,m} (m e N).

Da #(B,,) < m? und B, C Bp,1 fiir alle m € N gilt, ergibt sich induktiv die Existenz
einer Folge (by)peny mit By, = {b1,..., b2} fiir alle m € N. Nach Konstruktion ist
U4;=1) Bu={br:tenN}.
jeJ meN
Mit S. B.2 folgt die Behauptung. O

Bemerkung B.5 Da Z abzéhlbar ist ([U]), ist Z x {n} abzdhlbar fiir beliebiges n € Z
(Z>jw— (4,n) € Z x {n} ist bijektiv). Damit ist nach S. B.4 auch
Zx7* = |J (Zx{n})
nez*
abzéhlbar. Nach B. B.3 ist schlieBlich auch Q abzdhlbar (beachte: Q = p(Z x Z*) fiir
¢(a,b) = [(a,)]).

Wir wollen nun zeigen, dass R {iberabzdhlbar ist. Dazu beweisen wir zunéchst:

Satz B.6 (Intervallschachtelungsprinzip)
Es sei (I,,) eine Folge von Intervallen der Form I, = |ay,by] mit I,4+1 C I, (n € N).
Dann ist ¢ := sup{a, : n € N} <inf{b, : n € N} =: d und

() In =c.d].

neN

Gilt zusdtzlich b, — a, — 0 (n — 00), so ist ¢ = d.
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Beweis. C: Ist x € () I, so folgt aus a, < x < b, fiir alle n auch ¢ < z < d nach
neN
Definition des Supremums und des Infimums.

D: Ist m € N, so gilt nach Voraussetzung a,, < b,, < by, fiir n > m. Da (a,) wachsend
ist, folgt ¢ < b, und damit auch ¢ < d, also insgesamt

a, <c<d<b, (n € N).

Folglich ist
le;d) € () In -
neN
Aus 0 < d—c<b, — ay, ergibt sich d — ¢ = 0 im Falle b, — a,, = 0. O

Satz B.7 Jedes (nicht einpunktige) Intervall I C R ist iberabzihlbar.

Beweis. Es reicht ([U]), das Intervall [0,1] zu betrachten. Angenommen, [0,1] ist
abzihlbar, d. h.
[0,1] = {x, : n € N} .

Wir teilen Iy := [0, 1] in die drei Intervalle [0,1/3],[1/3,2/3] und [2/3,1] auf. Dann ist
1 in einem oder zwei dieser Intervalle nicht enthalten. Wir wihlen ein solches Intervall
und nennen den Anfangspukt a; und den Endpunkt b;. Nun teilen wir entsprechend
I := [a1,b1] in drei gleich lange Intervalle (also der Linge 1/9 = 1/3%) auf. Dann
ist x2 in einem dieser Intervalle (I genannt) nicht enthalten. Induktiv erhalten wir

eine Folge I,, = [ay,by] von Intervallen in [0,1] mit I,,41 C I,, sowie =, ¢ I, und
bp—a, =1/3" — 0 (n — o0). Nach dem Intervallschachtelungsprinzip ist () I, = {z}
neN
fiir ein x € [0, 1]. Ist k& € N, so gilt nach Konstruktion z; ¢ () I,. Also ist x # x fiir
neN
alle k € N. Widerspruch! O

Bemerkung B.8 Ist X iiberabzihlbar und ist A abzéhlbar, so ist auch X \ A iiber-
abzéhlbar (denn sonst wére nach B. B.3 und S. B4 auch X = (X NA)U (X \ A4)
abzéhlbar). Insbesondere ist also nach S. B.5 und S. B.7 fiir jedes nicht einpunktige
Intervall I die Menge I \ Q iiberabzihlbar.
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C Normierte Riaume

Wir betrachten eine Klasse von Riumen, die eine lineare Struktur und eine metrische

Struktur besitzen.

Bemerkung und Definition C.1 Es seien K ein Kérper und V # () eine Menge.
Weiter seien + eine Verkniipfung auf V und s : K x V' — V. Dann heifit V = (V, +, s)
ein K-Vektorraum (oder K-linearer Raum), falls gilt

(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.

(V2) Fir alle \,p € K, v e Vist s(\, s(u,v)) = s(Ay,v).
(V3) Fir alle v € V ist s(1,v) = v.

(V4) (Distributivgesetze) Fiir alle \,u € K, u,v € V ist

s\ u+v)=s(\u)+s(\v) und s(A+ p,v) =s(A\v)+ s(u,v).

Die Elemente von V heiflen dabei Vektoren, die Elemente aus K Skalare und s
Sklarmultiplikation. Man schreibt auch wieder kurz Av statt s(\,v).
Ist V' ein K-Vektorraum und ist M C V, so heift

span(M) = { Z Apv : B C M endlich, (\)ver € KF}
veElR

(linearer) Spann von M. AuBerdem heifit M ein Untervektorraum oder (linea-
rer) Teilraum, falls span(M) = M gilt. Man kann zeigen ([U]): () # U C V ist genau
dann Teilraum, wenn fiir alle u,v € U, A € K auch u +v € U und Au € U gilt.
AuBerdem ist dann (U, 4+, s|gxy) ein Vektorraum.

Definition C.2 Ist (V,+,s) ein K-Vektorraum und ist (K, +,-) ein Ring, so heifit

(V,+,s,-) eine (unitire) K-Algebra, falls fir A € K und u,v € V
AMu-v)=(Au)-v=u-(\v)

gilt.

Beispiel C.3 Esseien K ein Korper, X # () und (K%, +, -) der kommutative Ring aus

B. 2.12. Indem man A mit A gx identifiziert, wird (KX, +,s,-) (mit s(\, f) := X f)
zu einer K-Algebra.
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Definition C.4 Es sei V = (V,+,+) ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung || - || :
V — R heifit Norm (auf V), falls folgende Bedingungen erfiillt sind

(N1) (Definitheit) Es gilt ||0]| = 0 und ||v|| > 0 fiir alle v # 0.

(N2) (Homogenitit) Fiir alle v € V und alle A € K ist [[Av|| = [A] - ||v]]-

(N3) (Dreiecksungleichung) Fiir alle u,v € V' gilt ||u + v|| < ||ul| + ||v]|.

Man nennt dann (V|| - ||) auch einen normierten Raum.

Beispiel C.5 Wir setzen

Dann ist fiir z,y € K™ \ {0} ist nach der Ungleichung zwischen geometrischem und

arithmetischem Mittel

‘ 2

= lelz Hyllz 2 Hx\lg Iyl

Also folgt (auch fiir z = 0 oder y = 0) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

m
> Lzl < llellallylla:
j=1

Hieraus ergibt sich wiederum

m m
e+ 9113 < D layl - g+ gl + D 1wyl - g+ yi] < ([l + [lyll2) - ||z + w2,
j=1 7j=1

also auch ||z + yl|l2 < ||z||2 + ||y||2. Damit ist (N3) fir || - ||2 erfiillt. Da — wie man
sofort sieht — auch (N1) und (N2) erfiillt sind, ist || - ||2 eine Norm auf K. Im Fall
K = R nennt man ||z||2 die euklidsche Lénge von x.

Wie man leicht sieht, sind durch

m
el = la;l (&= (2r,...,2m) €K™)
j=1

und
|20 := max{|z;| : 5 =1,...,m} (x = (x1,...,2m) € K™)
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weitere Normen auf K" gegeben. Aus

m m m 2
anf2 < D12 < Dl = (3 Ja1)
Jj=1 Jt=1 j=1
fiir alle x € K™ und k € {1,...,m} folgt

[1z]leo < ll2ll2 < 2]} -

Falls nicht anders angegeben, soll K stets mit der Norm || - ||2 versehen sein. Wir

schreiben auch kurz |- | := || - ||2.



D FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA 158

D Fundamentalsatz der Algebra

In B./D. 7.25 haben wir die Existenz komplexer Wurzeln nachgewiesen. Die Existenz
von Wurzeln bedeutet, dass Polynome P : C — C der Form P(z) = z" — ¢ stets
Nullstellen besitzen. Wir wollen zeigen, dass jedes Polynom P : C — C eine Nullstelle
hat.

Bemerkung und Definition D.1 Sind X C C unbeschrankt und f : X — K, so
schreiben wir
f@) = e (Jz] = o0)

falls zu jedem € > 0 ein R = R, > 0 so existiert, dass |f(x) —¢| < ¢ fiir alle x € X mit
|z| > R. Dies ist genau dann der Fall, wenn f(1/u) — ¢ (u — 0) gilt.
Ist P : C — C ein nichtkonstantes Polynom, so folgt aus B. 5.21

1/P(z) -0 (|z| = o).

Satz D.2 (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes nichtkonstante Polynom P : C — C hat P eine Nullstelle.

Beweis. Nach B./D. D.1 existiert ein R > 0 mit |P(0)| < |P(z)| fiir alle z € C mit
|z| > R. Auflerdem hat |P| nach S. 8.33 ein Minimum auf der kompakten Menge
Br(0), d.h. es existiert ein zgp € Bg(0) mit

[P(z0)| < [P(z)] ([l < R).

Dann ist auch |P(zg)| = m(cin |P|. Angenommen, P hat keine Nullstelle, also P(zg) # 0.
Wir kénnen ohne Einschriankung zp = 0 und P(0) = 1 annehmen (sonst betrachte man
P(z + z0)/P(z0)). Dann existieren ein m € N, ein ¢;, # 0 und ein Polynom @ mit
Q(0) =0 und

P(z)=14cpz"+2"Q(2).
Nach B./D. 7.25 existiert eine m-te Wurzel ¢ € S aus —|c;,|/ ¢ Wahlt man r > 0 so
klein, dass |Q(7¢)| < |em| und r™|cp| < 1, so folgt

[P(rQ)| < [1=1"]eml| +7™Q(rO)] =1 = ™ |em| +r™Q(rO) < 1,

im Widerspruch zu |P| > 1. O
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Bemerkung D.3 Ist d € N und ist P ein Polynom von Grad d mit Nullstelle z; € C,
so existiert ein Polynom ()1 vom Grad d — 1 so, dass

P(z2)=(2—21)Q1(2) (2 €C).
Unter Verwendung von S. D.2 ergibt sich induktiv: Jedes Polynom P : C — C vom

Grad d zerfillt in Linearfaktoren, d. h. es existieren z1,...,2z5 € C und ¢ € C* mit

d

P(z) = cH(z —zj) (z€C).

j=1
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