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1 geordnete Mengen und Ringe

Wir gehen fiir diese einfithrende Vorlesung davon aus, dass natiirliche, ganze und

7

rationale Zahlen samt der Operationen ,,4+” und ,,-” sowie der Relation ,,<” bekannt

sind.
Wir schreiben

N := {z : z natiirliche Zahl}
Z := {x : x ganze Zahl}
Ny :=NuU{0}

Q := {z : x rationale Zahl}.

Ziel des ersten Abschnittes ist es, das ,,Wesen” dieser Zahlenbereiche herauszuarbeiten.

Dazu betrachten wir Mengen, die mit gewissen ,,Strukturen” versehen sind.

Definition 1.1 Es seien M # () eine Menge und * : M x M — M eine Abbildung.
Weiter sei e € M. Dann heifit (M, %, e) ein Monoid, falls gilt

(1) Fir alle z,y,z € M ist z* (y*2) = (x xy) * 2.
(#2) Firalleze Mist zxe=exz = .

(e heifit dann auch neutrales Element von M.)

(M, *, ) heiit Gruppe, falls zusétzlich gilt

(¥3) Fiir alle x € M existiert ein y € M mit yxz = e.

(y heifit dann linksinvers zu z.)

Gilt zusétzlich

(x4) Fiir alle z,y € M ist z xy = y * , so heifit das Monoid kommutativ.

Bemerkung 1.2 Es seien (M, *, e) eine Gruppe und = € M.
1. Ist y linksinvers zu z, so ist y auch rechtsinvers, d.h. es ist auch x xy = e.

(Denn: Ist z so, dass z xy = e, so folgt
xxy = ex(xxy) = (zxy)x(xxy) = zx(yx(zxy)) = zx((y*xx)*xy) = zx(exy) = z*xy = e).

2.Sindyund ¢y € G mit yxx =y *x = e, so folgt y = v/'.
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(Denn: Es gilt
Y=y xe=yx(xxy) = *x)xy=exy=1y.)

Wir schreiben auch x~! fiir das (links-)inverse Element von z.

Nach den Rechenregeln in Z sind etwa (N, +,0), (N, -, 1) kommutative Monoide, je-
doch keine Gruppen (die Gleichung y 4+ ¢t = 0 hat in Ny keine Losung, die Gleichung
2 -y =1 hat keine in N); (Z, +, 0) ist eine abelsche Gruppe.

Definition 1.3 Es sei M # () eine Menge. Eine Relation < heiit Ordnung (auf M),
falls gilt

(<1) Fir alle z,y € M gilt entweder z = y oder x < y oder y < z (Trichotomie).
(<2) Ausz <yundy < z folgt x < z (Transitivitét).
Das Paar (M, <) heifit dann eine geordnete Menge. Aulerdem bedeutet x < y, dass
entweder z < y oder z = y gilt. Schiellich scheiben wir auch y > x statt * < y und
y > x statt x < y.
Ist A C M, so heifit @ € A Mazimum von A (Schreibweise: a =: max A), falls z < @
fiir alle x € A gilt. Weiter heifit a € A Minimum von A, falls a < z fiir alle x € A gilt.

Die Mengen (N, <), (Np, <) sind geordnet. Auerdem gilt folgendes wichtige Wohlord-
nuUNGsprinzip:
Jede Menge A C N (oder A C Np) hat ein Minimum.

Definition 1.4 Es seien R eine Menge und + : R X R — R sowie R x R — R Abbil-
dungen. Dann heifit (R, +, -) Ring mit (Nullelement O und) Einselement 1p, falls gilt

(R1) (R,4+,0p) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) (R,-,1R) ist ein Monoid.
(R3) Fir alle z,y,z € R ist

(x+y)-z =(x-2)+(y-2)
r-(y+2) =@y +(z-2).

Ist (R,-, 1g) kommutativ, so heifit der Ring kommutativ.
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Man schreibt kurz zy statt x -y und x + yz statt  + (yz) (,Punktrechnung vor
Strichrechnung“). Weiter schreiben wir fiir € X wie iiblich —z fiir das inverse Ele-
ment beziiglich ,,+¢. Schlielich schreiben wir noch = — y statt x + (—y).

Aus den Rechenregeln in Z folgt, dass (Z,+,-) mit der iiblichen 0 und 1 ein kommu-
tativer Ring mit Einselement ist.

Bemerkung und Definition 1.5 Wir definieren nun Summen und Produkte fiir
mehr als zwei Summanden bzw. Faktoren in einem Ring (R,+,-) mit Nullemelent

O0r und Einselement 1z: Sind x1,...,zy € R fiir ein N € N, so setzen wir
0 n+1 n
ZxV::OR und le,::< xl,>+a:n+1 firn=0,...,N—1
v=1 v=1 v=1
und
0 n+1 n
Hx,,:le und Ha:,,:z( xl,>-a:n+1 firn=20,...,N — 1.
v=1 v=1 v=1
Ist speziell x1 = ... = x, =: z, so schreiben wir
n n
e =Y r =i
v=1 v=1
sowie

Damit ist insbesondere 0-z = 0 und 2° = 15 gesetzt, wobei 0 die Null in Z bezeichnet.
Schlieflich definieren wir noch fiir n € N

(—n)x := —(nx).

Man beachte, dass es sich hier bei nx nicht um eine Multiplikation in R x R handelt.
Es gilt jedoch auch (folgt leicht aus den Axiomen)

Op-z=2-0p=0r und (—z)y=—(zy)=2z(-y) (y€R).
Eng verbunden mit dem eben verwendeten Prinzip der rekursiven oder induktiven

Definition ist das Beweisverfahren der vollsténdigen Induktion:
Fiir alle n € N sei eine Aussage A(n) gegeben. Zum Beweis der Behauptung
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“Fiir alle n € N gilt A(n)”
geht man oft folgendermaflen vor:
1. Man zeigt, dass A(1) richtig ist (Induktionsanfang).

2. a) Man nimmt an, dass A(n) (oder auch A(1),...,A(n)) fiir ein beliebiges
n € N richtig ist (Induktionsannahme).

b) Man zeigt, dass aus der Richtigkeit von A(n) (bzw. A(1),...,A(n)), d. h.
aus der Induktionsannahme, die Richtigkeit von A(n+ 1) folgt (Induktions-
schritt).

Dieses Beweisschema nennt man Induktionsbeweis oder vollstindige Induktion. Aus 1.
und 2. ergibt sich, dass A(n) fiir alle n € N richtig ist.

Manchmal méchte man statt A(n) fiir alle n € N auch A(n) fiir alle n € Ng,n > ng fiir
ein ng € Ny zeigen. Dann macht man den Induktionsanfang nicht fiir n = 1, sondern
fiir n = ng und den Induktionsschritt von n auf n + 1 fiir beliebiges n > ny.

Ein typischer Induktionsbeweis ist der Beweis zu

Satz 1.6 Fir allen € N gilt

Beweis.

1
1. Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt Y v =12 (d. h. A(1) gilt).
v=1

2. a) Induktionsannahme: Fiir ein n € N gelte > v = @ (d. h. A(n) gelte).

v=1
ndl (n+1)(n+2)
b) Wir zeigen: aus a) folgt 21 v = 5= (d. h. A(n+ 1) folgt).
Es gilt:
n+1 n
_ n(n+1) nn+1)+2(n+1)
— )= 1) =
Z::V <;y>+n+ y Tl 2
(n+2)(n+1) 1)

2
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Wir kommen noch einmal auf das Summen- und das Produktzeichen zu sprechen.

Bemerkung und Definition 1.7 Esseien (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins-
element und ¢ : {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv. Dann gilt fir x;,...,z, € R

Z Top(y) = Z Ty und H Tp) = H Ty.
v=1 v=1 v=1 v=1

Damit wird folgende Schreibweise sinnvoll: Ist n € N und ist I eine beliebige n-
elementige Menge, so setzen wir fiir ; € R (j € 1)

Zx] = Za:]k und ij = ijk,

JelI Jel

wobei {j1,...,Jn} eine beliebige Aufzihlung von I ist. Sind weiter y; € R (j € I) und

T € R, so gilt auch etwa
> ez =w) T
jeI jel

Z zj +y;) = Z%*‘Z%v H(xjy] ij Hy]

jel jeI jel jel Jjel  jel

und

Die Beweise ergeben sich (nicht ganz leicht) per Induktion.
Weiter kann man hiermit (leicht) zeigen, dass fiir x1, z2, z € R folgende Vervielfachungs-
und Potenzgesetze gelten: Fiir m, mi, mso € Z ist

miz +mex = (my+me)x
mx1 +mxy = m(x) + x2)
(mimo)z = my(maex) .
und fiir m, m1, mo € Ny
gMg™ = pmtmz
ai'ey = (z1m2)™,
(zm)m2 = gmm2

Definition 1.8 Ein Ring (R, +, ) mit Nullelement 0z und Einselemnt 1 heifit Korper,
falls (R \ {Ogr},-, 1r) eine abelsche Gruppe ist. Wir schrieben im Weiteren auch 1/x
statt =1 fiir das inverse Element von x # Op beziiglich der Multiplikation.
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Beispiel 1.9 1. Aus den Rechenregeln in Q folgt, dass (Q, +, -) ein Kérper ist. (Z, +, -)
ist kein Korper (die Gleichung 2 -y = 1 hat keine Losung in Z).
2. (Binérkorper) Es sei Fo := {n, e} mit den Rechenoperationen

n|e . n|e
n|in|e n|in|n
(& e | n e | nj|e

Dann ist (Fg, +, ) ein Koérper mit n = Op, und e = 1y, (Beweis: [U]).
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2 Geometrische Summenformel und binomische Formel

Wir kommen nun zu verschiendenen Formeln, die in kommutativen Ringen mit Eins-

element gelten.

Satz 2.1 Es sei (R,+,-) ein kommutativer Ring mit Einselement. Dann gilt fiir alle
a,b€ R und allen € N

a" — b" = (a — b) z_: a1 (2.1)

Beweis. Es gilt

n—1
(CL - b) Zaubn—l—u — Zazl+1bn— (v+1) Zaybn v
v=0
n—1

= a“b"’“ - a’b" " =a" = b".
1
=

v=0

Bemerkung 2.2 (geometrische Summenformel) Ist (R, +,-) ein Korper, so ist fiir
x # 1(:= 1g) nach S. 2.1

Z Z __11 (2.2)

Neben der geometrischen Summenformel gibt es eine weitere Formel in kommutativen
Ringen, die binomische Formel. Es handelt sich dabei um eine Summenformel fiir die
Ausdriicke (a + b)", wobei a,b € R und n € N ist. Um die allgemeine Formel angeben

zu kénnen, brauchen wir

Definition 2.3 1. Wir definieren n! (“n-Fakultdt”) fiir n € Ny durch

n!::HV.

r=1
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2. Fiir n,v € Ny setzen wir

(Z) ::Vl!kf[l(n—i—l—k)

Die Zahl (Z) heifit Binomialkoeffizient n tiber v.

Es gilt also etwa

6l = 1-2-3-4-5-6=720, 10! = 3.628.800,
Ty _ 76543
5 5!

Wir stellen einige Eigenschaften der Binomialkoeffizienten zusammen.

Satz 2.4 Es seien n,v € Ng. Dann gilt

n n! n
1. <V>:I/!(n—l/)!:(n—l/> falls v <n.

2. <n) =0 falls v>n.
v

Beweis.

1. Esgilt fir v <n

v
2. Fir v >nist n —v+1 <0 und damit [] (n+1—k) =0, also auch () =0.
k=1

a

Besonders wichtig ist folgende Rekursionsformel:
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Satz 2.5 Firn,v e N gilt
(2)=(")+C)
v v—1 v
Beweis. Nach S. 2.4.1 gilt fir v € {1,...,n}

<y . 1> * (Z) = = 1)!(21— T y!(nni I

n! (n+1)! n+1
V!(n+1—y)!(y+(n+ ) viin+1—v)! < v )
Fir v =n+ 1 ist nach S. 2.4.2
1
(1) ()= () o=r=("0)
v—1 v n 1%
und fiir v > n + 1 sind beide Seiten = 0. d

Ordnet man die Binomialkoeffizienten (Z) in einem dreieckigen Schema an, wobei in

der n-ten Zeile die Koeflizienten (g), cee (Z) stehen, so entsteht das sog. Pascalsche

Dreieck:

()

(") (1) - (0D ()

Die ersten Zeilen berechnen sich etwa unter Ausnutzung von S. 2.5 zu
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1 3 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Satz 2.6 (binomische Formel)
Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Finselement. Dann gilt fir alle n € Ny und

a,be R
n
n
b n — Vbn—V X
@y =3 (2)e
Beweis. o
1. Fir n =0 gilt (a + => (S)a”bo_l’.

=0

N

2. Fiir ein n € Ny gelte (a +b)" = Y (1)a"b"".
v=0

Dann folgt mit S. 2.5

(a+b)" = (a+b)(a+b)" = (a+b) i( ) e

n n
_ Z (n) aV+1bn_V + Z <Tl aybn—u-‘rl
14 14
v=0 =
n+1

— aubn—i—l "oy < ) Vbn-‘rl—V
> (2wt y
— n+1 n+1 I/bn+1fl/ bn+1

a + Z ( y >a +

v=1

+1
I R e
14
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Beispiel 2.7 Es gilt etwa

(a+0b)° = 26: (S) a’ s

v=0
= 1-0546-ab® + 15a%b* + 20a°0® + 15a*b* + 6a°b+ 1 - ab .

Bemerkung 2.8 Als Spezialfille aus S. 2.6 ergeben sich interessante Beziehungen fiir
das Pascalsche Dreieck:
Fir (R=Zund) a = 1,b =1 ergibt sich

2”:(1+1)":§<Z>1”:§<Z>,

d. h. die Summe der Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile des Pascalschen Dreiecks
ergibt stets 2.
Fiir a = —1,b =1 ergibt sich fir n € N

R R

v=0 v=0

d. h. versieht man die Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile jeweils abwechselnd mit
dem Vorzeichen + und —, so erhélt man als Summe 0.
Fiir n = 6 gilt etwa

1+6+154+20+15+6+1 =064 =26

und
1-64+15—-20+15—-6+1=0.

Bemerkung 2.9 Zum Abschluss beschéftigen wir uns kurz mit der Bedeutung der
Fakultiten und Binomialkoeffizienten im Bereich der ,, Kombinatorik*.
Fiir eine endliche Menge M setzen wir

|M| := Anzahl der Elemente von M.

Dann gilt: Sind M, N endliche Mengen, so existiert eine bijektive Abbildung f : M —
N genau dann, wenn |M| = |N| ist (d. h., wenn M und N gleich viele Elemente haben).

1. Es sei n € N. Dann gilt: Sind I, J n-elementige Mengen und ist

S, J) :={p:I— J:p bijektiv}
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S0 ist
|S(I,J)‘ =n!.

(Denn: Wir fithren den Beweis per Induktion nach n.

1. Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Behauptung klar.

2. Induktionsschritt: Es seien I,.J (n + 1)-elementige Mengen. O.E. kénnen wir I =
{1,...,n+1} annehmen. (Denn: Wie oben bemerkt, existiert eine bijektive Abbildung
f:A{1,...,n+1} — I. Dann ist die Abbildung

S(I,J)2p—pofeSHL,...,n+1}J)

bijektiv. Also ist |[S({1,...,n+1},J)| = |S(I,J)|.)
Fiir j € J definieren wir

Tj:={peSUJ):on+1)=j}.

Dann ist
Uzi=SI,70) wmd TnT=0 (j#k).
Jj€J

Also ist |S(I,J)| = 3 |T}].
jeJ

Definiert man fiir ¢ € T die Funktion ¢ : {1,...,n} = J\ {j} durch

(also Definitionsbereich und Zielbereich jeweils um ein Element , verkleinert*), so ist

T; > ¢ e S{L,....,n}J\ {j})

eine bijektive Abbildung.
Nach Induktionsannahme gilt [S({1,...,n},J\ {j})| = n! und damit auch |T}| = n!.
Also ist [S(I,J)| = > nl=(n+1)nl = (n+ 1))
JjEJ
2. Ist M eine n-elementige Menge und ist M, C Pot(M) die Menge der v-elementigen

Teilmengen von M (wobei v € {0,...,n}), so ist ([U])

M= (7).

IPot(M)| = 2" .

Nach B. 2.8 ist damit auch
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3 geordnete Korper, reelle und komplexe Zahlen

Definition 3.1 Es sei K = (K, +, ) ein Kérper. Ist < eine Ordnung auf K, so heif3t
K = (K,+,-,<) geordnet, wenn < folgende Vertriglichkeiten mit der Addition und
Multiplikation erfiillt

(<3) Ausz<yfolgt x+2z<y+z firalleze K (1. Monotoniegesetz).
(<4) Ausz<yund z > 0 folgt xz < yz (2. Monotoniegesetz).

Wir nennen x € K positiv, falls x > Og gilt und negativ, falls x < O gilt.

Satz 3.2 Es seien K = (K, +,-, <) ein geordneter Kéorper und x,y € K. Dann gilt
1. Esist x > 0 genau dann, wenn —x < O ist,
2. Aus x,y < 0 oder x,y > 0g folgt xy > O,
3. Fir x # 0k ist 2 > 0, insbesondere also 1 = 1%{ > Og,

4. Aus O <z <y folgt O <y~ ' < a1

Beweis. 1. Aus 0 < z folgt mit (< 3)
—x=0+4+(—z)<z+(—z)=0,

d. h. —z < 0. Entsprechend folgt aus —z <0 auch 0 =z + (—z) <z + 0 = z.
2. Sind z,y > 0 so folgt mit (< 4) sofort 0 = 0y < zy.
Es seien x,y < 0. Aus z < 0 folgt —z > 0 nach 1. Wegen y < 0 ergibt sich mit (< 4)

—(zy) = y(—2) <0(—z) =0,

also zy > 0 mit 1.

3. Ergibt sich unmittelbar aus 2. und (< 1).

4. Wir zeigen zunichst: 27! > 0. (Denn: Angenommen, es ist z=' < 0 (beachte
271 # 0). Dann folgt mit (< 4) 1 = z2~! < 20 = 0 im Widerspruch zu 3.) Genauso
ist y~! > 0. Damit ergibt sich aus z < y mit (< 4) zy~! < yy~! = 1 und wieder mit
(<4) o toy <o M=zt alsoy™ ! <zl 0
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Bemerkung 3.3 Es sei K ein geordneter Koérper. Per Induktion sieht man leicht:
1. Ist n € Nund ist z < y, so gilt nz < ny und im Falle x > O auch O < 2™ < y™.
2. Ist £ > O, so ist auch nx > mx > O fiir alle n,m € N mit n > m.

Insbesondere folgt aus 2., dass K unendlich ist. Genauer ergibt sich auch:

Sind z,y € K mit z < y, so liegen zwischen x und y unendlich viele Elemente aus K
(Denn: Fiir allen € Nist (n+1)1x > nlg > Ok, also (nlx)™' > (n+1)1g)~t > 0k
und folglich

y=2+@y—2)(lg) ' >+ (y—2)2-1g) ' >+ (y—2)B-1g) o> )

Beispiel 3.4 1. (Q,+, -, <) ist ein geordneter Kérper.
2. Im Bindrkorper (Fg,+,-) existiert keine Ordnungsrelation mit den Eigenschaften
aus D. 3.1, da jeder geordnete Kérper unendlich viele Elemente enthilt (vgl. B 3.3).

Im Allgemeinen sind in geordneten Korpern Gleichungen der Form
" =c,

wobei ¢ € K,n € N,n > 1 nicht I6sbar. Ist ¢ < 0 und ist n gerade, so ist dies nach S.
3.2.3 ohnehin ausgeschlossen. Aber auch im Falle ¢ > 0 existiert im Allgemeinen keine

Losung (wie schon seit der Antike bekannt ist).

Satz 3.5 Fiir alle v € Q ist 2% # 2.

Beweis. 1. Allgemein gilt: Ist m € Z ungerade, so ist auch m? ungerade (denn: ist
m =20+ 1 mit £ € Z, so ist m? = 4(¢? + £) + 1, also ebenfalls ungerade).
2. Angenommen, es existiert p/q € Q mit (p/q)? = 2. Wir kénnen ohne Einschrinkung
annehmen, dass p € Z, ¢ € N teilerfremd und damit insbesondere nicht beide gerade
sind.
Dann folgt p? = 2¢2, d. h. p? ist gerade. Nach 1. ist dann auch p gerade, d. h. p = 2pg
fiir ein pg € Z. Dann ist

2¢> = p* = 4p}

d. h. ¢ = 2p(2), also ¢?> und damit auch ¢ gerade. Also ergibt sich ein Widerspruch.
Damit ist die Annahme falsch d. h. es existiert kein z € Q mit 22 = 2. O
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Unsere Ziele im Weiteren sind:

1. Erweitern von (Q, +, -, <) zu einem geordneten Koérper (R, +, -, <) so, dass 2" = ¢
fiir alle n € N und ¢ > 0 losbar ist.

2. Erweitern von (R, +, -) zu einem Korper (C, +, -) so, dass ™ = cfiirallen € N;c € C

16sbar ist.

Definition 3.6 Es seien (X, <) geordnet und M C X.
1. M heifit nach oben beschrinkt, wenn ein s € X existiert mit
<3 firalle ze€ M.
Ein solches s heifit dann obere Schranke von M.
2. M heifit nach unten beschrdnkt, wenn ein s € X existiert mit
rx>s firalle x€ M.
Ein solches s heifit dann untere Schranke von M.

3. M heif3t beschrankt wenn M nach oben und nach unten beschriankt ist.

Beispiel 3.7 Es sei X = Q und
M:={zxcQ:2>0, 2> <2} (={ze€Q:z>0, x2<2}).

Dann ist M beschrénkt, denn s = 0 ist eine untere Schranke und 5 = 3/2 ist eine
obere Schranke von M (Ist x > 3/2, so folgt 22 > (3/2)? =9/4 > 2,d. h. x € M).

Mit einer oberen Schranke 3 von M ist natiirlich jedes 5 € X mit 5 > 3 ebenfalls
eine obere Schranke fiir M. Es stellt sich in natiirlicher Weise die Frage nach kleinsten

oberen Schranken.

Definition 3.8 Es sei (X, <) geordnet, und es sei M C X.

1. Ein obere Schranke s* € X von M heifit kleinste obere Schranke (oder Supre-
mum) von M, falls fiir jede obere Schranke 5 von M gilt

5> 5",
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2. Eine untere Schranke s, € X von M heifit grifite untere Schranke (oder Infimum)
von M, falls fiir jede untere Schranke s von M gilt

s < 8.

Bemerkung und Definition 3.9 Aus der Definition ergibt sich sofort, dass fiir jedes
M hochstens ein Supremum und ein Infimum existieren. Wir schreiben (im Falle der
Existenz)

s* =sup M .

Gilt zusétzlich s* € M, so ist sup M = max M.
Weiter schreiben wir (im Falle der Existenz)

Sy = Inf M.

Falls zusétzlich s, € M gilt, so ist inf M = min M.

Beispiel 3.10 Es sei X = Q.
1. Ist M ={z€Q:0<z <1}, so gilt
O=infM =minM und 1=supM .

(Denn: Offensichtlich ist 1 obere Schranke. Ist andererseits s < 1, so ist s keine
obere Schranke, da etwa z := max{1/2,(s +1)/2} € M und s < z. Also ist
1 =supM.)

Man sieht, dass sup M nicht in M liegt, d. h. max M existiert hier nicht!

2. Essei M = {z € Q: z >0, 2% < 2}. Nach B. 3.7 ist M beschriinkt. Hier ist
wieder inf M = min M = 0, es existiert aber kein Supremum von M. Dies

ergibt sich aus S. 3.5 und dem folgenden Resultat.

Satz 3.11 FEs sei K ein geordneter Korper, und es seien n € N sowie ¢ € K mit
c¢>0g. Wir setzen M :={z € K : x> 0,2" < c}. Dann gilt

1. M ist nichtleer und nach oben beschrdinkt.

2. FExistiert s :=sup M, so gilt s" = c.
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Bewelis. 1. Stets ist 0 € M. Weiter ist 1 + ¢ obere Schranke vom M. Ist x € K mit
x > 1+ ¢, so gilt nach der Bernoullischen Ungleichung

"> 1+e)">1+nec>nc>c

und damit ist = ¢ M.)
2. Zunéchst gilt fiir 0 < b < a

a” —b" < nla—b)a"" . (%)
Denn: Nach S. 2.1 ist
n—1
a —b" = (a—0b) Z a’b" "t < n(a —b)a" "t
v=0

a) Angenommen, es ist s" > ¢. Dann existiert ein § > 0 mit (s — 0)™ > ¢ (nach (x)

. . s —c
mita=sund b=s—9 ist § :=
nsn—l

Ist z € M, so folgt 2" < ¢ < (s — §)" und damit auch z < s — . Also ist s — h
obere Schranke von M im Widerspruch dazu, dass s kleinste obere Schranke ist.

geeignet).

b) Angenommen, es ist s” < ¢. Dann existiert ein § > 0 mit (s + )" < ¢ (nach (x)

mit a = s+ und b = s ist

c—s"
0:=min<l, —
mm{ s+ 1>n—1}
geeignet). Dann ist aber s + ¢ € M und damit s keine obere Schranke von M.
Widerspruch.

Definition 3.12 Ein geordnete Menge (X, <) heifit (ordnungs-)vollstindig, falls jede
nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge M von X ein Supremum hat.

Bemerkung und Definition 3.13 Es sei K ein vollstdndiger geordneter Korper.
Fiir jedes ¢ € K, ¢ > 0 und jedes n € N hat die Gleichung
" =c

genau eine Losung s € K mit s > 0.
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(Denn: Die Existenz einer Losung s ergibt sich aus S. 3.11. Sind s1,s2 € K mit
0 < s1 < s2 so ergibt sich auch s} < sj. Also hat die Gleichung =™ = ¢ hochstens eine
Losung.)

Wir setzen

Ve :=s.

Damit ergibt sich fiir ¢,d € K mit ¢,d > 0 aus den entsprechenden Potenzgesetzen

leicht ([U])
Ved = /eVd und Y e= "c
und fiir 0 < ¢ < d auch e < Vd.

Von zentraler Bedendeutung fiir die Analysis ist die folgende — alles andere als leicht
zu beweisende — Tatsache

Satz 3.14 Es existiert ein vollstindiger geordneter Korper (R, +,-, <), der eine Er-
weiterung von (Q, +, -, <) darstellt (d. h. Q C R und die Finschrinkungen von +, - und
< auf Q stimmen mit den entsprechenden Funktionen bzw. Relationen in Q dberein).

Bemerkung 3.15 Die Elemente von R heiflen reelle Zahlen. Als eine wichtige Folge-
rung aus der Vollstédndigkeit ergibt sich:

1. Fiir alle reellen Zahlen x existiert eine natiirliche Zahl n mit n > x (archimedische
Eigenschaft von R).

2. Sind z,y € R, so existiert ein r € Q mit < r < y (Dichtheit von Q in R).

Wir setzen noch fiir a,b € R (mit a < b)

[a,b] = {reR:a<xz<b} (—o0,b] = {xeR:x<b}
(a,b) = {zeR:a<z<b} (—o0,b) = {xreR:x<b}
[a,b) = {xreR:a<x<b} [a,00) = {zx€R:z>a}
(a,b] = {zeR:a<z<b} (a,00) = {zeR:x>a}
(00,00) = R, (—00,0)=R_, (0,00) =Ry

Diese Mengen heiflen Intervalle.
Wie wir oben gesehen haben, hat damit in R jede Gleichung =" = ¢ fiir n € N und
¢ > 0 eine Losung. Leider gilt dies nicht mehr im Falle ¢ < 0 und n gerade (da z™ > 0
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fiir gerades n und beliebiges © € R nach S. 3.2.3). Unser Ziel ist es nun, den Korper

2

der reellen Zahlen so zu erweitern, dass 2 = ¢ auch fiir ¢ < 0 (also etwa 2% = —1)

losbar ist. (Wir werden spéter sehen, dass tatséichlich dann auch ™ = ¢ fiir beliebiges
c 16sbar ist.)

Bemerkung und Definition 3.16 Wir setzen
C:={(z,y) : z,y e R} (=R xR)
und fiir z; = (z1,91),22 = (22,y2) € C

21+ 22 = (w1, y1) + (T2, 92) := (w1 + 22,91 + Y2)

sowie

2122 = (21,91) (72, 92) := (172 — Y192 , T1y2 + 2u1) -
Man rechnet leicht nach, dass dann (C, +, ) ein Korper ist. C = (C, +, -) heifit Kdrper
der komplexen Zahlen und z € C heifit komplexe Zahl. Dabei ist die Null in C gegeben
durch 0 = O¢c = (Or, Og) und die Eins in C ist gegeben durch 1 = 1¢ = (1g, Or). Weiter
sieht man: Ist z = (z,y) € C, so gilt

— -1 _ x —Y ..
—z=(—z,—y) und =z _<x2+y2’x2+y2) fir 2 #0 .

Beispiel 3.17 Es sei z1 = (3, 1), z2 = (1,2).
Dann gilt z1 + 29 = (4,1), 21 — 22 = (2, —3) und
z1-22=(3,-1)-(1,2) =(3—-(-2),6 —1) = (5,5) .
Bemerkung 3.18 Indem wir die komplexe Zahl (z,0) mit der reellen x identifizieren,
konnen wir C als Erweiterung von R auffassen. Wir schreiben dann auch kurz x statt

(x,0). Die Addition und die Multiplikation in R ergeben sich dabei als Einschrénkun-
gen der Addition und der Multiplikation in C. Man nennt weiterhin

i:=(0,1)eC
die imagindre Finheit in C. Fiir ¢ gilt

i2 = (0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.
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Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir jedes z = (x,y) € C in der Form
z=(z,y) = (x,0) + (0,1)(y,0) = . + iy
schreiben. Diese Darstellung heifit Normaldarstellung von z. Weiter nennen wir
Rez:=x Realteil von z

und

Imz:=y Imagindrteil von z .

So gilt etwa

n=03,-1)=3+i(-1)(=3-14), 2=(1,2)=1+i2(=1+2i).

22

Bemerkung 3.19 In (C, +, ) ist es nicht mdglich, eine Ordnungsrelation < (mit den

Eigenschaften aus D. 3.1) zu definieren!

(Denn: Angenommen, doch. Dann gilt 1¢ > O¢ nach S. 3.2.3, also —1¢ < O¢ nach S.

3.2.1. Fiir z = 4 gilt mit S. 3.2.3 aber andererseits 0 < > = —1¢ also Widerspruch zu

(<1).)

Definition 3.20 Es sei z = x + iy eine komplexe Zahl.
1. Die komplexe Zahl Z := x — iy heifit zu z konjugiert komplex.

2. Die Zahl |z| := y/22 + y? € [0, 00) heifit Betrag von z.

Geometrisch entsteht z durch Spiegelung von z an der reellen Achse. Der Betrag |z|

gibt anschaulich die Lénge der Strecke von 0 zu z wieder (Pythagoras!)

Bemerkung 3.21 Fiir z, z1, 25 € C ergibt sich leicht

Z1 + 29 = 21 + 22, Z122 = 21 * 22, (z) ==

sowie Re (z) = Z;Z und Im (2) = 22_2
i

Satz 3.22 Fiir z,z1,29 € C gilt
1. |z| > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0 ist,

2. |zl =1z|, |z|=1]1-2], |Rez|<|z|, [Imz| <]z,
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1 z
2 _ > —
3. |z = 2% und;— EE (falls z #0),

4 |z1z2| = |21zl
5. (Dreiecksungleichung) |z1 £ z2| < |z1| + |22].

Beweis. 1., 2. und 3. als [U].
4. Es gilt nach 3.

|2120)° = (2122)(71%2) = (2171)(22%2) = |21]?[22)” = (J21]22)” -

Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung.
5. Es gilt

|21 +Zz|2

(21 + 22)(Z1 + Z2) = 2171 + 2122 + 2271 + 22722 =

212 + 2Re (21%2) + |22|?

!21\2 + 2|z17Z2| + \22!2

N
[\
I A

217 + 2|21 [z2] + |22 = (21] + |22])?
Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung fiir z; + 29. Damit erhélt man dann auch

|21 — 20| < 21| + | = 22| = |21] + |22] -

Beispiel 3.23 Es gilt fiir z = (3,-1) =3 —1

2l = VI+1=V10
7 o= (3-)(B+i)=9-3i+3i—i>=9+1(=|2)

Definition 3.24 In Verallgemeinerung von D. 2.3 setzen wir noch fir z € C und
v €Ny

2(z—=1)---(z—v+1)

1 , falls v>0
<Z> ::—'H(z—i—l—k): V!
v Vst 1, falls v =0

Die komplexe Zahl <Z> heifit Binomialkoeffizient z tiber v.
v
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4 Stetigkeit und Grenzwerte

Im Weiteren sei stets K € {R, C}.

Definition 4.1 Es seien X C Kund f: X — C.
1. f heifit stetig an der Stelle xo € X, falls zu jedem € > 0 ein §. > 0 existiert mit

|f(z) — f(xo)| < e fiir allex € X mit |z — 20| < 0 .

2. f heifit stetig auf der Menge M C X, falls f stetig an jeder Stelle zg € M ist. Ist
M = X, so heifit f kurz stetig.

Anschaulich bedeutet die Stetigkeit an einer Stelle g, dass die Funktionswerte f(z)
fiir z “nahe bei z¢” auch “nahe bei f(xg)” liegen.

Beispiel 4.2 Es sei X C K.
1.Ist ce Cund f: X — C definert durch f(z) = ¢ (v € X), so ist f stetig.
2. Ist f: X — C definert durch f(z) =z (z € X), so ist f stetig.

Wir wollen eine Charakterisierung der Stetigkeit herleiten.

Definition 4.3 Es sei X C K. Ein Punkt zg € K heifit Hdufungspunkt von X, falls
zu jedem € > 0 ein z € X mit 0 < |z — x9| < ¢ existiert. Wir schreiben X’ fiir die
Menge aller Haufungspunkte von X. Ist z € X und kein Haufungspunkt, so heifit xg

ein isolierter Punkt von X.

Beispiel 4.4 Es sei X = {1/k, k € N} C R. Dann ist 0 € X'. Weiter ist jedes z € X
ein isolierter Punkt von X.

Bemerkung und Definition 4.5 Es seien X C K, g € X’ und f : X — C.
1. Wir sagen, f hat den Grenzwert ¢ € C an xg, falls zu jedem & > 0 ein 6. > 0

existiert mit
|f(x) —c| <e fiirallex € X mit 0 < |z — o] < Je.
In diesem Fall schreiben wir

f(x) —c (x — x) .
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Man beachte, dass auch im Falle zy € X, also im Falle, dass f(z() existiert,
der Wert f(zo) bei der Betrachtung keine Rolle spielt.

Aus z¢ € X’ folgt, dass héchstens ein Grenzwert ¢ von f an xg existiert. Wir schreiben
im Falle der Existenz auch

a:llg:lo f(z):=c.

Ganz praktisch ist auch die Tatsache, dass f(z) — ¢ (x — z¢) genau dann gilt, wenn
|f(x) —c| =0 (x — x).

2. Aus den Definitionen ergibt sich unmittelbar: Es gilt f(z) — ¢ (z — z¢) genau
dann, wenn die Funktion fo : X U {zo} — C, definiert durch

fola) c, falls x = xg
€Tr) =
° f(z), falls = +#

stetig an xg ist. Ist ¢ € X, so gilt damit auch:
fstetigan zg < f(z) = f(xo) (x — o).

(Aus der Definition der Stetigkeit folgt zudem sofort: Ist z( ein isolierter Punkt von
X, so ist f stets stetig an zg.)

Beispiel 4.6 Ist f : R — C definiert durch

1, =0

fz) = 0 ox0’

so gilt f(z) - 0# 1 = f(0) (z — 0) und damit ist f nicht stetig an 0. Weiter ist
fo(x) = 0 hier.

Definition 4.7 Es seien X eine beliebige Menge und f,g: X — C. Wir definieren

fxg: X =C, (f+9)(2) = f(z) +g(z) (z € X)
f9:X—=C, (f g)(x):=f(z) g(z) (z € X)

und im Falle g(x) # 0 auch

flg: X = C, (f/g9)(x) = f(x)/9(z) (z € X).

Der folgende Satz zeigt, dass Grenzwertbildung mit den algebraischen Operationen in
C vertraglich ist.
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Satz 4.8 Es seien X CK und f,g: X — C. Weiter sei xg € X' mit
f(x) = a und g(x) =b (x— xo).

Dann gilt
(f£9)(@) —atd,  (f-9)(x) >a-b (z— )

und im Falle g(x) #0, b # 0 auch (f/g)(z) = a/b (x — x¢).

Beweis. 1. Es sei € > 0 gegeben. Dann existieren ein 5£1) > 0 und ein 5§2) > 0 mit

|f(x)—al <e/2 (0<|z—zo| <MY  und  |g(z)—b] <e/2 (0< |z—z0| <)) .
Also gilt fir 0 < |z — x0| < 6; = min(dgl), (5§2)):
|f(z)£g(x) = (axb)| = |f(z) —aF(g(x) =b)| < |f(z)—a|+|g(z)-b| <e/2+e/2=¢.

2. Zunichst existiert ein 6 > 0 mit |g(x) — b| < 1 fiir 0 < |z — 29| < § und somit auch
lg(x)] = |g(x) —b+ b <1+ |b| =: M. Damit ist fiir 0 < |z —x¢| < ¢

[f(x)g(z) —ab] = |f(x)g(x) —ag(z) + ag(x) — ab| <
l9()|[f(x) — al + allg(x) — 0] < M|f(z) — a| + |al|g(x) = b] .

Nach 1. konvergiert die rechte Seite gegen 0. Also folgt (fg)(z) — ab (x — xp).

IN

3. a) Wir zeigen zunéchst:

e L1
1m —— = — .
a=wo g(x) b

Da b # 0 ist, existiert ein § > 0 mit
lg(z) —bl < ol/2 (0 <[z — 2o <9) .
Also gilt (umgekehrte Dreiecksungleichung!)
lg(@)| = |b+g(x) —b] = [b] = |g(2) —b] > [b] = [o] /2= [b]/2>0 (0 < |z —wo| <9) .

Damit ergibt sich

5@ 5" lewe < pre@

Aus |g(xz) — b| — 0 folgt 1/g(x) — 1/b (x — ).
b) Mit 2. und a) ergibt sich

i vy =t (700 i) =g

' 1 1‘_|g(m)—b| 2
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Bemerkung 4.9 Aus S. 4.8 ergibt sich unmittelbar: Ist X C K und sind f, g stetig
an xg € X, so sind auch f +g, f- g und (im Falle der Existenz) f/g stetig an x.

Beispiel 4.10 Ein Polynom ist eine Funktion P : C — C der Form

d
P(x) = Z a,x”
v=0

mit ag,...,aq € C. Ist ag # 0, so heifit d der Grad von P.

Jedes Polynom ist stetig (ergibt sich aus B. 4.2 durch wiederholte Anwendung von B.
4.9.)

Sind P, @ Polynome und ist Z(Q) := {x € C: Q(z) = 0} die Nullstellenmenge von @),
so ist auch P/Q : C\ Z(Q) — C stetig (wieder nach B. 4.9).

Bemerkung 4.11 Es seien X C Kund f: X — C mit f(z) — ¢ (x — x0). Weiter
sei g: Y — C mit W(f)U{c} CY stetig an der Stelle c¢. Dann gilt (g o f)(z) — g(c)
(z — xp).

(Denn: Ist € > 0 gegeben, so existiert ein 1 > 0 mit

l9(y) —glo)l <e  (WEeY, |ly—cl<n).
Weiter existiert ein § > 0 so, dass
[fl@)=—cl<n  (0<|o—mzo| <9).

Damit ist auch |g(f(x)) — g(c)| < e fir 0 < |z — x0| < §.)
Insbesondere gilt im Falle zg € X: Ist f stetig an xq, so ist auch g o f stetig an x.

Bemerkung und Definition 4.12 Ist speziell X C R so setzen wir
X! :={z € R : z Hiufungspunkt von X N (z,00)}

und
X' :={z € R: z Hiufungspunkt von X N (—o0o,x)}.

Ist zp € X/ und existiert der Grenzwert ¢ := lim flxn(z0,00) () 50 sagt man, dass f
T—x0 ’

an xg den rechtsseitigen Grenzwert ¢ hat und schreibt dann f(z) — ¢ (x — 27 ) sowie

flzg) = lim+ f(z) :=c.

14)2130
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Entsprechend spricht man im Falle der Existenz von ¢ := lm f|xn(—cc,z) (%) vom
T—x0 ’

linksseitigen Grenzwert c. Man schreibt dann f(x) — ¢ (z — z ) sowie

Es gilt damit ([U]): Ist 29 € X, N X", so existiert ¢ = lim f(z) genau dann, wenn

T—T0
f(zg) und f(zy) existieren und

flag) = flzg) =c
erfiillt ist. Ist speziell X ein Intervall und existieren f(zg) und f(zy) mit

flag) # flzg),

so heiflt xg Sprungstelle von f.
Ist X nach oben unbeschrinkt, so schreiben wir ferner

f(z) > ¢ (z— +00) oder auch ll}lil flz):=c

falls fiir alle € > 0 ein R. > 0 so existiert, dass
|f(x) —c|<e firalexe X, 2> R, .

Dies ist gleichbedeutend damit, dass lim+ f(1/t) existiert (und = c ist). Also gelten
t—0

alle oben bewiesenen Ergebnisse auch fiir Grenzwerte © — +oc.

Entsprechend definiert man im Falle, dass X nach unten unbeschrinkt ist, lim f(x)
T—r—00

mit x < —R, statt x > R, und es ist dann Em flz) = h%l f(1/t).
a——00 t—0-

Beispiel 4.13 1. Es sei f : R — R definiert durch

1, falls >0
f(x) :=sign(z) := 0, falls =z=0
-1, falls =<0

Dann gilt
JOF) = lim f()=1,  f07)= lim f(z)=—1

z—0t z—0~
Damit ist xg eine Sprungstelle von f und lir% f(z) existiert nicht.
T—
2. Ist f(x) =1/ fiir v € R\ {0}, so gilt f(x) — 0 fir z — o0
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3. (Dirichlet-Funktion) Es sei f : R — R definiert durch

)L, falls z€Q
i) '_{ 0, falls zeR\Q '

Dann existiert fiir kein zp in R der (rechts- oder linksseitige) Grenzwert!

(Denn: Ist zp € R und ist 6 > 0, so existieren z € Q und y € R\ Q (also f(xz) =1 und
fly) =0) mit 29 < z,y < xo + 6. Hieraus folgt, dass kein rechtsseitiger Grenzwert an
xo existiert. Entsprechend sieht man, dass kein linksseitiger Grenzwert existiert.)
Insbesondere ist damit f unstetig an allen Stellen xy € R.

Wir kommen zu einem ersten fiir die Analysis zentralen Satz.

Satz 4.14 (Zwischenwertsatz)
Es sei I # 0 ein Intervall in R und f : I — R sei stetig auf I. Dann gilt

1. Fiir alle y,7 € W(f)(= f(I)) mit y <7 ist [y, 7] C W(f).

2. W(f) ist ein Intervall.

Beweis. 1. Wir zeigen: Ist 1 € (y,7) so existiert ein £ € I mit f(§) = 7.
Zunichst existieren 2,7 € I mit f(z) =y und f(7) = 7. O. E. sei z < Z. Wir setzen

M :={z € z,7]: f(x) <n}.

Dann ist M # 0 (da z € M) und beschrénkt, also existiert
E:=supM e z,z|CI.

Dabei ist f(§) <n (d. h. £ = max M).

(Denn: Angenommen, & & M. Dann ist £ € M'. Da f stetig an £ € I ist, gilt f|y(z) —
f(&) (x = &). Aus f(z) < n fir alle x € M folgt f(§) <mn, also x € M. Widerspruch.)
Damit ergibt sich aus ¢ < 7 und n < f(z) — f(&) (x — &) auch n < f(€), also
f(&) =n.

2. Man sieht leicht: J C R ist genau dann ein Intervall, wenn fiir alle y,7 € J mit
y <7 auch [y,y] C J gilt. O
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Definition 4.15 Unter den Bedingungen von D. 4.5 sei speziell f : X — R. Dann

schreiben wir
flz) = +oo (bzw. f(z) = —o0) (2= x0),
falls fiir alle R > 0 ein dr > 0 so existiert, dass
f(z) >R (bzw. f(z) < —R) fiir alle x € X mit 0 < |z — z¢| < 0R .
Entsprechend definieren wir wie in D. 4.12
f(z) = +oo (r — xoi),

sowie
flx) = £oo (2 — +o0) .

Bemerkung 4.16 Ist d € N und f(z) = 2¢ fiir z > 0, so folgt aus dem Zwischen-
wertsatz, dass f([0,00)) C [0,00) ein Intervall ist. Mit f(0) = 0 und f(z) = 2¢ — +o00
(x — +00) ist also

f(10,00)) = [0, 00).

Damit hat fiir jedes ¢ > 0 die Gleichung % = ¢ eine Losung. Wir erhalten also aus
dem Zwischenwertsatz noch einmal (jetzt vollig schmerzlos) die Existenz von Wurzeln

positiver Zahlen.

Definition 4.17 Eine Funktion f : X — C heiit beschrdinkt, falls {|f(z)| : x € X}
beschrankt in R ist. Ist X C R und f: X — R, so heifit f

1. monoton wachsend, falls f(x1) < f(x2) fiir z1 < o,
2. streng monoton wachsend, falls f(x1) < f(z2) fir x1 < 2,

3. (streng) monoton-fallend, falls —f (streng) monoton wachsend ist.

Die Dirichlet-Funktion zeigt, dass beschrankte Funktionen im Allgemeinen keine rechts-
oder linksseitigen Grenzwerte haben. Der folgende Satz zeigt, dass beschrinkte mono-
tone Funktionen stets rechtsseitige Grenzwerte besitzen. Eine entsprechende Aussage

gilt natiirlich auch fiir linksseitige Grenzwerte.
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Satz 4.18 Es sei X C R und es sei f : X — R beschrinkt und monoton (wachsend
oder fallend). Ist xo € X/, so existiert f(z{) und es gilt im Falle zg € X

f(z0) < fzd) falls f monoton wdichst

und

f(xo0) > f(zg) falls f monoton fdllt .

Beweis. O. E. sei f monoton wachsend (ansonsten betrachte man — f).
Da f beschrinkt ist, existiert

= inf
¢ xEXFIWszo,oo) f(l')

und es gilt ¢ > f(xo), falls 29 € X. Es sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein z. > xg
mit f(ze) < c+e. Mit §; := xzc — ¢ gilt dann fiir alle z mit 29 < z < xg + 0 = ¢

c< fz) < f(ze) <c+e

Damit ist f(zg) = c. O

Bemerkung 4.19 Mit gleicher Argumentation ergibt sich im Falle, dass X nach oben
unbeschrinkt ist, die Existenz von lim f(x) und in Falle, dass X nach unten unbe-
T—00

schrinkt ist, die Existenz von lim f(x).
T—r—00

Bemerkung und Definition 4.20 Es seien X C K und f : X — R beschrénkt. Ist
xg € X', so ist Funktion g : (0,00) — R, definiert durch

g(r)== sup  f(z)
0<|z—z0|<T

monoton wachsend und beschréinkt. Also existiert der rechtsseitige Grenzwert g(0™")
nach S. 4.18. Die Zahl

limsup f(z) := lim f(z) := g(0") (= lim g(r))

T—x0 T—T0 r—0+

heifit Limes superior von f an der Stelle xzg. Entprechend definiert man den Limes

inferior von f an xg durch

liminf f(z) == lim f(z):= lim ( inf f(x)) .

=0 T=T0 r—0t \0<|z—zo|<r
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Ist X C R und nach oben unbeschrinkt, so definieren wir zudem
limsup f(z) := lim <sup f(x))
T— 400 R—+o0o \4s>R
und entsprechend im Fall, dass X nach unten unbeschrankt ist,
limsup f(z) := lim ( sup f(a:)) .
T——00 R—+400 \z<—R

SchlieBlich definiert man noch ligl iinf f(x) jeweils mit inf statt sup.

Eine wichtige Folgerung aus der Existenz des Supremums und des Infimums beschrink-
ter Mengen (und damit der Vollstdndigkeit von R) ist die Existenz von limsup f(x)

T—T0
und liII_l) inf f(z) fiir beliebige beschriinkte reellwertige Funktionen (und xy € X'). So
T—T0

gilt etwa im Falle der Dirichlet-Funktion f

limsup f(z) =1 und liminf f(z) =0

T—T0 Z—T0

fir alle zg € R.
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5 Folgen und Reihen

Es seien I,Y nichtleere Mengen und a : I — Y. Man schreibt dann auch (a;);e; oder
kurz (a;).

Ist I C Z, so spricht man von einer Folge (in Y). Wir werden im Weiteren nur Folgen
betrachten, fiir die I nach oben unbeschrinkt und nach unten beschriankt ist. Im
Falle I = {n € Z : n > ng} schreibt man dabei auch (a);Z,,. In diesem Abschnitt
wird Y = K (Folgen reeller oder komplexer Zahlen) sein. Da Folgen in K spezielle
C-wertige Funktionen sind (mit Definitionsbereich I C R), stehen sdmtliche Begriffe
und Ergebnisse des vorherigen Abschnitts zu Verfiigung.

Definition 5.1 Eine Folge (a,)ner in K heifit

1. konvergent, falls ein a € K existiert mit a,, - a (n — 00). Eine Folge, die nicht

konvergent ist, heiflt divergent.

2. eine Nullfolge, falls a,, — 0 (n — o0) gilt.

Beispiel 5.2 1. (harmonische Folgen) Fiir alle d € N sind die Folgen (a,) in R mit
an = 1/n% Nullfolgen (archimedische Eigenschaft von R).

2. (geometrische Folgen) Fiir festes ¢ € K sei a,, = ¢", also (a,) = (¢,¢%,¢%,...). Dann
gilt
a) Fiir |g| < 1ist (¢") eine Nullfolge, also lim ¢" = 0.
n—oo
b) Fir |g| > 1 ist (¢") unbeschrénkt.

(Denn:
Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung klar.
Es sei 0 < |g| < 1. Dann ist mit einem a > 0

1gl=1+a.

Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt (1 + a)™ > 1 4+ na > na und daher

n n 1 1

Aus 1/n — 0 folgt die Behauptung.
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Nun sei |g| > 1, d. h. |¢| = 1+ b mit einem b > 0. Mit der Bernoullischen Ungleichung
gilt
"= 1+b)">1+nb (neN),

d. h. (¢") ist unbeschrinkt.)

Bemerkung und Definition 5.3 Es sei im Weiteren stets N, I C Z nach oben un-
beschriinkt und nach unten beschrinkt. Ist Y # () eine Menge, (a,) = (an)nen €ine
beliebige Folge in Y und I C N, so heiit (ay)nes eine Teilfolge von (an)nen. Wir
schreiben im Fall der Konvergenz der Teilfolge (a,)ner dann auch

an — a (n —oo,nel).

Aus der Definition ergibt sich unmittelbar fiir Folgen (a,) in K: Ist (a,) konvergent,
so ist auch jede Teilfolge konvergent (mit gleichem Grenzwert). Ist I = {ny : k € N},
wobei (ng)ken streng monoton wachsend ist, so entspricht (a,)ner die Folge (an, )ken,
d. h. man kann, wenn man mdochte, die Teilfolgen wieder mit den natiirlichen Zahlen

indizieren.

Beispiel 5.4 1. Es sei a, = (—1)". Dann sind mit cN+d := {ck+d: k € N}

(an)nean = (1)neon und (an)nean+1 = (—1)neans1

Teilfolgen von (a,). Dabei gilt a,, — 1 (n — oo,n € 2N) (oder, anders formuliert,
agy — 1 fir k — oo) und a, — —1 (n — oco,n € 2N + 1) (alternativ: agr; — —1 fiir
k — o0). Die Folge (a,,) selbst ist divergent.

Satz 5.5 Es sei (an)nen eine beschrinkte Folge in R. Dann gilt:

1. (Hauptsatz iiber monotone Folgen) Ist (ay) monoton wachsend oder fallend, so
ist (an,) konvergent. Genauer gilt:

sup ap falls a, T
an — { FEN i

i .
klgN ag falls ay, |

2. Ist a* ;= limsup a,, so ezistiert eine Teilfolge (an)ner> mit
n—oo

an — a* (n —oo,nel”).
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3. Ist ay = lirr_1>inf an, so existiert eine Teilfolge (an)ner, mit
n oo

[ —— (n — oo,n € I,).

Beweis. 1. Ergibt sich unmittelbar aus B. 4.19 und dem vorhergehenden Beweis zu
S. 4.18.

2. Wir definieren (n) induktiv. Dazu setzen wir n; :=n € N. Sind n1,...,ni bereits
definiert, so setzen wir

N1 c=min{n € N :n >ny, a* —1/k <a, <a" +1/k}

(existiert nach Definition des limsup; [U]). Fir I* := {ny : k € N} gilt dann a,, — a*
(n —oo,n €I").
3. Analog O

Satz 5.6 (Intervallschachtelungsprinzip)

1. Ist I, eine Folge von Intervallen der Form I, = [an,by], mit In41 C I, (n € N),
so existieren a,b € R mit a < b und

ﬂ] =[a,b] .

neN

2. Gilt zusdtzlich b, — a, — 0(n — 00), so ista =05, d. h. () I ist einpunktig.
neN

Beweis. 1. Nach Voraussetzung ist (a,) 1 und (b,) |. AuBerdem gilt a; < a,, < b, <
b1. Also gilt nach dem Hauptsatz {iber monotone Folgen

an, —supap =:a und b, — inf by =:b.
keN keN

Aus a, < b, folgt a < b, also insgesamt

anp <a<b<b, (neN).

Folglich ist

la,0] € () In -

neN
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Andererseits folgt fir x € () I, aus a, < x < b, fiir alle n auch a < z < b, also
neN
x € [a,b)].

2. Aus0<b—a<b,—a,—0(n— o) folgt b—a=0. O

Als Konsequenz aus S. 5.5 erhalten wir ein weiteres zentrales Ergebnis der Analysis:

Satz 5.7 (Bolzano- Weierstrafs)
Jede beschrinkte Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. 1. Es sei K = R. Dann wéhle man die Teilfolge etwa wie in S. 5.5.2.
2. Es sei K= C, und es sei (a,) = (an)nen eine beschrinkte Folge in C. Ist

an = oy + i,

die Normaldarstellung von a,,, so sind die Folgen (a;,) und (3,) in R beschréankt (es
gilt |ap| < |ap| und |B,| < |an|). Nach 1. existieren eine Teilfolge (ay,)ner von (ay,) und
ein @ € R mit a,, - o (n — oo,n € I). Wieder nach 1. existieren auch eine Teilfolge
(Bn)nes von (Bp)ner und ein € R mit B, — S (n — oco,n € J). Mir S. 4.8 folgt
an = ap +1i8, > a+i8 (n — oo,n € J). O

oo

Bemerkung und Definition 5.8 Es seien ng € Z und (a,)p2,,,

eine Folge in K.
1. Die der Folge (a,) zugeordnete Folge (s,)p2,,, der Partial- oder Teilsummen

n
sn::ZaV (ne€Z,n>ng)

v=ng

heiBt (die mit (a,) gebildete) Reihe und wird mit > a, bezeichnet. Die a, heifien
v=ng

dann Rethenglieder.

2. Ist die Reihe >  a, (also die Folge (s;,)) konvergent gegen s, so schreiben wir

v=ng

oo
s=: Y ay. Die Zahl s heiit dann der Reihenwert.
v=ng
o0
Man beachte, dass das Symbol )  a, also zwei Bedeutungen hat: Erstens
v=ng
steht es fiir die Folge (s,,) der Teilsummen und zweitens (im Falle der Kon-

vergenz!) fiir deren Grenzwert.
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Beispiel 5.9 (geometrische Reihen) Es sei a, = ¢” fiir ein ¢ € K, |¢| < 1. Dann ist
oo
>° ¢” konvergent mit

v=0

e’} n+1 1
Zq” = lim Zq lim —2 = .
= n—00 n—00 1 —q 1— q
Speziell ergibt sich etwa fiir ¢ = 1/2
> 5=
— 2V
Fiir das Rechnen mit konvergenten Reihen gilt

o0 o0
Satz 5.10 Es seien Y a, und »_ b, konvergente Reihen in K, und es seien o, €

v=ng v=ng

oo
K. Dann ist auch ) (aa, + Sb,) konvergent mit

v=ng

Z(aa,,—l—,@b,,):aZa,,—f-ﬁZb,,

v=ng v=ng v=ng

Beweis. Ergibt sich leicht durch Anwendung von S. 4.8. O

Damit gilt etwa

2.3V +4 > 3V =1
D =2y L)y o
v=0 v=0

v=0
= 2 ! +4 L _ 10
B 1-3/5 1-1/5
(e8]
Insbesondere erhélt man aus S. 5.10 auch: Ist n > ng, so ist >, a, genau dann
- v=nyg
konvergent, wenn Y a, konvergiert, und in diesem Fall ist
v=n
oo n—1 oo
o= Y
v=ng v=ng v=n

Fiir Konvergenzuntersuchungen ist es also unwichtig, wie die untere Summationsgrenze

aussieht. Wir werden daher im Weiteren meist o. E. ng = 0 (oder ng = 1) betrachten.
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Bemerkung 5.11 Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe ist,

(o]
dass die Reihenglieder eine Nullfolge bilden, d. h. ist »_ a, konvergent, so gilt

v=0

an — 0 (n — o0).

n
(Denn: Ist s, = > a,, so gilt
v=0

o0 o0
an:snfsn,lﬁz:a,,fZal,:O (n — 00).)
v=0 v=0

o0
Beispiel 5.12 1. Ist a,, = ¢" mit |g| > 1, so ist |a,| > 1 (n € N), also ist Y ¢” sicher
v=0
divergent. Damit ergibt sich fiir geometrische Reihen insgesamt:
oo
> ¢” ist genau dann konvergent, wenn |g| < 1 ist.
v=0

[e.e]

2. Wir betrachten die harmonische Reihe ) 1/v. Hier gilt a,, = 1/n — 0 (n — o0),
v=1

aber

N
Il
—
+
(]
(]
R

k

11 k

214—22( 1?:1+§—>oo (k — ).
=1

v=1 /=1 V:2Z—1+1

Also gilt sy — oo und damit ist die harmonische Reihe divergent.

Im Falle von Reihen mit nichtnegativen Gliedern (wie etwa der harmonischen Reihe)

konnen nur zwei wesentlich unterschiedliche Situationen auftreten.

o0 n
Bemerkung 5.13 Ist Y a, eine Reihe mit a, > 0 (n € N), soist s, = > a, T

v=0 v=0
Also gilt

o0
e entweder ist (s,) beschrinkt und damit ) a, konvergent (Hauptsatz iiber mo-
v=0
notone Folgen)

e oder (sp) ist unbeschrinkt und damit s,, — oo (n — 00).

o0 (o)
Wir schreiben im ersten Fall dann auch ) a, < co und im zweiten Fall ) a, = occ.
v=0 v=0

o0
Es gilt damit: Ist (b,) eine Folge mit a, < b, (v > ng) fir ein ng > 0und > b, < oo,
v=ng
so ist auch

oo
E a, < 00.
v=0
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(Denn: Aufsummieren ergibt

iaug ibug ibu

v=nyg v=ng v=ng

n
und damit auch die Beschrénktheit der Teilsummen s,, = ) a, (dafiir ist es unerheb-

v=0
lich, ob man von 0 oder ny an summiert)).
o0 o
Man nennt »_ b, dann eine konvergente Majorante von ) a,
v=ngo v=0

Beispiel 5.14 (allgemeine harmonische Reihen) Es sei d € N. Dann gilt

il_ =00 fallsd=1
vt Jcoo fallsd>1

(Denn: Fiir d = 1 ergibt sich die Behauptung aus B. 5.12. Fiir d > 1 ist

1<1< 1 =:b
v =2 = (w—1w 777

Weiter ist ([U])

L 21 o
(v—1v n nee
v=2

[e.e] [ee]

also ist > ﬁ = 1. Damit ist ) b, eine konvergente Majorante. Mit B. 5.13 folgt
v=2 v=2

die Behauptung.)

Wahlt man als spezielle Majorante eine geometrische Reihe, so erhélt man weitere

Konvergenzkriterien:

Satz 5.15 (Wurzelkriterium/Quotientenkriterium)
oo

Es sei Y a, eine Reihe mit a, > 0. Weiter ezistiere eine Folge (d,) mit §, — 6 < 1
v=0
und

\V/@S(SV (VZnO)

oder (a, >0 und)

Tl 25, (v = no).
ay

o0
Dann ist Y a, < oo.
v=0



5 FOLGEN UND REIHEN 40

Beweis. 1. Nach Voraussetzung ist ¢/a, < d, und damit auch a, < ¢” fiir alle v > ny.
o (e.)

Aus ) 6¥ < oo folgt > a, < oo nach B. 5.13.
=0 v=0

V=
2. Ist n € (0,1), so existiert ein m > ng mit 0, < n fiir v > m. Damit ergibt sich fiir

vr>m
ay Gy— a a
a, = v v 1”‘ m+1am§ny_mam:ny%

ay—1 Ay—2 Am n

also auch
a
Ja, < 771"/6—:”” —n <1

Mit 1. folgt die Behauptung. O

Beispiel 5.16 Es seien d € N und 0 < § < 1. Dann ist

o
Z V15 < .
v=0

(Denn: Aus

(v + 1)dov+t _s (1/—1—1

d
dsv > —d<1l (v— o)

14

ergibt sich die Behauptung aus S. 5.15.)
Insbesodere folgt hieraus mit B. 5.11, dass (n?6™) eine Nullfolge ist.

Wir haben in B 5.11 gesehen, dass allgemein bei Konvergenz einer Reihe die Reihenglie-
der notwendig eine Nullfolge bilden. Bei sog. alternierenden Reihen ist die Bedingung

auch hinreichend:

Satz 5.17 (Leibniz-Kriterium fir alternierende Reihen)
FEs seia, >0 (v € Ng) und (a,) monoton fallend.

n
1. Ist s, = Y. (—1)"ay, so ist (sam) monoton fallend und (Som+1) monoton wach-

v=0
send. Auferdem gilt s, > 0 fir alle n € N.

[e.°]
2. Gilt ap, — 0 fiir n — oo, so ist > (—1)"a, konvergent.

v=0
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Beweis. 1. Fiir n > 2 ist

n n—2

Sp—8p_2=" (=1)%a, = (=1)%a, = (—1)"! (an_1 — an).

Also ist som — Soam—2 < 0 und s9;,41 — 22;m—1 > 0 (m € N). Weiter gilt fiir m € N

2m—1
S2m—1 = Z (=1)%a, = (ap —a1) + (a2 —az) +- - + (a2m—2 — a2m—-1) >0
v=0 >0 >0 >0

und damit auch son, = som—1 + agm > 0.
2. Nach dem Hauptsatz {iber monotone Folgen ist (sa,,) konvergent. Ist s := W}gnoo S9m,
so gilt auch
Som+1 = Som — A2m+1 — S (M — 00) .
—

Hieraus folgt s, — s fiir n — oo ([U]). ]

Beispiel 5.18 (alternierende harmonische Reihe)
[e.e]

Die Reihe ) (—1)"/v konvergiert nach S. 5.17 (denn: ay,, . 0 (n — o0)). Wéhrend also

v=1

o0

>~ 1/v (nach B. 5.12) divergiert, fithrt das “Anbringen” abwechselnder Vorzeichen zur
v=1

Konvergenz.
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6 Cauchy-Kriterium und elementare Funktionen

Definition 6.1 Eine Folge (a,) = (an)nen in K heifit Cauchy-Folge, falls zu jedem
€ >0 ein R > 0 existiert mit

lan —am| <€ fiir alle n,m > R.

Satz 6.2 Es sei (ay) eine Cauchy-Folge. Dann gilt
1. (ay) ist beschrdinkt.
2. Hat (ay,) eine konvergente Teilfolge (an)ner, so ist (a,) konvergent.

Beweis. 1. Zu ¢ = 1 existiert ein ng € N mit
lan, —am| <1 (n,m > ng) ,
also |ap| = |an — ang + ang| < |an — ang| + |any| < |an,| + 1 fiir alle n > ng. Damit ist
lan| < max{|ai|+1,...,|an,| +1} (n€N).

2. Es sei a der Grenzwert der Teilfolge (an)ner. Wir zeigen: a,, — a (n — 00). Dazu
sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein R > 0 mit

lan, —am| < /2 (n,m > R) .
Weiter existiert ein k € I so, dass k > R und |a, — a| < €/2. Damit ist

lan, —al < lap —ag| + lap —al <e (n>R).

Ein weiterer zentraler Baustein der Analysis ist

Satz 6.3 (Cauchysches Konvergenzkriterium)
FEine Folge (ay,) in K ist genau dann konvergent wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. 1. Es sei (a,,) konvergent und a := lim a,,. Dann existiert zu jedem £ > 0 ein
R > 0 mit |a, —a| <e/2 (n > R). Also gilt

lan — am| <lan —al+|a—ap| <e fiir allen,m > R .
2. Es sei umgekehrt (a,,) eine Cauchy-Folge. Dann ist (a,) jedenfalls beschriankt nach

S. 6.2.1. Also hat (a,) nach dem Satz von Bolzano-Weierstral eine konvergente Teil-
folge (an)ner- Nach S. 6.2.2 ist (a,) konvergent. a
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Satz 6.4 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen)
o0

Es sei (a,) eine Folge in K. Dann ist > a, genau dann konvergent, wenn fir alle
v=0
€ >0 ein R > 0 so existiert, dass

n
Beweis. Ist s, = Y a,, soist firn>m >0
v=0

n
|3n_5m|:‘5m_5n|:‘ Z ay

v=m+1

Damit ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus dem Cauchyschen Konvergenzkri-
terium fiir Folgen. O

FEines der wichtigsten Kriterien fiir Konvergenz fiir Reihen ist

[e.°] o0
Satz 6.5 Es sei (a,) eine Folge in K. Ist > |a,| < oo, so ist auch > a, konvergent.

v=0 v=0
Beweis. Ist € > 0 gegeben, so existiert nach S. 6.4 ein R > 0 so, dass
Z b, <e (n>m > R).

Aus der Dreiecksungleichung folgt

n
DI

< Z la,| < e (n>m > R).

v=m+1 v=m-+1
o0
Wieder nach S. 6.4 ist > a, konvergent. ]
v=0

o0
Bemerkung und Definition 6.6 Es sei (a,) eine Folge in K. Die Reihe ) a, heifit
v=0

o0

absolut konvergent, falls 3" |a,| < oo ist. Nach S. 6.5 ist jede absolut konvergente
v=0

Reihe auch konvergent.

o oo [e.e]
Ist > a, konvergent und »_ |a,| = oo, so heiit > a, bedingt konvergent.

v=0 v=0 v=0
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o0

Beispiel 6.7 1. Fiir |g| < 1 ist die geometrische Reihe ) ¢” absolut konvergent (da
- v=0
> lq|” konvergiert).
v=0
oo
2. Es sei d € N. Die Reihe 3 (—1)”/v? ist fiir d = 1 bedingt konvergent und fiir d > 2
v=1

absolut konvergent (B. 5.18 und B. 5.14).

Bemerkung und Definition 6.8 Wir betrachten a, := Z; (v € Ny), wobei z € C
fest ist. Dann gilt (fiir z # 0)

|a1/+1|: EllasigZ _ ]
lay| w4+ DHzlr v+1

Damit liefert das Quotientenkriterium die absolute Konvergenz von Z fiir alle
v=0
z € C\ {0} (und fiir z = 0 ist die Reihe trivialerweise konvergent).

Die Funktion exp : C — C, gegeben durch
exp(z) := Z = (z€C),

V!
v=0

heifit (komplexe) Exponentialfunktion.

Eine der zentralen Eigenschaften der Exponentialfunktion stellt die folgende Funk-

tionalgleichung dar, die zeigt, dass exp aus der Addition eine Multiplikation macht.

Satz 6.9 Es seien z,w € C. Dann gilt

exp(z + w) = exp(z) - exp(w) .

Beweis. Fiir z,w € C und m € N ist

2m 2m
() (T0)- X s 3 e

! vy vip!
v=0 pn=0 H v+p<2m K v+pu>2m K

Dabei gilt

2m n 2m

Sm_zzyln_: Z%(z+w)"—>ez+“’ (m — 00).

n=0vr=0 n=0
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2m 2m
Da ( Za Zy—,) ( Zo %) gegen e’e" konvergiert, reicht es zu zeigen: €, — 0 (m — 00).
V= pn=

Wir setzen r := max {2, |w|,1}. Aus v+ p > 2m folgt v > m oder y > m und damit

TVJr,u r4m 2T4m

lem] < g < E 1<———0 (m — o00).
| | —1)!
piTom (m+1)! = (m+1)! o Som (m—1)!

Bemerkung und Definition 6.10 1. Fiir alle z € C ist exp(z) # 0 und es gilt
exp(—z) = 1/ exp(z).
(Denn: Nach D. 6.8 gilt exp(0) = 1. Also folgt aus S. 6.9 auch
1 =exp(z — z) = exp(z) - exp(—2) .)
2. Die Zahl
exp(l) =:e
heifit Eulersche Zahl. Aus S. 6.9 (induktiv angewandt) und 1. folgt

n

exp(n) =e

fiir alle n € Z. Deshalb ist die Schreibweise e* statt exp(z) fiir allgemeines z € C konsi-
stent mit der (alten) Definition ganzzahliger Potenzen. Wir werden diese im Weiteren

meist verwenden.
Satz 6.11 exp st stetig.

Beweis. Zunichst gilt fiir [z] < 1 mit B. 6.6

. S PR S |
e —1|=!ZI,A!SZ;,,!=!ZIZI,,!S|ZIZ;V!=IZ\<€—1>
V= v= V= v=
und damit
le* — 1| <|z[(e—1) =0 (z —=0).

Hieraus folgt ¢ — 1(=€%) (z — 0).
Ist zp € C beliebig, so ergibt sich mit S. 6.9

ef—et =€ -1) =0 (z = 20),

also ¥ — e (z — zp). Damit ist exp stetig an zg. O
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Definition 6.12 1. Die Funktion cos : C — C, gegeben durch
1 . i
cos(z) = 5(6” +e7%) (z€C),

heifit (komplexe) Cosinusfunktion.
2. Die Funktion sin : C — C, gegeben durch

sin(z) == —

heifit (komplexe) Sinusfunktion.

Bemerkung 6.13 Mit B. 4.9 und der Stetigkeit von exp ergibt sich leicht die Stetig-
keit von cos und sin. Weiter ergibt sich aus der Definition sofort cos(0) = 1, sin(0) = 0

und
cos(—z) = cosz , sin(—z) = —sinz

sowie ([U])

LS (& (1)

cos(z) = ZO TS (2k)!
uge:ade k=0

und

o0 )(V 1)/2 v o0 k 52k+1

sin(@) = 3 = Z 2k+1

v=0 =0
v ungerade

(mit absoluter Konvergenz der Reihen). Hieraus folgt auch, dass sin(z) und cos(x)
reell sind fiir reelle x.
Schliefflich sieht man leicht, dass fiir alle z € C die Fulersche Formel

' = cosz +isinz (z€C) (6.1)
erfiillt ist. Fiir reelle z ist damit
cosz = Re(e™”) und sinz = Im (') .
Satz 6.14 (Additionstheoreme)
Fir z,w € C gilt
1. cos(z + w) = coszcosw — sin zsinw ,

2. sin(z + w) = sin z cosw + cos zsinw .
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Beweis. 1. Fiir z,w € C gilt

cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) = Z((e”’ +e ) (e +e )+ (e — e ) (e — e_““))
— %(61',262'10 + e—ize—iw) _ %(ez’(z—l—w) + e—i(z—l—w))
= cos(z+w)

2. ergibt sich durch eine entsprechende Rechnung. O

Wir schauen uns nun trigonometrischen Funktionen fiir reelle Argumente an. In diesem
Zusammenhang definieren wird eine der wichtigsten Konstanten der Mathematik, die

Kreiszahl .

Satz 6.15 1. Fiir z € C ist |e*| = eR®* und damit insbsondere fiir x € R
Vecos? z +sin’ z = €] = 1.
2. Es existiert ein x € (0,2) mit € =i, d. h. cosx = 0 und sinz = 1.

Beweis. Zunichst gilt e? = e¥ fiir beliebiges w € C ([U]). Damit erhélt man

|€Z’ _ |ez/2|2 _ 62/2W: ez/2€z/72 _ e(z+2)/2 _ eRe(z)'

Speziell ergibt sich fiir z = iz (da Re(iz) = 0)
Veos?z +sin’z = || = = 1.

2. (i) Zunéchst gilt sinxz > 0 fiir alle z € [0, 2].

Denn: Ist
p2v+1
Ay = 25—\ »
(2v +1)!
so gilt fiir v € N
ay z?

4
= <-<1
a,—1  (2v+1)(2v) — 6

also ist 0 < a, }. Aus dem Leibniz-Kriterium (S. 5.17.1) ergibt sich

0 2u+1
v Xz
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(ii) Setzen wir nun
41/—}—2

m (V c No),

a, =

so gilt
ay 4
= <1,
a,—1  (2v+3)2v+4)

also 0 < a, |. Damit ist wieder nach dem Leibniz-Kriterium (S. 5.17.1)

o~ (=DF op o (214t : 42 2

é (2k)! ZO 20+ 4)]  misee T2 = S0 T A0 T G = g
und folglich

22 o -1 k22k

cos(2):1——+z 127

2
51 <-1+-=-<0.
k=2

(2k)! 3

Da cos stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz ein = € (0,2) mit cosz = 0.
Weiter ist sinz > 0 nach (i) und sin?z = 1 nach 1. Folglich ist sinz = 1 und damit
auch e = cosx + isinz = 1.

O

Bemerkung und Definition 6.16 Wir setzen M := {x > 0 : ¢® = i}. Dann ist
M # () wie eben gesehen. Ist xo := inf M, so ist aufgrund der Stetigkeit der Exponen-
tialfunktion auch e = 4. Aus e = 1 folgt xy > 0. Damit schreiben wir

= 2xg .
Nach dieser Definition gilt also

cos (g) =0, sin (g) =1

und mit cos(0) = 1, dem Zwischenwertsatz und cos(z) = cos(—z) folgt cos(z) > 0 fiir

ze(=5.%):

Unter Ausnutzung der Additionstheoreme erhilt man Periodizitéitseigenschaften der

trigonometrischen Funktionen

Satz 6.17 Fiir alle z € C gilt
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T _ ) s
1. cos(z—|—§):—smz, SID<Z—|—§>:COSZ,
2. cos(z+m) =—cosz, sin(z +7) = —sinz,
3. cos(z+2m) =cos z , sin(z 4+ 27) = sin z,

(cos und sin sind 2m-periodisch)

Beweis. Mit S. 6.14.1 erhalten wir
cos(z + m/2) = cos(z) cos(m/2) — sin(z) sin(7/2) = —sinz .

und
sin(z 4+ m/2) = cos(z) sin(7/2) + sin(z) cos(7/2) = cos z .
Hieraus folgt wiederum

cos(z +m) =cos(z+ /2 +7/2) = —sin(z +7/2) = —cos z .

Die weiteren Behauptungen ergeben sich in #hnlicher Weise ([U]). o
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7 Monotonie und Umkehrfunktionen

Wir untersuchen jetzt die im vorigen Abschnitt eingefiihrten elementaren Funktionen

auf Monotonie und Umkehrbarkeit.

Satz 7.1 exp : R — R st streng monoton wachsend mit exp(R) = W(expr) =
(0, 00).

Beweis. Zunichst gilt fiir x > 0
oo "L‘V
T __
e =14+x+ EQV! >14=x
v=

und damit
e’ — 0o und e?=1/e" =0 (z— o0).

Fiir z; < zy ergibt sich weiter e*2/e®t = %271 > 1 + (x9 — x1) > 1. Also ist
exp : R — R streng monoton wachsend. Damit ist exp(R) = (0,00) nach dem Zwi-
schenwertsatz. O

Satz 7.2 Es gilt
1. 8in|[_r /9 5 /9] 8t streng monoton wachsend mit sin([—-n/2,7/2]) = [-1,1].
2. cos|jo,x] st streng monoton fallend mit cos([0, 7]) = [~1,1].
Beweis. 1. Aus den Additionstheoremen ergibt sich fiir z,w € C
sin(z + w) — sin(z — w) = 2 cos(z) sin(w) .

Also folgt fiir 21,22 € R

T2 + X1 362—561) .<332+CU1 $2—!E1>
5 + 5 — sin

— 2.cos T2+ 21 .sin T2 — 11
N 2 2 ’

Ist —7/2 <21 < x9 < 7/2, so gilt

sinxg —sinx; = sin (

T2+ X1
2

ro — I

€ (—7n/2,7/2) und € (0,7/2] C (0,7)
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und damit cos (%ﬂ) > 0 und sin (%) > 0, also sinx < sin zs.

SchlieBlich folgt aus sin(7/2) = 1 sowie sin(—7n/2) = —sin(7/2) = —1 mit dem Zwi-
schenwertsatz sin([—n/2,7/2]) = [-1,1].

2. Ergibt sich aus 1. und S. 6.17. O

Also Folgerung erhalten wir

Satz 7.3 Fir z € C gilt
1. e =1 genau dann, wenn z = 2kmi fir ein k € Z,
2. sinz = 0 genau dann, wenn z = kw fir ein k € Z,

3. cosz =0 genau dann, wenn z = kw + w/2 fir ein k € Z,

Beweis. 1. [U]

2. Es gilt 0 = 2isin z = €** — e~* genau dann, wenn e?** — 1 = 0 ist. Aus 1. ergibt sich
damit 2.

3. Mit 2. und S. 6.17. O

Bemerkung und Definition 7.4 Wir definieren die Funktionen

tan: C\{r/2+kr:keZ} - C

und
cot : C\{kr:keZ} —-C
durch )
sin z cos 2z
tan z = , cot z = — .
coSs z sin z

Dann sind tan und cot stetig auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen.

Bemerkung 7.5 (Polarkoordinaten) Fiir alle ¢ € R ist [e’¥| = 1. Umgekert gilt: Ist
z =+ iy € C mit |z| = 1, so existiert ein ¢ € (—m, 7] mit z = e'%.

(Denn:

1. Fall: y > 0. Nach S. 7.2 existiert ein ¢ € [0, 7] mit 2z = cos ¢. Dann ist auch

y?=1—22=1—rcos’p=sin’¢p.
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Da ¢ € [0, 7] ist, ist sing > 0. Damit ist y = sin .

2. Fall: y < 0. Wir wéhlen ¢ € (—m,0] mit x = cos(—¢) = cos¢. Dann ist wie oben
y? = sin? ¢. Da jetzt sin ¢ < 0 ist, folgt wieder y = sin¢.)

Fiir beliebiges z € C\ {0} existiert damit ein ¢ € (—m, 7] mit 2/]z| = €, also
z = |z, d. h.

x = |z| cos(p) und y = |z|sin(yp) .

AuBerdem folgt aus S. 7.3: Es gilt ¢® = €/ genau dann, wenn ¢ = @ + 2k fiir ein
k € Z. Damit existiert genau ein ¢ € (—m, 7] wie oben.

Bemerkung und Definition 7.6 Eine wichtige Folgerung aus der Polarkoordina-
tendarstellung komplexer Zahlen ist die Existenz von Wurzeln komplexer Zahlen:

Es sei ¢ € C\ {0} beliebig. Dann existiert ein ¢ € (—m, 7] mit ¢ = |¢|e’?. Fiir jedes
n € N sind die Zahlen

2=z = Y|c| l$T2Rm)/m (k=0,...,n—1)

Losungen der Gleichung

(Denn: Da ¢ — € 2x-perodisch ist, gilt

i(p+2km) _

2y =lc| e e =¢.)

Auflerdem sind dadurch alle Losungen der Gleichung 2" = ¢ gegeben ([U]). Die Zahlen
20, -+ -y Zn—1 heiflen n-te (komplexe) Wurzeln aus c.
Ist speziell ¢ = 1, so heiflen die n Zahlen

2 = e2kmi/n (k=0,....,n—1)

n-te Finheitswurzeln. So sind etwa +1 die zweiten Einheitswurzeln und +i,+1 die

vierten Einheitswurzeln.

Wir befassen uns nun mit der Umkehrbarkeit der elementaren Funktionen. Dazu be-
weisen wir zunéchst folgendes allgemeine Ergebnis.

Satz 7.7 Es sei I C R ein Intervall und es sei f : I — W(f) C R streng monoton
wachsend (bzw. fallend). Dann existiert die Umkehrfunktion f=: W (f) — I und f~*

ist ebenfalls streng monoton wachsend (bzw. fallend). Auferdem ist f= stetig.
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Beweis. Es sei o. E. f steng monoton wachsend. Wir setzen J := W(f). Aus der
stengen Monotonie folgt, dass f : I — J injektiv (also auch bijektiv) ist, d. h. f=!:
J — I existiert. Weiter ist f~!: J — I streng monoton wachsend.

(Denn: Angenommen, es existieren y1,72 € J mit y1 < yo und 21 = f1(y1) >
fY(y2) = xo. Dann gilt 1 = f(z1) > f(x2) = y2, da f (streng) monoton wachsend
ist. Widerspruch!)

SchlieBlich ist =1 :J — I stetig.

Denn: Es seien yp € J und € > 0 gegeben. Wir setzen zo := f~1(yo).

Ist xp nicht rechter Randpunkt von I (d. h. z¢ # supI), so existiert ein z. € I mit
To < e < g + €. Wir setzen

o5 = flae) = f(xo) -
Dann ist 41 > 0 und fiir alle y € J mit yo <y < yo + 67 = f(z) (falls existent) folgt
0<fHy) = FHyo) < FHyo +05) = [ (o) =@ — w0 <&

Ist xo nicht linker Randpunkt von I, so sieht man entsprechend: Es existiert ein 6 > 0

so, dass
0< fﬁl(yo) — fﬁl(y) <e firalleye Jmityo—6;, <y <wyo.

Damit ergibt sich |f(y) — f(yo)| < ¢ fiir alle y € J mit |y — yo| < dc := min{d7, 5 }.
O

Bemerkung und Definition 7.8 Nach S. 7.1 und S. 7.7 existiert die Umkehrfunkti-
on von exp auf dem Intervall (0, c0) und ist dort stetig und streng monoton wachsend.
Diese Funktion nennnen wir (natirliche) Logarithmusfunktion und schreiben dafiir In
oder auch log. Es gilt also fiir € (0,00) und y € R

y=1In(z)<=e'==z.
Aus den entsprechenden Eigenschaften der Exponentialfunktion ergibt sich leicht ([U]):

1. Fiir alle z1, 29 > 0 ist In(z122) = In(z1) + In(xs).

2. Fir alle z > 0 und alle m € Z ist In(2™) = mIn(x).

Damit ist es moglich, allgemeine Potenzen und Logarithmen zu definieren.
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Definition 7.9 Fiir ¢ > 0 und m € Z ist

m
a™ = eln(a ) emlna

nach B./D. 7.8.2. Wir setzen fiir allgemeines b € C

b

a® ;= exp(b-Ina) = 0

Aus den Rechenregeln fiir In und exp erhélt man

Satz 7.10 (allgemeine Potenzgesetze)

1. Fir a > 0 und by,by € C gilt aa®? = a"*% und im Falle by € R auch
(ab1)b2 — CLblb2.

2. Firay,as >0 und b € C gilt al{ag = (ajas)®.

Beweis. 1. Es gilt

abl abz — €b1 In aebz Ina — ebl Ina+bsIna — b1+b2) Ina — ab1+b2 .

el
Im Falle b; € R ist a®* > 0 und damit gilt dann auch

(abl)bZ — €b2 ln(abl) — €b2 ln(ebl lna) — 6b2b1 Ina — able .

2. [0]. |

Bemerkung und Definition 7.11 Wir betrachten ein festes a > 0,a # 1. Dann gilt
firz>0und y e R

1
x:ay:eylna<:>ylna:1nx<:>y:ﬂ.
Ina
Wir definieren i
nx
1 = — .
08, & 1= 1 — (x >0)

Damit gilt also fiir z > 0,y € R

y=log,z<=a’=2x.
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Bemerkung und Definition 7.12 Die nach S. 7.7 und S. 7.2 auf sin([—7/2, 7/2]) =
[—1, 1] existierende (und dort streng monoton wachsende und stetige) Umkehrfunktion
von sin heifit arcsin, d. h. arcsin : [—1,1] — [—-7/2,7/2] erfillt fir x € [-1,1],y €
[—7/2,7/2]

y = arcsinz < r =siny .

Entsprechend bezeichnet man die auf [—1, 1] existierende (und dort streng monoton
fallende und stetige) Umkehrfunktion von cos mit arccos, d. h. arccos : [-1,1] — [0, 7]
erfiillt fiir x € [—1,1], y € [0, 7]

Y = arccosT < T = CoSY .

Auflerdem gilt: tan ist streng monoton wachsend in (—7/2,7/2) und cot ist streng
monoton fallend in (0, 7) mit W (tan|_, /2 /2)) = W (cot|o)) = R. Also existieren auf
R die (stetigen) Umkehrfunktionen, genannt arctan bzw. arccot, mit entsprechenden

Monotonieeigenschaften.
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8 Metrische Raume

Wie wir bereits in den vorhergehenden Abschnitten gesehen haben, besteht ein zen-
trales Anliegen der Analysis darin, Grenzwerte zu untersuchen. Grob gesagt bedeutet
sf(x) = ¢ fir © — 2%, dass f(x) ,nahe bei c liegt, falls x ,nahe bei“ xg liegt. Es
ist also wesentlich, Abstédnde zwischen Elementen einer Menge bestimmen zu kénnen.
FEine Klasse von Raumen mit dieser Eigenschaft wollen wir in diesem Abschnitt defi-
nieren, die sog. metrischen Réume. Es zeiget sich, dass diese Réume fiir viele Fragen

der Analysis den geeigneten Rahmen bilden.

Definition 8.1 Es sei X # () eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heif}t
Metrik (auf X ), falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(d.1) (Definitheit)

d(xz,z) =0 fiir alle z € X und d(z,y) > 0 fir alle z,y € X mit x # y.
(d.2) (Symmetrie)

Fiir alle z,y € X ist d(z,y) = d(y, ).
(d.3) (Dreiecksungleichung)

Fir alle z,y, 2z € X gilt d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Das Paar (X, d) heit dann metrischer Raum.

Bemerkung 8.2 1. Ist (X, d) ein metrischer Raum und ist M C X, so ist auch (M, d)
(d.h. genauver (M, d|prxps)) ein metrischer Raum.
2. Es sei M C K. Dann ist durch

dy(z,y) =z —yl  (zr,ye M)

eine Metrik auf M gegeben (die sog. Betragsmetrik). Wenn nichts anderes gesagt ist,
soll M C K stets mit dieser Metrik versehen sein.
3. Es sei X # () eine beliebige Menge. Dann ist durch

5a,y) 0, falls =z =y
T,y) =
1, falls z#y

eine Metrik auf X gegeben (die sog. diskrete Metrik). Dies ergibt sich leicht durch
Uberpriifen von (d.1)—(d.3).

Wir untersuchen nun Folgen in metrischen Rdumen
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Definition 8.3 Es sei (X,d) ein metrischer Raum, und es sei (z,,) eine Folge in X.
1. (zp) = (zn)ner heilt konvergent (in (X, d)) falls ein x € X so existiert, dass
d(xn,z) =0 (n — 00) .
Dann heifit wieder = Grenzwert von (x,) und wir schreiben
Tp —x  (n— 00)
(in (X, d)).
2. (zp) heiBt Cauchy-Folge (in (X, d)), falls zu jedem € > 0 ein R > 0 existiert mit

d(xp, Tm) < € (n,m > R) .

Beispiel 8.4 Es sei X = R und (z,) = (1/n). Dann gilt z,, — 0 (n — o0) im
metrischen Raum (R, d).), aber (x,) konvergiert nicht im metrischen Raum (R, d),
wobei 0 die diskrete Metrik ist. (Im metrischen Raum (X, ¢) gilt: x,, — = genau dann,
wenn ein ng existiert mit x,, =  fiir alle n > ng; [U])

Das Beispiel zeigt insbesondere, dass die Konvergenz einer Folge von der zu Grunde

liegenden Metrik abhingen kann!

Bemerkung 8.5 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Wie im Fall (X,d) = (K,d))
gilt
1. Jede Folge in X hat hochstens einen Grenzwert x. Wir schreiben wieder

x=: lim (z,,) =: lim x,.

2. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

3. Jede Cauchy-Folge, die eine konvergente Teilfolge besitzt, ist konvergent.

Bemerkung und Definition 8.6 Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist i. A. nicht
jede Cauchy-Folge konvergent!

Betrachtet man etwa X = R, := R\ {0} mit der Betragsmetrik d|.|, so ist (z,,) = (1/n)
eine Cauchy-Folge in R,, die nicht konvergiert.

(Denn: Offensichtlich ist (1/n) eine Cauchy-Folge in (R, d|.|). Da jedoch 1/n — 0 in
R gilt, kann die Folge in (R, d|.|) nicht konvergent sein. (Die Konvergenz wiirde der
Eindeutigkeit des Grenzwertes in R widersprechen.))

Ein metrischer Raum (X, d) (oder auch die Metrik d) heiit (folgen-)vollstindig, falls je-
de Cauchy-Folge konvergiert. Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium ist (K, dH)

vollstandig.
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Definition 8.7 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei 29 € X. Fiir € > 0 heifit
die Menge
Us(z0) :={x € X : d(z,x0) < €}

e-Umgebung von xg. Eine Menge M C X heifit Umgebung von z, falls ein € > 0
existiert mit U (z9) C M
Beispiel 8.8 1. Ist (X,d) = (R,d),), so ist fiir 79 € R
Uc(zo) ={x €eR: |z —xo| <e} = (o —e,20+¢) .
2. Ist (X, d) = (C,dy), so ist fiir z9 = zo +iyo € C

Ue(z0) = {2€C:lz—2x|<e}=
= {z=z+4+iycC: (z—x0)*+ (y —w)* < &?}

der Kreis mit Radius € um zg.

Definition 8.9 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und M C X.
(i) offen, falls M Umgebung von x fiir jedes z € M ist.

(ii) abgeschlossen, falls M€ = X \ M offen ist,

Beispiel 8.10 1. In jedem metrischen Raum (X, d) sind X und @ offen und abge-
schlossen.

2. Es seien a,b € R mit a < b. Dann sind die Intervalle (a,b), (—o0,b) und (a, o) offen
in R und die Intervalle [a, b], (—o0, b] sowie [a,00) abgeschlossen in R.

Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung der Abgeschlossenheit mittels Folgen.

Satz 8.11 Sind (X,d) ein metrischer Raum und M C X, so ist M abgeschlossen
genau dann, wenn fir alle konvergenten Folgen in M auch der Grenzwert in M liegt.

Beweis. ,=“ Ist M abgeschlossen, so ist M¢ offen. Es sei (x,) eine Folge in M mit
Zp, — x (n — 00). Dann gilt fiir allee > 0

MNU(z) #0
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(da x,, € Us(x) fiir n geniigend grofl). Damit ist x ¢ M¢, d.h. z € M.
,<“ Angenommen, M ist nicht offen. Dann existiert ein x € M¢ mit Uy s, (x) M # 0)
fiir alle n € N. Ist @, € Uy (z) N M, so gilt ¥, — x (n — oo). Widerspruch. O

Definition 8.12 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Menge M C X heifit relativ
kompakt, falls jede Folge in M eine konvergente Teilfolge besitzt. M heifit kompakt,
falls jede Folge in M eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M besitzt.

Bemerkung 8.13 Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist M C X kompakt genau
dann, wenn M relativ kompakt und abgeschlossen ist.

(Denn: ,«<* Da M relativ kompakt ist, hat jede Folge in M eine konvergente Teilfolge.
Nach S. 8.11 liegt der Grenzwert jeder solchen Teilfolge in M.

,= Offenbar ist M relativ kompakt. Ist (x,) eine Folge in M mit z,, — x, so gilt
x € M, da auch jede Teilfolge gegen x konvergiert.)

Ein weiterer zentraler Baustein der Analysis ist

Satz 8.14 (Heine-Borel)
Es sei M C K. Dann gilt

1. M ist genau dann relativ kompakt, wenn M beschrankt ist.

2. M ist genau dann kompakt, wenn M beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis. 1. Ist M relativ kompakt, so ist M beschrinkt (sonst wiirde eine Folge (z,,)
in M existieren mit |z,| — oo. Diese Folge hitte keine konvergente Teilfolge). Ist
umgekehrt M beschrinkt, so ist M nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf auch relativ
kompakt (jede Folge in M ist beschrinkt).

2. Folgt aus 1. und B. 8.13. o

Beispiel 8.15 Nach dem Satz von Heine-Borel ist jedes Intervall [a,b] C R kompakt.
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Wir betrachten jetzt Funktionen zwischen metrischen Raumen, d h. es seien (X, dx),
(Y,dy) metrische Rdume und f : X — Y. Man definiert Stetigkeit von f and einer
Stelle xp sowie die Existenz eines Grenzwertes genau wie in im Falle X = K und
Y = C, wobei man lediglich |z —xz¢| durch dx (z, zo) und | f(x)— f(xo)| (bzw. |f(x)—¢|)
durch dy (f(x), f(zo)) (bzw. dy (f(z),c)) ersetzt. Dabei gilt die Charakterisierung der
Stetigkeit iiber Grenzwerte genau wie in B./D. 4.5. Auflerdem ist f genau dann stetig
an einer Stelle xg, wenn f dort folgenstetig ist, d. h. wenn fiir alle Folgen (z,) mit

Ty, — xo (n — 00) auch f(x,) = f(zo) (n — o0) gilt ([U]).

Bemerkung 8.16 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. Ist f: X — X definiert durch f(z):=z (x € X) (d. h. f =idx), so ist ist f stetig
(bzgl. der Metriken d = dx = dy).

2. Wie in B. 4.9 ergibt sich aus den entsprechenden Grenzwertsétzen: Sind f,g: X — K
stetig an zg, so sind auch f 4+ g, f- g und (falls definiert) f/g stetig an z.

Wie in B. 4.11 ergibt sich auch leicht: Sind (Y,dy) und (Z,dz) weitere metrische
Réume, ist f: X — Y stetig an z¢ und ist g : Y — Z stetig an f(xg), so ist auch go f

stetig an xg.

Satz 8.17 Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Rdume und f : X — Y stetig. Dann
gilt: Ist M C X (relativ) kompakt , so ist auch f(M) CY (relativ) kompakt.

Beweis. Es sei (y,,) eine Folge in f(M). Dann existieren x,, € M mit y, = f(x,). Ist
M relativ kompakt, so existieren ein x € X und eine Teilfolge (z,)ner von (x,) mit
Tn = (n — o0, n € I). Da f stetig ist, folgt

Yn = f(zn) = f(x) €Y  (n—oo,nel).

Damit ist f(M) relativ kompakt. Ist M sogar kompakt, so ist x € M (da M abge-
schlossen) und damit auch f(z) € f(M). Damit ist auch f(M) kompakt. O

Fiir reellwertige Funktionen hat der Satz eine wichtige Konsequenz. Um diese formu-

lieren zu kénnen, brauchen wir eine Definition.

Definition 8.18 Es sei X # () eine Menge, und es sei f : X — R. Ferner sei M C X.
1. Man sagt, f hat ein Mazimum bzgl. M, falls max f(z) = max f(z) := max f(M)
Te

existiert. Ist zg € M so, dass f(zg) = max f(x) gilt, d. h. ist

f(z) < f(=zo) fir alle x e M,
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so sagt man, f nimmt das Maximum bzgl. M an zg an.

2. Man sagt, f hat ein Minimum bzgl. M, falls mj\}n f(x) = mij\r} f(x) := min f(M)
xre

existiert. Ist zg € M so, dass f(zg) = m]Vi[n f(z) gilt, d. h. ist
f(z) > f(=zo) fir alle e M,

so sagt man, f nimmt das Minimum bzgl. M an zg an.

Ist X = M so spricht man auch von absolutem (oder globalem) Maximum bzw. Mini-

muin.

Beispiel 8.19 Essei X = R. Ist f(x) := 22 (z € R), so hat f an zg = 0 ein absolutes
Minimum (an zo = 0), aber f hat kein absolutes Maximum. Ist g(z) = arctanz
(r € R), so ist g beschrénkt, aber g hat weder ein absolutes Maximum noch ein

absolutes Minimum.

Satz 8.20 Es seien (X,dx) ein metrischer Raum und f : X — R stetig. Ist K C
X kompakt, so hat f ein Maximum und ein Minimum bzgl. K, d. h. es existieren
r1,x2 € K mit

fa1) < f(2) < flaa)  firalle 7K.

Beweis. Nach S. 8.17 ist f(K) C R kompakt, also auch beschrénkt und abgeschlossen.
Damit existieren max f(K) und min f(K) ([U]). O

Beispiel 8.21 Es sei X = R und f(x) := 22 (z € R). Dann ist

fla) = f(=a) = max f(z)

[_a’a]

d. h. f nimmt an @ und —a das Maximum bzgl. [—a, a] an.

Eine weitere wichtige Eigenschaft stetiger Funktionen auf kompakten Mengen ist die
gleichméfige Stetigkeit:

Definition 8.22 Es seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rédume, und es sei f : X —
Y. Dann heifit f gleichmdflig stetig, falls fiir alle € > 0 ein . > 0 so existiert, dass

dy (f(z1), f(z2)) <€ fiir alle 21, 29 € X mit dx(x1,x2) < J¢ .
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Aus der Definition ergibt sich sofort, dass jede gleichméfig stetige Funktion auch stetig
ist. Das folgende Beispiel zeigt, dass die Stetigkeit i. A. nicht die gleichméBige Stetigkeit

impliziert.

Beispiel 8.23 Es sei f: R — R mit f(x) = 22 (z € R). Dann ist f stetig auf R, aber
nicht gleichméfig stetig.

(Es sei e = 1, und es sei 6 > 0 beliebig. Wir wahlen z; = 1/§,29 = 1/0 + §/2. Dann
ist |21 — x2| = /2 < 0, aber

|f(@1) — f(x2)| = |o1 + 2] - |xy — 22| >2/0-6/2=1=¢.

Folglich ist f nicht gleichmiBig stetig auf R.)

Es gilt allgemein

Satz 8.24 Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Raume. Ist X kompakt und f :
X =Y stetig, so ist f gleichmdifig stetig.

Beweis. Angenommen nicht. Dann existiert ein € > 0 so, dass fiir alle n € N zwei
Punkte x,,y, € X existieren mit

dx (Tn,yn) < 1/n und  dy (f(zn), f(yn)) > €.

Da X kompakt ist, besitzt die Folge (z,) eine Teilfolge (zp)ner mit z, — =z € X
(n — 0o, n € I). Damit gilt auch

dX(xayn)SdX(x,ﬁn)+dX(xnvyn)_>0 (n—>oo,n€[)7

d. h. y, = 2 (n = oo, n € I). Also folgt auf Grund der (Folgen-)Stetigkeit von f an
der Stelle x

e <dy(f(zn), f(yn)) < dy (f(2n), [(x)) + dy (f(2), f(yn)) =0 (n—=o00,nel).

Widerspruch! O
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9 Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Definition 9.1 Es sei X,Y beliebige (nichtleere) Mengen. Eine Folge (f,)ne; mit
fn € Abb := {f : X — Y} heifit eine Funktionenfolge. Ist dy eine Metrik auf Y,
so heifit (f,,) punktweise konvergent auf der Menge M C X, falls fiir alle z € M die
Folge (fn(x)) in Y konvergiert. Die Funktion f: M — Y mit f(x) := nh_{go fn(x) heifit
Grenzfunktion der Folge (f,) (auf M). Wir schreiben dann auch

fn— f (n — o0) punktweise auf M

Beispiel 9.2 Wir betrachten die Funktionen f, : R — R mit
fo(x) =2 (xeR,neN).

Dann gilt

0 , falls ze€(—-1,1)
fa(z) — )
(=) 1 , falls z=1

d. h. (f) konvergiert punktweise auf (—1, 1] und die Grenzfunktion f : (—1,1] — R
ist gegeben durch

0, ze(-1,1)
flz) =
1, =1
Das Beispiel zeigt insbesondere, dass die Grenzfunktion unstetig (an xg = 1) ist,

obwohl alle Folgelieder f, stetige Funktionen auf ganz R sind. Da wir an Aussagen

der Form ,, f,, stetig (n € N) = f stetig“ interessiert sind, fithren wir einen strengeren

Konvergenzbegriff ein, mit dessen Hilfe eine solche Aussage moglich wird.

Bemerkung und Definition 9.3 Es seien M # () eine beliebige Menge. Wir setzen
B(M) := B(M,K):={f: M — K : f beschrénkt}.

und fiir f,g € B(M)

[ flloo := sup f(@)] de(f9) :=du(f,9) = |If(7) — 9(2)|]o-

Dann ist dy, eine Metrik auf B(M) ([U]).
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Bemerkung und Definition 9.4 1. Sind X eine Menge und f,, : X — K Funktionen
(n € I), so heifit die Funktionenfolge (fn)ner gleichmifsig konvergent auf der Menge
M C X (gegen die Grenzfunktion f: M — Y), falls f — f,, € B(M) und

1f = falle =0 (0= o).
Wir schreiben dann auch
o= f (n — o0) gleichmiiflig auf M

oder auch
fn(z) = f(x) (n — o0) gleichméBig auf M .

2. Ist f,, € B(M) und gilt f,, — f gleichméBig auf M, so ist auch f € B(M).
(Denn: Wéhlen wir zu e =1 ein N € N mit

1f = Il <1,
so folgt
[f@)] < [f(@) = fn(@)| + @) < T+ [Nl (z € M)

und damit ist f beschrénkt.)

Dann gilt nach Definition auch doo(f, fn) = ||f — fulloc — 0 und damit konvergiert f,
gegen f in B(M).

3. Gilt f,, — f gleichméBig auf M, so gilt insbesondere f,,(x) — f(x) (n — oo) fiir alle

x € M, d. h. gleichméflige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz.

Beispiel 9.5 Wir betrachten noch einmal f,(z) = 2" (n € N, z € R) (vgl. B. 9.2).
Dann ist die punktweise Grenzfunktion f = 0 auf (—1,1). Ist M = [-1/2,1/2], so gilt

[|fr = 0]loc =sup|z™ — 0] =1/2" =0 (n — 00) .
M

Damit gilt
" =0 gleichmaBig auf [—-1/2,1/2].

Andererseits ist fiir M = [0,1)

||fr. — O]loc =sup |z — 0| =supz" =1 (neN).
[0,1) [0,1)

Also ist (fy) nicht gleichméfig konvergent auf [0, 1).
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Wir kommen nun zu dem bereits angedeuteten Ergebnis iiber die ,,Vererbung“ der
Stetigkeit auf die Grenzfunktion.

Satz 9.6 Es seien (X,d) ein metrischer Raum und f, f, : X — K Funktionen. Ferner
sei xg € X. Sind die Funktion f, stetig an der Stelle xg und gilt f,, — f gleichmdf$ig

auf einer Umgebung M wvon xq, so ist auch die Grenzfunktion f stetig an xzq.

Beweis. Es sei ¢ > 0 gegeben. Auf Grund der gleichméfigen Konvergenz von (f,)
gegen f auf M existiert ein N = N. € N mit

[f(z) = fn(2)l <e/3  (zeM).
Da fn stetig an xg ist, existiert ein 6 = ¢, > 0 so, dass (Us(xp) C M und)
|fn(z) — fn(zo)] <e/3 fiir alle x € Us(xo) .

Damit ist fiir x € Us(zo)

[f(@) = fzo)| < [f(z) = fn(@)| + |fn(2) = fa(zo)l + | fv (o) — f (o)
< €¢/3+¢/3+¢/3=¢.

Satz 9.7 Es sei M eine beliebige Menge. Dann ist der metrische Raum (B(M ), d)
vollstindig.

Beweis. Es sei (f,) eine Cauchy-Folge in (B(M),d~). Dann ist insbesondere fiir
jedes feste z € M die Folge (fn(x)), eine Cauchy-Folge in K. Da K vollstindig ist,
ist (fn(z)), konvergent, d. h. es existiert ein y € K mit f,(x) — y (n — o0). Wir
definieren f : M — K durch f(x) :=y (x € M) und zeigen: f, — f gleichmiBig auf
M.

Zunéchst gilt fiir z € K und (y,,) in K mit y,,, — y nach der umgekehrten Dreiecks-
ungleichung |y, — z| — |y — z| fiir m — oo. Damit ergibt sich fiir festes x € M und
neN

oo (fms fr) 2 [fm(2) = fu(@)| = [f(2) = ful2)] (M — 00).
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Es sei € > 0 gegeben. Dann existert ein R > 0 mit doo(fin, frn) < € fiir n,m > R. Also
ist |f(x) — fu(x)| < e fir alle z € M und n > R und damit auch

IIf = fulle <€ (n>R).

Aus f, € B(M) folgt f € B(M) und deo(f, fn) = 0 (n — 00) (siehe B./D. 9.4). O

Definition 9.8 Sind f, : X — K Funktionen (v > ny), so heifit die Funktionenfolge
(s8p) mit

Sp(x) = Z fu(z) (x € X,n > ng)

v=ng
o0 o0
eine Funktionenreihe. Wir schreiben wieder ) f, (oder > f,(x)).
v=ngo v=no

oo
Die Funktionenreihe > f, heifit punktweise konvergent (bzw. gleichmdfig konver-
v=ng

gent) auf M C X falls die Funktionenfolge (s,) auf M punktweise (bzw. gleichméfig)

konvergiert. Wir verwenden (wie bei Zahlenreihen) das Symbol > f, dann auch
v=ng
wieder fiir die Grenzfunktion.

Es stellt sich die Frage, wie man gleichméfiige Konvergenz ggfs. nachweisen kann. Wie
in S. 6.5 ergibt sich

Satz 9.9 Es seien M # () eine Menge und f, € B(M) fir v € Ny. Dann gilt: Ist
ST Ifulloe < 00, so konvergiert > f, gleichmdflig auf M.

v=ng v=ng

Beweis. Zunichst gilt s, € B(M), denn |s,(z)| < > [fu(z)] < Y [|fvlloo-
v=ngo v=ngo

Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert nach S. 6.4 ein R > 0 mit

n

> lflle<e  (n>m>R).

v=m+1

Damit ergibt sich fiir n > m > R

n

su(@) —sm(@)| =1 Y f@]< D If@< Y flle<e

v=m+1 v=m+1 v=m+1
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und folglich ||s, — $m||ec < € fiir n > m > R. Also ist (s,,) eine Cauchy-Folge in B(M).
Mit S. 9.7 folgt die Behauptung. O

Beispiel 9.10 1. Es seien (al,)jo: eine Folge in C und

0

pv(2) == ayz” (v €Ny, z€C).

oo oo
Dann heiit die Funktionenreihe Y p,(z) = a,z” eine Potenzreihe (mit Koeffizi-
v=0 v=0
entenfolge (a,)). Weiter heif3t
oo
R :=sup {]z\ : Z ayz” konvergent} € [0, o0]
v=0
(mit sup X := oo, falls X C R nach oben unbeschriankt ist) Konvergenzradius der
.o o]
Potenzreihe. Es gilt damit ([U]): > a,w” konvergiert absolut fiir alle w mit |w| < R.
v=0
o
Wir zeigen: Y p, konvergiert gleichméBig auf M, := {|z| < r} fiir alle r € (0, R).
v=0
(Denn: Es gilt
oo
Z la,|r” < oo
v=0

o0

und |py(2)| < |ay|r” fiir |2] <7, d. h. [|py]leo < |ay|r”. Damit ist Y- [|pyec < 00, also
v=0

folgt die Behauptung aus S. 9.9)

2. Fir a > 1 sei

My :={z€C:Rez>a}.

o0
Dann ist die Funktionenreihe > 1/v* gleichméfig konvergent auf M,.

v=1

(Denn: Fiir alle z € M, und alle v € N ist
1 1 < 1
bl ce

und Y 1/v* < oo (folgt aus den Cauchyschen Verdichtungssatz; [U]). Also ergibt sich
v=1

die Behauptung aus S. 9.9.)
Wir definieren M := {z € C: Rez > 1} und ¢ : M — C durch

() ;:Z% (z€ M) .
v=1
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Die Funktion ¢ heifit (Riemannsche) Zetafunktion.
Da z +— 1/v? fiir alle v € N stetig auf C ist, folgt aus S. 9.6 die Stetigkeit der
Zetafunktion auf M (Man beachte: Ist Re(zg) > 1, so ist M, fiir 1 < a < Re(zp) eine

Umgebung von zp).
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A abzihlbare und iiberabzihlbare Mengen

Definition A.1 Es sei A eine Menge. Dann heifit A abzdhlbar, falls eine Folge a =
(aj)jen existiert mit
AcCW(a)={a;:jeN}

(d. h. die Elemente von A kénnen ,,abgezihlt” werden). Ist A nicht abzdhlbar, so heifit

A auch tiberabzihlbar.

Bemerkung A.2 Aus der Definition ergibt sich unmittelbar:
1. Jede endliche Menge ist abzéhlbar.
2. Ist A abzéhlbar, so ist auch jede Teilmenge abzéhlbar.
3. Ist A abzdhlbar und ¢ : A — B, so ist auch ¢(A) abzéhlbar.

Satz A.3 Es seien A, abzihlbar (n € N). Dann ist auch |J A, abzihlbar.
neN

Beweis. Nach Voraussetzung existieren Folgen (agn)) jeN mit

Anc{d”:jeN}  (neN).

Wir setzen

Dann ist

Da |B,,| = m? und By,+1 D By, (m € N) gilt, ergibt sich induktiv die Existenz einer
Folge (by)ken mit
By, ={b1,..., b2} (m e N).

Damit ist

U 4nc | Bm={bx: keN}

neN meN
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Bemerkung A.4 Da Z abzihlbar ist ([U]), ist Z x {n} abzéhlbar fiir beliebiges n € N
(wéhle ¢(j) := (j,n) (j € Z) in B. A.2.3). Damit ist nach S. A.3 auch

ZxN= ] (Zx{n})
neN
abzéhlbar. Wieder nach B A.2.3 (mit ¢ : Z x N — Q, ¢(p,q) := p/q) ist schlieBlich
auch Q abzéahlbar.

Wir nennen ein Intervall I echt, falls I nicht leer und nicht einpunktig ist.
Satz A.5 Jedes echte Intervall I C R ist dberabzdihlbar.

Beweis. Es reicht ([U]), das Intervall [0,1] zu betrachten. Angenommen, [0,1] ist
abzahlbar, d. h.
[0,1] € {x, : n € N}.

Wir teilen dann [0, 1] in die drei gleich langen Intervalle [0,1/3],[1/3,2/3] und [2/3,1]
auf. Dann ist z; in einem dieser Intervalle (das wir I; nennen) nicht enthalten. An-
schlieend teilen wir I; in drei gleich lange Intervalle (also der Linge 1/9 = 1/3%) auf.
Dann ist x5 in einem dieser Intervalle (Is genannt) nicht enthalten. So fortfahrend
erhalten wir induktiv eine Folge I,, = [ap,by] von Intervallen in [0, 1] mit [, 41 C I,
sowie xp, & I, und b, — a, = 1/3"™ — 0 (n — o0). Also ist nach dem Intervallschach-

telungsprinzip () I, = {x} fiir ein x € [0,1]. Ist £ € N so gilt nach Konstruktion
neN
xk & () In, d. h. xp # x fur alle k € N. Widerspruch! O
neN

Bemerkung A.6 1. Aus S. A.3 kann man leicht folgende allgemeinere Formulierung
herleiten: Ist I # () eine abzéhlbare Menge und sind A, abzéhlbar (n € I), so ist

auch (J A, abzdhlbar. Insbesondere ist die Vereinigung zweier abzéhlbarer Mengen
nel
abzéhlbar.

2. Ist M iiberabzéhlbar und ist A abzéhlbar, so ist auch M \ A iiberabzihlbar (denn
sonst wére nach 1. auch M = (M N A)U (M \ A) abzihlbar). Also ist insbesondere
nach S. A.4 und S. A.5 fiir jedes echte Intervall I die Menge der irrationalen Zahlen
in [ iiberabzéhlbar.
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