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1 MENGEN UND ABBILDUNGEN 4

1 Mengen und Abbildungen

Wir starten mit einigen einfithrenden Definitionen und Ergebnissen aus der Theorie
der Mengen und Abbildungen, die Grundlage der gesamten Mathematik sind. Unsere
Darstellung griindet auf den von G. Cantor geprégten (sog. naiven) Mengenbegriff.

Eine Menge M ist eine ,,Zusammenfassung von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem

Ganzen”.

Ein solches Objekt x heifit Element der Menge M (Schreibweise: z € M; ist x nicht
Element von M, so schreiben wir x ¢ M).

Es gibt mehrere Moglichkeiten der Darstellung von Mengen: etwa die aufzdhlende
Schreibweise (etwa M = {1, 3,5, 7}) oder auch die beschreibende Schreibweise. Die be-
schreibende Schreibweise hat allgemein die Form M = {z : = hat die Eigenschaft E},
wobei F irgendeine Eigenschaft ist, also im obigen Fall etwa

M = {z :  ungerade natiirliche Zahl kleiner als 9}.

Die Menge ohne Elemente heifit die leere Menge (Schreibweise: ()
Wir werden im Weiteren davon ausgehen, dass natiirliche, ganze, rationale und reelle
Zahlen bekannt sind, werden aber in einem eher informellen eigenen Teil der Vorlesung

auf eine axiomatische bzw. konstruktive Einfiihrung zu sprechen kommen.

N := {z:z natiirliche Zahl}
No := {2 :x natiirliche Zahl oder x = 0}
Z := {x:x ganze Zahl}

Q := {z:x rationale Zahl}

R := {z:z reelle Zahl}

AuBlerdem setzen wir die iiblichen arithmetischen Operationen (4 und -) und die Ord-
nungsrelationen (<, >, <, >) als bekannt voraus. Auch diese Dinge werden wir im
informellen Teil der Vorlesung thematisieren.

Wir setzen noch fiir a,b € R (mit a < b)

[a,b] = {reR:a<x<b} (—00,b] = {zeR:x<0b}
(a,b) = {zeR:a<z<b} (—o0,b) = {xreR:x<b}
[a,b) = {xreR:a<x<b} [a,00) = {zx€R:z>a}
(a,b] = {zeR:a<z<b} a, 00) {reR:z>a}

(
(00,00) = R, (—00,0)=R_, (0,00) =Ry
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Diese Mengen heiflen Intervalle.

Definition 1.1 Es seien A, B Mengen.

1. A heifit Teilmenge von B (Schreibweie: A C B), falls aus x € A auch z € B
folgt.

2. A und B heiflen gleich, falls A C B und B C A.

3. Die Menge B\ A := {x : x € B und x ¢ A} heifit Differenz von B und A. Ist
A C B, so heifit A¢:= Cp(A) :== B\ A Komplement von A beziiglich B.

Definition 1.2 Es sei I # () eine Menge, und es seien A, Mengen fiir alle o € T (d.h.
jedem « € I ist eine Menge A, ,,zugeordnet). Dann heilen

UAa ={z:x € A, fir ein a € I}

ael
Vereinigung der Mengen A, (o € I) und

r]Aoé::{aszxeA(l fir alle a € I}

acl
Durchschnitt der Mengen A, (o € I). Unmittelbar aus den Definitionen ergeben sich
folgende praktische Aquivalenzen: Ist B eine weitere Menge, so ist

Ay C B (a € I) genau dann, wenn U A, CB
ael

und
B C A, (o € I) genau dann, wenn B C ﬂ A, .
acl
Ist I in aufzéhlender Form gegeben, so setzen wir | J bzw. [ auch zwischen die einzelnen
Mengen, also etwa im Falle I = {1,2,3}
A UAUAs =] An,  A1NA;NAs:= () A
acl acl

Insbesondere sind damit fiir eine Menge von Mengen (einem so genannten Mengensy-

stem) F auch

UM  und () M

MeF MeF
definiert (hier ist speziell I = F und Apy; = M). Auch in diesem Fall schreibt man
alternativ | J und [ auch zwischen die einzelnen Mengen, falls F aufzihlend gegeben
ist, also etwa im Falle F = {A, B,C'}

AUuBUC und AnNnBNC.



1 MENGEN UND ABBILDUNGEN 6

Beispiel 1.3 1. Ist I = N und ist A,, := (0, m] fiir m € N, so ist

U 4n =Ry, () 4n =(0,1].

meN meN

Ist Ay, := (m,00) fiir m € N, so ist
() Am=0.
meN
2.8ind A={2k:ke€Z} und B={3k: ke Z}, so gilt

ANB={6k:kecZ}.

Satz 1.4 Ist A eine Menge und sind B, Mengen (« € I), so gilt

1. ANn(U Ba) = U (AN B,),

ael ael

2. AU(( Ba)= N (AUB,).

ael aecl

Beweis. 1. ,,C* Esseiz € AN(|J By). Dannist t € Aund z € |J B,, alsoz € A
acl ael

und z € Bg fiir ein § € I. Damit ist z € AN Bg, also auch x € |J (AN By,).
ael
,D Esseiz € |J(ANB,). Dann existiert ein 5 € I mit z € ANBg. Damit ist x € A
acl
und = € Bg, alsoauch x € Aund z € |J Bo, d. h.z € An({ Ba).
. a€cl a€el
2. [U] O

Satz 1.5 (De Morgansche Regeln)
Es sei B eine Menge, und es seien A, C B fiir alle « € I. Dann gilt

1. Cp(U Aa) = ) Cs(Aa),

a€cl a€el

2. Cp() 4a) = U C(An).

acl acl

Beweis. 1. ,C“ Esseiz € Cp(|J Aq). Dann ist z € Bund x ¢ |J Aa, also z € B
acl acl
und x ¢ A, fir alle o € I. Damit ist z € B\ A, fiir alle a € I, also x € () Cp(A4a).
acl
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,D“ Esseiz € () Cp(Ay). Dann ist x € Cp(A,) fiir alle a € I, also x € B und
aecl
x ¢ A, fur alle o € I. Damit ist z € Bund o ¢ |J Aa, d. h. 2 € Cp( U Aa).
acl ael

2. [U] m

Definition 1.6 Ahnlich wie bei der Einfithrung von Mengen wollen wir auf eine eher
intuitive Definition des zweiten grundlegenden Begriffes der Mathematik zuriickgreifen:
Es seinen X und Y (nichtleere) Mengen. Eine Funktion (oder Abbildung)

f:X—>Y

ist eine Vorschrift, die jedem x € X genau ein Element f, = f(x) € Y zuordnet. Wir
schreiben auch X > z +— f(z) € Y oder auch (f3)zex-
Dabei heiflen X der Definitionsbereich und Y der Zielbereich von f. Wir setzen

Y¥ ={f: X >VY}.

Sind f,g € YX, so heiflen f und g gleich, falls f(z) = g(x) fiir alle z € X gilt.

Ist Xo C X, so heiflt fix, : Xo — Y, definiert durch fx,(z) := f(z) fiir alle z € X,
die Finschrinkung von f auf Xj.

Hat man speziell X = {1,...,n} fir ein n € N, so schreibt man meist (yi,...,yn)

statt (yj)jeq1,...,ny und kurz
Yhi=Y x - x Y= Yimb =ty — (1))

SchlieBlich definieren wir fiir beliebgie Mengen Ay,..., A, (mit Y := |J A4j)
je{1,...,n}

Ay xooox Ay ={(y1,...,yn) €Y " 1y; € A;(j=1,...,n)}.

Beispiel 1.7 Es seien X =Y =N, und es sei f : N — N definiert durch

x , falls x gerade
f@) =

2z, falls ¢ ungerade .
Ist Xo := {x € N: z ungerade}, so ist

fixo(w) =22 (x € Xo).
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Definition 1.8 Sind X,Y Mengen und ist f: X — Y, so heifit fir BCY
fH(B):={z e X: f(x) € B}
Urbildmenge von B unter f und fir A C X
fA) ={f(z):x € A} ={yeY :y= f(z) fiir ein x € A}

Bildmenge von A unter f. Speziell heifit

Wertebereich von f.

Beispiel 1.9 In der Situation von B. 1.7 ist etwa

F1({2,4,6}) = f71({1,2,3,4,5,6}) = {1,2,3,4,6}

und
f({1,2,3}) = {2,6}.

AuBlerdem ist
W(f) ={y € N:y gerade}.

Satz 1.10 FEs seien X,Y Mengen und f : X — Y.
1. Sind B, CY firae€l, so gilt

(i) £~ (U Ba) = U f7(Ba),

acl acl
(i) f~( QIBa) = Q]f’l(Ba)-

2. Sind Ay, C X fiir a € 1, so gilt

(i) f( U Aa) = U f(Aa);

acl acl
(ii) f( QIAQ) C sz(Aa)'

Beweis. 1. (i) ,C*“: Essei z € f~'( |J Ba). Dann ist f(z) € |J Ba, d.h. es existiert
acl acl
ein 8 € I mit f(z) € Bg. Also ist z € f~1(Bg) und damit auch z € |J f~1(Ba).
acl



1 MENGEN UND ABBILDUNGEN 9

,D“ Ist B € I, soist Bg C |J Ba, also auch f~1(Bg) C ffl( U Ba). Dagel

acl a€cl
beliebig war, gilt |J f~'(Ba) C f71( U Ba).
acl acl
(i) ,C*: Fiir alle 8 € I ist (| Ba C Bg, also auch f~'( (| Ba) C f~'(Bs). Da j
acl acl
beliebig war, ist f~!( () Ba) € () f'(Bg).
aecl pel
,D“ BEsseix € [ fYBa). Dann ist z € f~1(B,) (a € I), also f(z) € By (o € 1)
acl
und damit auch f(z) € () Ba. Folglichist z € f~'( () Ba).
acl acl
2. (i) ,C“:Esseiy € f( U Aq). Dann existiert ein z € |J Aq mit f(z) =y. Ist B€
acl acl
mit x € Ag, so ist also y = f(x) € f(Ag). Damit ist y € |J f(Aq).
a€cl
LD Ist f e, s0ist Ag C |J Aq, also auch f(Ag) C f( U Aa). Da 8 € I beliebig
acl acl
war, gilt ,D“.
(ii) [U] O

Definition 1.11 Es seien X,Y Mengen. Eine Abbildung f : X — Y heifit
1. surjektiv (oder Abbildung von X aufY), falls W(f) =Y ist,

2. injektiv (oder eineindeutige Abbildung), falls gilt: sind x1,x9 € X mit x; # o,
so ist f(z1) # f(22),

3. bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel 1.12 Es sei f wie im B 1.7. Dann ist f weder surjektiv noch injektiv (es gilt
etwa 1  W(f) und f(2) = f(1)), dagegen ist f|x, injektiv.

Definition 1.13 Es seien X,Y,Z Mengen und f : X — Y sowie g : Y — Z Abbil-
dungen. Dann heifit go f : X — Z, definiert durch

(go f)(@):=g(f(x)) (zeX)

Verkettung (oder Verkniipfung oder Hintereinanderausfithrung oder Komposition) von

gund f.
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Beispiel 1.14 Sind X =Y =Z =N und f,¢ : N = N definiert durch
fx)=2% gz)=z+1 (zeN),
so ist go f : N — N gegeben durch
(go f(z)=2"+1 (z€eN).
Man beachte: Hier ist auch f o g: N — N definiert und es gilt
(fog)()=(z+1)* (z€N)
Dabei ist go f # fog.

Satz 1.15 FEs seien X,Y,Z,U Mengen und f : X - Y,g:Y - Z und h: Z - U
Abbildungen. Dann gilt

ho(gof)=(hog)of.

Beweis. Es gilt ho(go f): X — U sowie (hog)o f: X — U und fiir z € X ist

(ho(gof))(z) = h(ge f)(x)) = h(g(f(x)) = (heog)(f(x)) =
= ((hog)o f)(z).

Bemerkung und Definition 1.16 Es seien X,Y Mengen und es sei f : X — Y
bijektiv. Dann existiert zu jedem y € Y genau ein x € X mit f(x) = y. Wir definieren

Ty =2 (yeY),

wobei y = f(z). Die Abbildung f~! : Y — X heiflt Umkehrabbildung von f. Es gilt
dabei
flof: X=X, (flof)lw)=2 (z€X),

d. h. f~to f =idx, wobeiidy : X — X, definiert durch idx(z) := x (z € X), die sog.
identische Abbildung auf X bezeichnet. Genauso gilt f o f~! = idy und auflerdem ist
auch f~':Y — X bijektiv.
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2 Korper

Definition 2.1 Es seien G # () eine Menge, und es sei * : G x G — G eine Abbildung.
Dann heifit (G, ) Gruppe, falls gilt

(G.1) (Assoziativgesetz)
Fiir alle z,y, z € G ist
(zry)xz=z*(yx2).

(G.2) (Existenz eines neutralen Elementes)

Es existiert ein e € G mit zxe = exx = x fiir alle z € G.

(G.3) (Existenz linksinverser Elemente)
Fiir alle z € G existiert ein y € G mit y xx = e.

Gilt zudem
(G.4) (Kommutativgesetz)
Fiir alle z,y € G ist

T* Y =Yy*x,

so heifit (G, x) eine abelsche (oder kommutative) Gruppe.

Bemerkung 2.2 1. Fiir (G.4) ist es wichtig, dass das neutrale Element eindeutig
bestimmt ist, d. h. es existiert nur ein e =eg € G mit rxe =exz =z (z € G).
(Denn: Sind e, ¢’ € G neutrale Elemente, so gilt

2. Ist y linksinvers zu x, so ist y auch rechtsinvers, d.h. es ist auch z xy = e.

(Denn: Ist z so, dass z x y = e, so folgt
wry = ex(zxy) = (2ry)*(xy) = 2x(y*(@ry)) = 2x((y*) *y) = 2x(exy) = 2%y = e).

Auflerdem existiert zu jedem x € G nur ein y € G mit y xx = e.
(Denn: Sind y und ¢y € G mit y xx = ¢y’ xx = e, so folgt

Y=y re=yx(xxy) =@ *x)ry=exy=y.)

Wir schreiben 2z~ fiir das inverse Element von z.

Es gilt damit fiir z,y € G ([U])

(zxy)t=y szt und (z7)l=uz
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Beispiel 2.3 1. (Z,+) ist eine abelsche Gruppe.

2. (Np,+) ist keine Gruppe (es existiert kein y € Ny mit 1 +y = 0). Genauso ist
(Z\ {0}, -) keine Gruppe (es existiert kein y € Z \ {0} mit 2-y = 1).

3. Ist X eine (nichtleere) Menge, so setzen wir

S(X):={f:X — X : f bijektiv} .

Dann ist (S(X),0) ein Gruppe. Hat X mindestens 3 Elemente, so ist (S(X), o) nicht

abelsch ([U]).

Satz 2.4 Es sei (G, x) eine Gruppe, und es seien a,b € G. Dann sind die Gleichungen

axx =bundyxa="b eindeutig losbar mit den Lisungen x = a~ ' xb bzw. y = bxa~ .

Beweis. Wir zeigen die Behauptung nur fiir die erste Gleichung.
Zunéchst gilt

ax (@t xb)=(axa)xb=exb=0,

also ist a=! * b eine Losung.
Ist andererseits = irgendeine Losung, so folgt aus axz = b

-1

altsxb=atx(axz)=(a"?

KQ) KT =€*xT =1 .

Definition 2.5 Es sei K eine Menge mit mindestens zwei Elementen. Weiter seien
+:KxK— K und -: K x K — K Abbildungen. Dann heifit (K, +,-) Korper, falls
gilt

(K.1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element genannt 0 = O ).
(K.2) (K\{0xk},-) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element genannt 1 = 1x).

(K.3) (Distributivgesetze)
Fiir alle z,y, z € K gilt

(z+y)-z2=(@-2)+y-2) ud z-(y+2)=(z-y) +(z2).
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Im Folgenden schreiben wir auch kurz xy statt -y und x +yz statt =+ (yz) (,,Punkt-
rechnung vor Strichrechnung*). Weiter schreiben wir fiir x € X wie {iblich —z fiir das

inverse Element beziiglich ,,+“. Schlieflich schreiben wir noch x — y statt = + (—y)

und z/y statt zy~!.

Satz 2.6 Es sei (K,+,-) ein Korper. Ferner seien x,y € K. Dann gilt
1. Ok -z =z -0 = Ok,
2. —(zy) = (—2)y = z(-y),

3. xy = 0x genau dann, wenn x = O oder y = O (Nullteilerfreiheit).

Beweis.
1. Aus Og -z = (O + Ok)x (H3) Oxx + Oxx folgt

Ogx =0xgx — Ogax =0g

nach S. 2.4 (mit (G, ) = (K, +)). Entsprechend sieht man = - 0x = Og.

2. und 3. [U] O

Beispiel 2.7 1. (Q,+, ) ist ein Korper.
2. (Binérkorper) Es sei K = {n, e} mit den Rechenoperationen

n|e . ni|e
n n|e ni|ini|n
e e | n e | nj|e

Dann ist (K, +,-) ein Kérper mit n = 0 und e = 1x (Beweis: [U]).

3. (N,+,+) und (Z, +,-) bilden keine Korper (vgl. B. 2.3).

Definition 2.8 Wir definieren nun Summen und Produkte fiir mehr als zwei Sum-

manden bzw. Faktoren: Sind z1,...,xz, € K fir ein n € N, so setzen wir

k+1

1 k
ny::azl und Zw,,:( xy>+xk+1fﬁrk:1,...,n—1
v=1 v=1 1

V=
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und
1 k41 k
Hac,,::xl und Hxl,:: Ty | g firk=1,...,n—1.
v=1 v=1 v=1
Ist speziell z; = ... =z, =: z, so schreiben wir
n n
E Ty, = g T =:nx
v=1 v=1
und

(Letzteres natiirlich nur im Falle z # 0) und

0-2:=0x, 2°:=1x wobei 0 die Null in Z bezeichnet .

Eng verbunden mit dem eben verwendeten Prinzip der rekursiven oder induktiven
Definition ist das Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion:
Fiir alle n € N sei eine Aussage A(n) gegeben. Zum Beweis der Behauptung

“Fiir alle n € N gilt A(n)”
geht man oft folgendermafien vor:
1. Man zeigt, dass A(1) richtig ist (Induktionsanfang).

2. a) Man nimmt an, dass A(k) (oder auch A(1),...,A(k)) fur ein beliebiges
k € N richtig ist (Induktionsannahme).

b) Man zeigt, dass aus der Richtigkeit von A(k) (bzw. A(1),...,A(k)), d. h.
aus der Induktionsannahme, die Richtigkeit von A(k+ 1) folgt (Induktions-
schritt).

Dieses Beweisschema nennt man Induktionsbeweis oder vollstindige Induktion. Aus 1.
und 2. ergibt sich, dass A(n) fiir alle n € N richtig ist.

Manchmal moéchte man statt A(n) fiir alle n € N auch A(n) fir alle n € Ng,n > N fiir
ein N € Ny zeigen. Dann macht man den Induktionsanfang nicht fiir n = 1, sondern
fiir n = N und den Induktionsschritt von k auf k + 1 fiir beliebiges k£ > N.

Ein typischer Induktionsbeweis ist der Beweis zu
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Satz 2.9 Fir allen € N gilt

n
> v=
v=1

Beweis.

1
1. Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt Y~ v = 42 (d. h. A(1) gilt).
v=1

k
2. a) Induktionsannahme: Fiir ein k € N gelte Y v = k(k;l) (d. h. A(k) gelte).

v=1

ktl (k+1)(k+2)
b) Wir zeigen: aus a) folgt > v = =——5=—= (d. h. A(k + 1) folgt).

v=1

Es gilt:
k+1 k
k(k+1 E(k+1)+2(k+1

dSvo= (D v|+E+1) _ METL) )+(k+1): (k+1)+2(k+1)
v=1 v=1 2 2

(k+2)(k+1) 1)
2

Wir kommen noch einmal auf das Summen- und das Produktzeichen zu sprechen.

Bemerkung und Definition 2.10 Esseien (K, +,-) ein Kérperund ¢ : {1,...,n} —
{1,...,n} bijektiv. Dann gilt fiir z1,...,z, € K

Z Tpy) = Z Ty und H Tp() = H Ty.
v=1 v=1 v=1 v=1

Damit wird folgende Schreibweise sinnvoll: Ist n € N und ist I eine beliebige n-
elementige Menge, so setzen wir fir z; € K (j € I)

ij = Zx]k und ij = H Ty s
Jjel jel
wobei {j1,...,Jn} eine beliebige Aufzahlung von I ist. Sind weiter y; € K (j € I) und

E TT; =T E Zj,

jel jel

z € K, so gilt auch etwa
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und

Zx]+yg Z%*‘Z%v ijy] H%HZ/J

JeI JeI Jel Jel jel  jel
Die Beweise ergeben sich (nicht ganz leicht) per Induktion.
Weiter kann man hiermit (leicht) zeigen, dass fiir m, mi, mg € Z und z1,z2,2 € K
folgende Vervielfachungs- und Potenzgesetze gelten:

mix +mex = (mq+ma)x
mx1 +mzy = m(zy + x2),
(mima)z = my(mex) .

und (fiir z1,z2,x # 0 falls negative Potenzen auftreten)

pMpme —  pmatme ,
af'ry’ = (z1a2)™,
(zm)m2 = gmme

Wir betrachten jetzt Korper, die neben den algebraischen Strukturen “+” und “-” eine
Ordnungsstruktur haben.

Definition 2.11 1. Es sei X # () eine Menge. Eine Teilmenge R von X x X (genauer
das Paar (R, X)) nennt man auch eine Relation auf (oder auch in) X. Ist (z,y) € R,
so schreibt man oft xRy.

Eine Relation < auf X heifit eine Ordnung (auf X), falls gilt

(0.1) Fir alle z,y € X gilt genau eine der Beziehungen
r=y oder z<y oder oder y<=z
(Trichotomiegesetz).

(0.2) Ausz <yundy < z folgt z < z (Transitivgesetz).

Fiir < y schreiben wir auch y > x. Auflerdem bedeutet x < y, dass entweder x = y
oder z < y gilt. Dann schreibt man auch y > =x.

2. Es sei K = (K, +, ) ein Korper. Ist < eine Ordnung auf K, so heifit K = (K, +,-, <)
geordnet, wenn < (neben den Bedingungen aus 1.) noch folgende Vertriglichkeiten mit
der Addition und Multiplikation erfiillt
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(0.3) Ausz <yfolgt x+2 <y+z fiir alle z € K (1. Monotoniegesetz).
(04) Ausz <yund z > 0 folgt xz < yz (2. Monotoniegesetz).

Wir nennen x € K positiv, falls x > Og gilt und negativ, falls x < Og gilt.

Satz 2.12 Es secien K = (K, +,-, <) ein geordneter Korper und x,y € K. Dann gilt
1. Esist x > 0g genau dann, wenn —x < O ist,
2. Aus x,y < Ox oder x,y > Ok folgt xy > O,
3. Fiir x # 0 ist 22 > Ok, insbesondere also 1 = 1% > O,

4. Aus O < x <y folgt O <y~ ' < 71,

Beweis.

1. Aus 0 < z folgt mit (0.3)
—x=0+(—z)<z+(—z)=0,
d. h. —z < 0. Entsprechend folgt aus —x < 0 auch 0 =z + (—z) <z + 0 = =.

2. Sind z,y > 0 so folgt mit (0.4) sofort 0 = 0y < xy.

Es seien x,y < 0. Aus z < 0 folgt —x > 0 nach 1. Wegen y < 0 ergibt sich mit
(0.4)
—(zy) = y(—z) <0(-2) =0,

also zy > 0 mit 1.
3. Ergibt sich unmittelbar aus 2. und (O.1).

4. Wir zeigen zunichst: 2! > 0. (Denn: Angenommen, es ist 2! < 0 (beachte
r71 # 0). Dann folgt mit (0.4) 1 = zz~! < 20 = 0 im Widerspruch zu 3.)
Genauso ist y~! > 0. Damit ergibt sich aus < y mit (0.4) zy~ ! < yy~ ! =1
und wieder mit (0.4) 7 tey ! <z 'l =271 alsoy~! <zl
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Bemerkung 2.13 Es sei K ein geordneter Kérper. Per Induktion sieht man leicht:
1. Ist n € Nund ist z < y, so gilt nz < ny und im Falle x > O auch O < 2™ < y™.
2. Ist £ > O, so ist auch nx > max > O fiir alle n,m € N mit n > m.

Insbesondere folgt aus 2., dass K unendlich ist. Genauer ergibt sich auch:

Sind z,y € K mit z < y, so liegen zwischen x und y unendlich viele Elemente aus K
(Denn: Fiir alle nN ist (n + 1)1 > nlg > O, also (nlx)™t > ((n+ 1)1g)~! > 0x
und folglich

y=2z+@y—2)(lg) ' >+ (y—2)2-1g) ' >+ (y—2)B-1g) o> )
Beispiel 2.14 1. (Q, +, -, <) ist ein geordneter Kérper.

2. Im Binédrkorper (K,+,-) aus B. 2.7.2 existiert keine Ordnungsrelation, da jeder
geordnete Korper unendlich viele Elemente enthélt (vgl. B 2.13).
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3 Geometrische Summenformel und binomische Formel

Eine wichtige Formel fiir Summen von Potenzen in Koérpern ist die

Satz 3.1 (geometrische Summenformel)
Es sei (K, +,-) ein Kérper. Dann gilt fir alle z € K und alle n € N

n—1
(x—1k)- Y a"=a" 1k (3.1)
v=0
und fir x # 1 damit
n—1 O 1K
oar="——= (3.2)
T — 1k
v=0

Beweis. Es gilt
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
(ZL‘—l)Z$V = me”—Zx”:Z:U”H—Zx”
v=0 v=0 v=0 v=0 v=0
n n—1
= Zaz“—Zx”:x”—l.
pn=1 v=0

Bemerkung 3.2 Allgemeiner kann man zeigen ([U]): Ist K ein Kérper und sind a,b €
K, so gilt fiir alle n € N

n—1
a®—=b"=(a—-0) Za”bnflf” .
v=0

Neben der geometrischen Summenformel gibt es eine weitere Formel in Koérpern, die
binomische Formel. Es handelt sich dabei um eine Summenformel fiir die Ausdriicke
(a+b)", wobei a,b € K und n € N ist. Um die allgemeine Formel angeben zu kénnen,

brauchen wir
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Definition 3.3 1. Wir definieren n! (“n-Fakultit”) fiir n € Ny durch

n

n
wobei [[ x, :=1im Falle n < m gesetzt ist (also 0! = 1).
v=m
2. Fiir n,v € Ny setzen wir
AAJEIN. o Ay (R
,) = 1l =l
k=n—v+1 k=1

Die Zahlen (Z) heilen Binomialkoeffizienten.

Es gilt also etwa

6! = 1-2.-3-4-5-6="1720, 10! = 3.628.800 ,
7 _ 7-6-5'4-3:21
5 5!

Wir stellen einige Figenschaften der Binomialkoeffizienten zusammen.

Satz 3.4 FEs seien n,v € Ng. Dann gilt

1. <Z>_V'(nniy)'_<niy> falls v <mn.

2. <Z> =0 falls v>n.

Beweis.

1. Esgilt firv <n

I % I %
n\  k=n—v+1  k=n—v+1 ) (n — I/)' - n!
v) V! N ! (n—v)!  vl(n—vr)

Damit ist auch

20
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n

2. Firv>nistn—v+1<0und damit [] k=0, also auch (7) =0.

k=n—v+1
O
Besonders wichtig ist folgende Rekursionsformel:
Satz 3.5 Firn,v e N gilt
1
(07010 0)
v v—1 v
Beweis. Nach S. 3.4.1 gilt fir v € {1,...,n}
n n ny n! i n! B
v—1 v)  (w-Dn-v+1)! vn-v)
n! (n+1)! n+1
1/!(71—1—1—1/)!(V+(n+ ) viin+1—v)! < v >
Fir v =n+ 1 ist nach S. 3.4.2
1
()= ()= G o= ()
v—1 v n v
und fiir ¥ > n + 1 sind beide Seiten = 0. O

Ordnet man die Binomialkoeffizienten (’3) in einem dreieckigen Schema an, wobei in

der n-ten Zeile die Koeflizienten (8), el (Z) stehen, so entsteht das sog. Pascal’sche

Dreieck:

) (1) G G- ()

("1 ("7 () - G

Die ersten Zeilen berechnen sich etwa unter Ausnutzung von S. 3.5 zu
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1 3 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

Damit gilt

Satz 3.6 Es sei K ein Korper. Dann gilt fir allen € Ny und x € K

Beweis.

ety =3 (1)

v=0

L.LFirn=0git (1+2)°=1= > (g)xl"

2. Fiir ein k € Ny gelte

Dann gilt mit S. 3.5

(1+$)k+1 —

v=0

Flk
v v+1
(R +Z(V)x

)} o2
2 () ()

>,

< Bl

Il +

o =
/N
ol

22
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Bemerkung 3.7 Aus S. 3.6 ergibt sich unmittelbar die allgemeine binomische For-
mel: Sind a,b € K, so ist

=3 (M)awr

v=0

(Denn: Im Falle b # 0 ist

oy = @m) =S (M) =3 (Marw

v=0 v=0
und im Falle b = 0 steht auf beiden Seiten a™.)

Beispiel 3.8 Es gilt etwa

i = 3 (%)

v=0
= 1-0%46-ab® + 15a%b* + 20430 + 15a*b* + 6a°b+ 1 - ab .

Bemerkung 3.9 Als Spezialfille aus S. 3.6 ergeben sich interessante Beziehungen fiir
das Pascal’sche Dreieck:
Fiir (K =Q und) a = 1,b =1 ergibt sich

2“:(1+1)”:§:<Z)1":Zﬂ:<z>,

v=0 v=0
d. h. die Summe der Binomialkoeflizienten in der n-ten Zeile des Pascal’schen Dreiecks
ergibt stets 2.
Fiir a = —1,b =1 ergibt sich fiir n € N

0= 0" = (1) =3 (Z)(—l)" - (’j)(—l)” ,

v=0 v=0
d. h. versieht man die Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile jeweils abwechselnd mit
dem Vorzeichen 4+ und —, so erhélt man als Summe O.
Fiir n = 6 gilt etwa

1+6+15+20+15+6+1=064 =26

und
1-64+15—-20+15—-6+1=0.
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Bemerkung 3.10 (Bernoullische Ungleichung)
Ist (K, +,-, <) ein geordneter Kérper, so gilt nach S. 3.6 fiir alle n € N,z > 0k

n

Lta) =Y <Z>x” > ; <Z>x” =1+ na.

v=0

Tatséchlich gilt diese Abschiatzung auch fiir z > —1g.
(Denn: Fiir k=1ist (1+2)! =1+1-a.
Gilt die Abschétzung fiir ein k € N und ist z > —1, so folgt (da 1+ x > Of)

I+ =0+2)*Q4+2)> A +ke)A+2) =14 (k4 Dz + kaz? )

Bemerkung 3.11 Zum Abschluss beschéftigen wir uns kurz mit der Bedeutung der
Fakultéiten und Binomialkoeffizienten im Bereich der ,, Kombinatorik®.
Fiir eine endliche Menge M setzen wir

|M| := Anzahl der Elemente von M.

Dann gilt: Sind M, N endliche Mengen, so existiert eine bijektive Abbildung f : M —
N genau dann, wenn |M| = |N| ist (d. h., wenn M und N gleich viele Elemente haben).

1. Es sei n € N. Dann gilt: Sind I, J n-elementige Mengen und ist
S(,J) :={p:I— J:p bijektiv}
so ist
|S(I,J)‘ =n!.

(Denn: Wir fithren den Beweis per Induktion nach n.

1. Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Behauptung klar.

2. Induktionsschritt: Die Behauptung gelte fiir ein k € N.

Es seien I, J (k+1)-elementige Mengen. O.E. kénnen wir J = {1,...,k+1} annehmen.
(Denn: Wie oben bemerkt, existiert eine bijektive Abbildung f : {1,...,k+ 1} — J.
Dann ist die Abbildung

S {1,....k+1}) 2o fope SU,J)

bijektiv. Also ist |[S(I,{1,...,k+1})| =|S(I,J)|.)
Fiir ¢ € I definieren wir

Ti={peSUA{L,....k+1}) (i) =k+1}.
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Dann ist
UT=sT.{1,....k+1}) wd TNTy=0 (i#7)
iel

Also ist |S(I,{1,...,k+1})’:Z|Ti|.

iel
Definiert man fiir ¢ € T; die Funktion ¢ : I'\ {i} — {1,...,k} durch

V() =) Gel, j#i)

(also Definitionsbereich und Zielbereich jeweils um ein Element ,verkleinert*), so ist

T,5¢p—veSI\{i},{1,...,k})

eine bijektive Abbildung.
Nach Induktionsannahme gilt }S(I \ {i},{1,..., k:})‘ = k! und damit auch |T;| = kL
Also ist |S(1,{1,....k+1})| =X kl = (k+ 1)k! = (k+ 1)!.)
iel
2. Ist M eine n-elementige Menge und ist M, C Pot(M) die Menge der v-elementigen

Teilmengen von M (wobei v € {0,...,n}), so ist ([U])

M= (7).

IPot(M)| = 2" .

Nach B. 3.9 ist damit auch
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4 Reelle und komplexe Zahlen
Ist (K,+,-, <) ein geordneter Korper (etwa K = Q), so sind Gleichungen der Form
nr =c

fir alle n € N,c¢ € K lssbar (xr = ¢/n := ¢/(nlk) ist die eindeutige Losung). Im
Allgemeinen gilt dies nicht fiir Gleichungen der Form

z" =c,

wobei ¢ € K,n € N,n > 1. Sind ¢ < 0 und n gerade, so ist dies nach S. 2.12.3 ohnehin
ausgeschlossen. Aber auch im Falle ¢ > 0 existiert im Allgemeinen keine Losung (wie
schon seit der Antike bekannt ist).

Satz 4.1 Fiir alle v € Q ist 2 # 2.

Beweis. 1. Allgemein gilt: Ist m € Z ungerade, so ist auch m? ungerade (denn: ist
m =20+ 1 mit £ € Z, so ist m? = 4(£%> + £) + 1, also ebenfalls ungerade).
2. Angenommen, es existiert p/q € Q mit (p/q)? = 2. Wir kénnen ohne Einschrinkung
annehmen, dass p € Z, ¢ € N teilerfremd und damit insbesondere nicht beide gerade
sind.
Dann folgt p? = 2¢?, d. h. p? ist gerade. Nach 1. ist dann auch p gerade, d. h. p = 2pg
fiir ein pg € Z. Dann ist

2¢> = p* = 4p;

d. h. ¢ = 2p(2), also ¢> und damit auch ¢ gerade. Also ergibt sich ein Widerspruch.
Damit ist die Annahme falsch d. h. es existiert kein z € Q mit z? = 2. O

Unsere Ziele im Weiteren sind:

1. Erweitern von (Q, +, -, <) zu einem geordneten Korper (R, +, -, <) so, dass 2" = ¢
fiir alle n € N und ¢ > 0 16sbar ist.

2. Erweitern von (R, +, -) zu einem Kérper (C, 4+, -) so, dass 2™ = cfiirallen € N,c € C

16sbar ist.

Definition 4.2 Es seien X eine (nichtleere) Menge und < eine Ordnung auf X (wir
sagen dann, (X, <) ist geordnet). Weiter sei M C X.
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1. M heifit nach oben beschrinkt, wenn ein § € X existiert mit
<3 firalle x€ M.
Ein solches 5 heifit dann obere Schranke von M.
2. M heifit nach unten beschrdnkt, wenn ein s € X existiert mit
x>s firalle xe€ M.
Ein solches s heifit dann untere Schranke von M.

3. M heifit beschrdnkt wenn M nach oben und nach unten beschrankt ist.

Beispiel 4.3 Es sei X = Q und
M={zeQ:2>0,2°<2} (={r€Q:2>0, 2°<2}).

Dann ist M beschrénkt, denn s = 0 ist eine untere Schranke und 5 = 3/2 ist eine
obere Schranke von M (Ist = > 3/2, so folgt 2 > (3/2)? =9/4 > 2,d. h. z ¢ M).

Mit einer oberen Schranke 5 von M ist natiirlich jedes 5 € X mit 5 > s ebenfalls eine
obere Schranke fiir M. Es stellt sich in natiirlicher Weise die Frage nach “kleinsten”

oberen Schranken.

Definition 4.4 Es sei (X, <) geordnet, und es sei M C X.

1. Ein obere Schranke £ € X von M heifit kleinste obere Schranke (oder Supremum)
von M, falls fiir jede obere Schranke 5 von M gilt

$>€.

2. Eine untere Schranke £ € X von M heiit grofte untere Schranke (oder Infimum)
von M, falls fiir jede untere Schranke s von M gilt

s<E.

Bemerkung und Definition 4.5 Aus der Definition ergibt sich sofort, dass fiir jedes
M hochstens ein Supremum & und ein Infimum £ existieren. Wir schreiben (im Falle
der Existenz)

E=sup M .
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Zudem nennen wir & Maximum von M (und schreiben £ = max M), falls zusitzlich
e M gilt.
Weiter schreiben wir (im Falle der Existenz)

& :=inf M.

SchlieBlich nennen wir £ Minimum von M (und schreiben £ = min M), falls zusétzlich
§ €M gilt.

Beispiel 4.6 Es sei X = Q.
L Ist M ={z€Q:0<z <1}, so gilt

0=inf M(=minM) und 1=supM(=maxM).

2. Ist M ={z€Q:0 <z <1}, so gilt ebenfalls
O=infM und 1=supM.

(Denn: Offensichtlich ist 1 obere Schranke. Ist andererseits s < 1, so ist s keine
obere Schranke, da etwa z := max{1/2,(s + 1)/2} € M und s < z. Also ist
1 = sup M. Entsprechend zeigt man, dass 0 = inf M.)

Man sieht, dass inf M und sup M nicht in M liegen, d. h. max M und min M

existieren hier nicht!

3. Essei M = {xr € Q: 2 >0, 22 < 2}. Nach B. 4.3 ist M beschréinkt. Hier ist
inf M = 0, es existiert aber kein Supremum von M. Dies ergibt sich aus S. 4.1

und dem folgenden Resultat.

Satz 4.7 Es sei K ein geordneter Kérper, und es seien n € N sowie ¢ € K mit
c¢> 0. Wir setzen M :=={x € K : 2> 0,2" < c}. Dann gilt

1. M ist nichtleer und nach oben beschrdinkt.

2. FExistiert s := sup M, so gilt s" = c.

Beweis.
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1. Stetsist 0 € M. Weiter ist 1+ c obere Schranke vom M. Ist x € K mit x > 1+c,
so gilt nach der Bernoullischen Ungleichung

2" >1+e)">14+nc>nc>c

und damit ist & M.)

2. Zunéachst gilt fir 0 <b < a

a® —b" < n(a—b)a"t. (%)

Denn: Nach der verallgemeinerten geometrischen Summenformel (B. 3.2) ist

a)

n—1
a —b" = (a—0b) Z a’b" "t < n(a —b)a" "t
v=0

Angenommen, es ist s” > ¢. Dann existiert ein 6 > 0 mit (s —0)™ > ¢ (nach
. st—c .

(%) ist d := g geeignet).

Ist z € M, so folgt 2™ < ¢ < (s — )™ und damit auch = < s — . Also ist

s — h obere Schranke von M im Widerspruch dazu, dass s kleinste obere

Schranke ist.

Angenommen, es ist s” < ¢. Dann existiert ein 6 > 0 mit (s+0)" < ¢ (nach

(%) ist
) c—s"
(S = Imin {17 'n(s—|—1)n1}

geeignet). Dann ist aber s + 0 € M und damit s keine obere Schranke von
M. Widerspruch.

Definition 4.8 Ein geordnete Menge (X, <) heifit (ordnungs-)vollstindig, falls jede

nichtleere,

nach oben beschrinkte Teilmenge M von X ein Supremum hat.

Bemerkung und Definition 4.9 Es sei K ein vollstéindiger geordneter Korper.
1.Fiir jedes ¢ € K, ¢ > 0 und jedes n € N hat die Gleichung

" =c
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genau eine Losung s € K mit s > 0.

(Denn: Die Existenz einer Losung z ergibt sich aus S. 4.7. Sind 1,22 € K mit 0 <
x1 < xg2 so ergibt sich auch z] < z3. Also hat die Gleichung 2™ = ¢ hochstens eine
Losung.)

Wir setzen

Ve :=s.

Damit ist fiir 0 < ¢ < d auch {/c < Vd.
SchlieBlich ergibt sich fiir ¢,d € K ¢,d > 0 aus den entsprechenden Potenzgesetzen

leicht ([U])
Ved= /cV/d  und "\l/% = "ec.

2. Aus der Vollstindigkeit von K folgt auch die sogenannte archimedische Eigenschaft:
Ist z € K positiv, so existiert ein n € Nmit nlx > z, d. h. man kann jedes vorgegebene

x > 0 durch ,,Aneinanderreihen® geniigend vieler Einsen iibertreffen.

Von zentraler Bedendeutung fiir die Analysis ist die folgende — alles andere als leicht
zu beweisende — Tatsache

Satz 4.10 Es existiert ein vollstindiger geordneter Kérper (R,+,-, <), der eine Er-
weiterung von (Q,+,-, <) darstellt (d. h. Q C R wund die Einschrinkungnen von +,
- und < auf Q stimmen mit den entsprechenden Funktionen bzw. Relationen in Q
tiberein).

Bemerkung und Definition 4.11 Die Elemente von R heiflen reelle Zahlen. Auf
eine mogliche Konstruktion der reellen Zahlen werden wir im Anhang eingehen.

Aus der archimedischen Eigenschaft von R ergibt sich folgende wichtige Konsequenz:
Sind z,y € R, so existiert ein r € Q mit x < r < y.

Wie wir oben gesehen haben, hat damit in R jede Gleichung z" = ¢ fiir n € N und
¢ > 0 eine Losung. Leider gilt dies nicht mehr im Falle ¢ < 0 und n gerade (da 2™ > 0
fiir gerades n und beliebiges = € R nach S. 2.12.3). Unser Ziel ist es nun, den Koérper

2 = ¢ auch fiir ¢ < 0 (also etwa 2% = —1)

der reellen Zahlen so zu erweitern, dass x
losbar ist. (Wir werden spéter sehen, dass tatséichlich dann auch ™ = ¢ fiir beliebiges

c 16sbar ist.)
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Bemerkung und Definition 4.12 Wir setzen
C:={(z,y):z,yeR} (=RxR)
und fiir 21 = (z1,41), 22 = (z2,y2) € C
21+ 22 = (21, 41) + (22,92) = (21 + 22, Y1 + ¥2)
sowie

2120 = (z1,y1) - (22, y2) = (T122 — Y1Y2 , T1Y2 + T2Y1) -

Man rechnet leicht nach, dass dann (C, +, ) ein Korper ist. C = (C, +, -) heifit Kdrper
der komplexen Zahlen und z € C heifit komplexe Zahl.

Dabei ist die Null in C gegeben durch 0 = Oc = (Ogr, Og) und die Eins in C ist gegeben
durch 1 = 1¢ = (1g, Or). Weiter sieht man: Ist z = (z,y) € C, so gilt

— -1 _ z -y ..
—z=(—z,—y) und 2 _<x2+y2’x2+y2> fir 2 #0.

Wir nennen fiir z = (z,y) € C

Rez:==x Realteil von z

und
Imz:=y Imagindrteil von z .

Beispiel 4.13 Es sei z1 = (3, —1), 22 = (2,4).
Dann gilt z1 + 22 = (5,3), 21 — 22 = (3,—1) + (-2, —4) = (1, —5) und

21-29=(3,—1)-(2,4) = (6 — (—4),12 — 2) = (10, 10) .

Bemerkung 4.14 Indem wir die komplexe Zahl (z,0) mit der reellen x identifizieren,
konnen wir C als Erweiterung von R auffassen. Die reellen Zahlen entsprechen also
den komplexen Zahlen mit Imaginérteil 0. Wir schreiben dann auch kurz x statt (x,0).
Die Addition und die Multiplikation in R ergeben sich dabei als Einschrankungen der
Addition und der Multiplikation in C.

Man nennt weiterhin

i:=(0,1)eC

die t1magindre Finheit in C. Fiir ¢ gilt

i2 =(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.
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Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir jedes z = (x,y) € C in der Form
z=(z,y) = (2,0) + (0,1)(y,0) =z + iy (= Rez +ilm2)

schreiben. Diese Darstellung heifit Normaldarstellung von z.
So gilt etwa
21=03,-1) = 3+4i(-1) (=3—1)
29=1(2,4) = 2+ (=2+4i)

Bemerkung 4.15 In (C, +, -) ist es nicht mdglich, eine Ordnungsrelation < (mit den
Eigenschaften aus D. 2.11) zu definieren!

(Denn: Angenommen, doch. Dann gilt 1¢ > O¢ nach S. 2.12.3, also —1¢ < O¢ nach S.
2.12.1. Fiir z = 4 gilt mit S. 2.12.3 aber andererseits 0 < i = —1¢ also Widerspruch
zu (0.1).)

Definition 4.16 Es sei z = x + iy eine komplexe Zahl.
1. Die komplexe Zahl Z := x — iy heifit zu z konjugiert komplex.
2. Die Zahl |z| := \/z? + y? € [0, 00) heifit Betrag von z.

Geometrisch entsteht Z durch Spiegelung von z an der reellen Achse. Der Betrag |z|
gibt anschaulich die Lénge der Strecke von 0 zu z wieder (Pythagoras!)

Satz 4.17 Fiir z,z1,29 € C gilt
1. 2y + 2 =71 + %2,
2. Z172 = 71 - %2,
3. (Z) =z,

2+ 2z Z—7Z
dI = .
und Tm (2) 5;

4. Re(z) =

Beweis. [U] O

Fiir das Rechnen mit Betrédgen gelten folgende Regeln

Satz 4.18 Fiir z,z1,29 € C gilt
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1. |z] > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0 ist,
2. |zl =1z|, lzsf=]-2], [Rez[<|z[, [Imz|<lz],
3. |2|? = 2z und o2 (falls z #0),
z |z
4 |z1z2| = |21zl
5. 21 £ 22| < |z1] + |22] ( “Dreiecksungleichung in C”).

Beweis. 1., 2. und 3. als [U].
4. Es gilt

|2120]* = (2122) (F1%2) = (2171)(22%2) = |21 [? |22/ = (1] 22])” -

Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung.
5. Es gilt

|21 + 22/

(21 + 22)(Z1 + Z2) = 2121 + 2122 + 2271 + 2272 =
|Zl|2 + 2Re (215) + |Z2|2
|21]? + 2|21 22| + |22/?

211 + 2|21 22| + |22]* = (J21] + |22])?

1% AN |

Durch Wurzelziehen folgt die Behauptung fiir z; + 29. Damit erhélt man dann auch

|21 — 22| <|z1]| 4+ | — 22| = |21] + | 22| -

Beispiel 4.19 Es gilt fiir z = (3,—-1) =3 —1

V9+1=+10

zZ = 3—(—1)=3+1

22 = 3-9)(B3+i)=9-3i+3i—i>=9+1(=z]?)

2]
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Definition 4.20 In Verallgemeinerung von D. 3.3 setzen wir noch fiir z € C und
v € Ny

v 2(z=1)---(z—v+1)
<Z>::1'H(z+1—k): ” , falls v >0

v Vil 1, falls v=0

Die Zahlen (z) € C heiflen ebenfalls Binomialkoeffizienten.
v
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5 Folgen reeller und komplexer Zahlen

Es seien I,Y nichtleere Mengen und a : I — Y. Man schreibt oft (wie im ersten
Abschnitt angedeutet) auch (a;);er oder kurz (a;).

Ist I C N oder I C Z (unendlich), so spricht man von einer Folge (in Y'). Im Falle
I ={n €Z:n > N} schreibt man dabei auch (a,):° . Da die meisten der Begriffe im
Weiteren nicht davon abhéngen, ob eine Folge um endlich viele Folgeglieder a,, ,,erwei-
tert“ oder ,verringert* wird, werden wir meist ohne Einschrinkung I = N betrachten,
also (an) = (a1, az,as,...).

In diesem Abschnitt wird Y = R (Folgen reeller Zahlen) oder Y = C (Folgen komplexer
Zahlen) sein. Um die beiden Félle R und C einheitlich bezeichnen zu kénnen, schreiben
wir K:=Y, falls Y € {R,C}.

Definition 5.1 Eine Folge (a,)nen in K heifit

1. beschrinkt, falls ein M > 0 existiert mit |a,| < M (n € N). (Anderenfalls heifit

(an) unbeschrinkt.)
2. Cauchy-Folge, falls zu jedem € > 0 ein N, € N existiert mit

lan, —am| < e fiir alle n,m > N,.

3. konvergent, falls ein a € K so existiert, dass zu jedem ¢ > 0 ein V. € N existiert
mit
la, —al <e fiir alle n > N
(fiir Folgen in R kann man die Bedingung ersetzen durch
a—e<ap,<a+e firallen> N,).
Die Zahl a heifit dann Grenzwert von (a,) und wir schreiben
an —a (n— 00).
Eine Folge, die nicht konvergent ist, heifit divergent.

4. eine Nullfolge, falls a,, — 0 (n — o0) gilt.

Bemerkung 5.2 1. Man sieht leicht, dass jede Folge (a,) héchstens einen Grenzwert

a hat ([U]). Man setzt im Falle der Konvergenz

a=: lim a, .
n—oo
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Aus der Definition der Konvergenz ergibt sich auflerdem sofort: Es gilt a, — a fir
n — oo genau dann, wenn (|a, — a|) eine Nullfolge ist.

2. Es sei A(n) eine Aussage (n € N). Man sagt, A(n) gilt fiir alle n geniigend grofs, falls
die Menge {n € N : A(n) ist nicht wahr} endlich ist. So ldsst sich etwa die Konvergenz
einer Folge auch folgendermafien formulieren: (a,) ist genau dann konvergent gegen a,
falls fiir alle ¢ > 0 gilt

la, —a| <€

fiir alle n geniigend grof.

3. Ein einfaches, aber sehr niitzliches Nullfolgenkriterium ist das folgende: Sind (a,,)
eine Folge in K, ¢ > 0 eine Konstante und (b,,) eine Nullfolge mit |a,| < ¢b, fiir n
geniigend grof}, so ist auch (a,) eine Nullfolge.

(Denn: Es sei N € N so, dass |a,| < cb, fir alle n > N. Ist ¢ > 0 gegeben, so
existiert ein N/ € N mit b, < /¢ (n > N.). Dann ist fiir n > N, := max{N/, N} auch
lan| < cby, < e (n > N;).)

Entsprechend gilt: Ist (by,) unbeschréankt und |a,| > c¢b, fir n geniigend gro8, so ist
auch (ay) unbeschrinkt.

Beispiel 5.3 1. Ist a € K fest und ist a, = a (n € N), so ist (a,) konvergent mit
a= lim a,.

n—oo
2. Die Folge (ay,) in R mit a, = n ist unbeschrinkt (nach der archimedischen Eigen-

schaft von R).

3. Die Folge (ay,) in R mit a,, = 1/n (also (a,) = (1, 3, %, ...)) ist eine Nullfolge, d. h.
! -0 (n— o0)
— n— 00) .
n

(Denn: Es sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein V. € N mit N, > 1/¢ (wieder
archimedische Eigenschaft von R). Also gilt fiir alle n > N,

1
la, — 0] = —=<e.)
n

4. (geometrische Folge)
Fiir festes ¢ € K sei a,, = ¢, also (a,,) = (¢,4¢%,¢>,...). Dann gilt

a) Fiir |g| < 1ist (¢™) eine Nullfolge, also lim ¢" = 0.
n—oo
b) Fiir |g| > 1 ist (¢™) unbeschrénkt.

(Denn:
Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung klar.



5 FOLGEN REELLER UND KOMPLEXER ZAHLEN 37

Es sei 0 < |g| < 1. Dann ist mit einem a > 0
1/lgl=14a.

Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt (1 + a)™ > 1 4+ na > na und daher

1 1
14" = lq Trar < na (n €N)

Aus 1/n — 0 folgt mit B. 5.2.3 die Behauptung.
Nun sei |g| > 1, d. h. |¢| = 1+ b mit einem b > 0. Mit der Bernoullischen Ungleichung
gilt

l¢"| = (1+0b)">1+nb (neN),
d. h. (¢") ist unbeschrinkt nach 5.2.3.
5.1st ¢ = —1in 4., also a, = (—1)", so ist (a,) beschrinkt (da |a,| = 1 fiir alle n € N),
aber keine Cauchy-Folge.
(Denn: Fiir alle k£ € N ist

|agk, — ag1| =2,

d. h. etwa zu € = 2 existiert kein N € N mit |a,, — a,,| < ¢ fiir alle n,m > N..)
Aus dem néchsten Satz ergibt sich, dass (ay) auch divergiert.

Satz 5.4 1. Jede Cauchy-Folge (ay,) in K ist beschrinkt.
2. Jede konvergente Folge (ay,) in K ist eine Cauchy-Folge.

Beweis.
1. Zu ¢ = 1 existiert ein N € N mit

lan, — am| < 1 (n,m>N),
also |ap| = |an, —an +an| < |an, —an|+ |lany| < lay| +1 fiir allen > N. Mit
M := max{|a1],...,|lan—1], lan| + 1}

gilt dann
lan| < M fiir allen € N.

2. Es sei a := lima,. Dann existiert zu jedem ¢ > 0 ein N. € N mit |a, — a| < &/2
(n > Ng). Also gilt

lan — am| < lan —a| +|a—an| <e fiir alle n,m > N, .



5 FOLGEN REELLER UND KOMPLEXER ZAHLEN 38

Der folgende Satz zeigt, dass Grenzwertbildung mit den algebraischen Operationen in
K vertréglich ist.

Satz 5.5 Die Folgen (ay) und (by,) seien konvergent mit
a= lim a, , b= lim b, .
Dann gilt
1. Die Folge (ay, £+ by,) konvergiert gegen a +b, d. h.
lim (a, £b,) =a+b (: lim a, + lim bn> .
n—oo n—o0 n—oo
2. Die Folge (ay, - b,) konvergiert gegen a - b, d. h.

lim (an.bn)za.b(z lim a, - lim bn> .

n—oo n—oo n—oo

3. Ist by, # 0 fiir allen € N und b # 0, so konvergiert (a,/by) gegen a/b d. h.

o) = o (= Jin an/ Jim )

Beweis.

1. Es sei € > 0 gegeben. Dann existieren ein Ng(l) € N und ein NE@) € N mit
lan —a| <e/2(n>NY)  und  |b, — bl <e/2 (n>NP?).
Also gilt fiir n > N, := max(Ne(l), Ng(z)):

lap £b, — (a £ D) =|an —a=£ (b —b)| <lap —a|+1|bn—b <e/24+¢c/2=c¢.

2. Nach S. 5.4 ist (b,) beschrénkt, d. h. es existiert ein M > 0 mit |b,| < M fiir
alle n € N. Damit ist

|anby, —ab| = |anb, — aby, + ab, — ab| <
< |bullan — al + lal|by — b] < M|ay — af + [a[|b, — 0] .

Nach B. 5.2 und 1. konvergiert die rechte Seite gegen 0. Also konvergiert wieder
nach B. 5.2 (a,b,) gegen ab.
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3. a) Wir zeigen zunéchst:

Da b # 0 ist, existiert ein N € N mit
|bn, — b| < |b]/2 (n>N).
Also gilt (umgekehrte Dreiecksungleichung!)
|bn| = b+ by — b > [b] = |bn — 0] > [b] = |0]/2=1[0]/2>0  (n>N).

Damit ergibt sich

1 1 b — b
be  b|  |bubl

Aus |b, — b] — 0 folgt 1/b, — 1/b (n — o0) mit B. 5.2.

2
—|bn — b].
<! |

b) Mit 2. und a) ergibt sich

(SN

. ap . 1
lim — = lm (a,-— | =a-
n—oo by, n—00 by,

Beispiel 5.6 Es sei a,, = 32””22_;1;. Dann folgt mit S. 5.5 und B. 5.3.1./3.

3_4/p S—4lml/n 54y 3

lim a, = lim = - = =_

n=ro00 n—oo2+5/n? 245 lim 1/n? 2+0 2
n—oo

Bemerkung und Definition 5.7 Manchmal erweist es sich als niitzlich, fiir reelle

Folgen (a,,) erweiterte Grenzwerte +oo zu betrachten. Wir sagen deshalb

1. (ay) heifit bestimmt divergent gegen oo, falls zu jedem R > 0 ein Ny € N existiert
mit a, > R fiir alle n > Ng. Wir schreiben dann a,, — oo (n — 00)

2. (ap) heiBt bestimmt divergent gegen —oo, falls zu jedem R > 0 ein Np € N
existiert mit a, < —R fiir alle n > Ng. Wir schreiben dann a,, - —o0 (n — o0)
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Wie in B. 5.2.3 sieht man leicht: Gilt b, — oo und ist a, > cb, fiir n geniigend grof3
und eine Konstante ¢ > 0, so gilt auch a,, — co. Aus der Uberlegung in B. 5.3.4 folgt
damit etwa

q" = o0 (n— o0)

im Falle ¢ > 1.
Fiir ¢ < —1 ist (¢") weder bestimmt divergent gegen oo noch bestimmt divergent

gegen —oo.
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6 Hauptsatz monotone Folgen und Konsequenzen

Wir betrachten zunéchst speziell Folgen reeller Zahlen, wobei wir entscheidend von der
Ordnungsstruktur in R Gebrauch machen. Insbesondere verwenden wir hiufig folgende
Aussage iiber die Vertriiglichkeit von Grenzwerten und <-Relation: Sind (a,) und (by,)

konvergente Folgen in R mit a,, < b,, fur n geniigend grof, so gilt auch ([U])

lim a, < lim b, .

n—oo n—o0

Definition 6.1 Es sei (a,)nen eine reelle Folge. Dann heifit (a,,)
1. monoton wachsend, falls an11 > a, (n € N) (Schreibweise: a,, ),
2. streng monoton wachsend, falls a,+1 > a, (n € N) (Schreibweise: a,, streng ),
3. monoton fallend, falls a,+1 < a, (n € N) (Schreibweise: a, ),

4. streng monoton fallend, falls an4+1 < ay, (n € N) (Schreibweise: a,, streng \).

Beispiel 6.2 1. Fiir festes & € N sind die Folgen (nik):ozl

noton fallend.

1 [e.e]
und (Tﬁ>n:1 streng mo-

2. (") ist streng monoton wachsend falls ¢ > 1, streng monoton fallend falls 0 < g < 1
und weder monoton wachsend noch monoton fallend falls ¢ < 0. Auflerdem ist (1),
monoton wachsend und fallend, aber nicht streng monoton wachsend oder fallend.

3. Die Folge (a,) mit

an = (1+1/n)" = (2,(3/2)% (4/3)%,...)

ist (streng) monoton wachsend.
(Denn: Fiir alle n > 2 gilt

an ()" _n+1.<(n+1)'(n_1)>n—1

Ap—1 n \71 n n n
(%)
n—1 p 310 _ 3
_ n—+1 1_i g n—+1 1_n 1 :n +1>1')
n n? n n? n3

Ahlich kann man zeigen ([U]): Die Folge (b,) mit
by = (1+1/n)""" = (4,(3/2)3,(4/3)%,...) (neN)

ist streng monoton fallend.
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Eine fundamentale Folgerung aus der Vollstédndigkeit von R ist

Satz 6.3 (Hauptsatz iiber monotone Folgen)
Es sei (ay) eine Folge in R. Ist (a,) monoton (wachsend oder fallend) und beschrinkt,

so ist (an) konvergent.

Beweis. Wir betrachten die Menge
A:={a,:neN}.
Dann ist A # () und beschriinkt. Da R vollstéindig ist, existieren
a:=sup A und b:=inf A .

1. Wir zeigen: Ist (a,) monoton wachsend, so ist a = nh_)rgo .-

Da a obere Schranke von A ist, gilt a,, < a fiir alle n € N.

Es sei € > 0 gegeben. Nach Definition von sup A ist @ — € keine obere Schranke von A,
d. h. es existiert ein N = N; € N mit ay > a — . Da (a,) monoton wachsend ist, gilt

an > ay > a — ¢ fir alle n > N, also insgesamt
a—e<ap<a(<a+e) (n>N).

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt a,, — a (n — 00).
2. Ist (a,) monoton fallend, so sieht man entsprechend, dass a,, — b gilt. O

Bemerkung 6.4 Der Hauptsatz iiber monotone Folgen ist eines der wichtigsten Kri-
terien fiir die Konvergenz von Folgen. Man beachte, dass die Kenntnis des Grenzwerts
bei der Konvergenzuntersuchung nicht vonnéten ist.

Der Beweis zeigt: Ist A = {a,, : n € N} die Menge der Folgeglieder, so gilt

sup A falls a,,
infA  falls a, \,

FEine gewisse Umkehrung dieser Aussage gilt ebenfalls: Ist A C R nichtleer und nach
oben (bzw. nach unten) beschrénkt, so existiert eine monoton wachsende (bzw. monton
fallende) Folge (ay) in A mit a, — sup A (bzw. a,, — inf A) fiir n — oo ([U]).
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Beispiel 6.5 (Eulersche Zahl e)
Wir betrachten noch einmal die Folgen (a,) und (b,) aus B. 6.2.3. d. h.

1 n 1 n+1
an:<1+> , bn:(1+> (n €N).
n n

Aufgrund der Monotonieaussagen aus B. 6.2.3. gilt 2 = a1 < a, < b, < b; = 4. Nach
dem Hauptsatz iiber monotone Folgen sind (a,) und (b,) konvergent und mit S. 5.5.2
folgt

lim b, = lim (1+1/n)a, = lim a,

1 n
e:= lim <1+>
n—o00 n

Wir setzen

(e heiBt Eulersche Zahl).

Viele interessante Folgen sind rekursiv definiert: Ist ¢ : X — X eine Abbildung, so ist
mit einem Startwert ag € X durch

an+1 :=¢(an) (n € Np)

eine Folge (ay,), in X gegeben. Ein typisches — und schon seit mehr als zwei Jahrtau-
senden bekanntes — Beispiel ist das folgende.

Beispiel 6.6 Heron- Verfahren; Babylonisches Wurzelziehen
Es sei ¢ > 0 gegeben und ¢ : (0,00) — (0, 00) definiert durch

1

() ::§<x+§> (x>0).

Wir betrachten mit einem beliebigen Startwert ag > 0 (der Startwert ag sollte eine
grobe N#herung an +/c sein) die Folge (a,) in (0, 00) mit

1 c 1
aner = plan) = £ (an ; a) @)
n n

Behauptung: (a,,) ist konvergent mit lim,,,~ a, = 1/c.

Denn: 1. Wir zeigen: a,, > /c (n € N). Denn: Fiir n € Ny gilt

1 1
ans1 —Ve=—(a2 —2a,ve+c¢) = —(an — V)2 >0,

2a., 2an
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also ist an41 > V/c.
2. Die Folge (a,)9°; ist monoton fallend, denn fiir n € N ist

1 L c 1 c 1 (2 )
a, — a =a,— = |a —l==la,—— | = a: —c) .
" ntl "9 " an 2 " a, 2an

Aus a, > +/c folgt a2 > ¢, also a, — an1 > 0.

3. Nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen ist (a,) konvergent. Zur Bestimmung
des Grenzwertes kann man folgendermafien vorgehen:

Aus lim a, = a folgt hm an4+1 = a, und damit (da a > /c > 0)

n—o0

—>i(a2—|—c) (n — o0) .

(ai + c) %

a<—an+1:g
n

Aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt
Ly
a= % (a + c) ,

woraus man a = /c berechnet (beachte a > 0).

Man kann also die Folgeglieder a,, als Nédherungen fiir y/c verwenden (dabei sind im
Falle ¢ € Q und ap € Q die N#herungen a,, stets rationale Zahlen).
Wie sieht es dabei mit dem Fehler aus, wenn man a,, statt /c verwendet? Wir schéitzen

den Fehler nach oben ab. Dazu sei

an =+c(l+ fn) (n€N)
(fn= I =/C 1 6ift yrelativer Fehler®). Dann gilt f,, > 0 und

7z
1 [(a, e

L SIS S I U0} A
9 n 1+fn =9 \ﬁ an —\/Ean—i-l— n+1

also

1 2 1
Fu = 5T < gmin(f, )= 32, falls fu < 1)

Hat man nach n Schritten fiir a,, einen Fehler f, < 107 so ist der Fehler f,,; im
néchsten Schritt < (10 ™2 = %10_2’”; die Anzahl der “exakten Stellen” verdoppelt

sich im Wesentlichen!

Bemerkung und Definition 6.7 Es sei (a,,) eine beschriankte Folge in R. Wir be-
trachten die Mengen
B, :={ay : k> n}
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Es gilt dabei By,11 C By, (und die B,, sind beschrénkt). Also existieren

by, :=supB, und b, :=infB, (n e N)

und nach Definition von sup und inf sind die Folgen (b,) bzw. (b,) monoton fallend
bzw. monoton wachsend (und beschrankt, da by < b, < b, < b1). Also sind beide
Folgen konvergent nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen. Damit existieren

@:= lim b, und a:= lim b,
n—00 n—00 —
Die reelle Zahl @ heifit Limes superior von (a,,) (Schreibweise: @ =: li_)rn an oder auch
n o
limsup a,, ), und a heiBt Limes inferior von (ay) (Schreibweise: @ = lim a,, oder auch
n—00 n—0oo
liminf a,).
n—oo

Satz 6.8 Es sei (ay,) eine beschrinkte Folge in R, und es sei a € R. Dann gilt
1. Es ist a = lima, genau dann, wenn folgende beiden Bedingungen gelten:

a) Fir alle e > 0 gilt a,, < a + ¢ fiir alle n geniigend grofs.

b) Fiir alle e > 0 gilt an, > a — € fiir unendlich viele n € N.
2. Es ist a = lima,, genau dann, wenn folgende beiden Bedingungen gelten:

a) Fiir alle e > 0 gilt a,, > a — € fiir alle n geniigend grofs.
b) Fiir alle e > 0 gilt an, < a + € fiir unendlich viele n € N.

Beweis. 1. “=—=" Es sei a = lima,, = lim sup{ag : k > n}, und es sei ¢ > 0 gegeben.
Dann existiert ein N, mit a — e < sup?a;:? k>n} <a-+e(n>N:). Aus der zweiten
Ungleichung ergibt sich insbesondere a,, < a+¢(n > N.). Aus der ersten Ungleichung
folgt, dass fiir jedes n(> N;) ein k > n existiert mit a — ¢ < a;. Damit gilt auch b).
“«—= " Es sei € > 0 gegeben.
Aus a) folgt

b, =sup{ar:k>n} <a+e

fiir alle n geniigend grof3. Also ist

lim a, = lim b, <a-+¢.
n—oo n—oo

Aus b) folgt b, > a — ¢ fiir alle n € N. Also ergibt sich

lim a, = lim b, >a—c¢.
n—oo n—oo
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Da e > 0 beliebig war, ist lim a,, < a¢ und lim a, > a, also insgesamt lim a, = a.
n—oo n—oo n—oo

2. Der Beweis fiir lima,, verlduft analog. O

Beispiel 6.9 Es sei a, = (—1)" (1 + 1/n). Dann ist (a,) beschréinkt und mit S. 6.8
ergibt sich

lima,=1 und lima, = —1.

Satz 6.10 Es sei (a,) eine beschrinkte Folge in R. Dann gilt

1. lim a, < lim a,.

n—oo n—oo

2. (ay) ist genau dann konvergent, wenn lim a,, = lim a, gilt (und in diesem Fall
ist lim a, = lim a, = lim a,).

n—oo

Beweis. 1. Teil 1. ergibt sich sofort aus

b, = inf{ay, : k > n} <b, =sup{ay : k > n}

und
lima,, = lim by, , lima,, = limb,, .
2. “=" Es sei (a,) konvergent, lim a,, =: a, und es sei € > 0 gegeben. Dann existiert
ein N; mit
a—e<ap<a-+e fir alle n > N; .

Also sind a) und b) aus S. 6.8.1 und 2. erfiillt und folglich gilt mit S. 6.8

lim a,, = lima,, = lima,,.
“=" Gilt lima,, = lima,, =: a, so folgt aus S. 6.8 dass fiir alle £ > 0 ein Ng(l) € N mit

an <a+e  (n>NWD)
und ein NE(2) € N mit

anp >a—¢ (n > N®)
existieren. Also gilt fiir n > N, := max(Ng(l), Ng(z))

a—e<ap<a-+e.

Da e > 0 beliebig war, ist (ay) konvergent mit lim a,, = a. O
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Bemerkung und Definition 6.11 Es seien X # () eine Menge und (a,,) eine belie-
bige Folge in X. Ist (n) eine streng monoton wachsende Folge in N, so heifit (an, )ren
eine Teilfolge von (an)nen-

Aus den Definitionen ergibt sich unmittelbar fiir Folgen (a,) in K: Ist (a,) konver-
gent, so ist auch jede Teilfolge konvergent (mit gleichem Grenzwert) und ist (a,,) eine
Cauchy-Folge, so ist auch jede Teilfolge eine Cauchy-Folge.

Weiter gilt: Ist (a,) eine Cauchy-Folge und exsitiert eine konvergente Teilfoge (ay, ),
so ist auch die Gesamtfolge (a,) konvergent.

(Denn: Es sei a := kl;n;o an, und es sei € > 0 gegeben. Dann esistiert ein N, € N mit

lan — am| < /2 (n,m > N¢) .
Weiter existiert ein k = k. so, dass ng > N und |a,, — a| < £/2. Damit ist

lan, — a| < |an — an,| + |an, —al < ¢ (n>N¢).)

Beispiel 6.12 1. Es sei a,, = (—1)"(1+ 1/n) (vgl. B 6.9). Dann sind

1 1
= (1+3) “ren = -1+ )
(a2t )ken ( o) e (a2-1)ken 2k — 1/ keN

Teilfolgen von (a,). Dabei gilt ag, — 1 = lima,, und agx_; — —1 = lim a,, fiir kK — co.
Die Folge (ay,) selbst ist divergent.

Allgemein erhalten wir

Satz 6.13 Es sei (a,) eine beschrinkte Folge in R. Dann gilt:

1. Es existiert eine Teilfolge (an,) mit a,, — lim a,.
n—oo

2. Es existiert eine Teilfolge (am, ) mit am, — lm a,.
n—oo

3. Ist (ag,) eine konvergente Teilfolge von (ay) so ist

lim a, < klim ag, < lim a, .

n—00 —00 ~ n—oo

Beweis. Es sei a := lim a,,.
n—oo
1. Wir definieren (nj) induktiv. Dazu setzen wir n; := 1. Sind n1,...,n; bereits

definiert, so wéhlen wir ein ng1 € N mit ng41 > ny und so, dass |ay,,, —al < 1/k
(existiert nach S. 6.8.1 mit € = 1/k). Dann gilt a,, — a (kK — o0).
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2. Analog

3. Es sei (ag,) eine konvergente Teilfolge von (ay). Aus ay, < by, folgt klim ag, <
—00

lim 71@ = a. Entsprechend sieht man, dass lim a,, < lim ay, gilt. O

k—o0 k—o0

Als Konsequenz erhalten wir zwei der zentralen Ergebnisse der Analysis, den Satz von
Bolzano und Weierstrafl sowie das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Satz 6.14 (Bolzano-Weierstraf3)
Jede beschrinkte Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. 1. Es sei K = R. Dann wihle man etwa (ng) wie in S. 6.13.1.

2. Es sei K = C, und es sei (a,) eine beschrinkte Folge in C. Ist a,, = ay, + i3, die
Normaldarstellung von a,, so sind die Folgen (c,) und () in R beschrinkt (es gilt
lan| < |ay| und |B,| < |an|). Nach 1. existieren eine Teilfolge (v, ) von (o) und ein
a € R mit a,, = a (k — 00). Da auch (v;) := (8, ) beschrankt ist, existieren wieder
nach 1. eine Teilfolge (Bn,,) = (7k,) von (7x) und ein § € R mit B, — B (¢ — oo).
Nach S. 5.5 gilt also oy, +if6n,, = a+if (£ = 00). O

Beispiel 6.15 Es sei a,, = ¢" mit g € C, |¢| = 1. Dann ist auch |a,| = 1 fiir alle n.
Also hat nach S. 6.14 die geometrische Folge (a,,) eine konvergente Teilfolge. Ist etwa
q =1, so gilt

asgy =1 =1, agpp1=1—=>1, agpi2=-1— -1, agpi3=—-1—> —1.

Satz 6.16 (Cauchysches Konvergenzkriterium,)
Es sei (ay) eine Folge in K. Genau dann ist (ap) konvergent wenn (a,) eine Cauchy-

Folge ist.

Beweis. Ist (a,) konvergent, so ist (ay) nach S. 5.4.2 eine Cauchy-Folge.

Es sei umgekehrt (ay,) eine Cauchy-Folge. Dann ist (ay,) jedenfalls beschrénkt nach S.
5.4.1. Also hat (ay) nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$ eine konvergente Teilfolge
(ap, ). Nach B./D. 6.11 ist (a,) konvergent. O
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7 Reihen

Wir betrachten wieder die Folge (¢”)02, fiir ein ¢ € K mit |g| < 1. Fiir die Summe der
ersten (n + 1) Folgelieder gilt nach der geometrischen Summenformel

DY ey
v=0 1*@[

Wegen ¢"*1 — 0 (n — oo) folgt

1

die Folge der Summen konvergiert also gegen T

Bemerkung und Definition 7.1 Es seien ng € Z und (a, )32, eine Folge in K.

v=ng
1. Die der Folge (a,) zugeordnete Folge (s,)pZ,,, der Partial- oder Teilsummen

n
:Zay (n€Z,n>ng)

v=ng

o0
heifit (die mit (a,) gebildete) Reihe und wird mit Y a, bezeichnet. Die a, heiflen
v=ng

dann Reihenglieder.

2. Ist die Reihe )  a, (also die Folge (s;,)) konvergent gegen s, so schreiben wir

v=ng

oo
=: Y. a,. Die Zahl s heiit dann der Reihenwert.
v=ng
o0
Man beachte, dass das Symbol )  a, also zwei Bedeutungen hat: Erstens
v=ng
steht es fiir die Folge (s,,) der Teilsummen und zweitens (im Falle der Kon-

vergenz!) fiir deren Grenzwert.

Beispiel 7.2 1. (geometrische Reihe) Es sei a, = ¢” fiir ein ¢ € K, |g| < 1. Dann ist
o0
(s. 0.) > ¢" konvergent mit

v=0
[o¢]
So-it
v=0
Speziell ergibt sich etwa fiir ¢ = 1/2

1
D 5 =2

v=0
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2. Es sei a, = -1+ (v € N). Dann gilt

(v+1)
n n n n+1
1 1 1 1 1 1
— —_— _ g _ — —_ = 1 — .
on Z1/(1/%—1) Z(I/ V+1> ZV v n+1
v=1 v=1 v=1 v=2
. > 1 . .
Also folgt nh_}ngo sp =1, d. h. Vgl Sor st konvergent mit

— 1
S o =1
Vzly(y—i—l)

Fiir das “Rechnen” mit konvergenten Reihen gilt

o0 o0
Satz 7.3 Esseien Y a, und Y. b, konvergente Reihen in K, und es seien a, f € K.

v=ng v=ng

oo
Dann ist auch > (aa, + Bb,) konvergent mit

v=ng

Z(aau‘i‘ﬂbu):azay‘i‘ﬁzbu-

v=ng v=ng v=ng

Beweis. Ergibt sich leicht durch Anwendung von S. 5.5. O

Damit gilt etwa
o0 e.9] o
2-3"+4 v 1
22T _ 9. 2 44. —
> % PRI
v=0 v=0 v=0
1 1

2. 4. =10.
1—3/5 " 1-1/5

(o]
Insbesondere erhélt man aus S. 7.3 auch: Ist n > ng, so ist »_ a, genau dann kon-
v=ng

o
vergent, wenn Y a, konvergiert, und in diesem Fall ist
rv=n

00 n—1 o0
g a, = g a, + g a, .
v=ng v=no v=n

Fiir Konvergenzuntersuchungen ist es also unwichtig, wie die untere Summationsgrenze

aussieht. Wir werden daher im Weiteren meist o. E. ng = 0 (oder ng = 1) betrachten.
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Bemerkung 7.4 Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe ist,

o]
dass die Reihenglieder eine Nullfolge bilden, d. h. ist »_ a, konvergent, so gilt

v=0
an — 0 (n — o0).

n
(Denn: Ist s, = > a,, so gilt

v=0

(o) o
an:sn—sn_lﬁz:aV—ZaV:O (n — 0).)
v=0 v=0

oo
Ist etwa a, = ¢" mit |g| > 1, so ist |a,| > 1 (n € N), also ist ) ¢" sicher divergent.
v=0

Damit ergibt sich fiir geometrische Reihen insgesamt:
oo

> ¢” ist genau dann konvergent, wenn |q| < 1 ist.
v=0

Wir betrachten jetzt speziell Reihen mit nichtnegativen Gliedern.

oo n
Bemerkung 7.5 Ist ) a, eine Reihe mit a, > 0 (n € N), soist s, = > a, 1. Also
v=0

v=0
gilt
o0
e entweder ist (s,) beschrankt und damit ) a, konvergent (Hauptsatz iiber mo-
v=0

notone Folgen)

e oder (s;,) ist unbeschrinkt und damit s,, — co (n — 00).

o0 o0
Wir schreiben im ersten Fall dann auch } a, < oo und im zweiten Fall > a, = oco.
v=0 v=0

Satz 7.6 (Cauchyscher Verdichtungssatz)
Es seia, >0 (n € N) und (a,) monoton fallend.

n n
1. Ist s, = Y. a, und op, = Y 2kagw, so gilt
v=1 k=0

Sont1_1 < 05 < 289n (n eN).

(&8 o0
2. > ay, ist genau dann konvergent, wenn Y 2¥aq konvergiert.
v=1 k=0
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Beweis. 1. Fir n € N ist

Sgnti_1 = a1+ (a2 +a3) +(ag+---+az)+---+(agn + -+ agni1_y)
< 20a1—|—2-a2+4-a4+---—|—2na2n(:an)

1
= 2<2a1+a2+2-a4+4-as+-'-—1—2"_1&2”)

< 2(a1+as+ (az + as) + (a5 + - ag) + (agn-1,1 + -+ + agn))
= 282n

o
2. ,=* Ist > a, < oo, also insbesondere (sgn) beschriankt, so ist auch (o) be-
v=0

o0
schriinkt nach 1. Damit ist > 2Faq < oo.
k=0

o0
,e=“ Ist > 2Fay < oo, so ist (0,,) beschrinkt, also nach 1. auch (Sgm+1_1)m. Da

k=0
00

(sn) monoton wachsend ist, ist (s,) beschriankt, also > a, < oco. O
v=0

Beispiel 7.7 (Harmonische Reihen)
Es sei p € N. Dann gilt

il =00 ,fallsp=1
TV <o ,fallsp>1.

(Denn: Es ist 0 < 1/vP | und

(o0 (o ¢] k o
2 1 \%
k. _ _
22 Aok = Z (2F)p (2])*1) :
k=0 k=0 k=0

Mit S. 7.6 und B. 7.4 ergibt sich die Behauptung.)

Insbesondere zeigt der Fall p = 1, dass aus a, — 0 (n — o0) im Allgemeinen
o

noch nicht die Konvergenz von ) a, folgt.
v=0

Satz 7.8 (Leibniz-Kriterium fir alternierenede Reihen)
Es seiay, >0 (v € Ng) und (a,) monoton fallend.

n
1. Ist s, = > (—1)"ay, so ist (sam) monoton fallend und (Som+1) monoton wach-

v=0
send. Auferdem gilt somm > 0 fiir alle m € N.
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o
2. Gilt an, — 0 fiir n — oo, so ist > (—1)"a, konvergent.
v=0

Beweis. 1. Fiir n > 2 ist

n n—2
Sn—sn2=» (=1)"a, =Y (=1)"a, = (—1)" (an — an_1).
v=0 v=0 —

Also ist s9, — Som—2 < 0 und $2;,41 — 22;p—1 > 0 (m € N). Weiter gilt

2m
Som = Z(—l)”au = (ap —a1) + (ag —a3) +- - + (agm—2 — agm—1) + agm > 0.
=0 —_— —— ~~ ~
>0 >0 >0 >0
2. Nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen ist (sa,,,) konvergent. Ist s := lim so,,
m—00

so gilt auch
S9m41 = S2m — A2m+t1 — S (M — 00) .
——
—0

Hieraus folgt s, — s fiir n — oo ([U]). O

Beispiel 7.9 (alternierende harmonische Reihe)

Die Reihe ) (—1)”/v konvergiert nach S. 7.8 (denn: a, J 0 (n — 00)). Wihrend also

v=1
oo
> 1/v (nach B. 7.7) divergiert, fithrt das “Anbringen” abwechselnder Vorzeichen zur
v=1

Konvergenz.

Satz 7.10 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen)

Es sei (a,) eine Folge in K. Dann ist > a, genau dann konvergent, wenn fir alle
v=0
€ >0 ein N: € N so existiert, dass

n

>,

v=m+1

<e (n>m > Ng).

n
Beweis. Ist s, = Y a,, soist firn>m >0
v=0

n
|sn—sm|:\sm—sn|:‘ Z a,|.

v=m+1
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Damit ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus dem Cauchyschen Konvergenzkri-

terium fiir Folgen. O

Eines der wichtigsten Kriterien fiir Konvergenz ist

Satz 7.11 (Weierstrafisches Majorantenkriterium)
Es seien (a,) eine Folge in K und b, > 0 mit |a,| < b, fir v geniigend grofs. Ist

Z b, < 00, so ist auch Z a, konvergent.
v=0 v=0

Beweis. Es sei ng so, dass |a,| < b, fiir v > ny.
Ist £ > 0 gegeben, so existiert nach S. 7.10 ein N, (> ng) so, dass

S bu<e  (n>m>N).

Aus der Dreiecksungleichung folgt

n

‘ Z a,| < Z la,| < Z b, <e (n>m > Ng).

v=m++1 v=m++1 v=m++1
o0
Wieder nach S. 7.10 ist > a, konvergent. O
v=0
. . Vi + 3y .
Beispiel 7.12 1. Esseia, = (—1) AT Dann gilt
1+3/v 1
2
=t == — 00).
vl =5g,175 W=
oo
Also ist |a,| < 1/v2 fiir v geniigend groB. Aus Y. 1/v? < oo ergibt sich die
- v=1
Konvergenz von ) a, mit S. 7.11.
v=1

2. Es sei p € Nund b, = 1/¢/v. Dann ist
1
v
Also ist Z 1/¢/v = 0o (denn wiire Z 1/¥/v < 00, so wire auch Z 1/v < oo

nach S. 711)

1
— > - )
by = (VEN)
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Bemerkung und Definition 7.13 Es sei (a,) eine Folge in K. Gilt
oo
Z la,| < oo
v=0

[e.e]
so ist nach dem Majorantenkriterium S. 7.11 (angewandt mit b, = |a,|) auch > a,
v=0

konvergent. Auerdem gilt dann ([U])
Z a,| < Z lay| .
v=0 v=0

o0 oo
Die Reihe ) a, heifit absolut konvergent, falls ) |a,| < oo ist.
v=0 v=0

o0 oo o
Ist > a, konvergent und > |a,| = 0o, so heiit > a, bedingt konvergent.
v=0 v=0 v=0

Beispiel 7.14 1. Die Reihe aus B. 7.12.1 ist absolut konvergent.

(o]
2. Es sei p € N. Die Reihe ) (—1)”/vP ist fir p = 1 bedingt konvergent und fiir p > 2
v=1

absolut konvergent (B. 7.9 und B. 7.7).

Wir schreiben fiir eine Folge (¢,) in R

lim ¢, = o0
n—o0o

falls fiir jedes R > 0 unendlich viele n existieren mit ¢, > R und

lim ¢, = >
n—oo

falls ¢, — oo gilt. Aulerdem gelte die Konvention co > x fiir alle x € R.

o
Durch Anwendung von S. 7.12 auf die konvergente Majorante ) ¢” fiir geeignetes
v=0

0 < g < 1 ergibt sich:

Satz 7.15 (Wurzelkriterium)
Es sei (ay) eine Folge in K und es sei
a:= lim {/|ay,| .
V—r00

Dann qilt

o0
1. Ist a < 1, so ist Y a, absolut konvergent.
v=0

[e.e]
2. Ist a > 1, so ist Y a, divergent.

v=0
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Beweis. 1. Ist a < 1, so existiert zu ¢ := (1 +a)/2(< 1) ein N € N mit {/|a,| < ¢
o0 o0

(und damit auch |a,| < ¢¥) fir alle v > N. Da > ¢” konvergiert, ist > a, absolut
v=0 v=0

konvergent nach S. 7.11.
2. Ist a > 1, so ist {/|a,| > 1 (und damit auch |a,| > 1) fiir co viele v € Ny. Also ist
oo

(ay) sicher nicht konvergent gegen 0. Nach B. 7.4 ist ) a, divergent. O
v=0

Beispiel 7.16 1. Es sei a, = vP¢” fiir ein festes p € N und ein festes ¢ € C mit |¢| < 1.
Dann gilt, da {/v — 1 fiir v — oo ([U]),

Yrlgly = (Vv)lal = ld - (v = o0).

o0
Nach S. 7.15 ist > vPg” absolut konvergent. (Insbesondere ergibt sich mit B. 7.4 auch
v=0
vPg" — 0 (v — 0).)

2. Es sei a, = Vip fiir ein festes p € N. Dann gilt

Vinl= () =1 o,

[e.°]
d. h. es ist a = 1 in der Situation von S. 7.15. Wie oben gesehen ist ) 1/v diver-

v=1
oo
gent und > 1/vP fiir p > 1 (absolut) konvergent. Also ldsst sich im Fall ¢ = 1 im
=1

Allgemeineﬂ keine Aussage machen.

Satz 7.17 (Quotientenkriterium,)
Es sei (ay) eine Folge in K mit a, # 0 fiir v € Ng. Dann gilt

< i Viel < i, Vel < Jig,

Ay41
v

Ay41
v

1. lim
V—00

o0
<1, so ist > a, absolut konvergent.
v=0

2. Ist lim

vV—00

ay41
a

v

ay+1

v

Beweis. 1. Es sei a := lim (0. E. < o0). Dann existiert zu jedem £ > 0 ein

V—00
N = N, € N mit

Ay+1
ay

<a+e (v>N).
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Fiir v > N gilt dann

ay ay—1 AN+1 v—N |aN| v
ay| = : . any| < (a+¢ aN| = +——x - (a+¢
] = | 2] |2t B | < (a2 Vol = Py at )

also
u/|al,|§(a—|—5)”(a’j—]\;|)zv—>a—|—€ (V—)OO)

und damit

lim {/|a,| <a+e.

V— 00
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
Der Beweis fiir lim verlauft dhnlich.
2. Nach dem Wurzelkriterium (S. 7.15) und 1. ist > a, absolut konvergent. O

Beispiel 7.18 Wir betrachten a, := Z; (v € Ny), wobei z € C fest ist. Dann gilt (fiir
z#0)

v+1 |
ay41 _ |Z| L: ’Z‘ 0 (l/—)OO)
ay w+DHzlr v+1
o
Damit liefert das Quotientenkriterium die absolute Konvergenz von > ZV—V, fiir alle
v=0

z € C\ {0} (und fiir z = 0 ist die Reihe trivialerweise konvergent).

Wir wollen uns jetzt noch (kurz) mit der Multiplikation von Reihen beschéftigen. Dazu
orientieren wir uns zunéchst an der Multiplikation von Summen: Es sei

A::ial,, B:ibu'
v=0 u=0

Dann ist

AB = (En:ay> ibu = ) ab,
v=0 n=0

0<v<n
0<p<m

wobei die Reihenfolge der Summation beliebig ist. Entsprechend sollte beim Produkt

<E a,,> > by | jeder der Summanden a,b, (v € No,u € Ny) genau einmal auf-
n=0

v=0
tauchen. Anders als bei endlichen Summen spielt dabei jedoch die “Reihenfolge” der
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Summation im Allgemeinen eine Rolle. Eine moégliche Anordnung ist die folgende

apbo agby apbs apbs aoby
+ + + +
v v v v
a1b0 a1b1 a1b2 a1b3
+ + +
v v v
asbg asby asbo
+ +
v v
asbg asby
+
v
a4b0

o0
d. h. wir betrachten die Reihe ) ¢, mit
n=0

Cn = Z aybp_, (n € Np) .
v=0

Die ¢, stellen also gerade die Summe der Produkte in der n-ten Diagonale dar.
Definition 7.19 Es seien a = (a,)52, und b = (b,)52, Folgen in K. Wir setzen

cn = (axb), = Za,,bn,,, (n € Nop) .
v=0

Dann heifit die Reihe

S-S ) Sl

Cauchysche Produktreihe oder kurz Cauchy-Produkt von Y, a, und > b,.

v=0 v=0

Es gilt damit

o0 o0
Satz 7.20 Es seien Y a, und > b, konvergente Reihen in K. Ist eine der beiden

v=0 v=0
(o]

Reihen absolut konvergent, so konvergiert die Cauchysche Produktreihe Y (a*b), und
n=0

es gilt

n=0
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Beweis. 1. Wir zeigen allgemein: Es seien ¢,, € K (v =0,...,n; n € Ny) mit folgen-
den Eigenschaften:

(i) Fiir alle festen v € Ny ist (¢ )5, eine Nullfolge.

n
(ii) Es existiert ein M > 0 so, dass Y |cny| < M fiir alle n € Ny.
v=0

Dann gilt: Ist (dy), eine Nullfolge in K, so ist auch (>, _, cm,d,,)n eine Nullfolge.
Denn: Es sei d > 0 so, dass |d,,| < d fiir alle n € Ny. Ist £ > 0 gegeben, so existiert ein
N = N, € Nmit |d,| <& (n > N). Damit ergibt sich fiir n > N

n N-1 n N-1
chudy S Z |Cny‘ |dy| + Z |Cny| |dy| S d Z ‘CTLV’ +e- M .
v=0 v=0 <d v=N e v=0

Nach Voraussetzung gilt ¢,, — 0 (n — o0) fiir alle festen v =0,..., N — 1, also auch

N-1
> lenw| = 0 (n — o0). Folglich existiert ein N, > N so, dass

v=0

N-1

Z leny| < e (n>N.).

v=0
Also gilt insgesamt

<e(d+M)  (n>N).

g Cnvdy

Dae>0 beheblg war folgt die Behauptung.

o0 o
2. 0. E. sei Z |a,| konvergent. Es sei B, := Z b, und A := > a,, B:= > b,.
v=0 v=0 v=0

Dann gilt

n
Z(a * b)y = apby + (a0b1 + albo) + (ang + a1by + agbo) +...+ (aobn 4+ ...+ anbo)
v=0

= ayB, +a1Bp-1+ ... +a,By

n
= ao(Bn—B)+a1(Bao1—B)+...+an(Bo—B)+B-) a,.

n
Wegen B+ > a, -+ A- B (n — o0) reicht es also zu zeigen

v=0

zn:an_,,(B,,—B)%O (n — o00) .
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Dazu sei ¢y := ap—y, flir v =0,...,n, n € Ng. Dann gilt
n n n (e.)
Yolewl = lan—ul =D laul <3 laul (0 € No),
v=0 v=0 n=0 n=0

also ist (ii) aus 1. erfiillt. AuBlerdem gilt a,, — 0 (n — oo) nach B. 7.4 und damit
auch ¢, = ap—y — 0 (n — o0) fir alle v, d. h. (i) aus 1. ist ebenfalls erfiillt. Da
dy, = B, — B — 0 gilt, ergibt sich die Behauptung nach 1. O

Beispiel 7.21 1. Fiir z € C, |z| < 1 betrachten wir die (absolut) konvergenten geo-

B S el

v=0

metrischen Reihen

oo
Dann ist die Cauchysche Produktreihe gegeben durch >’ (a * b),, mit
n=0

(a*b)nzzn:aybn,l,:zn: VTV =" Zl— (n+1)z
v=0 v=0

Nach S. 7.20 gilt

o0 [e.°]
2. Wir betrachen a, = b, = (—=1)/v/v+ 1. Dann ist >_ a, = > b, konvergent nach
v=

v=0
o0
dem Leibnizkriterium. Fiir die Cauchysche Produktreihe ) (a * b), gilt
n=0

1
(axbln = (=" :
VZO\/I/-Fl\/n—V-l-l

also

|(a*b) |>ZWW

Also ist Z (a * b),, divergent nach B. 7.4. Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass auf

=0
die Voraussetzung der absoluten Konvergenz einer der beiden Reihen in S. 7.20 nicht
verzichtet werden kann!
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8 Elementare Funktionen und Zwischenwertsatz

Definition 8.1 Es seien M C Kund f: M — K. Ist zg € M, so heifit f (folgen-)
stetig an der Stelle xq, falls fiir alle Folgen (x,) in M mit x,, — xg auch

f(@n) = flzo) (0 — o0)

gilt. Ferner heifit f stetig (auf M), falls f stetig an allen Stellen 2o € M ist.

Bemerkung 8.2 Es seien M eine beliebige Menge und f,g : M — K. Wir definieren

fxg: M=K, (f£g)(x):= f(z) +g()
fr9: M=K, (f g9)(z) = f(zx) gx)

und im Falle g(x) # 0 fiir alle x € M

flg: M =K, (f/g)(x):= f(z)/g(x).

Aus S. 5.5 ergibt sich unmittelbar: Ist M C K und sind f, g stetig an xg € M, so sind
auch f £ g, f- g und (im Falle der Existenz) f/g stetig an xo.

Beispiel 8.3 Ein Polynom ist eine Funktion P : K — K der Form

d
P(x) = Z a,x”
v=0

mit ag, . ..,aq € K. Ist ag # 0, so heifit d der Grad von P.

Jedes Polynom ist stetig.

(Denn: Offensichtlich sind K 3 z — 1 € K und idg stetig. Durch wiederholte Anwen-
dung von B. 8.2 ergibt sich die Stetigkeit von P.)

Sind P, @ Polynome und ist Z(Q) := {z € K: Q(x) = 0} die Nullstellenmenge von @),
so ist auch P/Q : K\ Z(Q) — K stetig (wieder nach B. 8.2).

o0

Fiir z € C betrachten wir die Reihe ) ZV—V,, die nach B. 7.18 absolut konvergent ist.
v=0

Definition 8.4 Die Funktion exp : C — C, gegeben durch

exp(z) := Z 127”' (z€C),
v=0

heifit (komplexe) Exponentialfunktion.
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Eine der zentralen Eigenschaften der Exponentialfunktion stellt die folgende Funk-

tionalgleichung dar, die zeigt, dass exp aus der Addition eine Multiplikation macht.

Satz 8.5 Es seien z,w € C. Dann gilt

exp(z + w) = exp(z) - exp(w) .

o0 oo
Beweis. Die Reihen 20 271; und 20 ”JT,U konvergieren absolut nach B. 7.18. Also kon-
vergiert nach S. 7.20 das Cauchy-Produkt der beiden Reihen, und es gilt mit der

binomischen Formel

em@ﬁ@@)Z(iﬁU(Z ) Sy s

v=0 v=0 n=0rv=0
1 /n 1

- zn!z(y)z”w"”=zm<z+w>”=exp<z+w>‘
n=0 v=0 n=0

Als Folgerung erhalten wir

Satz 8.6 1. Fiir alle z € C ist exp(z) # 0 und es gilt exp(—z) = 1/ exp(z).

2. exp ist stetig.

Beweis. 1. Nach D. 8.4 gilt exp(0) = 1. Also folgt aus S. 8.5 auch
1 =exp(z — z) = exp(z) - exp(—=2)

d. h. exp(—z) = 1/ exp(z).
2. Zunichst gilt fiir |z| < 1 mit B. 7.13

(o9} ZV o0 ‘Z|V o0 |Z|l/_
rm@wﬂz;szgfmzw_mz = |zl(exp(1) - 1)
v=1 v=1 ’ v=1 ’ !

Ist also (zy) eine Folge in C mit z, — 0, so folgt fiir n geniigend grof3

lexp(zn) — 1| < |zn|(exp(l) = 1) — 0 (n — 00),
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also exp(z,) — 1(= exp(0)) (n — o0).
Ist zp € C beliebig, so ergibt sich mit S. 8.5 fiir (z,) € C mit z, — 2

exp(zn) — exp(zp) = exp(z0)<exp (zn — 20) —1) —0 (n — 00),
~—_——

—0(n—00)

also exp(zg) — exp(zp). Damit ist exp stetig. O

Satz 8.7 Fiir alle z € C gilt

i (1+2)" =i (< 3-57)

v=0

Beweis. Wir setzen
n ZV
Sn ::Z%y! und by, :=(1+z2/n)".
v=

Damit gentigt es, zu zeigen s, — b, — 0 (denn dann folgt b, = s, — (s, —byn) — exp(2)).
Es gilt mit der binomischen Formel

n=2 ()

v=0
also
= nn—1)---(n—v+1)\ 2" & (2z)
se—bu=3 (1~ =
s nY v! = v!
mit
. nn—1)---(n—v+1)\ 1
v = (1 B nv ) v’
<1
Dabei ist

Z leny| < Z <;> =2 (n € Np)
v=0 v=0

und fiir alle v € Ny fest gilt
ey — 0 (n — 00).

Da ((22)"/n!) eine Nullfolge ist, gilt s, — b, — 0 (n — 00) nach Beweisschritt 1. zu S.
7.20. O
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Bemerkung 8.8 Aus S. 8.7 ergibt sich insbesondere

1 n
exp(l) = lim (1 + n) =e.

n—oo

Hieraus folgt aus S. 8.5 (induktiv angewandt) und S. 8.6 auch

n

exp(n) =e

fiir alle n € Z. Deshalb ist die Schreibweise e* statt exp(z) fiir allgemeines z € C konsi-
stent mit der (alten) Definition ganzzahliger Potenzen. Wir werden diese im Weiteren

meist verwenden.

Bemerkung und Definition 8.9 1. Die Funktion cos : C — C, gegeben durch
1 . .
cos(z) = 5(6” +e %) (z€C),

heifit (komplexe) Cosinusfunktion.
2. Die Funktion sin : C — C, gegeben durch

sin(z) =

heifit (komplexe) Sinusfunktion.
Mit B. 8.2 und der Stetigkeit von exp ergibt sich leicht die Stetigkeit von cos und sin.
Weiter ergibt sich aus der Definition sofort cos(0) = 1, sin(0) = 0 und

—,(eiz — efiz) (z€C),

cos(—z) =cos z, sin(—z) = —sinz
sowie ([U])
L& (P E (-
cos(z) = ZO o ; (2k)!
uge:ade =0
und

o )(1/ 1)/2 v o0 k 2k+1

sin(z) = Z (= Z 2k+1

v=0 =0
v ungerade

(mit absoluter Konvergenz der Reihen). Hieraus folgt auch, dass sin(z) und cos(x)
reell sind fiir reelle x.
Schliefllich sieht man leicht, dass fiir alle z € C die Fulersche Formel

€' = cosz +isinz (z€C) (8.3)
erfiillt ist. Fiir reelle z ist damit

cosz = Re(e™) und sinz = Im (') .
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Satz 8.10 (Additionstheoreme)
Fiir z,w € C gilt

1. cos(z + w) = cos zcosw — sin zsinw

2. sin(z + w) = sin z cosw + cos zsinw .

Beweis. 1. Fiir z,w € C gilt

Z((ezz + e—zz)(ezw + e—zw) + (ezz _ e—zz')(ezw _ e—zw))
_ %<6iz6iw+€—ize—iw) —
= cos(z+w)

cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) =

(ez'(z—i-w) +€—z’(z+w))

| =

2. ergibt sich durch eine entsprechende Rechnung. a

Wir schauen uns nun trigonometrischen Funktionen fiir reelle Argumente an. In diesem
Zusammenhang definieren wird eine der wichtigsten Konstanten der Mathematik, die
Kreiszahl 7. Die Existenz wird eine Konsequenz aus dem folgenden zentralen Ergebnis
iiber stetige Funktionen auf Intervallen sein, das wiederum eine direkte Folgerung aus
der Vollsténdigkeit von R ist.

Satz 8.11 (Zwischenwertsatz)
Es sei I # 0 ein Intervall in R und f : I — R sei stetig auf I. Dann gilt

1. Fir alley,y € W(f)(= f(I)) mit y <7 ist [y,y] C W(f).

2. W(f) ist ein Intervall.

Beweis. 1. Es seien y,7 € W(f), wobei 0. E. y <7%. Dann ist zu zeigen: Ist n € (y,7)
so existiert ein & € I mit f(§) =n.
Zunichst existieren z,7 € I mit f(z) =y und f(T) = 7. O. E. sei z <Z. Wir setzen

M :={x € [z,7]: f(x) <n}.
Dann ist M # () (da z € M) und beschréinkt, also existiert
E:=supM €[z, 7] C 1.

Behauptung: Es gilt f(£) = n.
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Denn: Es existiert eine Folge (z,,) in M mit x, — & Da f stetig an & € T ist, gilt
fzn) — f(&) also f(&) <n. Aus f(T) =7 > n folgt £ < T. Ist (Z,,) eine Folge in (§,7]
mit &, — &, so folgt n < f(z,) — f(§) (n — 00), also f(£) > n und damit f(§) = 7.

2. Man sieht leicht: J C R ist genau dann ein Intervall, wenn fiir alle y,7 € J mit
y <7 auch [y,y] C J gilt. O

Bemerkung 8.12 Ist d € N und f(z) = 2¢ fiir > 0, so folgt aus f(0) = 0 und
f(n) =n? = co (n — 00) nach dem Zwischenwertsatz

f([0,00)) = [0, 00) .

Damit hat fiir jedes ¢ > 0 die Gleichung z¢ = ¢ eine Losung. Wir erhalten also aus
dem Zwischenwertsatz noch einmal (jetzt vollig schmerzlos) die Existenz von Wurzeln
positiver Zahlen.

Satz 8.13 1. Firzxz € R st

|eix’ -1

also auch cos®x + sin?x = [¢®|? = 1 und damit insbesondere —1 < cosz < 1
und —1 < sinx < 1.

2. Es existiert ein x € (0,2) mit ' = 1.

n
Beweis. Zunichst gilt fiir beliebiges z € C und s,,(2) = 3 Z;
v=0

n

sn(z)zz%ﬁ:z%:sn(ﬁ)%ez (n — ) .
v=0

v=0

Aus s5,(2) = €*  (n — 00) folgt s5,(2) = e# (n — o0) ([U]). Also ist e = €. Speziell
ergibt sich fiir z = iz
iw|2 iz giw _ iz, —ic 986

cos? z 4 sin? z = [e™|* = el = e

2. (i) Zunéchst gilt sinz > 0 fiir alle z € [0, 2].

Denn: Ist
562V+1

R CHE T
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so gilt fiir v € N
2
ay  _ T < % <1
a,—1  (2v+1)(2v) — 6

also ist 0 < a, |. Aus dem Leibniz-Kriterium (S. 7.8.1) ergibt sich

e .,E2u+1
T wlET >0,
S 2)( V' ) = i, S2m 2 0
v=
(ii) Setzen wir nun
4u+2
A,y = m (V € NQ),
so gilt
ay 4
= <1
ay—1  (2v+3)(2v +4) ’

also 0 < a, |. Damit ist wieder nach dem Leibnitz-Kriterium (S. 7.8.1)

e (_1)k ok e (_1)1/41/-1—2 ) 42 2
92k _ N~ UUE T i e <so—ap = — = =
2~ (2h)] Z% 20 1 4)]  moseT2m = S0 T A0 T r = g
und folglich
22 > (_1)k22k 9
=2

Da cos stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz ein x € (0,2) mit cosz = 0.
Weiter ist sinz > 0 nach (i) und sin? z = 1 nach 1. Folglich ist sinz = 1 und damit
auch e = cosx + isinx = i.

a

Bemerkung und Definition 8.14 Wir setzen M := {x > 0 : ¢®® = j}. Dann ist
M # () wie eben gesehen. Ist xo := inf M, so ist aufgrund der Stetigkeit der Exponen-
tialfunktion auch €0 =i (d. h. xp = min M). Damit schreiben wir

= 2xg .
Nach dieser Definition gilt also

cos (g) =0, sin (g) =1

und mit cos(0) = 1, dem Zwischenwertsatz und cos(z) = cos(—z) folgt cos(z) > 0 fiir

re(-5.3)
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Unter Ausnutzung der Additionstheoreme erhilt man Periodizitéitseigenschaften der

trigonometrischen Funktionen

Satz 8.15 Fiir alle z € C gilt

T , , ™
1. cos(z+§):—51nz, sm<2+5>:cosz,
2. cos(z+m) = —cosz, sin(z 4+ 7) = —sinz ,
3. cos(z+2m) =cosz, sin(z + 27) = sin 2,

(cos und sin sind 2w-periodisch)

Beweis. Mit S. 8.10.1 erhalten wir
cos(z + m/2) = cos(z) cos(m/2) — sin(z) sin(7w/2) = —sin z .

und
sin(z 4+ m/2) = cos(z) sin(7/2) + sin(z) cos(w/2) = cos z .

Hieraus folgt wiederum
cos(z 4+ m) =cos(z+7/2+7/2) = —sin(z + 7/2) = —cos z .

Die weiteren Behauptungen ergeben sich in #hnlicher Weise ([U]). O
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9 Monotonie und Umkehrfunktionen
Definition 9.1 Essei M C R und f: M — R. Dann heifit f

1. monoton wachsend, falls f(x1) < f(z2) fiir z1 < o9,

2. streng monoton wachsend, falls f(x1) < f(x2) fiir x1 < 2,

3. (streng) monoton-fallend, falls —f (streng) monoton wachsend ist.

Satz 9.2 1. Fir alle x € R ist e* > max(1 + z,0).
2. Fiir allex < 1 ist e* < ﬁ

3. exp : R — R ist streng monoton wachsend mit exp(R) = W (expjr) = (0, 00).

Beweis. 1. Aus (1 + z/n)" > 0 fiir n geniigend grof} folgt e* > 0. Ist x > —1 so
ergibt sich mit der Bernoullischen Ungleichung (1+x/n)" > 1+« fiir alle n, also auch
e >1+x.
2. Nach 1. gilt fiir x < 1

e >1—ux,

also auch

[

et = i < .
e " 1—=x
3. Fiir 1 < x4y ergibt sich e®2/e® = ™21 > 1 4 (29 — x1) > 1 nach 1. Also ist

exp : R — R streng monoton wachsend. Weiter folgt aus 1. und 2. auch

e — 0o und e"—=0 (n— o)

und damit ist exp(R) = (0, 00) nach dem Zwischenwertsatz. O

Satz 9.3 1. f = sin_r/p /9 ist streng monoton wachsend mit W(f) = [-1,1].

2. g = cos||g ) ist streng monoton fallend mit W (g) = [-1,1].

Beweis. 1. Aus den Additionstheoremen ergibt sich fiir z,w € C

sin(z + w) — sin(z — w) = 2 cos(z) sin(w) .
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Also folgt fiir 1,22 € R

9 + 21 mg—x1> .<x2+$1 362—961>
5 + 5 — sin

T2+ T . T2 — T
= 2.cos| —— | -sin .
2 2

Ist —7/2 <21 < w9 < 7/2, so gilt

sinxg —sinx; = sin (

:Ez;_ml € (—m/2,7/2) und 2T (0,7/2] C (0, )
und damit cos (mzﬂ) > 0 und sin (’”2;29“) > 0, also sinz1 < sin xo.
Schliefilich folgt aus sin(0) = 0 und sin(7/2) = 1 sowie sin(—z) = —sinz mit dem
Zwischenwertsatz sin([—7/2,7/2]) = [-1,1].
2. Ergibt sich aus 1. und S. 8.15. O

Also Folgerung erhalten wir

Satz 9.4 Fir z € C gilt
1. e =1 genau dann, wenn z = 2kmi fir ein k € Z,
2. sinz = 0 genau dann, wenn z = km fir ein k € Z,

3. cosz =0 genau dann, wenn z = kmr + /2 fir ein k € Z,

Beweis. 1. [U]

2. Es gilt 0 = 2isin z = €’* — e~%* genau dann, wenn e?** — 1 = 0 ist. Aus 1. ergibt sich
damit 2.

3. Mit 2. und S. 8.15. O

Bemerkung und Definition 9.5 Wir definieren die Funktionen

tan: C\ {n/2+kn:keZ} - C

und
cot : C\{kr:keZ} - C
durch )
sin z CoS z
tan z = , cot z = — .
Cos z sin z

Dann sind tan und cot stetig auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen.
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Wir befassen uns nun mit der Umkehrbarkeit der elementaren Funktionen. Dazu be-
weisen wir zunéchst folgendes allgemeine Ergebnis.

Satz 9.6 Es sei I C R ein Intervall und es sei f : I — W(f) C R streng monoton
wachsend (bzw. fallend). Dann existiert die Umkehrfunktion f=*: W(f) — I und f=*
ist ebenfalls streng monoton wachsend (bzw. fallend). Auferdem ist f= stetig.

Beweis. Es sei J := W(f). Aus D. 9.1 sieht man leicht, dass f : I — J bijektiv ist, d.
h. f=1:J — I existiert. Weiter ist f~! : J — I streng monoton wachsend.

(Denn: Angenommen, es existieren y1,72 € J mit y; < y2 und 2y = f~(y1) >
fY(y2) = xo. Dann gilt 1 = f(z1) > f(x2) = y2, da f (streng) monoton wachsend
ist. Widerspruch!)

SchlieBlich ist f~1:J — I stetig.

(Denn: Es seien yo € J und x¢ := f~(yo) sowie (y,) eine Folge in J mit y, — 0.
Weiter sei € > 0.

Ist o nicht der rechte Randpunkt von I (d. h. g # sup I), so existiert ein z. € I mit
To < e < xg + €. Wir setzen

07 = f(xe) — f(wo) -
Dann ist 41 > 0 und fiir alle y € J mit yo <y < yo + 6 = f(z.) (falls existent) folgt
0<fHy) =M wo) < F M wo+6) — [ (yo) = 2e —wo <&

Ist zg nicht der linke Randpunkt von I, so sieht man entsprechend: Es existiert ein
02 > 0 so, dass

0< fHuyo)— fHy) <e firalleye Jmityy— - <y <yo.

Damit ergibt sich |f(y) — f(yo)| < € fiir alle y € J mit |y — yo| < & := min{d7, o }.
Aus |y, —yo| < I fiir n gentigend grof folgt | f(yn)— f(yo)| < € fiir n geniigend grof. O

Bemerkung und Definition 9.7 Nach S. 9.2.3 und S. 9.6 existiert die Umkehrfunk-
tion von exp auf dem Intervall (0, co) und ist dort stetig und streng monoton wachsend.
Diese Funktion nennnen wir (natirliche) Logarithmusfunktion und schreiben dafiir In
oder auch log. Es gilt also fiir x € (0,00) und y € R

y=In(z)<=e'==z.

Aus den entsprechenden Eigenschaften der Exponentialfunktion ergibt sich leicht ([U]):
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1. Fir alle z1,z9 > 0 ist In(z122) = In(z1) + In(x2).

2. Fiir alle > 0 und alle m € Z ist In(2™) = mIn(x).
Damit ist es moglich, allgemeine Potenzen und Logarithmen zu definieren.

Definition 9.8 Fiir ¢ > 0 und m € Z ist

m In(a™) _ M Ina

nach B./D. 9.7.2. Wir setzen fiir allgemeines b € C

b

ab :=exp(b-Ina) = 04

Aus den Rechenregeln fiir In und exp erhélt man

Satz 9.9 (allgemeine Potenzgesetze)

1. Fir a > 0 und by,by € C gilt abrab? = b1 tP2 ynd im Falle by € R auch
(abl)b2 — able_

2. Fiir aj,az >0 und b € C gilt abal = (a1az)®.

Beweis. 1. Es gilt

abl ab2 _ €b1 lnaebg Ina _ ebl Ina+bzlna _ e(bl—i—bz)lna _ ab1+b2 ]

Im Falle b; € R ist a® > 0 und damit gilt dann auch

(abl)bQ — 6b2 ln(abl) — €b2 h’l(ebl lna) — €b2bl Ina — ablb2 .

2. [0]. |

Bemerkung und Definition 9.10 Wir betrachten ein festes a > 0,a # 1. Dann gilt
firz>0undy e R

Inx
$:ay:eylna<:>ylna:1nx<:>y:l—.
na
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Wir definieren |
n
1 = — .
08q & 1= 1 — (x >0)

Damit gilt also fiir x > 0,y € R

y=log,r <= a’=x.

Bemerkung und Definition 9.11 Die nach S. 9.6 und S. 9.3 auf sin([—7/2,7/2]) =
[—1, 1] existierende (und dort streng monoton wachsende und stetige) Umkehrfunktion
von sin heifit arcsin, d. h. arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] erfillt fir z € [-1,1], y €
[=m/2,7/2]

y =arcsinx < x =siny .

Entsprechend bezeichnet man die auf [—1, 1] existierende (und dort streng monoton
fallende und stetige) Umkehrfunktion von cos mit arccos, d. h. arccos : [-1,1] — [0, 7]
erfiillt fir x € [-1,1], y € [0, 7]

Y = arccosT < T = Cos Yy .

Auflerdem gilt: tan ist streng monoton wachsend in (—m/2,7/2) und cot ist streng
monoton fallend in (0, 7) mit W (tan|_x/2,x/2)) = W (cot|o ) = R. Also existieren auf
R die (stetigen) Umkehrfunktionen, genannt arctan bzw. arccot, mit entsprechenden

Monotonieeigenschaften.

Bemerkung 9.12 (Polarkoordinaten)
1. Fiir alle ¢ € R ist |¢*¥| = 1. Umgekehrt gilt auch: Ist z = x +iy € C mit |z| = 1, so
existiert ein ¢ € [—7,7) mit
z=¢'%
oder, anders ausgedriickt,

x = cos(p) und y = sin(y) .

(Denn:
1. Fall: y > 0. Dann betrachten wir ¢ := arccos(x) € (0, 7). Dafiir gilt = cos ¢ und

VP=1—2?=1—cos’p=sin®p.
Da ¢ € (0, ) ist, ist sin > 0. Damit ist y = sin .
2. Fall: y < 0. Dann gilt fiir ¢ := — arccos(z) € [—m, 0] genauso z = cos(—p) = cos ¢
und y? = sin? ¢. Da jetzt sinp < 0 ist, folgt wieder y = sin¢.)
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2. Wir betrachten f : (0,00) x R — C mit
f(r, @) :=re? = rcos(p) + irsin(yp) (r>0,0 €R).
Dann ergibt sich aus S. 9.4.1
Fr,p) = e = TEE = f(7, )

genau dann, wenn r = 7 und ¢ = ¢ + 2k fiir ein k € Z.

Damit erhalten wir:

Ist @ € R, s0 ist fo = f|(0,00)x[a,a+2r) injektiv. AuBerdem ist nach 1. und der 27-
Periodizitat von ¢ +— €' fiir alle » > 0

fal{r} x [o,a+27)) ={2€C:|z| =7}

und damit auch

W(fa) = C\ {0} .

Bemerkung und Definition 9.13 Eine wichtige Folgerung aus der Polarkoordina-
tendarstellung komplexer Zahlen ist die Existenz von Wurzeln komplexer Zahlen: Es
sei ¢ € C\ {0} beliebig. Dann existieren 7 > 0 und ¢ € R mit ¢ = re’?. Fiir n € N gilt

M=c
genau dann, wenn
Z=zE = (L/;ei(‘p“k”)/” firein k€ Z.
(Denn: Da ¢ + €'? 2m-perodisch ist, gilt einerseits
2= PR — i — (keZ).
Andererseits folgt fiir z = pe™ mit 2" = ¢
PV = 2 = pel®

und damit p = /r und ¢ = ¢, = (¢ + 2k7)/n fur ein k € Z.)

Die Zahlen z;, heiflen n-te (komplexe) Wurzeln aus c¢. Man beachte, dass nur n davon
paarweise verschieden sind (etwa zg, ..., 2n—1).

Ist speziell ¢ = 1, so heiflen die n Zahlen

2, = e2kmi/n (k=0,....,n—1)

n-te Finheitswurzeln. So sind etwa +1 die zweiten Einheitswurzeln und +i,+1 die

vierten Einheitswurzeln.
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10 Normierte und metrische Riume

Wie wir bereits in den vorhergehenden Abschnitten gesehen haben, besteht ein zentra-
les Anliegen der Analysis darin, “Grenzwerte” zu untersuchen. Grob gesagt bedeutet
“r, — x”, dass x,, fiir groe n “nahe bei” x liegt. Es ist also wesentlich, “Absténde”
zwischen Elementen einer Menge bestimmen zu kénnen. Eine Klasse von Réumen
mit dieser Eigenschaft wollen wir in diesem Abschnitt definieren, die sog. metrischen
Réaume. Es wird sich spéter zeigen, dass diese Rdume fiir viele Fragen der Analysis
den geeigneten Rahmen bilden.

Wir betrachten zunéchst jedoch eine speziellere Klasse von Rdumen, wobei wir damit
gleichzeitig erstmals eine Verbindung zur Linearen Algebra herstellen.

Definition 10.1 Es sei V = (V,+,-) ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung || - || :
V — R heifit Norm (auf V'), falls folgende Bedingungen erfiillt sind

(N.1) (Definitheit)

[10]| = 0 und ||z|| > 0 fiir alle = # 0.
(N.2) (Homogenitét)

Fiir alle z € V und alle A € K ist ||Az|| = |A| - ||z]].
(N.3) (Dreiecksungleichung)

Fiir alle z,y € V gilt ||z + y|| < ||z|| + [|y]] -

Wir nennen dann (V|| - ||) einen normierten Raum.

Beispiel 10.2 1. Ist | - | der Betrag in R bzw. C, so ist | - | eine Norm auf R bzw. C
(als Vektorraum iiber R bzw. C)
2. Es sei

R™:={(z1,...,2m) :x; €ER fir j=1,...,m}

und
C"™:={(z1,...,2m) 12, €C furj=1,...,m}

(mit der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation; vgl. Lineare Algebra). Wir schrei-
ben in Zukunft auch kurz K™ fiir R™ und C™. Dann sind durch

m
l]l1 := ) |l
j=1

HxHOO = ma‘X{|x3| j: ]-avm}a

wobei = (x1,...,2,) € K™, Normen auf K™ gegeben.
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Wir wollen weitere Normen auf K™ einfithren. Dazu setzen wir noch 0P := 0 fiir p > 0.

Satz 10.3 Es seip € (1,00). Dann ist durch

lzllp := <§:|$j|p>1/p (z=(z1,...,2m) €K™)

=1

eine Norm auf K™ gegeben.

Beweis. (N.1) und (N.2) sind klar. (N.3) ergibt sich aus der Minkowski-Ungleichung
(S. C.2). O

Bemerkung 10.4 Besonders wichtig ist der Fall p = 2, also

lz]]2 =

m
>z (zeK™)
j=1

(fiir K = R spricht man von der euklidschen Ldnge von x). Aus
m m m 2
o> <Y P <D Jajan] = (Z !wj\)
J=1 Jk=1 j=1

fiir alle x € K™ und jp € {1,...,m} folgt
|zlloo < [l2ll2 < l2[]1 -

Falls nichts anderes angegeben ist, soll im weiteren Verlauf der Vorlesung

K™ stets mit der Norm || - || versehen sein. Wir schreiben hierfiir auch kurz

Definition 10.5 Es sei (V.|| - ||) ein normierter Raum. Eine Menge W C V heifit
beschrinkt, falls ein C' > 0 existiert mit ||z|| < C fiir alle z € W. Sind X eine Menge,
f:X > Vund M C X, so heifit beschrinkt auf M, falls f(M) C V beschréinkt ist.
Im Falle M = X sagen wir kurz, f sei beschrdinkt.
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Beispiel 10.6 Es sei (V.|| -||) ein normierter Raum. Dann sind
S:=8Sy:={zxeV:|z||=1} und B:=By :={zeV:|z| <1}

(die sog. Einheitssphére bzw. Einheitskugel in V') beschrénkt.

Bemerkung und Definition 10.7 1. Es sei E ein Vektorraum (iiber K). Ist M eine
nichtleere Menge, so sind fiir f,g: M — E und A € K die Funktionen f +¢g: M — F
und A\f : M — E definert durch

(f+9)@) = f(t) +9@), ANE):=X-f(t) (teM).

Damit ist auch EM = {f : M — E} ein Vektorraum iiber K (siche Lineare Algebra).
2. Wir setzen fiir m € N

B(M,K™) :={f: M — K™ : f beschrénkt} .

Wie man leicht sieht, ist B(M,K™) ein Unterraum von {f : M — K™} und damit
selbst ein Vektorraum. Weiter definieren wir fiir f,g € B(M,K™)

[ flloo := sup{|f ()] : t € M}

Dann ist || - ||oo eine Norm auf B(M,K™) ([U]).

Definition 10.8 Es sei X # () eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heiflt
Metrik (auf X ), falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(d.1) (Definitheit)

d(xz,z) =0 fiir alle z € X und d(z,y) > 0 fir alle z,y € X mit x # y.
(d.2) (Symmetrie)

Fiir alle z,y € X ist d(z,y) = d(y, z).
(d.3) (Dreiecksungleichung)

Fiir alle z,y,z € X gilt d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

Das Paar (X, d) heiit dann metrischer Raum.

Bemerkung 10.9 Es sei X # () eine beliebige Menge. Dann ist durch

5z.y) 0, falls z=y
T, y) =
1, falls xz+#y

eine Metrik auf X gegeben (die sog. diskrete Metrik). Dies ergibt sich leicht durch
Uberpriifen von (d.1)-(d.3).
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Satz 10.10 Ist (V.|| -||) ein normierter Raum, so ist durch
di(z,y) =llz =yl (z.yeV)

eine Metrik auf V' gegeben (die sog. induzierte Metrik).

Beweis. (d.1) ergibt sich unmittelbar aus (N.1).
Zu (d.2): Sind z,y € V, so gilt mit (N.2)

d(z,y) = llz —yll =l - (v —2)|[ = |ly — || = d(y, z) .
Zu (d.3): Sind z,y,z € V, so gilt mit (N.3)

d(z,y) = lz —yll = llz =z + 2 =yl < ||z = 2[[ + ||z = yl| = d(z, 2) + d(z,9)

Beispiel 10.11 1. Ist (X, d) ein metrischer Raum und ist M C X, so ist auch (M, d)
(d.h. genauer (M, d|prxns)) ein metrischer Raum.
2. Es sei M C K. Dann ist nach S. 10.10 und 1. durch

dij(z,y) = dy,(2,y) =z -yl  (z,y € M)

eine Metrik auf M gegeben (die sog. euklidsche Metrik). Im Weiteren soll M C K™
stets mit dieser Metrik versehen sein, wenn nichts anderes explizit gesagt

ist.
Wir untersuchen nun Folgen in metrischen Rdumen

Definition 10.12 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei (z,,) eine Folge in X.
1. (xy) heifit konvergent (in (X, d)) falls ein € X so existiert, dass
d(xp,z) — 0 (n — 00) .
Dann heifit wieder = Grenzwert von (x,) und wir schreiben
Tp > (n— 00)

(in (X, d)).
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2. (zp) heiBt Cauchy-Folge (in (X,d)), falls zu jedem € > 0 ein N. € N existiert
mit
d(Tp, xm) < € (n,m > N¢) .

Ist (X,d) = (V.,d) so sprechen wir auch von Konvergenz bzw. von einer Cauchy-

Folge in V' (oder genauer in (V|| -])).

Bemerkung 10.13 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Wie im Fall (X, d) = (K, d|,|)
gilt

1. Jede Folge in X hat hochstens einen Grenzwert x. Wir schreiben wieder

r = lim xz,.
n—oo

2. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
3. Jede Cauchy-Folge, die eine konvergente Teilfolge besitzt, ist konvergent.

(Denn: 1. Es seien x,Z Grenzwerte von (x,,). Dann gilt mit (d.2) und (d.3)
d(z,z) < d(z,z,) + d(xpn, ) = 0 (n — o0),

also ist d(z,Z) = 0. Aufgrund von (d.1) ist x = Z.
2. Wie im Beweis zu S. 5.4 mit der Dreiecksungleichung (d.3).
3. Wie in B./D. 6.11.)

Beispiel 10.14 Es sei X = R und (z,,) = (1/n). Dann gilt z,, - 0 (n — o0) im
metrischen Raum (R, d),|) aber (r,) konvergiert nicht im metrischen Raum (R, d),
wobei ¢ die diskrete Metrik ist. (Im metrischen Raum (X, §) gilt: ,, — = genau dann,
wenn z, = z fiir n geniigend groB; [U].)

Das Beispiel zeigt insbesondere, dass die Konvergenz einer Folge von der zu Grunde

liegenden Metrik abhédngen kann!

Bemerkung 10.15 Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist i. A. nicht jede Cauchy-
Folge konvergent!

Betrachtet man etwa X = R, (also die positiven reellen Zahlen) mit der Betragsmetrik
dy.|, so ist (zn) = (1/n) eine Cauchy-Folge in R, die nicht konvergiert.

(Denn: Offensichtlich ist (1/n) eine Cauchy-Folge in (R,d||). Da jedoch 1/n — 0 in
R gilt, kann die Folge in (R4, d|.|) nicht konvergent sein. (Die Konvergenz wiirde der
Eindeutigkeit des Grenzwertes in R widersprechen.))
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Bemerkung 10.16 1. Es sei (m(”))n = ((a:gn), e ,a:ﬁZ;‘)))n eine Folge in K™.
Dann gilt: (z(™) ist konvergent (bzw. eine Cauchy-Folge) in K™ genau dann, wenn
fiir alle 7 € {1,...,m} die sogenanten Komponentenfolgen (xgn))n konvergent (bzw.

Cauchy-Folgen) in K sind. Auflerdem gilt dann

' () — (1 (n) ' (n)
dm et = (i o fim o).

(Denn: Zur Konvergenz:
,=¢ Ist x = limz(™, so folgt fiir j = 1,...,m aus B. 10.4 mit  := (z1...,2m)

(n) . (n) _ (n) _

;7 — x| <2 = 2o < [l —2fla =0 (n = 00).

y&=¢ Ist zj = lim xg-n) fir j =1,...,m, so folgt fiir z = (x1,...,z,,) wieder mit B.

n—oo

10.4

2 = ally < 2 = oy = 312" =il 20 (1 00)
=1

Entsprechend ergibt sich die Aquivalenz fiir Cauchy-Folgen.)

2. Ist (V.| -]|) ein normierter Raum, so gilt (wie in V' = K): Ist (x,,) konvergent, so ist
(xy,) auch beschrénkt.

(Denn: Fiir x = lim a,, ist

[zl < llzll + llzn — =[] < =]l +1

fiir n geniigend grof3.)
Wir zeigen folgende Verallgemeinerung des Satzes von Bolzano-Weierstraf.

Satz 10.17 (Bolzano- Weierstrafs in K™ )
Es sei m € N. Dann hat jede beschrinkte Folge in K™ eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach m.
m =1 ist der Satz von Bolzano-Weierstra$ in K (S. 6.14).
m — m+ 1: Es sei (x("))n eine bechrinkte Folge in K™*!. Wir schreiben

2" = (xgn), 2™ ™ ) =: (y™,z(M) .

y'm o m+1

wobei y™ € K™. Dann gilt |y™| < 2] und [2("| < |2(™)|. Insbesondere ist
{y™ : n € N} beschrinkt. Also besitzt nach Induktionsvoraussetzung (y(™) eine
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konvergente Teilfolge (y(™)). Da auch (2(")) beschrinkt in K ist, existiert eine kon-
vergente Teilfolge (2("¢)) (wieder S. 6.14). Durch zweimalige Anwendung von B. 10.16
ergibt sich die Konvergenz von (z(™e)) = (y() (")) in K™+ (beachte: alle Kom-
ponentenfolgen von (y™e¢)) sind konvergent.) O

Definition 10.18 Essei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Menge M C X heifit relativ
kompakt, falls jede Folge in M eine konvergente Teilfolge besitzt. M heifit kompakt,
falls jede Folge in M eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M besitzt.

Bemerkung 10.19 Ist (V.|| - ||) ein beliebiger normierter Raum, so ist jede relativ
kompakte Teilmenge M beschrinkt.

(Denn: Angenommen, M ist unbeschrinkt. Dann existiert zu jedem n € N ein z,, € M
mit ||z, || > n. Da jede Teilfolge von (x,) unbeschrénkt ist, hat (x,) keine konvergente
Teilfolge. Widerspruch zu B. 10.16.2.)

Im Allgemeinen ist nicht jede beschrinkte Menge in einem normierten Raum relativ

kompakt ([U]). Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf§ gilt in Falle V' = K™ jedoch:
Jede beschréankte Menge M in K™ ist relativ kompakt.
(Denn: Ist (z,,) eine Folge in M, so ist (z,,) beschriankt. Damit existiert nach S. 10.17

eine konvergente Teilfolge.)

Definition 10.20 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und es sei 9 € X. Fiir ¢ > 0
heifit die Menge
Us(0) :={x € X : d(z,x0) < €}

e-Umgebung von xg.

Beispiel 10.21 1. Ist (X,d) = (R,d)), so ist fiir zg € R
Ues(zo) ={x €eR: |z —xo| <e} = (r0—€c,20+¢) .
2. Ist (X, d) = (C,dy), so ist fiir z9 = zo +iyo € C

Ucs(20) = {z€C:|z—2|<e}=
= {z=z4+iyecC: (z—z0)*+ (y — y0)? < €%}
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der Kreis mit Radius € um zg.
3. Ist (X,d) = (R3,d}) so ist fiir 20 = (x(lo),xgo),wéo)) €R3

U, (x(0)> = {(ml,xg,acg) eR?: (arl - x§0)>2 + (afg - a:éo)>2 + (173 - x§0)>2 < 52}

die Kugel mit Radius ¢ um z(©.

Definition 10.22 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und M C X.
(i) offen, falls fiir jedes x € M ein € > 0 existiert mit U.(z) C M,

(ii) abgeschlossen, falls M€ = X \ M offen ist,

Beispiel 10.23 1. In jedem metrischen Raum (X, d) sind X und ) offen und abge-
schlossen.

2. Es seien a,b € R mit a < b. Dann sind die Intervalle (a, b), (—o0,b) und (a, o) offen
in R und die Intervalle [a, b], (—o0, b] sowie [a,c0) abgeschlossen in R.

Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung der Abgeschlossenheit mittels Folgen.

Satz 10.24 Sind (X,d) ein metrischer Raum und M C X, so ist M abgeschlossen
genau dann, wenn fir alle konvergenten Folgen in M auch der Grenzwert in M liegt.

Beweis. ,=“ Ist M abgeschlossen, so ist M€ offen. Es sei (x,,) eine Folge in M mit
ZTp — x (n — 00). Dann gilt fiir alle ¢ > 0

MNUA(x)#0

(da x,, € Us(x) fiir n geniigend grof}). Damit ist = ¢ M€, d.h. x € M.
,<=* Angenommen, M€ ist nicht offen. Dann existiert ein x € M mit Uy /,,(x)NM # ()
fiir alle n € N. Ist @, € Uy, (z) N M, so gilt x, — z (n — oo). Widerspruch. O
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Bemerkung 10.25 Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist M C X kompakt genau
dann, wenn M relativ kompakt und abgeschlossen ist.

(Denn: ,<* Da M relativ kompakt ist, hat jede Folge in M eine konvergente Teilfolge.
Nach S. 10.24 liegt der Grenzwert jeder solchen Teilfolge in M.

»,= Offenbar ist M relativ kompakt. Ist (x,) eine Folge in M mit x,, — x, so gilt
x € M, da auch jede Teilfolge gegen x konvergiert.)

Ein weiterer zentraler Baustein der Analysis ist

Satz 10.26 (Heine-Borel)
Fir M C K™ sind dquivalent:

a) M ist kompakt,

b) M ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Ist M kompakt, so ist M nach B. 10.19 beschridnkt und nach B. 10.25 auch

abgeschossen.
Ist umgekehrt M beschrankt und abgeschlossen, so ist M nach B. 10.19 relativ kom-
pakt (und abgeschlossen), also kompakt nach B. 10.25. O

Beispiel 10.27 Sind a = (a1,...,an) und b = (by,...,b,) € R™ mit a; < b; fiir
1=1,...,m, soist

[a,b] :={z = (z1,...,2,) ER™ 1 1j € [a;,bj] j =1,...,m)}

kompakt in R™.

(Denn: Es sei (z(™) eine Folge in [a, b] mit (™) — z. Dann gilt =
(n)
J
Damit ist [a, b] abgeschlossen.

Auflerdem ist [a,b] auch beschrinkt, da fiir alle x € [a, b

m m
lzll2 < ll2ll = |aj| < max (|ag], [b;])
=1 =1

(v
J
< b; folgt aj < x; < by, fiir j =1,...,m, also z € [a,b].

— xj (n — oo) fiir

j=1...,m Ausa; <z

gilt. Nach dem Satz von Heine-Borel ist [a, b] kompakt.)
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11 Stetige Funktionen zwischen metrischen Riumen

Eine der wichtigsten Struktureigenschaften von Funktionen zwischen metrischen Raum-
en ist die Stetigkeit:

Definition 11.1 Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume und f: X — Y.
1. f heiBit stetig an der Stelle o € X (bzgl. dx,dy), falls zu jedem ¢ > 0 ein §. > 0

existiert mit
dy (f(x), f(xo)) < e fir alle z € X mit dx(z,x0) < 0 ,

d. h.
f(Us(x0)) C Ue(f(20)) -

2. f heilit stetig auf der Menge M C X, falls f stetig an jeder Stelle zg € M ist. Ist
M = X, so heifit f kurz stetig.

Anschaulich bedeutet die Stetigkeit an einer Stelle xg, dass die Funktionswerte f(x)
fiir x “nahe bei xy” auch “nahe bei f(xg)” liegen.

In Abschnitt 8 hatten wir bereits (Folgen-) Stetigkeit fiir Funktionen f : X — K, wobei
X C K ist, definiert. Der folgende Satz zeigt, dass die beiden Definition harmonieren.

Satz 11.2 Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und f: X — Y. Ist xg €
X, so sind dquivalent:

a) f ist stetig an der Stelle xg.

b) Fiir alle Folgen (xy) in X mit x, — xo gilt f(x,) — f(xo).

Beweis.

a) = b): Es sei (z,) eine Folge in X mit =, — xp (n — o0), und es sei ¢ > 0
gegeben. Da f stetig an xq ist existiert ein §. > 0 so, dass dy (f(z), f(x0)) < e fiir
alle x mit dx (z,x9) < 0c. Aus z, — 1z folgt die Existenz eines N, = N(0.) € N mit
dx(zn,x0) < O fiir alle n > N.. Also gilt auch dy (f(zy), f(zo)) < e(n > Nq).

b) = a): Angenommen, f ist unstetig an xy. Dann existiert ein € > 0 so, dass fiir alle
d > 0 ein z existiert mit dx(z,xo) < § und dy (f(x),yo) > €. Insbesondere existiert zu
jedem n € N ein z,, mit dx(xn,z0) < 1/n und dy (f(xn),y0) > €. Fiir die Folge (z,,)
gilt damit x,, — xo (n — o0) und f(x,) /4 f(zo). Widerspruch! O



11 STETIGE FUNKTIONEN ZWISCHEN METRISCHEN RAUMEN 85

Bemerkung 11.3 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. Ist f: X — X definiert durch f(z):=z (x € X) (d. h. f =idx), so ist ist f stetig
(bzgl. der Metriken d = dx = dy).

2. Wie in B. 8.2 ergibt sich aus den entsprechenden Grenzwertsdtzen fiir Folgen und
S. 11.2: Sind f,g : X — K stetig an ¢, so sind auch f + g, f- ¢ und (falls definiert)

f/g stetig an xg.
Aus S. 11.2 ergibt sich auch leicht: Sind (Y, dy) und (Z, dz) weitere metrische Réume,
ist f: X — Y stetig an z¢p und ist g : Y — Z stetig an f(zg), so ist auch g o f stetig

an xo.
Wir wollen nun eine weitere Charakterisierung der Stetigkeit herleiten.

Definition 11.4 Esseien (X, d) ein metrischer Raum und M C X. Ein Punkt 29 € X
heifit Héiufungspunkt von M, falls zu jedem € > 0 ein z € M mit 0 < d(z,x0) < &
existiert. Wir schreiben M’ fiir die Menge aller Haufungspunkte von M. Ist x € M
und kein Hiufungspunkt, so heifit g ein isolierter Punkt von M.

Beispiel 11.5 Es seien X =R und M = {1/k, k € N}. Dann ist 0 € M.

Bemerkung und Definition 11.6 Es seien (X, dy) und (Y, dy) metrische Rédume.
Ferner seien zp € X’ und f: X — Y oder f: X\ {zo} = Y.

1. Wir sagen, f hat den Grenzwert yo € Y an xg, falls zu jedem € > 0 ein §. > 0
existiert mit

dy (f(z),y0) <e fir alle z € X mit 0 < dx(z,x0) < J. (11.1)
In diesem Fall schreiben wir

f(z) = yo (x — x) .

Man beachte, dass auch im Falle f : X — Y, also zp € D(f) = X, der Wert
f(xo) keine Rolle spielt.

Aus den Definitionen ergibt sich unmittelbar: Es gilt f(z) — yo (x — x0) genau dann,
wenn die Funktion fy: X — Y, definiert durch

Y0, falls o= = xg
Jo(z) =
f(x), falls z # xo,
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stetig an xg ist. Ist f: X — Y, so gilt insbesondere fiir g € X’ damit:
f stetigan zg < f(z) = f(zo) (x — o).

(Aus der Definition der Stetigkeit folgt zudem sofort: Ist xg & X', so ist f stets stetig
an zo.)
2. Manchmal ist es sinnvoll, allgemeiner Grenzwerte beziiglich geeigneter Teilmengen
von X zu betrachten. Es sei also M C X mit zg € M’. Gilt dann (11.1) fiir alle x € M
(mit 0 < dx(x,z0) < dc), so heifit yo € Y Grenzwert von f an xg beziiglich M. Wir
schreiben dann

f@®) =y (r—z0,xEM).

Aus zg € M’ folgt, dass hochstens ein Grenzwert yo von f an zg bzgl. M existiert.
Wir schreiben im Falle der Existenz auch

lim_ f(z) :==yo

r—xo,2EM

und in Fall 1. kurz

lim f(z):=yo.
Tr—xQ

Ganz praktisch ist schliefllich die Tatsache, dass f(z) — yo (z — zg,z € M) genau
dann gilt, wenn dy (f(z),y0) = 0 (v — zo,xz € M).

Beispiel 11.7 Es sei (X, d) = (C,d||). Dann gilt

e —1

z

-1 (z—0)

(Denn: Fiir z # 0 ist

e? —1 1 X 2H
—— U=

u=1‘u!

Da z + |z|el*| stetig (an 0) ist, ergibt sich zunichst
lzlel 50 (2= 0)
und damit auch

e? —1

z

—qﬁo (2 0).)
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Bemerkung 11.8 Aus den jeweiligen Definitonen ergibt sich leicht eine Charakteri-

sierung des Grenzwertes mittels Folgenkonvergenz ([U]): Es gilt
f(z) >y (xr— zo, x €M)

genau dann, wenn fiir alle Folgen (z,,) in M mit x,, — z¢ und x,, # z¢ (wichtig!) auch
f(zn) = yo (n — o0) gilt. Aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen erhalten wir damit
auch: Sind f,g: X \ {zo} = K (oder f,g: X — K) so, dass

f@) =y, glx) =20 (x— o,z M),

so gilt auch

(f£9)(@) =y £z, (f9)(®) = yz2 (v z0, €M)
und im Falle g(x) # 0 und 2y # 0 auch

(f/9)(x) = yo/20 (v — x0, x € M).

Bemerkung und Definition 11.9 Ist in B./D. 11.6.2 speziell X C R ein Intervall
und M = X N(—o0,x0), so sagt man, dass f an xo den linksseitigen Grenzwert yy hat.
Man schreibt dann f(z) — yo (x — x ) sowie

flag) = Tim f(z) = yo.

x—)ro

Entsprechend spricht man im Falle M = X N (xg, 00) vom rechtsseitigen Grenzwert yq

und schreibt dann f(z) — yo (z — z§

f(:ca') = lim f(x) := yo.

+
I*}.’ﬂo

) sowie

Es gilt damit ([U]): Ist zo kein Randpunkt von X, so existiert yp = le f(x) genau
T—T0
dann, wenn f(zg) und f(zg) existieren und
fzg) = flzg) = wo
erfiillt ist. Existieren f(z§) und f(zy) und ist f(x) # f(xg ), so heifit zo Sprungstelle

von f.
Ist X ein nach oben unbeschrianktes Intervall, so schreiben wir ferner
fx) > yo (x—00) oderauch lim f(z):=1yo
T—r 00
falls fiir alle € > 0 ein R. > 0 so existiert, dass

dy (f(z),y0) <e firallexe X,z > R, .

Entsprechend definiert man lim f(x), falls X nach unten unbeschrénkt ist.
T——00
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Beispiel 11.10 1. Es sei f : R — R definiert durch

1, falls =z>0
f(x) :=sign(z) := 0, falls z=0
-1, falls <0

Dann gilt
FO1) = lim f@)=1,  f07)= lim f(z)= -1

z—0t z—0~
Damit ist o eine Sprungstelle von f und liH(l) f(z) existiert nicht.
z—
2. Es sei X =[0,00) und f : (0,00) — R definiert durch

f(z) :==sin(r/x) (z>0).

Dann existiert kein rechtsseitiger Grenzwert von f an zg = 0.

(Denn: Fiir z, = 1/(n+1/2) gilt 0 < x,, — 0, aber (f(x,)) = ((—1)") ist divergent.
Aus B. 11.8 folgt die Behauptung.)

3. Es sei f: R — R definiert durch

1, falls z€@
f(x)—{ 0, falls zeR\Q '

Dann existiert fiir kein zp in R der (rechts- oder linksseitige) Grenzwert!
(Denn: Ist g € R und ist § > 0, so existieren z € Q und y € R\ Q (also f(z) =1 und
fly) =0) mit zg < z,y < xo + 0. Hieraus folgt, dass kein rechtsseitiger Grenzwert an
xo existiert. Entsprechend sieht man, dass kein linksseitiger Grenzwert existiert.)
Insbesondere ist damit f unstetig an allen Stellen xy € R.
4. Es gilt

lim e* =0 und lim 1/z=0

T——00 T—r00

Definition 11.11 Unter den Bedingungen von D. 11.6 sei speziell Y = R. Dann

schreiben wir
f(z) = 400 (bzw. f(z) = —o0) (r = xo,x € M),
falls fiir alle R > 0 ein dg > 0 so existiert, dass
f(z) >R (bzw. f(z) < —R) fiir alle x € M mit 0 < d(z,z0) < ér. (11.2)
Entsprechend definieren wir wie in D. 11.9

f(z) = £o0 ($—>$O:t),
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sowie
f(z) » £oo (x —o0) bzw. f(z)—> ftoo (xz— —00).

So gilt etwa
Inr = —o0o (r—0") und e*—oo (z— o0)

(statt +oo schreibt man auch kurz oo).

Wir befassen uns nun mit Eigenschaften stetiger Funktionen.

Satz 11.12 Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume, und es sei f : X — Y.

Dann sind dquivalent:
a) f ist stetig.
b) Fiir alle abgschlossenen Mengen A C'Y ist f~1(A) abgeschlossen in X.

¢) Fiir alle offenen Mengen V- C Y st f=Y(V) offen in X.

Beweis. a) = b): Es sei (z,,) eine Folge in f~1(A4) mit z, — = (n — 00). Aus der
Stetigkeit von f folgt A > f(z,) — f(z) (n — o0). Da A abgeschlossen ist, gilt
f(z) € A, also x € f~1(A). Damit ist auch f~1(A) abgeschlossen.

b) = c¢) Ist V offen, so ist V¢ abgeschlossen. Also ist auch (f~1(V))¢ = f=1(V¢)
abgeschlossen und damit f~1(V) offen.

c) = a): Essei x € X und € > 0. Dann ist V := U.(f(z)) offen in Y, und damit nach
Voraussetzung auch f~1(V) offen in X. Da z € f~1(V) ist, existiert ein § > 0 mit
Us(z) C f~YV), d. h. f(Us(z)) C f(f~1(V)) C V. Also ist f stetig an z. O

Bemerkung 11.13 Fiir Bildmengen gilt eine S. 11.12 entsprechende Aussage i. A.
nicht!

Ist etwa (X,dx) = (Y,dy) = (R,d), so ist R offen und abgeschlossen. Ist f(z) =
2?2 (z € R), so ist f(R) = [0,00) nicht offen. Ist g(x) = arctanz (z € R), so ist
g(R) = (—7/2,m/2) nicht abgeschlossen.

Anders als Offenheit oder Abgeschlosssenheit iibertriagt sich Kompaktheit unter steti-
gen Funktionen auf Bildmengen.
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Satz 11.14 Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Riume und f : X — Y stetig. Dann
gilt: Ist M C X (relativ) kompakt , so ist auch f(M) CY (relativ) kompakt.

Beweis. Es sei (y,,) eine Folge in f(M). Dann existieren z,, € M mit y, = f(x,) (n €
N). Ist M relativ kompakt, so existieren ein # € X und eine Teilfolge (z,,;) von (x)

mit z,, — z (j — 00). Da f stetig ist, folgt

Yn; = f(an;) = f(z) € (M) (j = 00).

Damit ist f(M) relativ kompakt. Ist M sogar kompakt, so ist z € M (da M abge-
schlossen) und damit auch f(x) € f(M). Damit ist auch f(M) kompakt. O

Fiir reellwertige Funktionen hat der Satz eine wichtige Konsequenz. Um diese formu-

lieren zu kénnen, brauchen wir eine Definition.

Definition 11.15 Es sei X # () eine Menge, und es sei f : X — R. Ferner sei M C X.

1. Man sagt, f hat ein Mazimum bzgl. M, falls max f(z) = max f(z) := max f(M)
TE
existiert. Ist z9 € M so, dass f(zo) = max f(z) gilt, d. h. ist

f(z) < f(=zo) fir alle x € M,

so sagt man, f hat ein Maximum bzgl. M an xg.
2. Man sagt, f hat ein Minimum bzgl. M, falls mjvi[n f(z) = xnélj\% f(z) :=min f(M)
existiert. Ist zg € M so, dass f(zg) = mj\/i[n f(z) gilt, d. h. ist
f(x) > f(zo) fir alle e M ,
so sagt man, f hat ein Minimum bzgl. M an x.

Ist X = M so spricht man auch von absolutem (oder globalem) Maximum bzw. Mini-

muin.

Beispiel 11.16 Essei X = R. Ist f(z) := 22 (z € R), so hat f an 2o = 0 ein absolutes
Minimum, aber f hat kein absolutes Maximum. Ist g(z) = arctanz (z € R), so ist g
beschréankt, aber g hat weder ein absolutes Maximum noch ein absolutes Minimum.
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Satz 11.17 Es seien (X,dx) ein metrischer Raum und f : X — R stetig. Ist K C
X kompakt, so hat f ein Maximum und ein Minimum bzgl. K, d. h. es existieren
r1,x2 € K mit

flx1) < f(x) < f(x2) fir alle ze K .

Beweis. Nach S. 11.14 ist f(K) C R kompakt, also auch beschrinkt und abgeschlos-
sen. Damit existieren max f(K) und min f(K) ([U]). O

Beispiel 11.18 Es sei X = R und f(z) := 22 (z € R). Dann ist

fla) = f(—a) = max f(z)

[_ava]

d. h. f hat an @ und —a Maxima bzgl. [—a, a].

Im Allgemeinen ist die Umkehrfunktion einer stetigen, bijektiven Funktion nicht stetig

([U]). Als weitere sehr elegante Anwendung von S. 11.14 erhélt man jedoch:

Satz 11.19 FEs seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume, und es sei X kompakt.
Ist f: X =Y bijektiv und stetig, so ist auch Y kompakt und f~':Y — X stetig.

Beweis. Zunichst ist Y = f(X) nach S. 11.14 kompakt.

Wir beweisen: f~! ist stetig. Dazu sei A C X abgeschlossen. Nach S. 11.12 reicht es
zu zeigen, dass (f~1)7!1(A) = f(A) C Y abgeschlossen ist.

Da Teilmengen relativ kompakter Mengen wieder relativ kompakt sind, und da A
abgeschlossen ist, ist A kompakt nach B. 10.25. Also ist f(A) C Y kompakt nach S.
11.14 und damit insbesondere abgeschlossen (wieder nach B. 10.25). O

Fine weitere wichtige Eigenschaft stetiger Funktionen auf kompakten Mengen ist die
gleichméfBige Stetigkeit:

Definition 11.20 Es seien (X, dx) und (Y, dy ) metrische Rdume, und es sei f : X —
Y. Dann heifit f gleichmdflig stetig, falls fiir alle € > 0 ein . > 0 so existiert, dass

dy (f(z1), f(z2)) <€ fiir alle 21, 29 € X mit dx(x1,x2) < J .



11 STETIGE FUNKTIONEN ZWISCHEN METRISCHEN RAUMEN 92

Aus der Definition ergibt sich sofort, dass jede gleichméfig stetige Funktion auch stetig
ist. Das folgende Beispiel zeigt, dass die Stetigkeit i. A. nicht die gleichméBige Stetigkeit

impliziert.

Beispiel 11.21 Es sei f : R — R mit f(z) = 22 (z € R). Dann ist f stetig auf R,
aber nicht gleichméflig stetig.
(Es sei e = 1, und es sei 6 > 0 beliebig. Wir wahlen z; = 1/§,29 = 1/0 + §/2. Dann
ist |21 — x2| = /2 < 0, aber

|f(@1) — f(x2)| = |o1 + 2] - |oy — 22| >2/0-6/2=1=¢.

Folglich ist f nicht gleichmiBig stetig auf R.)

Es gilt allgemein

Satz 11.22 Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume. Ist X kompakt und
f: X =Y stetig, so ist f gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Angenommen nicht. Dann existiert ein € > 0 so, dass fiir alle n € N zwei
Punkte x,,y, € X existieren mit

dx (Tn,yn) < 1/n und  dy (f(zn), f(yn)) > €.

Da X kompakt ist, besitzt die Folge (z,,) eine Teilfolge (xy,); mit z,,;, — x € X. Damit
gilt auch
dX(x7ynj) SdX(l'7$nj)+dX($nj7ynj)_>0 (]—>OO) :

d. h. y,, = 7 (j — 00). Also folgt auf Grund der Stetigkeit von f an der Stelle =

e <dy(f(zn); [(yn,)) < dy (f(zn,), f(2)) +dy (f(2), [(Yn,;)) = 0 (j = 00).

Widerspruch! O
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12 Differenzialrechnung von Funktionen einer Variablen

Um die feinere Struktur solcher Funktionen untersuchen zu koénnen, brauchen wir
einen iiber die Stetigkeit hinausgehenden “Glattheitsbegrift”. Grob gesagt wollen wir
Funktionen definieren, deren Graph keine “Ecken” hat; d. h. Funktionen, die Tangen-
ten an den Graph besitzen. Diese Tangenten spiegeln das Verdnderungsverhalten der
Funktion wider.

Die Idee ist folgende: Wir betrachten eine Funktion f : R — R und fiir A # 0 die
Sekanten S, durch die Punkte (zo, f(70)) und (zo+h, f(zo+h)) in R?. Diese Sekanten
sind festgelegt durch (xg, f(zp)) und ihre Steigung

fxo +h) = f(20)
p :

Fir h — 0 wird die Grenzgerade T, falls existent, als Tangente an den Graph im

Punkt (z9, f(z0)) angesehen. Die Steigung von T ist ein MaB fiir die Anderung der
Funktionswerte in der Nihe von x.

Dies fassen wir in eine exakte Definition, wobei wir allgemeinere Definitionsbereiche
in C und komplexwertige Funktionen zulassen.

Definition 12.1 Es seien X C K mit X € X’ und f: X — K.

1. f heifit differenzierbar an der Stelle zy € X, falls der Grenzwert

lim f(xo+h) — f(o) <: lim f(z) — f(560)>

h—0 h T—T0 T — X0

(genauer eigentlich h — 0, h € X —{zo}) existiert. Wir bezeichnen diesen Grenz-
wert als Ableitung von f an der Stelle zp und schreiben dafiir f’(z¢) (oder auch

£ (0)).

2. f heilt differenzierbar auf M C X falls f in jedem Punkt z € M differenzierbar
ist. Ist M = X, so heifit die Funktion f’': X — K Ableitung von f.

3. Héhere Ableitungen von f werden rekursiv definiert: Ist f(© := f und f*-1
differenzierbar auf X, wobei k € N, so heiBt f*) = (fF=D) . X — K k-te
Ableitung von f. Wir schreiben dabei meist f” := f®) und f” := £,

Beispiel 12.2 1. Ist f(z) = az+b (2 € C) mit Konstanten a,b € C, so ist f differen-
zierbar auf C und es gilt
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2. Fiir f(2) = 22 (2 € C) gilt

_ +h)?2—22 2zh+h%
/ -1 (z =1 =1 2 h) =2 .
F(z) = lim =—— fim — lm(2z+h) =2z (:€C)

Allgemeiner kann man (mit Hilfe der binomischen Formel; [U]) zeigen: Ist n € N und
f(z) =2" (2 € C), so ist
f'(z) =nz"1 (z€C).

3. (Wichtig !!) Die Funktion exp : C — C ist differenzierbar auf C mit

exp’ = exp .
(Denn. Nach B. 11.7 gilt
T
im =
h—0 h
und damit fiir alle z € C
z+h 2 h _ 1
¢ - C e — ¢ (h0))

4. Die Funktion f(x) := |z| (z € R) ist nicht differenzierbar an der Stelle zy = 0, denn

ist h > 0, so gilt
f(O+h)—£(0)
h

=1—=1 (h—0")
und ist h < 0, so gilt

fO+h)—=f(0)  —h _ -
Y _T_—1—>—1 (h—07).

Also existiert

lim
h—0

f(O+h) - f(0)
h

nicht!

Das letzte Beispiel zeigt, dass die Stetigkeit an einer Stelle i. A. nicht die Differen-
zierbarkeit an dieser Stelle impliziert. Umgekehrt implizert Differenzierbarkeit jedoch
Stetigkeit, wie der zweite Teil des folgenden Satzes zeigt. Der erste Teil liefert eine

wichtige Charakterisierung der Differenzierbarkeit.

Satz 12.3 Es seien X CKmit X C X', f: X - K und ¢ € X.
1. Fir Xo := X — {xo} sind folgende Aussagen dquivalent.

a) f ist differenzierbar an xg.
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b) (Zerlegungsformel) Es existieren ein ¢ € K und eine an 0 stetige Funktion ¢ :
Xo — K mit €(0) = 0 und

f($0+h):f($o)+c-h+€(h)-h (hEXQ).

¢) Es existiert eine an 0 stetige Funktion ¢ : Xo — K mit
f(xo+h) = f(zo) =@(h)- b (h e Xo)

Auferdem ist in diesem Fall f'(x0) = ¢ = ¢(0).

2. Ist f differenzierbar an xq, so ist f auch stetig an xg.

Beweis. 1. a) = b): Wir setzen (0) := 0 und fiir h € Xo, h # 0,

e(h) == f(@o+ h})L — ) _ [ (o).

Dann ist
f@o+ h) = f(zo) + f'(xo)h +(h) - h

(also ¢ = f’(xg)) und es gilt e(h) — 0 = €(0) (h — 0) aufgrund der Differenzierbarkeit
von f an xg.
b) = ¢): Klar mit ¢(h) := c+e(h).
c) = a): Aus
f(zo+h) = f(zo)
h

ergibt sich die Differenzierbarkeit von f an xz¢ und f’(zo) = ¢(0).

=@(h) = ¢(0)  (h—0)

2. Folgt aus 1. und ¢(h) — ¢(0) fiir h — 0. O

Wir stellen wichtige Rechenregeln fiir Ableitungen zusammen.

Satz 12.4 (Summen-, Produkt- und Quotientenregel)
Es sei X C K und es seien f,g: X — K differenzierbar an der Stelle xo € X. Dann
gilt

1. Fiir beliebige o, B € K ist af + Bg differenzierbar an xo, und es gilt

(af + Bg) (z0) = a - f'(x0) + B - ¢'(w0) -
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2. f g ist differenzierbar an xo, und es gilt
(f - 9)'(x0) = f'(x0) - g(20) + f(x0) - g'(w0) -

3. Ist g(xo) # 0, so ist auch f/g differenzierbar an o, und es gilt

(f)’ (2g) — £ @0)9(w0) — f(w0)g/ (o)
g) " 9°(x0) '

Beweis. 1. Klar nach Definition der Ableitung (oder nach der Zerlegungsformel).
2. Da g differenzierbar an x ist, ist g auch stetig an x¢ (S. 12.3). Damit gilt fiir h € X

f(zo+h) — f(xo) g(wo + h) — g(xo)

((fg)(zo +h) = (fg)(x0)) = Y 9(xo +h) + f (o)

= f(x0)g(wo) + f(z0)g (x0) -

S| =

h

3. Da g stetig an 0 ist mit g(zg) # 0, existiert ein 6 > 0 mit g(z) # 0 fiir alle z € X
mit |z — x| < J. Es sei h € Xg (0. E. mit |h| < §). Dann gilt

(1/g9) (o +h) — (1/g) (x0) _ 1 (g(wo) —g(@o + h))
h 9(xo + h)g(zo) h
1

9%(z0)

(=g'(x0))  (h—0).

Damit ist 3. fiir f = 1 bewiesen. Die Aussage fiir allgemeines f folgt hieraus mit der
Produktregel. O

n
Beispiel 12.5 Ist P(z) = Y a,2” (z € C) mit ao,...,a, € C, so gilt

v=0

P'(z) = Zl/ cay2’ ! (z€C)
v=1

(Folgt aus B. 12.2.2 und mehrfacher Anwendung von S. 12.4 1.)

Satz 12.6 (Kettenregel)

Es seien XY C K und es sei f: X — Y. Ferner sei g:Y — K. Ist f differenzierbar
an xg € X und ist g differenzierbar an yo := f(xo) € Y, so ist go f differenzierbar an
xg mit

(gof)(z0) =g (o) - f'(z0) = ¢’ (f(0)) [ (o) -
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Beweis. Es sei Yy := Y — {yo}. Nach S. 12.3 existieren an 0 stetige Funktionen
p:Xg— Kund ¥ : Yy — K mit

f(xo+h) — f(xwo) = @(h)-h
g(yo +u) —glyo) = (u)-u

Fiir h € X ist damit

g(f@o+) = g(F@0) = gluo + () - h) = glyo) = (e (R)R)p(h) - .

Da (¢ o (¢-idx,)) - ¢ stetig an 0 ist, folgt aus S. 12.3 die Differenzierbarkeit von g o f

an xy sowie

(g0 f) (o) = 1(0)p(0) = ¢'(yo) f' (o) -

Beispiel 12.7 1. Es sei P : C — C mit
P(z) = (2 +22+1)°.
Dann gilt P = go f mit f(z) = 2% 4+ 22+ 1 und g(w) = w®. Also ergibt sich aus der
Kettenregel
P(2) =g (f(2))f'(2) =5(z* + 22+ 1322 +2) .

2. Es gilt auf C

cos’ = —sin und sin’ = cos.

(Denn: Fiir z € C ist
/ 1 12 —iz\/ L 12 . —1z 12 —iz :
cos'(z) = 5(6 +e ) = §<Z€ —ije¥)=——(e”® —e¥)=—sinz
und fiir sin entsprechend.)

3. Aus 1. und der Quotientenregel folgt ([U])

1
tan’(z) = 72:1+tan2z (z#£7/24+km, k€Z)
cos? z

1
cot'(z) = ——5— =-1—-cot’z (z #km, keZ)
sin® z
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4. Ist a > 0 fest, so gilt
(a*) = a*Ina (z€C).

(Denn: (a*)' = (e#%) =1na-e*™* =1Ina-a?.)

Satz 12.8 (Umkehrregel)

Es sei I C R ein Intervall und f : I — R sei streng monoton (wachsend oder fallend)
auf I. Ist f differenzierbar an xg € I mit f'(xg) # 0, so ist die Umkehrfunktion
L W(f) = I differenzierbar an yo = f(xo) mit

1

—1y/ _
(f ) (yO) - f/(:l:()) :

Beweis. Zunichst ist yo ein Hiaufungspunkt von W (f) = D(f~1) (folgt aus der Ste-
tigkeit von f an x¢). Fiir Jp := W(f) — {0} und

h(u) = " yo +u) = 7 (wo)  (u€ o)
gilt 0 # h(u) — 0 (u — 0), da f~! stetig (an yp) nach S. 9.6. Also erhalten wir

S o +u) — fHwo) h(u) 1 "
u = Flao th(w) — ) Py 0

Beispiel 12.9 1. Fiir festes a > 0,a # 1, gilt

1 1
logl () =~ — .
ogh(#) = (x>0
(Denn: Es sei f(z) = a® (x € R). Dann ist f~!(y) = log, vy (y > 0). Also gilt nach der
Umkehrregel und 1. mit z = log, y

1111
U0 = i = i = e 0))
2. Es gilt
arcsin’(z) = 1 arccos’ (x) = L (x € (—1,1))

V1i—22’ V1—22
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(Denn: Mit der Umkehrregel und 1. gilt fiir y € (—1,1) mit = arcsiny

1 1 1
arcsin’(y) = =

1
= = = ~1,1)).
sin’(z)  cosz /1 _gin2z  /1—12 (y e (=1,1))

Entsprechend fiir arccos x.)

3. Es gilt ([U])

tan’ = R

arctan’(z) 722 (r € R)

arccot’(z) = L (x € R)
N 1+ 22 '

4. Fiir a € C fest gilt

(Denn: (xa)/ — (eozlna:)l — aealnx R aﬂj‘a% — Oél’a_l.)
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13 Der Mittelwertsatz und Anwendungen

Wir beschiéiftigen uns nun mit der geometrischen Interpretation der Ableitung. Dazu

definieren wir zunéchst, was wir unter lokalen Extrema verstehen.

Definition 13.1 Es seien (X,d) ein metrischer Raum und f : X — R. Ferner sei
T € X.

1. Man sagt, f habe an ¢ ein lokales (oder auch relatives) Mazimum, falls ein § > 0

existiert mit

f(z) < f(z0) fir alle x € Us(zo)

2. Man sagt, f habe an z( ein lokales (oder auch relatives) Minimum, falls ein 6 > 0

existiert mit

f(x) > f(xo) fir alle x € Us(xo) .

Eine Stelle xp, an der ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum vorliegt, be-
zeichnet man als Extremstelle (oder lokales Extremum) von f.

Gilt < statt < fiir  # ¢ in 1. (bzw. > statt > fiir  # x¢ in 2.), so spricht man von
einem strikten lokalen Maximum (bzw. strikten lokalen Minimum).

Es gilt folgendes einfache notwendige Kriterium fiir Extrema differenzierbarer Funk-

tionen.

Satz 13.2 FEs sei I C R ein offenes Intervall und die Funktion f : I — R sei diffe-
renzierbar an der Stelle xq € I. Ist x¢ eine Extremstelle von f, so gilt

f(x0) =0

Beweis. O. E. liege an x( ein lokales Minimum vor. Dann existiert ein § > 0 mit
f(z) > f(=xo) fiir alle x € Us(xp). Da f differenzierbar an zg ist, gilt

f(zo +h) — f(z0)

f(zo0) = hhj& N >0
und 1
f/(l'o) — lim f(:EO + ) - f(xO) S 0 7

h—0— h
d. h. f/(z0) = 0. O
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Bemerkung und Definition 13.3 1. Punkte x(, an denen f’(x¢) = 0 ist, nennt man
auch kritische Punkte von f.

2. Wie bereits erwihnt, liefert S. 13.2 lediglich eine notwendige Bedingung fiir das
Auftreten lokaler Maxima oder Minima. So hat etwa f : R — R mit f(z) = 2% an
zg = 0 einen kritischen Punkt, aber an xg = 0 liegt kein lokales Extremum vor.

3. Fiir nicht offene Intervalle I bzw. nicht differenzierbare Funktionen ist die Aussage
von S. 13.21. A. falsch. So hat etwa f : [0,1] — R mit f(x) = x an 0 ein (sogar globales)
Minimum, aber 0 ist kein kritischer Punkt (sondern ein sogenanntes Randextremum).
Auflerdem hat die Funktion f : R — R mit f(z) = |z| an der Stelle 0 ein (ebenfalls
sogar globales) Minimum, aber xg ist kein kritischer Punkt (da f’(0) iitberhaupt nicht
existiert).

Uber das Auftreten kritischer Punkte gibt folgender Satz Auskunft

Satz 13.4 (Rolle)
Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und es sei f : I — R stetig auf I und
differenzierbar auf (a,b). Gilt f(a) = f(b) so existiert ein § € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis. Ist f(x) = f(a) so ist f'(x) =0 auf [a, b].

Es sei also f # f(a)(= f(b)). Nach S. 11.17 existieren x1,z9 € [a,b] mit f(x1) <
f(z) < f(zq) fiir alle x € [a,b]. Dabei liegt (mindestens) einer der beiden Punkte
x1,x2 in (a,b). Nach S. 13.2 liegt dort ein kritischer Punkt vor. O

Als Folgerung erhalten wir
Satz 13.5 (erweiterterter Mittelwertsatz)

Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall, und f,g : I — R seien stetig auf I und

differenzierbar auf (a,b). Dann existiert ein & € (a,b) mit

Beweis. Man wende den Satz von Rolle auf die Funktion ¢ : I — R mit
p(x) = f(2)(9(b) — 9(a)) — (F(b) — fla))g(z)  (z€1T)
an! (Beachte: es gilt p(b) = p(a) = f(a)g(b) — f(b)g(a).) O

Wir ziehen nun wichtige Folgerungen aus dem erweiterten Mittelwertsatz.
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Satz 13.6 Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall, und f : I — K sei stetig auf I
und differenzierbar auf (a,b).

1. (Klassischer Mittelwertsatz) Ist K = R, so existiert ein & € (a,b) mit

Fb) = fa)

fe ===

2. (Schrankensatz) Es existiert ein £ € (a,b) mit

[£(0) = f(@)] < If' (O] (b—a).

Beweis. 1. Ergibt sich sofort aus dem erweiterten Mittelwertsatz mit g(x) = x.
2. Im Falle K = R folgt dies sofort aus 1. Der Fall K = C kann darauf zuriickgefiihrt
werden ([U]). O

Im Weiteren sei fiir ein Intervall I stets I° das Intervall I ohne die Randpunkte.

Bemerkung 13.7 Es sei I ein Intervall und f : I — K sei stetig auf I und differen-

zierbar auf 1. Dann ist f genau dann konstant, wenn f/(x) = 0 auf I° gilt.

(Denn:
“=7" Ist f(x) = c auf I, so gilt natiirlich f/(x) = 0 auf I°.
“<” Sind x1, 9 € I mit x1 < 9, so folgt aus dem Schrankensatz mit einem £ € (z1, z2)

F@n) = Fan)| = 1F(©)] - (w2 — 1) = 0
und damit f(z1) = f(z2)).

Satz 13.8 FEs sei I ein Intervall und f : I — R sei stetig auf I und differenzierbar
auf I°.

1. Ist f'(z) > 0 (bzw. > 0) fiir alle v € I°, so ist f monoton wachsend (bzw. streng
monoton wachsend) auf I.

2. Ist f'(x) < 0 (bzw. < 0) fiir alle x € I°, so ist f monoton fallend (bzw. streng
monoton fallend) auf I.

Beweis. 1. Sind x1,x9 € I mit 21 < x9, so ergibt sich aus dem Mittelwertsatz mit
einem & € (1, x2)

f@2) = fa1) = f(E) (w2 —21) 2 0,
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also f(z1) < f(xe). Ist dabei f'(§) > 0, so ist f(z1) < f(x2).

2. Entsprechend.

Beispiel 13.9 Es sei f: (0,00) — R mit

Dann ist f streng monoton wachsend.

103

(Denn: Es geniigt zu zeigen: g(x) := In f(z) = z - In(1 + 1/z) ist streng monoton

wachsend. Es gilt fiir x > 0

gd(x)=In(1+1/z)+=x ! -1

1+1/z a2
Ause! <1/(1—t) fiir 0 <t <1 (vgl. S.9.2.2) folgt

1+

1 1 !
et < [1——— =1+1/x

und damit ¢’(z) > 0 fiir z > 0. Mit S. 13.8 folgt die Behauptung.)

Der folgende Satz gibt ein hinreichendes Kriterien fiir Extremstellen.

Satz 13.10 (Vorzeichenwechsel-Kriterium,)

— =In(1+1/z) —

Die Funktion f : I — R sei stetig auf dem Intervall I und differenzierbar auf I°.

Ferner sei xg € I.
1. Existiert ein 0 > 0, so dass

o

0 (b
0

(AVARRVAN

so hat f an xo ein lokales Maximun (bzw. stiktes lokales Mazimun).

2. Existiert ein 6 > 0, so dass

o

0 (b
0

IN IV

So hat f an g ein lokales Minimum (bzw. stiktes lokales Minimun,).

zw. <) fir vel, zg<z<z9+0
(bzw.>) fir zel,xg—0 <z <z

zw. >) fir vre€l, zg<xz<x9+0
(bzw. <) fir x€l,xg—0 <z <z
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Beweis.

1. Nach S. 13.8 ist f (streng) monoton fallend auf I N[z, zo+d) und (streng) monoton
wachsend auf I N (zg — 0, zo]. Damit hat f an z( ein (stiktes) lokales Maximum.

2. Analog. O

Beispiel 13.11 Es sei f: R — R mit

f(x) =22%+32% — 1.

Dann gilt
>0 , z€(—o00,—1)
fllz)=6z(z+1)S <0 , z€(-1,0)
>0 , z€(0,00)
wachsend (—o0, —1]
Also ist f streng monoton ¢ fallend auf § [—1,0]
wachsend [0, 00)

Nach S. 13.10 liegt an 0 ein striktes lokales Minimum und and —1 ein striktes lokales

Maximum vor.

Bemerkung 13.12 Es seien I C R ein offenes Intervall und f : I — R so, dass f”
auf I existiert. Ferner sei zg € I so, dass f” stetig an zg ist mit f/(z¢) = 0. Dann gilt:
Ist f"(x0) > 0, so hat f an z( ein lokales Minimum, und ist f”(z¢) < 0, so hat f an
o ein striktes lokales Maximum.

(Denn: Es sei f”(zg) > 0. Da f” stetig an x¢ ist, existiert ein 6 > 0 mit f”(z) > 0 fiir
alle x € Us(xg). Damit ist f’ nach S. 13.8 streng monoton wachsend und Us(xg). Mit
1 (x0) = 0 folgt

f’(x){ >0 fl?r ro<r<xTO+0 .
<0 fir xzg—0<z<ux

Nach dem Vorzeichenwechsel-Kriterium hat f an x( ein stiktes lokales Minimum.
Entsprechendes gilt, falls f”(z¢) < 0 ist.)

Zum Abschluss dieses Abschnitts beschéftigen wir uns mit einer eleganten Methode

um gewisse Grenzwerte auszurechnen. Damit beweisen wir
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Satz 13.13 (Regeln von de I’Hospital)
Es seien I C R ein Intervall, zo € I und die Funktionen f,g : I\ {z0} — R seien
differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fiir alle x € I, x # . Ferner gelte

1. lim f(:[;) = lim g(l‘) =0 (Fall 4:%;7)

T—rT0 T—T0

oder

2. lim g(z) = oo (oder —o0).

T—T0

Dann gilt: Aus

f'(x)
7 () —ce€ RU{£o0} (x — o)
folgt @
flx
@) —c (x = x0) .

Entsprechende Aussagen gelten fiir x — £oo.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall c € R und =z — $(JJF . Die Beweise fiir die anderen
Falle verlaufen @hnlich.

1. Es gelte die Voraussetzung 1. Durch g(zg) := f(z0) := 0 konnen f und g stetig nach
I fortgesetzt werden.

Ist x € I, © > x, so existiert nach S. 13.5 ein {(z) € (zo, ) mit

f'€@) _ flz) = flxo) _ f(=)
gE&@)  g(x) —g(xe) glx)

Da lim+ &(z) = xo und £(z) > ¢ gilt, ist

:pﬁxo

o f@ L FlE)

z—ag g9(z) z—zd g'Ex)

2. Es gelte 0.E. g(x) — oc.
Weiter sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein dp > 0 mit

(1)) g (t) —c| <e  (zo<t<zo+0).
Es sei zp < s < zg + dp. Dann existiert ein 0 € (0, s) so, dass g(x) > 0 und

[f(s)l/g(x) <& sowie [g(s)|/g(z) <e (20 <z <wo+0).
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Nach dem erweiterten Mittelwertsatz existiert zu jedem solchen z ein & € (x, s) mit

also auch
f'©) (9(s) .\ _ fls) = f(x)
6 (o) ="
und folglich
flx) _ fls) | f' &) (, 9(s)
=t g (-13)
Damit erhalten wir
f@) | &) O | [ gls) .
9(z) S'g(ﬂ:) 9'(§) ‘Jr g’(&)gw)’§€+€+(’ e
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Beispiel 13.14 1. Fiir f(z) = vz — 1 und g(z) = vz — 1 (x > 1) gilt

lim f(z) = lim g(z) =0

r—1+ r—1+
sowie )
f(x) . PN Lo V-1
L /(x) = ].1 L 1 = 111{1_‘_7:0
rz—17T g T— 72\/3ﬁ T—
Also ist nach S. 13.13 auch
T A . Vel =0.

a1t g(x)  ao1t Vo —1

2. Es gilt fiir jedes feste a > 0:

d. h. die Logarithmusfunktion wichst langsamer als jede (noch so kleine) positive
Potenz von =z.
(Denn: Es gilt lim z% = oo und
T—r00
(Inz)" r1 1

lim = = lim — =0
2—00 (xa)’ z—o0o a1 200 r®

also folgt die Behauptung mit S. 13.13)
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14 Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Wir haben schon frither gesehen, dass wichtige elementare Funktionen wie die Ex-
ponentialfunktion {iber gewisse Grenzwerte definiert sind. Ziel ist es nun, allgemeine
Strukturaussagen iiber Funktionen zu machen, die sich als Grenzwerte von sog. Funk-

tionenfolgen oder Funktionenreihen ergeben.

Definition 14.1 Essei X eine beliebige Menge, X # (), und es sei (Y, d) ein metrischer
Raum. Sind f, : X — Y Funktionen, so nennt man die Folge (f,), eine Funktionen-
folge. Die Funktionenfolge (f,) heifit punktweise konvergent auf der Menge M C X,
falls fiir alle x € M die Folge (f,(x)) in Y konvergiert. Die Funktion f : M — Y mit
f(z) = nh_)rrgo fn(z) heiit Grenzfunktion der Folge (f,) (auf M). Wir schreiben dann
auch

fon—f (n — o0) punktweise auf M

Beispiel 14.2 Wir betrachten die Funktionen f, : R — R mit
fu(z) := 2" (reR,neN).

Dann gilt
0 , falls ze€(—1,1)

n\T) — ;
fal@) {l,falls r=1

d. h. (f) konvergiert punktweise auf (—1,1] und die Grenzfunktion f : (—1,1] - R

ist gegeben durch
0, ze(-1,1)
flx) =
1, z=1

Das Beispiel zeigt insbesondere, dass die Grenzfunktion unstetig (an xg = 1) ist,
obwohl alle Folgelieder f, stetige Funktionen auf ganz R sind. Da wir an Aussagen
der Form ,, f,, stetig (n € N) = f stetig“ interessiert sind, fithren wir einen strengeren

Konvergenzbegriff ein, mit dessen Hilfe eine solche Aussage moglich wird.

Definition 14.3 Es seien X # () eine beliebige Menge und (Y, d) ein metrischer Raum.
1. Fir f,g: X — Y setzen wir

du(f,g) = sup d(f(z),g(x))
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(wobei sup A := oo, falls A nach oben unbeschrénkt ist).
2.Sind f,, : X — Y Funktionen (n € N), so heiit die Funktionenfolge (f,) gleichmdifig
konvergent auf der Menge M C X (gegen die Grenzfunktion f : M — Y), falls

dy(f, fn) — 0 (n — o0).
Wir schreiben dann
fn—f (n — o0) gleichmifBig auf M

oder auch
fn(x) = f(2x) (n — o0) gleichméBig auf M .

Bemerkung 14.4 Gilt f, — f gleichmi8iig auf M, so gilt insbesondere f,(z) —
f(x) (n — oo) fiir alle x € M, d. h. gleichméflige Konvergenz impliziert punkt-
weise Konvergenz.

GleichméBlige Konvergenz bedeutet, dass zu jedem € > 0 ein N, € N existiert mit

d(f(x), fo(z)) <e fiir alle n > N und alle z € M .

Der Unterschied zur punktweisen Konvergenz liegt darin, dass /N unabhéngig von z
gewahlt werden kann. Punktweise Konvergenz bedeutet: Fiir alle z € M und alle ¢ > 0
existiert ein N, , € N mit d(f(x), fo(z)) < € fiir alle n > N, ,.

Beispiel 14.5 Wir betrachten noch einmal f,(z) = 2" (n € N, z € R) (vgl. B. 14.2).
Ist M =[—1/2,1/2], so gilt
SUp | fu(@) = f(2)| = 1/2" =0 (n = 00).

Damit gilt
" —0 gleichméBig auf [—1/2,1/2].

Andererseits ist fiir M = [0,1)
sup | fu(z) — f(z)| =supz" =1 (neN).
M [0,1)

Also ist (fy,) nicht gleichm#Big konvergent auf [0, 1).

Wir kommen nun zu dem bereits angedeuteten Ergebnis iiber die ,,Vererbung® der
Stetigkeit auf die Grenzfunktion.
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Definition 14.6 Sind (X, d) ein metrischer Raum und z¢ € X, so heift M C X eine
Umgebung von xp, falls ein § > 0 existiert mit Us(xg) C M.

Satz 14.7 Es seien (X,d = dx), (Y,d = dy) metrische Riume und f,f, : X =Y
Funktionen. Ferner sei xg € X. Sind die Funktion f, stetig an der Stelle xq und gilt
fn — [ gleichmafig auf einer Umgebung M von xq, so ist auch die Grenzfunktion f

stetig an xg.

Beweis. Es sei ¢ > 0 gegeben. Auf Grund der gleichméBigen Konvergenz von (fy,)
gegen f auf M existiert ein N = N; € N mit

d(f(z), fn(x)) <e/3 (n=N,zeM).
Da fx stetig an ¢ ist, existiert ein 6 = J. > 0 so, dass (Us(xg) C M und)

d(fn(z), fn(xo)) <e/3 fiir alle x € Us(xg) .

Damit ist fiir x € Us(zo)

d(f(z), f(z0)) < d(f(z), fn(x)) +d(fn(2), fN(20)) + d(fn(20), f(20))
< €¢/3+¢/3+¢/3=¢.

Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz liefert

Satz 14.8 (Cauchy-Kriterium fir gleichmdflige Konvergenz)

FEs seien X # () eine Menge, (Y, d) ein vollstindiger metrischer Raum und fy, : X —
Y Funktionen (n € N). Ist M C X, so ist (f,) gleichmdfig konvergent auf M genau
dann, wenn (fy) eine gleichmdfige Cauchy-Folge auf M ist, d. h. wenn zu jedem & > 0
ein N € N so existiert, dass

dpar(frs fm) <€ fiir alle n,m > N..

Beweis. 1. Es gelte f,, — f gleichméfig auf M. Ist ¢ > 0 gegeben, so existiert ein
N: € N mit

dy(fs fn) < (n>Ne).

c
2



14 FUNKTIONENFOLGEN UND FUNKTIONENREIHEN 110

Fiir alle n,m > N, und x € M folgt dann

Afa(@), fn(@)) < d(fa(@), F(@)+d(F (), Funl@)) < das(fus )+, f) < 545 =2

also auch dys(fn, fm) < e.

2. Es sei (fy,) eine gleichméfige Cauchy-Folge auf M. Dann ist insbesondere fiir jedes
feste z € M die Folge (fn(z))n eine Cauchy-Folge in (Y,d). Da (Y, d) vollstiandig ist,
ist (fn(x)), konvergent, d. h. es existiert ein y € Y mit f,(x) - y (n — o0). Wir
definieren f : M — Y durch f(x) := y(x € M) und zeigen: f,, — f gleichmiBig auf
M.

Zunéchst gilt fiir z € Y und (y,,) in Y mit y,, — y nach der umgekehrten Dreiecks-
ungleichung ([U]) d(ym, z) — d(y, 2) fiir m — co. Damit ergibt fiir festes z € M und
neN

Ay (fms fn) 2 d(fn(), fo(2)) = d(f(2), fal2)) (M — 00).

Es sei € > 0 gegeben. Dann existert ein N = N, € N mit dys(fim, frn) < € fiir n,m > N.
Also ist d(f(x), fn(x)) < e fir alle x € M und n > N und damit auch

Bemerkung 14.9 Ist M # () eine Menge so gilt fiir Funktionen f,g € B(M,K™)
(vel. B. 10.7)

1f = glloc = sup |f(x) — g(x)| = sup d(f(x),g(x)) = du(f,9g) -
reM zeM

Also bedeutet gleichmdfige Konvergenz in diesem Fall Konvergenz beziiglich der sup-
Norm || - ||eo, d. h. der Metrik d.|__ ).

Aus S. 14.8 folgt, dass der Raum (B(M,K™), |||/ ) ein vollstéindiger normierter Raum
(ein sog. Banachraum) ist.

(Denn: Es sei (f,) eine Cauchy-Folge in B(M,K™). Dann ist (f,) auch gleichméfige
Cauchy-Folge auf M. Nach S. 14.8 existiert eine Funktion f : M — K™ mit f, — f
gleichméBig auf M, d. h. ||f — fu||coc — 0. Es bleibt noch zu zeigen, dass f € B(M,K™),
d. h. f beschréankt ist. Dazu wahlen wir zu € = 1 ein N € N mit

Hf_fNHoo<1-
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Dann gilt fiir alle z € M

[f(@)] < |f(z) = (@) + [ (@) < T+ [[fxlle
und damit ist f beschrénkt.)

Definition 14.10 Sind a, : X — K Funktionen, so heifit die Funktionenfolge (s,,)
mit

sn(z) = Za,,(x) (x € X,n € Ny)
v=0

o0 [ee]
eine Funktionenreihe. Wir schreiben wieder Y a, (oder ) a,(z)).
v=0 v=0

oo

Die Funktionenreihe Y a, heifit punktweise konvergent auf M C X falls die Funktio-
v=0

nenfolge (s,) auf M punktweise konvergiert. Entsprechend heifit die Funktionenreihe

gleichmdfig konvergent auf M, falls (s,) gleichméBig auf M konvergiert. Wir verwen-

den (wie bei Zahlenreihen) das Symbol ) a, dann auch wieder fiir die Grenzfunktion.
v=0

o0
Natiirlich definiert man entsprechend Funktionenreihen der Form ) a,(x) auch fiir
v=ug
allgemeine vy € Z.

Es stellt sich die Frage, wie man gleichméfiige Konvergenz ggfs. nachweisen kann. Wie
beim Majorantenkriterium fiir Zahlenreihen (S. 7.11) ergibt sich

Satz 14.11 (Weierstrafisches Majorantenkriterium fiir Funktionenreihen)
Es seien M # () eine Menge und a, : M — K fiir v € Ny. Ferner seien b, > 0 so,
(o)

dass ||ay|loo = sup |ay(z)| < by fiir v geniigend grof. Dann gilt: Ist > b, < oo, so
zeM v=0

o0
konvergiert > a, gleichmdfig auf M.
v=0

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert nach S. 7.10 ein N = N, € N mit
(llav]|oo < by fir v > N und)

Damit ergibt sich fiir n > m > N auch

n n

n
drr(8ns 8m) = [|5n — Smlloo = || Z ay|oo < Z llay]|oo < Z by <e.

v=m-+1 v=m+1 v=m++1
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Also ist (sy,) eine gleichméBige Cauchy-Folge auf M. Mit S. 14.8 folgt die Behauptung.
O

Beispiel 14.12 Es seien a, : C — C definiert durch
1
ay(z) = — (zeC,veN).

Fir a > 1 sei weiter
My ={2€C:Rez>a}.

oo
Dann ist die Funktionenreihe > a, gleichméfig konvergent auf M,.
v=1

(Denn: Fiir alle z € M, und alle v € N ist

1 1
@) = s <

o0
und > 1/v® ist konvergent. Also ergibt sich die Behauptung aus S. 14.11.)
v=1

Insbesondere ist die Funktionenreihe damit auf M := {z € C: Rez > 1} = {J,o; Mq
punktweise konvergent. Wir definieren ¢ : M — C durch

() ::Z% (z€ M) .
v=1

Die Funktion ¢ heifit (Riemannsche) Zetafunktion.

Da z — 1/v? fiir alle v € N stetig auf C ist, folgt aus S. 14.7 die Stetigkeit der
Zetafunktion auf M (Man beachte: Ist Re(zg) > 1, so ist M, fiir 1 < o < Re(zp) eine
Umgebung von zp).
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15 Potenzreihen

Wir untersuchen jetzt eine Klasse besonders wichtiger Funktionenreihen, sog. Potenz-
reihen. Hier sind die Teilsummen s, Polynome vom Grad < n, also von besonders
einfacher Struktur.

Definition 15.1 1. Es sei zp € K und es sei (a,);2, eine Folge in K. Dann heifit

[e.@]
die Funktionenreihe ) a,(z — 29)” (also die Funktionenfolge (s,) gegeben durch
v=0

n
sn(2) = > ay(z—20)") auf K eine Potenzrethe (mit der Entwicklungsmitte zp und der

Koeﬂizie{tenfolge (ay)).

o0
2. Ist > a,(z — 20)" eine Potenzreihe, so heifit

v=0
R L 0,09
= , 00
S, Vo]
Konvergenzradius der Potenzreihe (wobei 1/00 := 0 und 1/0 := oo gesetzt ist). Im

Falle R > 0 heifit weiterhin Ugr(z0) = {z € K : |z — 20| < R} Konvergenzkreis (im
Falle K = R meist Konvergenzintervall) der Potenzreihe (wobei Uy (29) = {2z € K :
|z — 20| < o0} = K ist).

(o]

Beispiel 15.2 1. Fiir die Potenzreihe ) z” (also die geometrische Reihe) gilt zp = 0
v=0

[e.e]

und a, = 1 (v € Ny), also ist R = 1. Hier konvergiert ) z absolut im Konvergenzkreis
v=0

U1(0) = {z: |z| < 1} und divergiert fiir alle z mit |z| > 1. Ferner gilt

1
Zz”zi (|2 < 1).
1-=2
v=0
58] v .
2. Fiir die Potenzreihe Y. Z ist zo = 0 und a, = % (v € Ny). Hier ist lim |a,|'/" =
v=0 ) v=00

le % = 0 (warum?), d. h. R = oco. Bekanntlich konvergiert die Potenzreihe absolut
fiir alle z € C und es gilt

z
L
vl

v=0

Uber das Konvergenzverhalten allgemeiner Potenzreihen gibt der folgende Satz Aus-
kunft.
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Satz 15.3 (Cauchy-Hadamard)

Es sei Y a,(z — z0)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann gilt:
v=0

1. Ist R = o0, so konvergiert die Potenzreihe absolut fiir alle z € K = Uso(20).

2. Ist 0 < R < oo, so konvergiert die Potenzreihe absolut fiir alle z € Ug(z9) und
divergiert fir alle z € K mit |z — zo| > R.

3. Ist R =0, so divergiert die Potenzreihe fiir alle z € K\ {20}.

Beweis. Es gilt fiir alle v € Ny und 2z # 2
jav(z = 20)"|"" = lay [V/¥ - |z = 2],

also ist im Falle R > 0

1
v _ ~, _
R|z 20/ -

Jim |a, (z — 20)"|
Damit ergeben sich 1. und 2. sofort aus dem Wurzelkriterium (S. 7.15).
Ist R =0 (d.h. (Ja,|"/") ist unbeschrinkt), so ist auch (|a,(z — 2z0)¥|"/¥) unbeschriinkt
und folglich ist (a,(z — 20)"), insbesondere keine Nullfolge. Damit ergibt sich auch 3.
a

o
Bemerkung 15.4 Ist ) a,(z — 2p)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0,
v=0

o

so konvergiert Y a,(z — z9)"” gleichméBig auf jeder kompakten Teilmenge des Kon-
v=0

vergenzkreises Ug(2).

(Denn: Ist K C Ug(z0) kompakt, so hat die stetige Funktion z — |z — 29| nach S.

11.17 ein Maximum auf K, d. h. es gibt ein z; € K mit |21 — 29| = sup |z — zp|. Damit
z€K
gilt fiir alle v
sup |ay(z — 20)"| = |ay| - |21 — 20" =: by .
zeK

[e.e]

Da nach S. 15.3 die Reihe Y b, konvergiert, folgt die gleichméBige Konvergenz auf K
v=0

aus dem Weierstralschen Majorantenkriterium.)

Aus S. 14.7 folgt, dass die Funktion f = f,, : Ur(20) — K mit

f(z):= Zay(z —29)” (z € Ur(20))
v=0
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stetig ist. Wir zeigen nun, dass diese Funktion tatséchlich beliebig oft differenzierbar
ist.

[e.°]
Satz 15.5 Es sei Y, a,(z — 20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, und
v=0

es sei f(2):= 3 ay(z—2) fiir z € Ug(20). Dann ezistieren die Ableitungen f*) fiir
v=0
alle k € N und es gilt

o0

fBE) =+ 1)@+2) ... (v+E)aw(z —20)" (2 € Ur(z)) -

v=0
Insbesondere ist
Klay, = £ () (k€ Np),

also

1%

£V (4
=3 Ty et
v=0

Beweis. 1. Wir zeigen: f ist differenzierbar auf Ur(zp) und

Fl2) =) va,(z—20)"" =D (v+1Day(z— 20)" (2 € Ur(20)).
v=1 v=0

O. E. kénnen wir zy = 0 annehmen.
Es sei z; € Ur(0) fest. Fiir z € Ur(0) gilt

-1

1(z) = f(=1) :Zav('zy—zlf) = (Z_Zl)zau 2Tk
v=1 -0
=:¢u(2)

AN

ol

v=1

Wir wihlen ein r € (|z1], R) und setzen 6 := r — |z1]. Ist |z — 21| < J, so ist |z]| < r

(und |z1| < 7), also |¢,(2)| < vr*~'. Aus v'/¥ — 1 (v — o0) folgt, dass auch die
o0

Potenzreihe Y va,z” den Konvergenzradius R hat. Insbesondere konvergiert damit

v=1
)

> v]a,|r*~! nach dem Satz von Cauchy-Hadamard. Nach dem Weierstrafischen Ma-
v=1

jorantenkriterium (S. 14.11) konvergiert Y a,¢,(z) gleichméBig auf Us(z1). Folglich

v=1
ist ¢(2) := > app,(z) stetig an z; (S. 14.7), d. h. es gilt
v=1

z—21 zZ—z1 Z—21

lim f) = /(1) = lim ¢(z) = ¢(21) = Z:I/ayzl”_1 .
v=1
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2. Durch Anwendung der gleichen Argumentation auf f’ sieht man: f’ ist differenzier-
bar auf Ur(zp) und

(e 9]

') =Y W+ D +2avsa(z - 20)" (2 € Ur(0)).
v=0

Induktiv erhiilt man: Fiir alle k& € N ist f(*~1 differenzierbar auf Up(zo) und

FBE) =+ 1)@ +2)... (v+E)aw(z — 20)" .
v=0
Die Zusatzbehauptung kla, = f*)(zg) ergibt sich fiir z = 2. O

Beispiel 15.6 Fiir die Funktion f : C — C mit

sin z

i z#0
f(z) =
1 , 2=0
gilt
L& (e
f(z)_;@yﬂ)!_ ; (MH)!Zu‘

(Denn: Es gilt fiir z # 0

x I/z21/1 x 1/221/

z (2v +1)! e (2v +1)!
und fir z =0 ,
L o0 (_1)V0 v

Also ist f nach S. 15.5 beliebig oft differenzierbar auf C mit
(=1)k/2
fO) =4 :

0 falls k£ ungerade

falls k£ gerade

Am Rande ihres Konvergenzkreises konnen Potenzreihen ein sehr kompliziertes Verhal-
ten zeigen. Da ist es schon sehr beruhigend, ggfs. auf folgendes Resultat zuriickgreifen
zu kénnen. (Die Beschréankung auf die Entwicklungsmitte zp = 0 und den Konvergenz-

radius 1 ist dabei unwesentlich.)
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Satz 15.7 (Abelscher Grenzwertsatz)
o0

o
Es sei Y a,z¥ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 1. Ferner sei die Reihe ) a,
v=0 v=0
konvergent. Ist
[e.9]
= Za,,z” (2| < 1),
v=0

so gilt

lim ay .

=1~ f Z v

o0 n
Beweis. Wir setzen s := ) a, und s, := > a, fiir n € Ny. Da (s,) konvergent und
v=0 v=0
o0
damit auch beschrénkt ist, hat die Potenzreihe > s,z” Konvergenzradius > 1. Also
v=0

gilt mit s_; :=0 fiir |z| < 1

oo o

(1—2) Zsyz Zsyz —Zsl,z”H:Z(s — Sy-1) Zau =
v=0 v=0 v=0

Es sei e > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N, € N mit |s,, —s| < ¢/2 fiir allen > N.

o0
Wegen 1 = (1 —x) > o erhalten wir fiir 0 < z < 1
v=0

[fl@)=s] = [(1—2)) (s —s)a"| <

v=0
N-1 00
< (1—=x) lsy —slz¥ + (1 — =z Zx
v=0 v=N
N—1
< (1-—2) lsy, — slx” 4+ ¢/2
v=0

Weiter existiert ein 6 = §(N:) > 0 so, dass

fiir alle z mit 1 — 6 < z < 1. Also gilt

flx)—s|<e fir 1-d<az<l1.
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Beispiel 15.8 Es gilt ([U)])

In(l+z)= i (_131/11‘” (z € (-1,1)).

v=1

Nach dem Leibniz-Kriterium und dem Abelschen Grenzwertsatz ergibt sich damit

In(2) = lim In(1+2z) = i m

- 1%
rz—1 it
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16 Integrale und Stammfunktionen

Die Integralrechnung entstand urspriinglich aus der Frage nach Berechnung von Fléchen-
inhalten. Ahnlich wie bei der Differenzialrechnung werden wir Integrale iiber einen
gewissen Grenzprozess definieren. Dazu betrachten wir zunéchst besonders einfache
Funktionen, fiir die wir die (orientierte) , Fldche unter den Graphen* sehr leicht defi-

nieren konnen.

Definition 16.1 Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall.
1. Sind I4,..., I, C [a,b] (nichtleere) Intervalle, so heifit

Z={L,.... Iy}
m
eine Zerlegung von [a,b], falls die I; paarweise disjunkt sind und |J I; = [a, b]

7j=1
gilt.

2. Eine Funktion ¢ : [a,b] — K heifit Treppenfunktion, wenn eine Zerlegung Z von
[a,b] und c; € K existieren mit

pu=c (I€Z). (16.1)

Eine Zerlegung Z so, dass Konstanten ¢; wie in (16.1) existieren, heifit zuldssig

fiir ¢.

Definition 16.2 Ist ¢ : [a,b] — K eine Treppenfunktion wie in D. 16.1.2, so setzen

WITr

/b o= /b plw) dwi= 3 e\(D)

IeZ

wobei A(/) die Lange von I bezeichnet. Die Zahl fab o(z)dx heiBBt Integral von ¢ (auf
[a,8]).

! Wichtig bei dieser Definition: Fiir eine Treppenfunktion ¢ gibt es verschiedene

zuldssige Zerlegungen. Damit fab ¢ wohldefiniert ist, muss die Summe ) ¢;A(I) von
1eZ
der Wahl der Zerlegung unabhéingig sein. Man kann sich iiberlegen, dass dies der Fall

0, 0<z<1/2
p(z) =
1, 1/2<z<1

ist ([U]). Ist etwa
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so ist Z = {I1, I} = {[0,1/2], (1/2,1]} eine zuldssige Zerlegung mit ¢y, =0, ¢, = 1,

und es gilt
1

/90:0-1/2+1-1/2:1/2.

0
Eine weitere zuléssige Zerlegung ist Z = {I1, I2, I3} = {[0,1/2],(1/2,3/4], (3/4,1]} mit
cr, =0, ¢, = ¢y = 1. Hierfiir gilt auch

Bemerkung 16.3 Es seien ¢, : [a,b] — K Treppenfunktionen. Dann gilt:

1. Sind a, 8 € K, so ist ap + B eine Treppenfunktion und es gilt
b b b

/w¢+&m=a/w+ﬂ/w

a a

2. Ist K=R und ¢ <9 (d. h. ¢(x) < ¢(x) fiir alle z € [a, b]), so ist

b b
/¢§/¢-

3. |¢| ist eine Treppenfunkton und es gilt

jwrﬁjhﬂé@—amﬂk

(Dabei ist ||¢]| := [|¢]|oc = sup{lp(2)| : x € [a,0]}.)
(Denn: 1. Es seien Z; bzw. Zy zuldssige Zerlegungen fiir ¢ bzw. ¢. Dann ist Z :=
{LhNIy: I € Z1, Iy € Zy, 11 N Is # (0} sowohl fiir ¢ als auch fiir ¢ zuléssig. Sind
cr € K bzw. df € K wie in (16.1) fiir ¢ bzw. ¢, so gilt (ap + B¢);; = acy + Bd; fiir
I € Z und damit
b

/aso+6w = > (acr + Bdp)A(I) =

2 ez
b b
::aEZQMD+B§:®MD:a/¢+ﬂ/w.
1€z 1€z p p

Die Aussagen 2. und 3. ergeben sich dhnlich aus einfachen Eigenschaften von Summen.)
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Wir werden nun allgemeinere Funktionen betrachten, die sich in geeigneter Weise
durch Treppenfunktionen annihern lassen. Fiir diese Funktionen kénnen wir dann das
Integral iiber die Integrale der entsprechenden Treppenfunktionen definieren.

Definition 16.4 Es sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, und es sei f € B(][a, b, K).
Dann heifit f Regelfunktion, falls eine Folge (¢,,) von Treppenfunktionen ¢, : [a,b] —
K existiert mit

on — [ gleichméBig auf [a, ]

(oder, anders ausgedriickt, ||f — ¢n|loc — 0 flir n — oo; vgl. B. 14.9). Weiter setzen
wir

Rla,b] := R([a,b],K) :={f : [a,b] = K: f Regelfunktion} .
Wir zeigen, dass insbesondere stetige Funktionen Regelfunktionen sind.

Satz 16.5 Es sei f : [a,b] — K stetig. Mit xgn) =a+jb—a)/n (j =0,...,n),

I](.") = (mg@l,:pg.n)] (j=1,...,n) und Ién) :={a} firn € N ist durch

pn(@) = fa\™)  (@el™, j=0,....n)

J J

eine Folge (¢n)von Treppenfunktionen definiert mit @, — f gleichmafsig auf [a,b].
Insbesondere ist also f € Rla,b].

Beweis. Es sei ¢ > 0 gegeben. Da f gleichmiBig stetig auf [a, 0] ist, existiert ein d. > 0
mit |f(x) — f(Z] < e fir alle ,Z mit |z — Z| < d.. Weiter existiert ein N, so, dass
(b—a)/n < . fir alle n > N..

Ist also n > N, und z € [a, b], so gilt fiir j = j,(z) so dass x € I](")

F(@) = en(@)| = £(x) — f(f")] <o
(beachte: es ist 0 < x§n) — x < d;). Da z beliebig war, folgt

If —¢nlleo <& (n>N.).



16 INTEGRALE UND STAMMFUNKTIONEN 122

Bemerkung 16.6 Man kann zeigen ([U]), dass auch monotone Funktionen f : [a, b] —
R stets Regelfunktionen sind.

Bemerkung und Definition 16.7 Es sei f : [a,b] — K eine Regelfunktion, und es
sei (pn) eine Folge von Treppenfunktionen mit ¢, — f gleichméBig auf [a,b]. Wir

setzen
b

/bf::/bf(x)dx = lim [ ¢p(z)dx .

n—oo
a

Dann heisst ff f das (Regel-) Integral (oder auch Cauchy-Integral) von f auf [a,b].
!l Damit dies eine sinnvolle Definition ist, miissen zwei Dinge sichergestellt werden:

1. Der Grenzwert muss existieren.
2. Er héngt nicht von der Wahl der approximierenden Fuktionen (¢,,) ab.

Beides ist erfiillt:
Zu 1.: Es gilt fir m,n € N nach S. 16.3.1 und 3

b b b

[en=[on|=| [0 m)| < 6= llon = omll.

a a a

Da (¢y,) eine gleichméBige Cauchy-Folge auf [a,b] ist, ist auch ( fab ¢n) eine Cauchy-
Folge in K, also konvergent.
Zu 2.: Ist (1) eine weitere Folge von Treppenfunktionen mit ,, — f gleichméBig auf

[a, b], so gilt

b b

/wn —/% < (b= a)llen — Yall < b= a)(llpn — FIl + 11f = all) = 0.
also auch

b b

lim [ ¢, = lim [ ¢, .
n—oo n—oo
a a

Beispiel 16.8 Wir betrachen f(x) = x auf [0, 1]. Dann ist nach S. 16.5 durch

<Pn<33) = {

, we (B =1,...,n

n

O 3~

, =0
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eine Folge von Treppenfunktionen auf [0, 1] gegeben mit ¢, — f gleichméBig auf [0, 1].
Es gilt

also ist

Wir stellen einige Rechenregeln zusammen, die sich mehr oder weniger unmittelbar
aus den entsprechenden Eigenschaften des Integrals fiir Treppenfunktionen ergeben.

Satz 16.9 Es seien f,g € Rla,b]. Dann gilt

1. Sind o, B € K, so ist auch af + fg € Rla,b] und es gilt

b b b

Jas+sp=a 145 [

a a a

2. Ist K=R und f < g auf [a,b], so ist

b b
/fﬁ/g-

3. |f]| ist eine Regelfunktion und

/bf S/b\fl < (b—a)llfl

Beweis. Es seien (¢y,) und (¢,) Folgen von Treppenfunktionen mit ¢, — f, ¥, — ¢
gleichméBig auf [a, b]. Dann gilt

laof + Bg — (an + BYn)|| < ol - |If — enll + 18] [lg = ¥nll = 0 (n — o00),

also ap, + f, — af + Bg gleichmifig auf [a, b] und deshalb mit B. 16.3.1

a

/af+6g=n1;n30/b(ason+/3wn)=a/f+/3/g.

b
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2. Hier sind ¢, und t,, reellwertig. Wir setzen

On = on—||f —enll
;_ = ¢n+||g*¢n”

Dann sind ¢, ,%;" Treppenfunktionen mit ¢, < f < g < " sowie
If —¢nll =0 und  Jlg—7][—=0.

Also folgt mit B. 16.3.2

b b b b

o — - + _
[=tim [ < im [ui=[g
a a a a
3. Aus || f(z)] = |en(2)]| < |f(x) — n(z)] folgt, dass auch |f| eine Regelfunktion ist
und dass |p,| — | f| gleichméBig auf [a, b] gilt. Damit ergibt sich mit B. 16.3.3 und mit

2. (beachte: |f(z)| < ||f]] fir x € [a, b])

b b

[ @i nlggo/ 2)da| < hm/m Idw—/lf o < (b= )]

a

Satz 16.10 FEs sei [a,b] C R

1. Sind f, € Rla,b] (n € N) und konvergiert die Folge (f,) gleichmifig auf [a, D]
gegen die Grenzfunktion f, so ist f € Rla,b] und es gilt

/b f(@)de = lim /b Ful2) dz

2. Sind g, € Rla,b] und konvergiert die Reihe ) g,(z) gleichmaf$ig auf [a,b], so
v=0
gilt
b

/b{i9”<m)} da = i/gu(x) dr.

a v=0 =0 a
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Beweis. 1. Aus der Definition folgt unmittelbar f € R[a,b] ([U]). AuBlerdem ergibt
sich aus S. 16.9.3

b b
/f—/fn <—alf — falle =0 (n—00).

2. Die 2. Behauptung ergibt sich unmittelbar aus 1. durch Anwendung auf die Teil-
summenfolge. O

Bemerkung und Definition 16.11 Es sei I ein (beliebiges!) Intervall. Wir setzen
R(I) :== R(I,K) :={f: I = K: f; € R(J,K) fiir alle kompakten Intervalle J C I} .

Ist f € R(I), so definieren wir noch fiir z,y € I mit x < y

T

/f:O und l;ﬁ:—jf
y 2

x

Damit gilt fiir z,y,z € I ([U])
Y z z
[+ [r=]1
T y T

Y

/ £ < oo timly — ]

T

und

wobei || - |00, ps die Supremumsnorm auf M und I[z,y] := {z +t(y —z) : t € [0,1]} die
Stecke zwischen x und y bezeichnet.

Wir kommen zu einem der zentralen Sitze der Analysis, der die Bezichung zwischen

der Differenzial- und der Integralrechnung herstellt.

Satz 16.12 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung; HDI)
Es seien I C R ein Intervall, xy € I und f € R(I). Die Funktion F : I — K sei
definiert durch

F@y:/f@ﬁ (wel)

(sog. Integralfunktion von f bzgl. xg). Dann gilt:
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1. F ist stetig auf 1.

2. Ist f stetig an der Stelle x € I, so ist F' differenzierbar an x mit

Beweis.

1. Es sei x € I beliebig. Dann existiert ein r > 0 so, dass
J=x—rx+r|NnI

kompakt ist. Also ist f beschriankt auf J (da f € R(J)). Damit gilt fiir A mit z+h € J

z+h T z+h

e+t -Fa)=| [ 1= [1]=] [ 1] <1flea- >0 0—0).

2. Es sei f stetig an x. Dann gilt fiir h € I — {z}

Hf_f(m)Hoo,I[:Jc,erh] —0 (h—>0)

und folglich

z+h
rz+h)— F(x h
Pt =F@) _ ja) = |1 / (f(t)—f(ra))dt)s:h:Hf—f@)Hoo,ux,mﬁo

x

fir h — 0. O

Wir wollen nun verschiedene Techniken zur Berechnung von Integralen herleiten. Von
zentraler Bedeutung ist dabei der Begriff der Stammfunktion.

Bemerkung und Definition 16.13 Essei I C R ein Intervall, und es sei f : I — K.
Eine Funktion F' : I — K heiit Stammfunktion von f (auf I), falls F' differenzierbar
ist mit F’ = f auf I.

Nach S. 16.12 sind die dort definierten Integralfunktionen fiir stetige Funktionen f
auch Stammfunktionen. Fiir f € R(I) sind im Allgemeinen Integralfunktionen keine
Stammfunktionen! ([U])

Wichtig fiir das Weitere: Sind F' und G Stammfunktionen zu f, so existiert ein ¢ € K
mit F'(z) = G(x) + c fiir alle z € [a, ], d. h. zwei Stammfunktionen unterscheiden sich

lediglich durch eine additive Konstante ([U]). Durch

F ~ G F — G konstant
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ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der auf I differenzierbaren Funktionen ge-
geben. Wir schreiben fiir die zu einer Stammfunktion F von f gehérende Aquivalenz-
klasse [F] auch

x /f(x)da:

(sog. unbestimmtes Integral von f). Addition und Skalarmultiplikation sind repréisen-
tantenweise (wohl-)definiert.

Der nun folgende zweite Teil des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung
zeigt, dass Integrale — jedenfalls fiir stetige Funktionen — durch Bestimmung einer

Stammfunktion berechnet werden konnen:

Satz 16.14 (HDI, Teil 2)
Es seien I ein Intervall und f : I — K stetig. Ist ® eine beliebige Stammfunktion zu
f auf I, so gilt fir alle u,v € T

/f = B(v) — () = D7 . (16.2)

Beweis. Nach S. 16.12 ist F' (wie dort definiert) eine Stammfunktion zu f auf I. Ist ®
eine beliebige Stammfunktion zu f auf I, so gilt ®(z) = F(x) + ¢ fiir eine Konstante
¢ € K. Damit ist

/ f=F(v) = F(u) = &(v) — D(u)

Beispiel 16.15 Es sei f(z) = 1 (z > 0). Dann gilt

n'(z) = é _f@)  (2>0).

Also ist .
lna;:/da; (x >0).
x
Nach dem HDI gilt fiir u,v > 0:

/vf:/vidajzlnxﬂjzln(v)—ln(u) (: In (%)) .
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Ist f(z) =2 (x > 0), wobei @ € R, o # —1 fest ist, so gilt

(Oéilxaﬂ)/ —st = @)  (z>0).

Also ist

Im Falle o > 0 gilt dies auch fiir u = 0.

Bemerkung 16.16 Durch Ubertragung der Produkt- und der Kettenregel ergeben
sich wichtige Techniken zur méglichen Berechnung von Stammfunktionen.

1. Sind f,g : I — K und sind F' bzw. G Stammfunktionen zu f bzw. g auf I, so
folgt aus der Produktregel, dass F'G eine Stammfunktion zu fG + Fg auf I ist. Als
Konsequenz erhalten wir

/f(x)G(x)da: = F(z)G(x) — /F(x)g(x) dxr auf I
(unbestimmte partielle Integration).
2. Mit Hilfe der Kettenregel sieht man: Ist ¢ : I — J differenzierbar (wobei I,.J

Intervalle) und ist F' eine Stammfunktion zu f auf J, so ist nach der Kettenregel F ot

eine Stammfunktion zu (f ot) -’ auf I, also

/ @) (@)dz = F(t(x)) = / F()dtyesey auf I

(Substitutionsregel; unbestimmt).

Beispiel 16.17 1. Fiir o # —1 und = > 0 gilt
e 1 a-+1 1 «
z*Inxdr = ——=x Inx — % dx =
a+1 a+1

xa+l 1
= Inxz —
a+1 a+1
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2. Es gilt auf (—1,1)

/mdx

Jro T

1— a2

_.I_ —
/\/1—302 \/1—:U2
= =z 1—x2—{—arcsinx—/\/1—x2dx,

also (iibrigens auch auf [—1,1])

/\/1—x2dx— z\/'1— 22 + arcsin z)

Damit folgt insbesondere mit dem HDI, Teil 2,

= zv1—22

1
1
/\/ 1—22dx = i(a; 1 — 22 + arcsinz)|' | = g
-1
(Fléche der oberen Hilfte des Einheitskreises).
3. Es gilt auf (—1,1)
2:1: t:xQ dt
—dzr = — = —2V1 —tj_pe = =21 —22.
/ vV 1-— .’L‘2 v vV 1— t‘t:wQ |t7$2 o
4. Es gilt auf I = (0,7)
/ dx 5.8.10 / dx B
sin x B 2sin(z/2) cos(z/2)
/cos(w/Z) 1 d
sin(z/2) 2 cos?(x/2)

1 1
B /tan(:c/2) 2 cos?(xz/2) de
t(z)=tan(z/2) dt
= — = In(t 2
t |t=tan(z/2) n( an(ﬂf/ ))

[e.e]

Bemerkung 16.18 Ist > a,(z —xg)"” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0
v=0

und ist

:c):ZaV(x—xg)” (z € I:=(z0— R,z0+ R)),

so ist nach S. 15.5 durch

(e o]

F(:z:):zz_(:)ycf:l(x ”H( z_:laVVl xr — x0) > (xel)
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eine Stammfunktion von f auf I definiert. Dabei gilt nach dem HDI, Teil 2 (da f stetig
auf [ ist)

F(U)—F(U):/f (u,vel).

Beispiel 16.19 Ist

& VxQV
f(z) = e = Z ( 13' (x € R)
v=0 ’

so ist durch

F(z) = VZZO 1/'((2_1/1—):1) i (x € R)

eine Stammfunktion von f auf R gegeben. Die Funktion

2
erf := ﬁF

heifit Fehlerfunktion (error function).
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17 Uneigentliche Integrale

Wir haben bisher nur Integrale auf kompakten Intervallen betrachtet. Wir wollen jetzt

auch Integrale auf nichtkompakten Intervallen erklaren.

Definition 17.1 Es sei [ ein Intervall, wobei ° = (a,b) mit —co < a < b < o0.
Ferner seien f € R(I) und xg € I. Ist F : I — K die Integralfunktion von f bzgl. xg,

d. h. F(zx f f fiir x € I, so heifit f (uneigentlich) integrierbar auf I, falls F(a™)
o

und F(b™) existieren. In diesem Fall sagt man auch, dass das uneigentliche Integral

b

| f existiert und die Zahl

at
b~ b~
/f = /f(x)dac =F(0b")—F(a™)
at at

heifit dann (uneigentliches) Integral von f auf I.

Bemerkung 17.2 1. Sind z; € I und G(z f f, so unterscheiden sich F' und G

1
nur durch eine additive Konstante. Daher ist die Definition unabéngig von der Wahl

von Io.
2. Ist a € I, so gilt F(a) = F(a™) nach S. 16.12.1. Entsprechend ist F(b) = F(b™) im
Falle b € I. Also ist im Falle I = [a, b]

b
/szwﬂ—FMﬂzF@—Fw%j/ﬁ

d.h. ,eigentliches” und uneigentliches Integral stimmen iiberein. Wir schreiben daher
b b-

auch manchmal kurz f f statt f f.

3. (erweiterter HDI, Tell 2) ES sei f: I — K stetig. Nach dem HDI, Teil 1, ist F' aus

D. 17.1 eine Stammfunktion von f auf I. Ist ® eine (beliebige) Stammfunktion von f

auf I, so ist f genau dann integrierbar, wenn ®(b~) und ®(a™) existieren. Aulerdem

ist dann
[ £=207) - 2" = o

(Denn: Die Behauptung ergibt sich aus dem HDI, Teil 2 durch Grenziibergang u — a™
und v — b™.)
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Beispiel 17.3 1. Fiir a € R sei fo(x) := 1/2% auf I = (0, 00). Dann ist ®,, : (0, 00) —
R definiert durch

xlfa

bo(r) =4 1—a @ 71
In(z) , a=1

eine Stammfunktion zu f, auf I. Aulerdem erhalten wir fiir x — co

0 , a>1

D, () — {

x , a<l
und fiir z — 01
0 , a<l

O, (z) — {

oo , a>1

Also ist f, nach B. 17.2.3 genau dann (uneigentlich) integrierbar auf [1,00), wenn
a > 1 ist und in diesem Falle ist
o0
dﬁ 1 1

= X =0- = .
a($)1 11—« a—1

T
1

Entsprechend ist f, genau dann integrierbar auf (0, 1], wenn a < 1 ist, und dann gilt

1
dz

xr
0+

Hieraus folgt auch, dass f, fiir kein o € R auf (0, 00) integrierbar ist.

2. Wir betrachten f(z) = auf I = (—1,1). Es gilt arcsin’ = f auf (—1,1) und

1
V1— 22
1
dz
arcsin ist stetig auf [—1,1]. Nach B. 17.2.3 existiert / und es ist
g auf [~1, 1] Vi

-1
1

dx . 1
\/17_7 = arcsm(x)|_1 = T .
-1

Satz 17.4 Es sei I ein Intervall, I° = (a,b), und es seien f,g € R(I). Dann gilt:

1. Sind f und g integrierbar auf I, so ist fiir alle a, 5 € K auch af + Bg integrierbar

b~ b~ b~
/af+/6’g=aa[f+ﬁa{g-

at

mit
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2. Sind f,g (reellwertig und) integrierbar mit f < g auf I, so ist

b~ b
/fS/g-

at

3. (Magjorantenkriterium fiir Integrale) Ist g integrierbar auf I und gilt |f| < g, so
ist auch f integrierbar auf I mit

b

}7f\§/g-

at

€T x
Beweis. Es seien zq € [ fest und F(z) := [ f und G(z) := [ g fir x € I.
xo o

1. Folgt sofort aus S. 16.9.1 und D. 17.1.
2. Fiir u,v € I mit v < v gilt mit S. 16.9.2

F(U)—F(U)—/Ufﬁ/vg—G(v)—G(U)

und damit F(b~)—F(at) < G(b™)—G(a™) durch Grenziibergang v — b~ und u — a™.
3. Wir zeigen: F(b™) existiert. Dazu reicht es, zu zeigen ([U]): Fiir alle Folgen (z,,) in
I° mit z, — b ist (F(z,)) eine Cauchy-Folge.

Es sei also (x,,) eine solche Folge. Mit S. 16.9.2. und 3. folgt

[F(en) = Flaw)| = | 7f1 < 79 = G(ea) ~ Glam)

Tm

im Falle x,, > x,, und damit stets
|F(xn) — F(xm)| < |G(zn) — Glam)| -

Da (G(zy,)) eine Cauchy-Folge ist, ist folglich auch (F(z,)) eine Cauchy-Folge.
Genauso sieht man, dass F(a™1) existiert.
SchlieBlich folgt aus

fiir u < vauch |[F(b~)—F(a™)| < G(b7)—G(a™), wieder durch Grenziibergang v — b~
und u — a™. )
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Bemerkung 17.5 Insbesondere ergibt sich aus S. 17.4.3 (mit g := |f]): Ist f € R(I)
(und damit auch |f| € R(I)), so folgt aus der Integrierbarkeit von |f| auch die von
f. Wir sprechen dann auch von absoluter Integrierbarkeit von f. Wie bei Reihen gilt
also: Ist f absolut integrierbar, so ist f integrierbar. Auflerdem gilt dann:

b~ b~
[ [4]< [

o0
Beispiel 17.6 1. Wir betrachten fiir & > 1 das uneigentliche Integral / o5 T
1

dz.

xOé
Es gilt
|cosa:|<i (x> 1)

= pa

mo&

[e.9] (o.9)
d
Da / % existiert, folgt die Existenz von / @ dx aus S. 17.4.3. Nach B. 17.5 exi-
x x
1 1

sin x
dz.
LECM

oo oo
stiert auch / coi:v dx. Entsprechendes gilt fiir das uneigentliche Integral /
1 ! 1

Satz 17.7 (Uneigentliche partielle Integration)

Es seien I C R mit I = (a,b) ein Intervall und f,g : I — K stetig. Sind F,G
zugehérige Stammfunktionen auf I und existieren (FG)(b™) sowie (FG)(a™), so gilt:
fG ist genau dann integrierbar auf I, wenn Fg integrierbar auf I ist, und in diesem
Fall ist

b~ b~
/fG:FG\‘;—/Fg.
at at

Beweis. Da F, G stetig auf [ sind, ist fG + Fg stetig. Aulerdem ist F'G eine Stamm-
funktion zu fG + Fg. Nach B. 17.2.3 ist fG 4 Fg integrierbar mit
-
/(fG+ Fg) = FG|'.
at
Ist nun etwa fG integrierbar, so ist auch Fg = (Fg+ fG) — fG integrierbar nach S.

17.4.1, und es gilt
-

.
/fG:FG\Z—/Fg.
at

at



17 UNEIGENTLICHE INTEGRALE 135

Entsprechendes gilt, falls F'g integrierbar ist. |

Beispiel 17.8 Es sei f : [1,00) — K stetig. Ist F' eine Stammfunktion von f und ist
oo

F beschrinkt, so existiert [ f(z)/zdx.
1

oo
(Denn: Da F beschrinkt (und stetig) ist, existiert das Integral [ F(x)/x? dx nach dem

1
Majorantenkriterium. Mit G(x) = 1/x und g(z) = —1/2? ergibt sich die Behauptung
aus S. 17.7 (beachte: es gilt F(z)G(z) = F(z)/z — 0 fiir x — 0).)

Wir betrachten f(x) = sinz. Hier ist F'(x) = — cosx beschrankt auf [1,00). Also exi-

o0

sinx ..
stiert das uneigentliche Integral /

dz. Man kann zeigen ([U]): Das uneigentliche

1

oo
Integral / |sinz| dx existiert nicht! Also: Fiir uneigentliche Integrale folgt aus der
x

1
Existenz von f;: f i. A. noch nicht die Existenz von fab; | f]-

Im folgenden Satz wird ein Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Reihen und
der Konvergenz uneigentlicher Integrale hergestellt:

Satz 17.9 (Integralkriterium fiir Reihen)
Es sei f: [1,00) = R monoton fallend und es gelte f(x) > 0 (z > 1). Dann existiert

g := lim <i flv)— 1"“ f) und es gilt
n—oo \ ;21
0<g<f(1).

Beweis. Zunichst folgt aus f(v) > f(x) > f(v+ 1) in [v,v + 1]

v+1

OE / @) de > f(r+1).

Hieraus ergibt sich mit a, := f(v)
v+1
0<a, — / fgau_azx+1
v
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und damit ist die Folge (s,,) mit
n+1 v+1

sn::lilay—l/fZi ay—/f

v

monoton wachsend mit 0 < s, < f(1) — f(n+1) < f(1). Also ergibt sich die Behaup-
tung mit dem Hauptsatz iiber monotone Folgen. O

1

Beispiel 17.10 Wir betrachten f(z) = — fiir @ > 0. Dann ist f monoton fallend
x

auf [1,00) und f(z) > 0. Also existiert

"1 dx
g=tim [ [0
v=1 1
i Td 1 >
Ist a > 1, so ist lim /x_ o und ¢() = > —. Nach S. 17.9 ist
n—00 xr xr a—1 lya
1 1 v=
0<¢la)-—— <1 (a>1)
o) — 8] .
a—1"

Ist a =1, so ergibt sich die Konvergenz von

n " "1
xr
an:E y_/ng ;—ln(n+1)
v=1 1 v=1

Ist schliefflich 0 < a < 1, so ergibt sich die Konvergenz von

1 " 1 (n+1)e—1
X n —
a”_zya_/ma_zua_l—a'

1

v=1

Beispiel 17.11 Das uneigentliche Integral fooo e~'t*~1dt existiert fiir jedes z € C mit
Re(z) > 0.
(Denn: Es gilt
tz+1
lim =0.
t—oo e

Also existiert eine Konstante M = M, > 0 so, dass fiir alle ¢ € [1, 00) gilt

o M
|€ ttz llgtig
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(warum?). Aus der Existenz von [~ 1/t dt ergibt sich mit dem Majorantenkriterium
auch die Existenz von [ e~ """ 1dt.
Weiter gilt

le~t* 7 <Rt (e (0,1]) .

Aus der Existenz von fol tRe(2)=1dt (siche B. 17.3.1) folgt wieder mit dem Majoranten-
kriterium die Existenz von fol e~ 't*~1dt. Insgesamt ergibt sich damit die Existenz von

JoT e it dt.)
Die Funktion I' : {z : Re(z) > 0} — C mit
[(z):= /e_ttz_ldt (Re(z) > 0)
0+

heifit (Eulersche) Gammafunktion. Durch uneigentliche partielle Integration erhilt
man unmittelbar die folgende Funktionalgleichung fiir I':

Fz+1)=2-T(2) (Re(z) > 0) . (17.1)
Speziell gilt
1) = /e_tdt =l =1,
0

woraus sich wiederum mit (17.1) induktiv
I'(n+1)=n! (n € N)

ergibt. Die Gammafunktion “interpoliert” also die Fakultéiten; man kann I'(z) als

“verallgemeinerte Fakultit” auffassen.

Wir wollen nun eine Formel herleiten, die das Wachstum von n! fiir n — oo sehr genau
beschreibt, die sog. Stirling’sche Formel. Dazu beweisen wir zunéchst

Satz 17.12 (Eulersche Summenformel)
Es sein € Nyn > 2, und es sei f : [1,n] — K stetig differenzierbar (d. h. f ist
differenzerbar auf [1,n] mit stetiger Ableitung). Dann gilt

n

/ £ 5 (P04 100) + [ b@)f (@) do

1

mit
b(x) =z —[z]—1/2 wund [z]:=max{reZ v <z}
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Beweis. Es gilt mit partieller Integration

n n—1l v+1

1

Fiir zwei Folgen (a,) und (b,) in K\ {0} schreiben wir
ap, ~ by (n — o0)

falls a,, /b, — 1(n — o0) gilt.

Satz 17.13 (Stirlingsche Formel)
Es ist

n! ~n"e "V2mn (n — o00) .
Beweis. 1. Fiir f(z) =In(z) (z > 1) gilt
/ln(:p) dr = xIn(x) — :U)T =nlhn—-—n+1
1
und damit mit S. 17.12

X
v=1 1

Weiter gilt fiir die Integralfunktion B von b bzgl. ¢ = 1

/b(@f’(@ dz = Zl / (x—v—1/2)f(z)dz =

n 1 n
Zlnyznlnn—n—i—l—l—ann—}—/b(w) dz .

138

(17.2)
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und damit mit partieller Integration (man beachte: B ist Stammfunktion zu b auf
(v,v+ 1) und B(N) = {0})

n v

b)), S B@pn T B [ B(x)
/;dx:z_;/;dx:z_; T:UV Jr/x;jdiﬁ = dex

1 v v 1

Da B beschrankt ist (konkret durch 1/8), ist nach dem Majorantenkriterium x
n

B(x)/x? integrierbar auf [1,00). Damit ist die Folge (fb(x)/x dm) konvergent.
1 n

2. Nun betrachten wir

n!
Qap -

= ne~"\/n

und zeigen: a, — V27 (n — 00). Dies ist dquivalent zur Behauptung. Es gilt nach 1.

- 1 b
lnanzg lnv—nlnn+n—21nn:1+/($)d:1:,
x
v=1 1

also ist (Ina,) konvergent nach 1. und damit konvergiert auch (a,). Wir setzen a :=

lim a,. Dann ist a > 0 und es gilt unter Verwendung Wallis-Produktes fiir 7w/2 (siehe
n—oo

[0])
/2 lim —— 2"n!
™ = .
1 (27n!)?

= lim .

n—oo \/2n+1 (2n)!
y 1 227 (q,n"e""\/n)?
= lim
n—oo \/2n 4 1 ag, (2n)?"e=2m/2n
1 a2 vn _ a

lim —————%= =
n—00 \/2n+1a2n\/§ 2

d. h. a =+/27.

Unter Ausnutzung des Wallis-Produktes erhilt man auch

Satz 17.14 Es ist
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Beweis. Nach S. 9.2.2 ist e < - (z < 1), also

1
€_t2 S m (t S R)

und damit auch

1 n
et < (1+t2) (teR,neN).
Entsprechend folgt aus 1 + z < e”

1—)"<e™  (0<t<1).

Also erhalten wir

w/2 1 1
/ sin2n+l g g (V= / ot < / e ™ dt
0 0 0
00 00 00 /2
< / —nt? dt ! /e‘“ du S / T tg oot / sin?" 2z dz
Vn
0 0 0 0
d. h.
w/2 /2
vn / sin® ! g dx < / —? <+vn / sin®" 2z dx .
0 0
. 2™n) . . ..
Mit w,, := T35 @n=1) gilt weiter ([U])
w/2 /2
/ sin?"tl g dp = " und / sin2"2 g dg = =~ . L
2n+1 2 Wn—1
0 0
und damit -
Vn Wn, 2 T Jn o V2n—1
< [e"du<— .
Von+1+2n+1 ) 2V2n—-1 wp—

Da die rechte und die linke Seite gegen /7 /2 konvergieren (Wallis-Produkt; siche Be-
weis zu S. 17.13), ergibt sich die Behauptung. O
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18 Differenzialrechnung von Funktionen mehrerer Varia-
blen

In Abschnitt 12 haben wir Ableitungen von Funktionen einer (reellen oder komplexen)
Variable untersucht. Wir studieren jetzt fiir d, m € N Funktionen f : M — K", wobei
M c R? ist. Die Rdume R? bzw. K™ seien im Folgenden stets mit der euklidschen
Metrik versehen. Damit stehen uns die Begriffe und Ergebnisse aus den Abschnitten
10 und 11 auch hier zur Verfiigung.

Bei vielen Untersuchungen kann man sich auf den Fall m = 1, d. h. auf den Fall
reell- oder komplexwertiger Funktionen, beschrdnken. Betrachten wir also zunéchst
Funktionen f: M — K.

Bevor wir zum eigentlichen Begriff der Differenzierbarkeit von Funktionen mehrerer
Verénderlicher kommen, werden wir noch kurz auf weitere Grundbegriffe und Ergeb-
nisse aus der Topologie eingehen.

Satz 18.1 Es scien (X,d) ein metrischer Raum und M, C X fir a € 1.

U M, offen
} fiir alle « € I, so ist ol

() M, abgeschlossen
acl

offen

1. Ist M,,
abgeschlossen

(| M, offen
} fir allea € I, so ist ol

U M, abgeschlossen
acl

offen

abgeschlossen

2. Ist I endlich und M, {

Beweis. 1. Es seien M, offen (a € I). Ist x € |J M,, so existiert ein o € I mit = €
a€cl
M,. Da M, offen ist, existiert ein € > 0 mit U.(x) C My. Damit ist U.(z) C | Ma.
acl
Ist M, abgeschlossen (a € I), so ist M§ offen (« € I), also auch

( ﬂ Ma>c = U M offen.
acl acl

2. Es seien M, (o € I) offen und = € (| M,. Da M, offen ist, existiert ein g, > 0

acl
mit Ug (x) C M,. Fiir € := min{e,, : « € I'} gilt dann U.(z) C M, fiir alle a € I, also
Us(x) C ) M.
ael

Die Behauptung fiir abgeschlossene Mengen ergibt sich wie oben durch Komplement-
bildung. O
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Bemerkung 18.2 Die Aussagen von 18.1.2 sind im Allgemeinen falsch fiir unendliche
Indexmengen [. Ist etwa (X, d) = (R, d),), so ist fiir die offene Mengen

M, = (—1/n,1/n) (n e N)

der abzihlbare Schnitt

() M = {0}

neN
nicht mehr offen. Durch Komplementbildung sieht man, dass auch unendliche Verei-
nigungen abgeschlossener Mengen im Allgemeinen nicht mehr abgeschlossen sind.

Definition 18.3 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und M C X.

1. Die Menge
MO .= U U

UcMm
U offen

heifit innerer Kern (oder Inneres) von M.

Jedes z € MY heifit innerer Punkt von M.

2. Die Menge

M= (] A4

ADM
A abgeschlossen

heifit abgeschlossene Hiille (oder Abschluss) von M.
3. Die Menge OM := M \ MY heifit Rand von M.

4. M heiBt dicht (in X), falls M = X gilt.

Bemerkung 18.4 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Aus S. 18.1 ergibt sich sofort,
dass fiir jede Menge M C X das Innere MY offen und der Abschluss M abgeschlossen
sind. AuBerdem folgt aus OM = M N (M°)¢ auch, dass OM abgeschlossen ist. Weiter
ist M genau dann offen, wenn M = M?° gilt, und genau dann abgeschlossen, wenn

M = M gilt ([U]). SchlieBlich gilt (auch [U])
MY ={xeM:3e>0:U(x) C M}

und
M={zxeX:3(x,)in M:2, = x(n—00)}
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Beispiel 18.5 1. Es sei (X, d) = (R?,d),|) = (R, d}.,). Ist
M := {(21,22) € R?:g? 422 = |z> < 1,21 > 0},
so ist
M = {(xl,xg) eER?: 2+ a3 < 1,21 > 0}
MO ={(z1,22) e R?: 2 + 23 < 1,21 > 0}

und
oM = {(whl’g) c R? :x% —1—1:3 =121 > 0} U ({O} < [—171])‘

2. Ist (X, d) = (R,d)), so gilt
Q°=p, Q=R, 0HQ=R.

Insbesondere ist Q dicht in R.

Definition 18.6 Ein Vektor v € R?\ {0} heiBt Richtung in RY. Weiter setzen wir fiir
AcCK? 2z eK?und BCK

Atrz:={atz:ac A}, z+A:={rta:acA}, B-x:={txr:teB}.

Damit ist fiir eine Richtung v in R? und z € R? durch = + R - v die Gerade durch z
in Richtung v gegeben. Ist speziell v = e*) der k-te Einheitsvektor, so ist z + R - e(¥)
die Gerade durch x parallel zur k-ten Koordinatenachse.
d
Zudem sei im Weiteren ¢T'h := > ¢;h; fiir ¢ = (e1,...,¢4), h = (hi,...,hq) € K&
j=1

Bemerkung und Definition 18.7 Es seien M ¢ R% und f: M — K.
1. Ist (9 ¢ MO (also innerer Punkt von M), so heifit f differenzierbar an der Stelle
20 falls ein Vektor ¢ € K% und eine an 0 stetige Funktion ¢ : My := (M — 2(®) - K

existieren mit £(0) = 0 und
F@O +h) = f@O) + Th+|h-e(h) (h e M)

(vgl. S. 12.3; Zerlegungsformel).
2. Ist v eine Richtung und ist f differenzierbar an z(9), so gilt fiir t € R geniigend klein

F@O 4 tv) = f@O) 4 tcTv +[t] - [v] - e(tv)
und damit fiir ¢ # 0

(0) — (0)
1000 - 160 _ r, 1

[vle(tv) = c¢Tv  (t—0).
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Allgemein heift f differenzierbar an der Stelle 2(°) € M in Richtung v, falls

0) 4 4y — £(2(0)
01 0) = I (20) = Dy (a0 = gy LD T

existiert. In diesem Fall heifit 0y, f (x(o)) die Richtungsableitung von f an z(©) in Rich-
tung v. Ist speziell v = e®) so sagt man auch, f sei partiell differenzierbar an z(©)
nach der k-ten Variablen. Dann schreiben wir auch 9y, f(z(?) statt 9, f(z(?) und
sprechen von der partiellen Ableitung von f an (9 nach der k-ten Variablen.

Ist f partiell differenzierbar nach allen Variablen, so heifit der Vektor

grad f(z©) := V(2 @) := (01 /@), 0af (27))
Gradient von f an z(0). Weiter ergibt sich aus der Definition sofort, dass fiir A € R\ {0}
O f (@) =8y (@) - A

gilt. Man kann sich also i. W. auf Richtungen v der Linge |v| = 1 beschrinken.
3. Die Uberlegung am Anfang von 2. zeigt, dass aus der Differenzierbarkeit von f an
() insbesondere die Differenzierbarkeit in alle Richtungen v folgt, und dass ¢’'v =

Oy f(z(©) fiir jedes ¢ wie in der Definition gilt. Insbesondere ergibt sich
c=(c1,...,cq) = (cTe), ... cTelD) = (a1 f(2)),..., 00f (z*))) = grad f(z(*))

(also ist ¢ aus 1. insbesondere eindeutig bestimmt!).
Es gilt damit auch
Ay (@) = grad” f(2O)v . (18.1)

SchlieBlich nennt man die (R-)lineare Abbildung R? 5 h +— ¢Th € K Ableitung von f
an z(©) und schreibt dafiir auch df (z(9)) oder Df(z(9)) oder kurz f’(z(©).

Bemerkung und Definition 18.8 Die Definition zeigt, dass Richtungs- und partiel-
le Ableitungen nicht anderes als Ableitungen von Funktionen einer (reellen) Variablen
sind. Folglich stehen auch alle Rechenregeln und Ergebnisse aus Abschnitt 12 hier zur
Verfiigung.

Besonders einfach ist die Situation fiir partielle Ableitungen: Ist 2(9) = (a/:go), cel a:g))) €

R? soist fir k=1,...,d

Of(z®) = lim

f(a:gﬂ), . ,x,(ﬂl, xl(co) +t, :c,(ﬂl, . ’xéo)) — F(O)
t—0 t .
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Man sieht, dass 9y f(z(?)) sich darstellt als die Ableitung der Funktion

xk'_)f(xlv"'axka""xd)

bei festgehaltenen Variablen x1, ..., z5_1 und 2g41,. .., x4 (diese werden sozusagen als

Parameter aufgefasst).

Im Falle d = 2 schreibt man meist “f(z,y)” statt “f(z1,x2)”. In diesem Falle sprechen
wir auch von den partiellen Ableitungen nach x bzw. y und schreiben fiir (zg, yg) € R?
auch

%(wo,yo) bzw.  fo(x0,0)

sowie of
@(xo, Y0) bzw. fy(xo,yo) -

Entsprechend schreiben wir im Falle d = 3 oft “f(z,y, z)” statt “f(x1,x2,x3)” und

of of of

%7 87y7 a bZW' fl‘vfyafz'

Beispiel 18.9 1. Es sei f : R? — R definiert durch f(x,y) = 2? +y (z,y € R). Dann
gilt fiir v = (cos ¢, sin ¢) und z(® = (0,0)

f(((), 0) + t(cos p, sin 4,0)) = t?cos? p + tsing (teR).

Damit erhalten wir

of

2 2 .
9 (0,0) = <8v(0’0) = va(0,0>) T il

=singp .

t—0 t

Weiter gilt fiir allgemeines (zg,yo) € R?

O1f(x0,%0) (Z %(l‘o»yo) = fz(fl»’o,yo)> = 21

und

02 f (0, yo) (Z (;';(Io,yo) = fy(fﬂoayo)) =1

2. Es sei f : R? — R definiert durch
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Dann gilt fiir alle (z,y, z) € R3
nf(wy2) (=%@ys) = L) = g2
A f(z,y,z) (zg%(x,y,Z) = fy(x,y,Z)) = 2ay2°

af@,y.2) (=%@y2) = hloy2) = oy,

Bemerkung 18.10 Ist f : M — K differenzierbar an z(9), so folgt aus der Definition
leicht, dass f auch stetig an 2(9) ist. Aus der Existenz der partiellen Ableitungen an
2 folgt im Allgemeinen noch nicht die Stetigkeit (und damit schon gar nicht die
Differenzierbarkeit) an z(°)

Es sei f : R? — R definiert durch

s @y #£0,0
fo) = PP (z,y) # (0,0)
0 (zy=(00
Dann gilt fiir (xo,y0) # (0,0):
2x3yo

Yo
01 f(zo,y0) = -
gy (ef+y3)?

und

2
To 2x0Y)

an(eTOaZJO) = - .
g +yd (2§ +u3)?

Fir (zo,y0) = (0,0) gilt

f(t,O) B f(0,0)

ATO0) =T T
und
0,t) — (0,0
92 £(0,0) = 1im LD = SO0 o
t—0 t t—0

Also existieren die partiellen Ableitungen in allen Punkten (xo, yo).

Die Funktion f ist allerdings nicht stetig an der Stelle (0,0), denn fir (x,,, yn) = (l l)
gilt

1/n? 1

:f%%#O:f(0,0) (n — o00) .

f(JUmyn) = m B
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Bemerkung 18.11 Es seien M C R?%, a € R? und v eine Richtung. Ist I ein offenes
Intervall mit a + Iv C M, so ist f : M — K genau dann differenzierbar auf a + I'v in
Richtung v, wenn die Funktion g = g4 : I — K, definiert durch

gt) = flat+tv)  (te),

differenzierbar auf I (im Sinne von D. 12.1) ist. AuBlerdem gilt dann
g ) =0y fla+1tv) (tel).

(Denn: Ist 2O = a +tyv, so gilt fiir t € I — ¢

glto +1) —g(to) _ f(a@ +tv) — f(@?) )

t t

Wir setzen fiir z,y € K¢
Iz,yl = {z+tly—z):t€0,1]}

und
I(x,y) = I[z,y] \ {=,y}.

Unter Verwendung von (18.1) erhalten wir damit

Satz 18.12 (Mittelwertsatz)
Es seien M C R? und f : M — R stetig. Ist v eine Richtung mit I[x,z +v] C M und

ist f differenzierbar auf I(x,x 4 v) in Richtung v, so existiert ein § € I(x,x 4+ v) mit

f@+v) = fz) = 0vf(§)

Beweis. Wir definieren g : [0, 1] — R durch
g(t) == f(x +tv) (t€]0,1]).

Dann ist g stetig auf [0,1] und (nach B. 18.11) differenzierbar auf (0,1). Nach dem
Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Variable existiert ein 7 € (0,1) mit g(1) — g(0) =
g'(7). Also folgt wieder mit B. 18.11 und & :=x + v

fle+v) = f(z) = g(1) — g(0) = O f(§) -
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Bemerkung 18.13 Es seien M C R% und f : M — R stetig auf M sowie differen-
zierbar auf MY. Dann existiert fiir alle z,y € M mit I(z,y) C M ein £ € I(x,vy) so,
dass

f(y) = f(x) = grad” f(E)(y — =) .
(Ergibt sich mit v := y — 2 (wobei o. E. x # y) sofort aus dem Mittelwertsatz und
(18.1).)

B. 18.10 zeigt, dass die Existenz der partiellen Ableitungen i. A. (anders als im Fall
d = 1) noch nicht die Stetigkeit impliziert. Man beachte allerdings, dass dort die
partiellen Ableitungen in der N#he von (0,0) unbeschrinkt und damit insbesondere
unstetig sind (fiir g # 0, yo # 0 ist

nf(0,90)=1/yo,  O2f(w0,0) = 1/xg ).
Es gilt jedoch

Satz 18.14 Es seien U C R? offen und f : U — K so, dass die partiellen Ablei-
tungen O f,...,04f auf U existieren. Sind O1f,...,0q4f stetig an 0 € U, so ist f

differenzierbar an ().

Beweis. Wir kénnen uns auf den Fall K = R beschrinken (ansonsten: Re f und Im f
betrachten). AuBierdem sei ohne Einschrinkung z(©) = 0.

Wir zeigen
1

[R]

was dquivalent zur Differenzierbarkeit an 0 ist.

(F(h) = £(0) — grad” f(0)-h) = 0 (h —0),

Dazu sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein § > 0 so, dass

O f(2) = OF(O)] < 5

fiir alle z € Us(0) und k= 1,...,d gilt.
Ist h € Us(0),h # 0, so setzen wir

p(™) = Z hye® (m=0,...,d)
k=1
d
(dannist v® = 0und v® = 3" hpe®) = (hy,..., hq) = h). Also gilt (Teleskopsumme)
k=1

d
F(h) = f0) = > (f(o) = flo®1)).

k=1
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Wegen |[v®)| < |h| < 6 ist vF) € Us(0) fiir k=0, ..., d.
AuBerdem ist v®) = v* =1 4 p e also folgt aus dem Mittelwertsatz die Existenz
eines £*) € Us(0) mit

F@®) = FEY) = 0o F(€W) = 0 S (€W) - .

Folglich erhalten wir

0 = 7(0) = grad5(0) 1] <
1 d
< 20 [F9) = 1000)  8,1(0) i
k=1
L ¥ 1 e
= 1 2 |OF W)~ 0f )] < 5 D el <<
k=1 =1

Beispiel 18.15 Es sei f : R? — R definiert durch
flz,y) = ey’ (x,y € R)
Dann sind die partiellen Ableitungen
o f(x,y) = y2em3”2 und  Osf(z,y) = nyeny

stetig auf R?. Also ist f differenzierbar auf R? nach S. 18.14.

Wir wollen zum Schluss des Abschnitts noch einmal kurz auf die geometrische Bedeu-

tung der Ableitung im Mehrdimensionalen eingehen.

Bemerkung 18.16 Ist f : M — R differenzierbar an der Stelle z € M° mit

v* = gradf(z) # 0,

so gilt fiir jede Richtung v nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung |(v*)T - v| <

[v*| - |v], also

—v vl <0 fa) = (v)T v < VL v
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Weiter ist fiir v = v* (die sog. Gradientenrichtung)
av*f(-r) — (V*)T v = |v*|2
und entsprechend
O_yfx) = —|v**.

Angesichts des Mittelwertsatzes (f(z+v) = f(z)+0v f(§) firein € € I(x,z+v)) kann
man also — jedenfalls im Falle stetiger Richtungsableitungen — die Gradientenrichtung
als die ,Richtung des steilsten Anstiegs* von f und die negative Gradientenrichtung
als die ,Richtung des steilsten Abstiegs®“ von f ansehen.

AuBerdem gilt fiir v(© 1 v*

Oy f () = (v -v@ =0.

d. h. die Richtungsableitungen der zur Gradientenrichtung senkrechten Richtungen
verschwinden.
Diese Erkenntnisse werden sich als grundlegend fiir die mehrdimensionale Optimierung

erweisen.

Beispiel 18.17 Es sei f: R? - R,

flxzy)=2+y* (z,yeR).
Dann gilt
grad f(z,y) = (2x,2y) .

Betrachtet man etwa (z,y) = (1,1), so ist v* = (2,2) die Richtung des steilsten
Anstiegs. Fiir v(9 = (1, 1) gilt dabei 0, ) f(1,1) = 0.
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19 Taylorsatz und Extremstellen von Funktionen mehre-

rer Variablen

Wir beschiéftigen uns zunéchst mit Ableitungen hoherer Ordnung.

Definition 19.1 Es seien U C R? offen und f: U — K.
1. Sind v, v . Richtungen in R%, so definieren wir induktiv fiir £ > 2 (soweit

existent!)
0, @) «-- 8v(1)f = 8‘,(@) (8 (£—1) « - 8v(1)f) U —-K

(Richtungsableitungen der Ordnung ¢ auf U). Fiir vi) = =v® =: v schreiben wir

kurz 9 f. Weiter setzen wir
CM(U) := CMU,K) := {f : U = K : 0" f existiert fiir £ < n und ist stetig} .
2. Sind Speziell v»D) = elk1) v = e(k0) 5o schreibt man wieder
o'f
Ok, -..0 d _—
b O oder e

an Stelle von 0 ) ...0,m f (partielle Ableitungen der Ordnung ). Fir ky = ... =

ke =: k schreibt man kurz 8,‘; f bzw. %.
k

3. SchlieBlich setzen wir noch 8%f := f und 8Yf := f (d.h. die Richtungs- bzw.
partiellen Ableitungen der Ordung 0 sind f selbst).

Beispiel 19.2 Es sei f : R? — R definiert durch

f(xay):ny (IIZ,yGR).

Dann gilt
0wy = ey =2m
Oaf(z,y) = gi(ﬂc,y):fv2
Rf(xy) = gi{(w,y)ZZy
00 f(r,y) = ggxmy):%
o2 f(z,y) = aajgy(aay)zﬁ
Bfwy) = Loy =0,

oy?
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Man beachte dabei, dass 0201 f = 0102 f gilt.
Weiter erhalten wir etwa

03 f
Mo f(x,y) = 8x8y8x(x’y):2
33
00 (wy) = 5500 =2

also ist 010201 f = 0202 f. Man sieht, dass die Reihenfolge, in der die partiellen Ablei-
tungen gebildet werden, vertauscht werden kann.

Wir beweisen ganz allgemein fiir partielle Ableitungen der Ordnung 2:

Satz 19.3 (Schwarz)

Es seien U C R? offen und es seien p,q € {1,...,d}. Ferner sei f : U — K so,
dass Opf, Ogf und 040, f auf U existieren. Ist 0,0, f stetig an der Stelle 0 e U, so
existiert auch 0,0 f(20) und es gilt

8,0, f (20 = 8,0, f (=) .

Beweis. O. E. kénnen wir d = 2 sowie p = 1,¢ = 2 und K = R annehmen. Auflerdem
sei 0. E. (9 = (0,0). Da U offen ist, existiert ein R > 0 so, dass (z,y) € U fiir z,y € R
mit |z|, |y| < R. Fiir solche (x,y) sei

A(l‘,y) = f(x,y) - f(ZL‘,O) - f(()?y) + f(0,0) = g(x>y) _g(o7y)

mit g(z,y) := f(z,y) — f(,0).
Zwei Anwendungen des Mittelwertsatzes zeigen, dass ein & = {(z,y) € I[0,z] und ein
n=n(z,y) € I1]0,y] existieren mit

Az, y) = 019(&,y) -2 = [01f(&y) — 01 f(£,0)] -2 =001 f(&n) -7y

Nun geben wir € > 0 vor. Da 0201 f stetig an (0,0) ist, existiert ein 0 < 6(< R) so,
dass fiir alle u,v € R mit |u| < ¢ und |v| < o

10201 f(&,m) — 0201 £(0,0)] < e
gilt. Also erhalten wir fiir 0 < |z|, |y| < 0

A(z,y)
Ty

— 8281f(0,0) <eg.
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Beachtet man, dass bei festem x

lim Az,y)  O2f(x,0) — 02 £(0,0)
y—0 Ty -

ist, so erhélt man auch

02f($,0) - 82f(07 0)

x

— azalf(o, 0) <e

fiir alle z mit 0 < |z| < d. Da e > 0 beliebig war, existiert 9102 f(0,0) und es gilt

0102.£(0,0) = 8201 £(0,0) .

Bemerkung und Definition 19.4 1.Ist U C R? offen und ist n € Ny, so bezeichnen
wir mit C"(U) := C"(U, K) die Menge aller Funktionen f : U — K mit der Eigenschalft,
dass die partiellen Ableitungen der Ordnung (<)n auf U existieren und dort stetig
sind. Auflerdem setzen wir

C®(U) == C*(U,K) == (] C"(UK).

n€eNg

Durch mehrfache Anwendung von S. 19.3 sieht man: Ist f € C™(U) und sind k1, ..., ky €
{1,...,d}, so gilt fiir jede Permutation p: {1,...,n} = {1,...,n}:

(‘)kn Ce aklf(a}> = 6kp(n) R 6kp(1)f(a:) (x S U) s

d. h. die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen 0Jy,, ..., 0, gebildet werden,
spielt keine Rolle.

2. Die Aussage von S. 19.3 wird i. A. falsch, wenn man auf die Voraussetzung der
Stetigkeit der partiellen Ableitung 9,0, f an () verzichtet. So kann man etwa fiir die
Funktion f:R? — R mit

z? — 2
fay) = Wy o @700
0 , (z,)=(0,0)

zeigen ([U]): Alle partiellen Ableitungen der Ordnung 2 existieren auf R? und sind
stetig auf R? \ {(0,0)}, aber es gilt

801 £(0,0) = =1, 9182f(0,0) =1.
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Wir wollen uns nun einem weiteren zentalen Ergebnis der Analysis zuwenden, dem

Taylor-Satz. Wir beweisen zunéchst eine Richtungsversion.

Satz 19.5 (Taylor fiir Richtungen)
Es sei U C R? offen, und es seien n € Ny sowie v eine Richtung. Ferner seien
feCrYU) und x € U mit Iz, +v] C U. Dann gilt
1
+ E / §)"ONT (2 4 sv) ds .

n!

TL

flx+v)=

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n.
1. Induktionsanfang n = 0: Aus f € CL(U) folgt nach dem HDI, Teil 2, angewandt
auf g(s) := f(x + sv) fiir s € [0,1] (vgl. B. 18.11),

1

fla+ /g ds_/af + sv)ds

0

2. Induktionsschritt n — 1 — n: Es sei f € C?HL(U). Ist g(s) := 02 f(x + sv) fiir
€ [0,1], so ist ¢'(s) = 071 f(x + sv). Also gilt nach Induktionsannahme und mit

partieller Integration

nflag
flx+v) — Z V‘Z( = n—l'
£=0 )

= -k [

O\H

|_|
|
Cl.d

3
H
&
»

(n—1)! n n
0
1 1]
_ 1 n an+1
- n!ﬁvf(x)—l—n!/(l—s) O f(w+ sv) ds
0

Bemerkung 19.6 Ist K = R, so existiert (unter den Bedingungen des Taylor-Satzes)
ein £ € I[z,z + V] so, dass
1

1 /(1 —8)" O f(x + sv)ds = !

(n+1)!

()

n!
0
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(Denn: Man kann zeigen ([U]), dass folgende Variante eines (eindimensionalen) Mit-
telwertsatzes gilt: Ist [a,b] C R und sind h : [a,b] — R stetig sowie g € R[a,b] mit
g > 0 auf [a,b] (oder g < 0 auf [a,b]), so existiert ein 7 € [a, b] mit

b b

/hg:h(f)/g

a a

Wendet man dies auf g(s) := (1 —s)" und h(s) := 02 f(z + sv) mit [a,b] = [0,1] an
und beachtet man, dass
1
1
(1-
/ ST
0

gilt, so ergibt sich die Existenz eines 7 € [0, 1] mit

1
1 /(1 — 8)" O f(x + sv)ds =

! ”Hf(x +7v).

n! (n+1)1Y

0

Fiir € := z + 7v ergibt sich die Behauptung.)

Wir wollen uns in einer zweiten Version von Richtungsableitungen befreien. Dazu

setzen wir zur Abkiirzung fir o = (aq,...,aq) € Ng
d
al =[]y, 0% =005
=1

und fiir h = (hy, ..., hq) € R?
d
o
=[] n5.
j=1
In Verallgemeinerung von (18.1) beweisen wir zunéchst

Satz 19.7 Es sei U C R? offen und es sei f € C™(U). Dann ist f € C2(U) fiir alle

Richtungen v und es gilt mit v = (v1,...,vq)

i@ = Y (OO H@) oy v =Y ﬁ,(@ﬂf)()a

(k1yekn)€{1,...,d}" aeNg, |lalli=n
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Beweis. 1. Wir beweisen die erste Gleichung per Induktion nach n.
n=1:1Ist f € C1(U), so folgt aus S. 18.14, dass f differenzierbar auf U ist. Aus (18.1)

erhalten wir

Oy f(x) =0vf(x) = grad’ f(z) v = Z O f(z) - ory  (z€U),
k=1
n—n+1: Da f € C"TY(U) ist, folgt 07 f € C1(U) mit der Induktionsvoraussetzung
(man beachte: z — 07 f(x) ist eine Linearkombination von partiellen Ableitungen der

Ordnung n). Also ergibt sich wie oben beim Induktionsanfang
Nt f(z) = (3"f)( ) = grad’ (9 f)(z) - v
= Z Z 8kn+1 ak1 f) (:E)Ukl © Uky  Ukygg ("L‘ € U) )

kn+1 1 kl’ 7kn—1

woraus die Behauptung fiir n + 1 folgt.

2. Nach B. 19.4 kann man die Reihenfolgen der partiellen Ableitungen in der ersten
ol o7 Tupel (k1,...,kn) € {1,...,d}" existieren,
bei denen die Zahl j € {1,...,d} genau a;-mal vorkommt (siehe B. 3.11 fiir den Fall

Summe beliebig permutieren. Da

d = 2), ergibt sich auch die zweite Gleichung, also
T n! (63 Q (6% (o3
avf(.'L'): Z m(@ll...8ddf)($)vll"'vdd .

d
(1,s0a)ENE, 3 ay=n
j=1

Beispiel 19.8 Wir werden nun sehr bescheiden und betrachten speziell die Félle n = 0
und n =1 im Taylor-Satz und in B. 19.6.

Ist f € CY(U,R), so ergibt sich fiir x,h € U mit I[z,x + h] C U die Existenz eines
£ € Iz, x + h] so, dass

fla+h) = f(@) +0nf€) = f(x) + grad” f(€)h

also wieder die Aussage des Mittelwertsatzes.
Ist sogar f € C?(U,R), so gilt nach S. 19.7

d
O3 f = (0k0i f)hhi = hT (H f)h

J,k=1
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wobei fiir y € U
(H)() = (O0if W) 4y g € R

die sog. Hesse-Matriz von f an der Stelle y bezeichnet. Damit erhalten wir mit einem
§ € Iz, x + A

Flao 1) = f() + () + SORF(©) = f(a) + grad” f(2) - o+ SHTHAE)h

Satz 19.9 (Taylor)
Es seien U C R? offen und f € C"Y(U,R) fiir ein n € Ny. Sind z,h € U mit
Ifz,z + h] C U, so existiert ein § € I|x,x + h] so, dass

fla+h)y= Y Laf,(x)hu > aa(f!@)h

o!
lalli<n llalli=n+1

Beweis. O. E. sei h # 0. Dann ergibt sich aus dem Taylor-Satz fiir Richtungen und
S. 19.7 mit £ wie in B.19.6

4 9°f(x) o
GRS Z > aM@ht= 3 ==
lalli=n+1 =0 " Jlali=t llafli<n '
O
Bemerkung 19.10 Der erste Summand
9°f(x) , o
Tnz(h) = Z S h
lalli<n .
ist bei festem x ein Polynom der d Variablen hi,...,hy (vom Grad < n). Dieses

Polynom heifit n-tes Taylor-Polynom von f beziiglich der Entwicklungsmitte x. Ist
speziell d =1, so ist

_ Zn: / (VV)‘(""’) ' (heR)

ein Polynom einer Variablen.

Der zweite Summand ) %!(E) h* heilt Restglied in Lagrange-Form.
lalli=n+1
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Als wesentliche Anwendung des Taylor-Satzes werden wir nun ein hinreichendes Kri-
terium fiir lokale Extrema herleiten. Zunéchst gilt folgendes wichtige notwendige
Kriterium fiir Extremstellen.

Satz 19.11 Es sei U C R? offen und es sei f : U — R. Ferner sei 29 € U so, dass
grad f(a:(o)) ezistiert. Hat f an (9 ein lokales Mazimum oder Minimum, so ist z(¥)
ein kritischer Punkt, d. h.

grad f(z) =0.

Beweis. Es sei I ein offenes Intervall mit 0 € I und so, dass (9 + Te®) ¢ U fiir alle
k gilt. Hat f an z(© ein lokales Extremum, so haben auch alle Funktionen g : I — R
mit

() = F@® + te®) (e
ein lokales Extremum an tg = 0. Also gilt nach S. 13.2

0=g,(0) =hf(z®) (k=1,...,d).

Beispiel 19.12 1. Es sei f : R? — R mit

f(x7y):$2+y2 (%,yGR).

Dann hat f an (0,0) ein (offenbar sogar globales) Minimum. Es gilt grad f(z,y) =
(2x,2y), also tatsdchlich grad f(0,0) = 0.
2. Es sei f:R? — R mit

flay)=2a>—y*  (z,yeR).

Dann gilt grad f(z,y) = (2x,—2y), also grad f(0,0) = (0,0). Trotzdem hat f an
(x0,90) = (0,0) kein lokales Extremum, d. h. wie im Eindimensionalen ist die Bedin-
gung grad f(z,y) = (0,0) i. A. nicht hinreichend fiir das Vorliegen einer Extrem-
stelle.

Satz 19.13 Fiir A € Kde sel
| Al :=sup {|Az| : z € K%, |z| < 1}.

Dann gilt:
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1. || - || ist eine Norm auf K™*¢ (die sog. Operatornorm,).
2. Fiir alle x € K? ist |Az| < || A]| - |z].
3. Ist B € KP*™ so ist | BA| < ||B| - ||All-

4. Ist A= (ajk)J]-C:ill,m,?, s0 st

ceey

max || < [|A]| < dv/mmax |ajy|.
]7 J7

Beweis.
1. Axiome nachrechnen.

2. Ohne FEinschriankung sei z # 0. Dann gilt

x| = | (2l g)\ = |a| ]A(é,)( < |IA]l - Ja]-

3. Fiir z € K¢, |2| < 1 gilt mit 2.
[BAz| < |[BI| - [Az| < || BI| - [|All
4. ([0]) O
Ist f € C?(U) fiir eine offene Menge U in R, so ist die Hesse-Matrix
Hf(r) = (akajf(x))j,kzl,...,d € R

nach dem Satz von Schwarz (S. 19.3) fiir alle # € U symmetrisch. Fiir das Weitere

miissen wir kurz auf symmetrische Matrizen eingehen.

Definition 19.14 Ist A € R%? symmetrisch, so heifit A
1. positiv definit, falls vI' Av > 0 fiir alle Richtungen v gilt,
2. positiv semidefinit, falls v Av > 0 fiir alle Richtungen v gilt,
3. negativ (semi-) definit, falls —A positiv (semi-) definit ist,

4. indefinit, falls A weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Bemerkung 19.15 Fiir Charakterisierungen der Definitheitsbegriffe aus D. 19.14

verweisen wir auf die Lineare Algebra.
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1. Im Falle d = 2 ergibt sich (leicht): A = (a;);) € R**? ist genau dann positiv definit
(bzw. semidefinit), wenn det(A4) > 0 (bzw. > 0) und a1; > 0 (bzw. a1, a2 > 0) gilt.
Entsprechend ist A ist genau dann negativ definit (bzw. semidefinit), wenn det(A) > 0
(bzw. > 0) und a1; < 0 (bzw. aj1, a2 < 0) gilt.
2. Wir setzen

S4t = {veR?: |v|=1}

(Einheitssphére in R?). Dann ist S?~! beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt
(Satz von Heine-Borel). Weiter ist die Funktion v + v Av stetig auf R?. Damit existie-

ren min v Avund max vT Av. Genauer gilt (nicht leicht): Ist o(A) = {A1,..., \q}
vegd-1 vegd-1

die Menge der Eigenwerte von A (das sog. Spektrum von A), so ist

min vl Av = mino(4) und max vl Av =maxo(A).
vesd—1 vesd-1

Insbesodere folgt daraus

positiv definit AM,.. ., g >0

positiv semidefinit A,y ..., g >0
A =

negativ definit ALy, Ag <0

negativ semidefinit A, ..., <0

Wir betrachten jetzt Funktionen f € C%(U,R). Da 9,0, f fiir alle j, k stetig auf U ist,
ist auch Hf : (U,|-]) — (R¥9 || -||) nach S. 19.13.4 stetig.
Es gilt nun folgendes fiir die mehrdimensionale Optimierung zentrale Resultat

Satz 19.16 Es seien U C R? offen und f € C*(U,R). Ferner sei 20 e U ein kriti-
scher Punkt (d. h. grad f(z(®)) = 0). Dann gilt:

1. Ist Hf(z)) positiv definit, so hat f an x(0) ein (striktes) lokales Minimum.
2. Ist Hf(z)) negativ definit, so hat f an ) ein (striktes) lokales Mazimum.
3. Hat f an 29 ein lokales Minimum, so ist Hf(x(o)) positiv semidefinit.

4. Hat f an £ ein lokales Mazimum, so ist Hf(x(o)) negativ semidefinit.

Beweis. Es geniigt, die Behauptungen 1. und 3. zu beweisen. Die Aussagen 2. und 4.
ergeben sich dann durch Betrachtung von —f.
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1. Es sei A:= Hf(2(9) positiv definit. Wir setzen

e:= min vIAv(>0).
vesd—1

Nach der Vorbemerkung existiert ein 6 = 6. > 0 mit ||Hf(x) — A|| < e fir alle
x € Us(z©).
Es sei h € Us(0), h # 0. Nach B. 19.8 existiert ein ¢ € I[z(9, 2 + h] c Us(2(®)) mit

F@© + ) - f@©) = %hTHf(Oh = SHT(HF(©) ~ Ah+ ZHT Ab
> T AR W (H(E) ~ A

(man beachte: (9 ist kritischer Punkt!). Dabei gilt

B\T h
T A — (12 NS 2
ho Ak = [h <|h|> A<|h|>—‘€’h‘

Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung ergibt sich fiir fiir beliebige Matrizen B €
R4 und z € R?
" Ba| < |z| - |Bx| < ||B]| - |zf* .

Also folgt
[RT(Hf(E) = )| < |[HF(E) — All - |h[* < e[n]?

und damit ist f(z(® +h) > f(2©).
2. Die Funktion f habe an z(®) ein lokales Minimum. Ferner sei v eine Richtung. Dann
gilt fiir |t| geniigend klein

F(@©@ +tv) — fz@)>0.
Wieder B. 19.8 existiert (fiir t # 0) ein & € I[z(©), (0 + tv] mit

f(ac(o) +tv) — f(:r(o)) 1

T
Aus & — 2O fiir t — 0 folgt || H f(&)—A|| — 0und damit (siche 1.) auch v H f(&)v —
vl Av fiir t — 0. Also ist auch vI Av > 0. O

Beispiel 19.17 1. Ist f(x,y) = 22 + ¢? fiir 7,y € R (vgl. B. 19.12.1), so gilt

Hf(x,y) = ( 3 (2) )
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also ist H f stets positiv definit. Insbesondere liegt am kritischen Punkt (0,0) ein
lokales Minimum vor.
2. Ist f(x,y) = 2% — 2 fiir 2,y € R (vgl. B. 19.12.2) so gilt

Hier ist H f stets indefinit. Also hat f nach S. 19.16.3./4. keine lokalen Extrema.
3. Es sei f:R? — R definiert durch f(z,y) = 223 — 322 + 2y3 + 3y? (2, € R). Dann
gilt

grad f(a,y) = (6(«* — ) , 6(y* +y)) = (0,0)

genau dann, wenn z € {0,1} und y € {0, —1}. Also haben wir die kritischen Stellen
(070) ) (07_1) ) (LO) ) (17_1) .

Weiter gilt

Also ist

—6 0
Hf(0,0) = 0 6) indefinit

Hf(1,0) =

-6 0
Hf0,-1) = ( 0 6 > negativ definit

6 0 . .
positiv definit
und

6 0
Hf(1,-1) = ( 0 6 ) indefinit

Damit ist f an (0,—1) ein lokales Maximum, an (1,0) ein lokales Minimum und an-

sonsten keine Extremstellen.
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20 Hauptsitze der mehrdimensionalen Analysis

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit zentralen Ergebnissen der mehrdimensionalen

Analysis beschéftigen. Dazu starten wir mit einem sehr allgemeinen Hilfsresultat.

Bemerkung und Definition 20.1 Es seien (X,d) ein metrischer Raum, M C X
und « € [0,1). Eine Abbildung ¢ : M — X heiit a- Kontraktion, falls

d(p(x),0(y)) < ad(z,y)  (z,y € M).

Offensichtlich ist jede a-Kontraktion stetig. Auflerdem existiert hochstens ein z* € M
mit z* = p(z*) d. h. ¢ hat hochstens einen Fixpunkt.
(Denn: Ist Z ein weiterer Fixpunkt von ¢, so ist

d(z,z%) = d(p(Z), p(z%)) < ad(Z,z%)

also d(z,z*) =0.)

Satz 20.2 (Banachscher Fizpunktsatz)
Es seien (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, M C X abgeschlossen und ¢ :
M — X mit (M) C M (eine Selbstabbildung auf M ). Ist ¢ eine a-Kontraktion, so
existiert genau ein Fixpunkt x* € M und zudem konvergiert fiir alle xo € M die Folge
(zy,) mit

Tt = (o) (n €Ny
gegen x*. Genauer gilt fiir alle n € Ny

n

o) < a"dan, ) (< 1 sdlon o))

Beweis. Fiir alle n € N gilt

d(xn—i-la J:n) = d(@(din), (P(xn—l)) <a- d(xnwrn—l) <. Za™ d(l’l, -TO) .

Also ist fiir m,n € Nmit m >n

m—1 m—1
d(Tpm, Tn) < Z d(Tps1,78) < Z akd(xl,xo)
k=n k=n
oo an
< d(z1,0) Zak =1- ad(ﬂh,ﬂﬂo) :
k=n
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Ist € > 0, so existiert ein N. € N mit

an

l—«

d(zy,20) < € (n>Ng),
also auch
d(Tpm, Tn) < € (m>n>N;).

Folglich ist (z,) eine Cauchy-Folge in X. Da X vollstéindig ist, existiert ein x* € X
mit x, — * (n — oo0) und aufgrund der Abgeschlossenheit von M ist auch z* € M.
Da ¢ insbesondere stetig ist, gilt damit

¥ xpy1 = @(xn) — e(a¥) (n — 00)
d. h. z* = p(z*). Aulerdem erhalten wir
d(xp,x*) = d(p(xn-1), p(z%)) < ad(zp—1,2%) < ... < a"d(xg, z)
und zudem
d(zo, ") < d(zo,21) + d(z1,2") < d(z0,21) + ad(xp, 2¥) ,

also
(1 — a)d(xg,x™) < d(zp,21) -

Bemerkung und Definition 20.3 Es seien M C R? und f : M — K™ fiir ein
m € N. Ist f=(f1,...,fm) mit fj : M — K, so heiit f differenzierbar an der Stelle
2 e MO falls fi,..., fm differenzierbar an () sind.

Nach B./D.18.7 gilt: f = (f1,..., fm) ist genau dann differenzierbar an z(®), wenn
eine Matrix C' € K™*% und eine Funktion an 0 stetige Funktion & : M — z(0) — K™

existieren mit e(h) = 0 und
F@® 4+ h) = f(@©) 4+ Ch+ |hle(h) .
Nach B./D. 18.7.3 ist C' eindeutig bestimmt und es gilt
grad” fi(z(")
C = : = Jf(2?),
grad® f,, ()

Die Matrix Jf(z(?)) heifit Jacobi-Matriz von f an der Stelle z(9). SchlieBlich heift
wieder die (R-)lineare Abbildung R% 5 h +— Ch € K™ Ableitung von f an z(?).
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Satz 20.4 (Kettenregel)

Es seien M C R4, L € R™ und f : M — L differenzierbar an 9 sowie g : L — KP

differenzierbar an f(x(©). Dann ist auch g o f differenzierbar an z(©) mit

J(go £)@D) = (Jg)(f(&)) - (J)(=D).

Beweis. Wir setzen C' := Jf(z(®) und D := Jg(y(?), wobei y© := f(z©). Nach
Voraussetzung existieren an 0 stetige Funktionen ¢ : M —z(® — R™ und 7 : L—y©) —
KP mit £(0) = 0, 7(0) = 0 und

f@O +n) = f@O)Y+C-h+|hleh)
9@ +u) = g O)+Dutfulr(u).

Setzt man (h) := C - h + |h|e(h), so gilt fiir |h| # 0 geniigend klein

p(h
el <+ e <tien -+
Also erhélt man
1 (0) O !
mlg(f(fv +h) —g(f(z™)) — DCh| = W\D(Ihk(h)) + (B ((R)|
< IPI - le()] + (ICl] + D7 (e(h))| = 0
fiir h — 0. Hieraus ergibt sich die Behauptung (vgl. Beweis zu S. 18.14). O

Beispiel 20.5 Es seien f : R? — R? und ¢ : R?> — R definiert durch

f(z,y) = (ex COSy) ; g(u,v) :==uv .

e*siny
Dann gilt
(9o f)(z,y) = e* cosysiny

also

grad” (g o f)(z, y)( =J(go f)(z, y)) = (2¢* cosysiny , e*(cos’y —sin’y)) .

Andererseits gilt auch

Jf(z,y) =
e’siny e®cosy

e*cosy —eTsiny )
b
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und
grad”g(u,v) = Jg(u,v) = (v, u)

also

. . e*cosy —esiny
grad” g(f(z,y)) - Jf(x,y) = (e"siny,e cosy)( )

e’siny e%cosy

= (2e**sinycosy, e (cos?y —sin’y)) .

Eine wichtige Folgerung aus dem Mittelwertsatz ist der Schrankensatz (vgl. S.13.6).
Wir zeigen nun, dass dieser auch fiir vektorwertige Funktionen gilt.

Satz 20.6 (Schrankensatz)
Es sei M C R? und f : M — K™ sei stetig auf M sowie differenzierbar auf M°. Sind
z,y € M mit I(x,y) C M°, so existiert ein & € I(x,y) mit

[f(y) = @) < [[TFOI - ly — ] .

Beweis. O. E. kénnen wir K = R annehmen (ansonsten: f als Funktion nach R*™
auffassen).
Es sei g : M — R definiert durch

g(u) = (f(y) = f@) " flw)  (ueM).

Dann ist g stetig auf M und es gilt mit der Kettenregel

grad’ g(u) = ((f(y) = f(@)" (Jf)(w)  (ue M),

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein € I(x,y) so, dass

) = f@)* = gly) —g(x) = grad"g(¢) - (y — )
= (fly) = F@)TTFE(y — =) <|f(y) — f@)|- [TF(E)(y — z)|
< [f) = f@- NIl -y —=|.

Ist f(z) = f(y), so ist die Behauptung klar und ist f(z) # f(y) ergibt sich die Be-
hauptung nach Division durch |f(y) — f(x)|. O
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Wir beschiftigen uns nun mit der ,lokalen Umkehrbarkeit von Funktionen f : Q —
R?, wobei Q C RY. Ist Jiv fiir eine Menge U C 2 injektiv, so bedeutet dies, dass fiir
jedes y = (y1,...,yq4) € f(U) das Gleichungssystem

fi(x1, ... 2q) =1

Ja(x1, ..., 2q) = yq

genau eine Losung = (1, ...,24) € U besitzt, namlich z = f;;*(y) wobei

1ot = (fu U = f@)

Betrachten wir zunichst zwei bekannte Spezialfiille:
1. (linearer Fall) Ist f : R? — R? definiert durch

f(x) := Ax (z € RY)
wobei A € R™? mit det(A) # 0, so f bijektiv, d. h. das lineare Gleichungssystem
Az = f(x) =y
fiir alle y € R? eindeutig losbar. AuBerdem gilt dann
r=f"y=A4""y  (yeR?).

2. (skalarer Fall) Ist Q C R offen und f € C1(Q) mit f/(z¢) # 0 fiir ein zg € €, so
existiert ein 6 > 0 so, dass f/(z) entweder durchgehend > 0 oder < 0 auf U := Uy(z()
und damit f streng monoton auf U ist. Also existiert f;; D und es gilt fiir y = f(z) €

f(U)

—1y7 o
Wir setzen fiir eine offene Menge € R und k,m € N
CHOQK™) :={f = (f1r, s f) Q= K™ f1,..., fm € CFOQK)} .

Insbesondere gilt dabei f € C1(Q, K™) genau dann, wenn f : Q — K™ differenzierbar
und Jf : © — K™*? (versehen mit der Operatornorm ||-||) stetig ist (ergibt sich leicht
aus S. 19.13.4.)
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Satz 20.7 (Hauptsatz iiber Umkehrfunktionen)
Es sei Q C R? offen, und es sei f € CY(Q,R?). Ferner sei (9 € Q mit

det Jf(z9) £ 0.

Dann existiert eine offene Umgebung U von 29 so, dass fiv injektiv und V .= f(U)
offen ist. Auferdem ist fljl c CY(V,RY) und es gilt

It ) =@ (y=flx)eV).

Beweis. Wir setzen A := Jf(z(?)). Nach Voraussetzung existiert A~(# 0). Da z —
Jf(z) stetig auf Q ist, existiert ein § > 0 so, dass fiir a := (2||A7L||)~! gilt

1T f(z) — Al < a (:c € Ug(x(o))> .

Damit definieren wir

U=Us(z), V:=fQU)
und zeigen:
1. fir : U — R%ist injektiv, d. h. (fiy) ™' : V — U existiert

2. V c R% ist offen

w

detJf(x) #0 (zeU)
4. f;t e CHV,RY) und Jf; ' (y) = [Jf(2)] ! fiir alley € V, y = f().

An verschiedenen Stellen wird folgende Hilfsfunktion von Nutzen sein: Es sei y € RY
und o = @, : U — R? definiert durch

p(x) =+ Ay~ flr) (zel).
Dann ist p(x) = z genau dann, wenn y = f(x) gilt. Ferner gilt fiir x € U
Jo(x) = E— A I f(a) = ATH(A — J f(2))

und damit 1
o) < |A7Y] - [JA = Jf(@)|| < [|A7|a = 3

Also ist ¢ nach dem Schrankensatz eine 1/2-Kontraktion.
1. Es sei y € R und ¢ = ¢y wie in 1. Dann hat ¢ hochstens einen Fixpunkt nach
B./D. 20.1. Also ist fi; injektiv.
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2. BEs sei y) = f(zM) € V. Da U = Us(z®)) offen ist, existiert ein p > 0 mit
U,(zM)) =1 M C U. Wir zeigen: U,,(yV)) C V.

Dazu sei y € U,,(y™!)) gegeben und ¢ = ¢, wie in 1. Dann gilt ¢(M) C M, denn fiir
z € M ist

p(a) = ()] + (V) — 2]

S,
)
|
8
=
IA

1 _
< §\$—x(1)|+|A Yy — faW))]
1
< Zlg—z® Ay — W< PP
< 2\1’ eV ATy —y !_2+2 p

also ¢(x) € M. Da M C R abgeschlossen ist, folgt aus dem Banachschen Fixpunkt-
satz, dass (genau) ein x € M existiert mit p(z) = z, also f(x) = y.

3. Es gilt nach 1. (wobei ¢ = ¢, mit einem beliebigen y € V)
Jf(@)=A-(E—Jo(x)) (ze€l)

also
det J f(x) = det(A) - det(E — Jp(z)) (xelU).

Wieder nach 1. ist |[J¢(z)|| < § (z € U) und damit ist E — Jo(z) invertierbar. (Es

gilt (E— B)~! = > BY, falls || B|| < 1 ist; [U]). Also ist auch det J f(x) # 0.
v=0

4. Es sei y € V,y = f(z). Dann gilt fiir alle h € U — x

V

Sl > e+ h) — ol)]
‘x+h—m—A‘1(f(x+h)—f(x))‘
b= A7 |+ b) — f2)

Y

Y

also

|fla+h) = f(z)] >
Fir w € V — y,u # 0 setzen wir
h(u) = fi' (y +u) = i ()
Dann ist u = f(h(u) + =) — f(z) und damit

lul > afh(u)|
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(insbesondere zeigt dies, dass f;; ! stetig ist). AuBerdem ergibt sich

@, i ) — fi () — [T ()] )

- Jf)(x)h(u) —u
< ||[7f@)] 1“%. ( f)(|h)(u<)‘) |
_ T+ h — flz) = (T () h(u
s L e ) \£§u§| () @)h(w)
—0 (u—0),

da f differenzierbar an x ist und h(u) — 0 fiir u — 0 gilt.
Also ist f; U differenzierbar an y und es gilt

Tt ) = [Tf @) = [Tf(f )]

Da A +— A~! eine stetige Abbildung von R4\ {B : det(B) = 0} in sich selbst
ist (bzgl. der von der Operatornorm induzierten Metrik)([U]), ist y — Jf;'(y) als
Verkniipfung der stetigen Abbildungen f;; L sowie z — Jf(z) und A — A~ stetig auf

V. Dies ist dquivalent dazu, dass f;; inC LV, R?) liegt. O

Beispiel 20.8 Wir betrachten f : (0,00) x R — R? mit

T COS
f(7“790)3:( . ) (r>0,0 €R).
rsin @
Dann ist f € C1(2,R?), wobei = (0,00) x R, und es gilt
cos —7rsi
det Jf(ro)=| 7 M=,
sin ¢ T COS

Also existieren nach S. 20.7 zu jedem (ro, ¢o) € 2 eine offene Umgebung U von (rg, ¢o)
und eine offene Umgebung V' von f(ro, o) so, dass fiiy : U — V bijektiv ist. AuBerdem
ist 1 = (i)~} € CL(V, R?).

Da f(1,2km) = (1,0) fiir alle k € Z gilt, ist f jedoch nicht umkehrbar auf ganz Q!
Wie sehen “maximale” offene Mengen aus, auf denen f umkehrbar ist?
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Ist f(r,¢) = f(7, ), so gilt rcosp = 7 cos @ und rsin @ = 7sin @, also

2

2(cos? @ 4 sin” @) = 72 (cos® @ + sin? )

und damit r = 7. Folglich gilt cos¢p = cos® und siny = sinp, woraus wiederum
@ = @+ 2k fiir ein k € Z folgt. Also ist f etwa umkehrbar auf

U=U,={(rne)eQ:a—nm<¢<a+m}

fiir beliebiges a € R. Auf jeder echten offenen Obermenge von U, ist f nicht mehr
umkehrbar. AuBerdem gilt f(U,) = R?\ {(rcos(a + 7),rsin(a + 7)) : 7 > 0} fiir alle
a € R. Wie sieht eine (nicht die) Umkehrfunktion aus? Betrachten wir

U=Uy={(r,p):r>0, p€(—m,m)} .

z\  (rcose
y) \rsingp
so gilt r = /22 + y2. Fiir z = 0 ist ¢ = sign(y)w/2. Ist > 0, so folgt

y = tany
T

Ist (z,y) € f(Uy) mit

also ¢ = arctan(y/x). Fiir < 0 ergibt sich ¢ = sign(y)m + arctan(y/x). Insgesamt

erhalten wir

(V22 + y?, arctan(y/z)) , fallsz >0
fol(@,y) = (z,y) = (lyl, sign(y)m/2) , fallsz =0
(Va2 + y?, arctan(y/z) + sign(y)r) , fallsz <0

In enger Beziehung zum Hauptsatz iiber Umkehrfunktionen steht ein weiterer Haupt-
satz: der iiber implizite Funktionen. Worum geht es dabei?
Gegeben ist eine Funktion F : M — R™ mit M C R% x R™ und damit das Gleichungs-
system

F(z,y)=0

wobei R x R™ = {(z,9) : # = (x1,...,24) ER?, y = (y1,...,ym) € R™}, d. h.

Fl(xla"'axd’ y1,-~-,ym):0

Fm(xla'-->$da y1,---,ym):0
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(also d + m Unbekannte und m Gleichungen). Ferner sei (z(?),y(®)) € M eine Losung,
also F(x(o),y(o)) = 0. Ziel ist, das Gleichungssystem ,lokal nach y aufzulésen®, d.
h. wir suchen Umgebungen U von z(® und W von (x(o),y(o)) sowie eine Funktion
f:U — R™ so, dass fiir alle (z,y) € W gilt

Wir orientieren uns wieder an zwei einfachen Beispielen

Beispiel 20.9 1. Wir betrachten die Gleichung
F(x,y) =2 +y*—1=0 (xr,y €R).

Dann ist offenbar (z9,%0) = (1/v/2,1/v/2) eine Losung der Gleichung. Hier gilt etwa
fir U := (—1,1) und W := (=1,1) x (0, 00)

Flz,y) =0 y=+v1—22=: f(x)

(d. h. {(z,y) € W : F(z,y) = 0} = {(z, f(x)) : ® € U}; die Losungsmenge ist lokal
der Graph der Funktion f). Dies ist etwa falsch fir W = (—1,1) x R.
2. Es seien A € R™*4 | B € R™*™ sowie F : R? x R™ — R™ mit

F(z,y) = Az + By = (A B) (‘;)

(also lineares GLS Ax + By = 0). Dann gilt im Falle det B # 0
F(z,y) =0 By = —Az & y= —B 1Az =: f(z)
also L= {(z,y) : F(z,y) = 0} = {(z, f(2)) : x € RY}.

Satz 20.10 (Hauptsatz iiber implizite Funktionen)
Es sei Q C R x R™ offen und es sei ' € CY(Q,R™). Wir setzen zur Abkiirzung

oF, . (0F, OF .y (9Fn
ay (.1‘, y) T <ayy (x’ y)>u,u1,...,m und ox (1‘, y) o <a$y (x7 y)> p=1,...,

Ferner sei (9,40 € Q so, dass F(z9,y©) =0 und
det ?y(x(o),y(o)) #0.

Dann gilt
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1. Es existieren offene Umgebungen U von 2O und W von (20, y(©) sowie (genau)
eine Funktion f: U — R™ so, dass fir (z,y) € W gilt

2. Bsist f € CY(U,R™) und

-1
1) == |G )| Gt weD).

Beweis. 1. Wir betrachten G : Q — R?% x R™ mit
G(z,y) = (w,F(fE,y)> ((wny) € Q) :

Dann gilt G(z(9, ) = (z(®,0) und G € C*(Q, R x R™). AuBerdem ist

(y) 1 G(zy)
und damit det JG(z(@,y(©) = det %—g(x(o),y(o)) # 0. Nach S. 20.7 existieren offene
Umgebungen R von (2(?),4©)) und S von (@, 0) = G(2(®, y(©) so, dass Gr:R—S
bijektiv ist mit
GR' € CY(S,RY x R™) .

Da S offen ist, existieren offene Umgebungen U von z(®) und V von 0 mit U x V C S.
Dann ist W := Ggl(U x V) offen in R (nach S. 11.12) also auch in R? x R™. Wir
setzen G~! = (Ggl)‘UXv. Aus der Definition von G ergibt sich, dass G~ von der

Form
G N, 2) = (z, H(z,2)) ((x,2) eU x V)

mit H € CY(U x V,R™) ist.
Ist T : R x R™ — R™ definiert durch m(z,y) := ¥, so gilt

m2(G(2,y)) = ma(z, F(z,y)) = F(z,y)  ((z,y) € Q)
also fiir (x,2) e U x V:
F(z,H(z,z)) =m(G(x,H(x,2))) =m(x,2) =2 .

Definiert man f : U — R™ durch
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so gilt fir x € U
F(z, f(z)) =0
und aus F(z,y) = 0 fiir ein (z,y) € W folgt

G(z,y) = (2,0) = G(G™'(2,0)) = G(, f(x))

und damit, da Gy injektiv ist, y = f(z). Also ergibt sich 1.
2. Weiter folgt aus H € C*(U x V,R™) auch f € C'(U,R™) und mit der Kettenregel
ergibt sich aus
o(z):=F(z, f(x)) =0  (zeU)
schlieBlich

0= Jpla) = IF(w, 1) - or

) _ %%, Fla)) + 5 @ @) (@)

X

Eq
Jf(x)
und damit

1
1) == |Gt )| G s @ev).

(Man beachte dabei: Es gilt nach S. 20.7

F
det aay(x,y) =det JG(z,y) #0

fir alle (z,y) € W.) O

Beispiel 20.11 (Lemniskate)
Essei F': R x R — R definiert durch

F(z,y) = (z +9*)? —2(2"—y*)  (z,yeR).

Dann gilt
OF

0=, @y =2 +y")2y + 4y = dy(e" +4° + 1)
genau dann, wenn y = 0 ist. Ist y = 0 und F(z,y) = 0, so gilt #* —22% = 0, also 2 = 0
oder x = ++/2.
Nach S. 20.10 ist fiir alle (z9,yo) mit F(zg,y0) = 0 und (x9,30) € {(0,0), (£v2,0)}
die Gleichung F(z,y) = 0 auf einer Umgebung W von (z9,yo) ,auflésbar nach y*.
Sogenanntes implizites Differenzieren ergibt fiir die Funktion f = f( ) aus S. 20.10
(e f@)  Aa(a g 1)

P = g Fa) W D) g
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auf einer Umgebung U von xg. Also hat f Extremstellen hochstens in Punkten z mit
2=+ =1.

Man rechnet leicht nach, dass F/(x,y) = 0 genau dann gilt, wenn |22 — 1| = 1 ist, wobei
z=x+1y.

Um eine Vorstellung von der Lésungsmenge zu bekommen, betrachten wir Polarkoor-
dinaten: Es gilt fiir (z,y) #0

0= F(z,y) = F(rcosp,rsing) = r* — 2r?(cos? p — sin® ) = r2(r* — 2 cos 2¢p)

genau dann, wenn r = /2 cos 2p, wobei ¢ so, dass cos(2p) > 0 ist (beachte: r > 0).

1.5

0.5

-0.5

-1.5

-1.5-1-05 0 05 1 1.5 2

Eine wichtige Anwendung des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen ergibt sich im
Bereich der Optimierung unter Nebenbedingungen. Wir untersuchen folgendes Pro-
blem:

Gegeben sind Funktionen f : M — R, g : M — R™, wobei M C R?. Gesucht sind die
,Extremstellen von f unter der Nebenbedingung g(z) = 0“.

Wir wollen dies in einer Definition etwas prézisieren
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Definition 20.12 Es seien (X, d) ein metrischer Raum, und es seien f : X — R sowie
g: X = R™. Ist
L:={zx e X :g(x)=0}

und ist (%) € L, so heiBt (0 ein lokales Mazimum (bzw. Minimum) von f unter der
Nebenbedingung g(z) = 0, falls (9 ein lokales Maximum (bzw. Minimum) von fir ist.

Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer solchen
Extremstelle

Satz 20.13 (Lagrange)
Es sei Q C RY offen und es seien f € CY(Q) und g € C*(Q,R™) mit m < d. Ferner
sei (0 € Q so, dass

Rang(Jg(x(O))) =m

ist. Dann gilt: Hat f an 29 ein lokales Mazimum oder Minimum unter der Nebenbe-
dingung g(x) = 0, so existiert ein A € R™ mit
grad f(z) =) " \; grad g;(«?) = (Jg)" (@)
j=1

(die Komponenten A1, ..., Ay von \ heiffen Lagrange-Multiplikatoren).

Beweis. Wir schreiben zur Abkiirzung = = (y, z) mit

y= (21, Zm), 2= (Tms1,-..,2q)

fiir z = (z1,...,24) € R? und insbesondere

O. E. gelte

Ty

99 VY — get [ 291 (©
det <ay(x ) ) = det 3 (x )W/:L,,,,m%oj

d. h. g—g(x(o)) habe vollen Rang m. Nach dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen
ist die Gleichung g(z) = g(y,2) = 0 an 2 | lokal nach y auflésbar®. Insbesondere
existieren eine Umgebung U von z(0) = (xggzrl, e ,x((io)) sowie eine Funktion ¢ €

CHU,R™) so, dass go(z(o)) =y und

9(p(2),2) =0 (2€U)



20 HAUPTSATZE DER MEHRDIMENSIONALEN ANALYSIS 177

gilt. Hieraus folgt

Jo(2© dg dg

Weiter definieren wir F' € C(U) durch

F(z) := flp(2),2) (2€U).

Nach Voraussetzung ist z(°) eine Extremstelle von F (ohne Nebenbedingung). Also
gilt nach S. 19.11
grad F(z(0) =0

und mit der Kettenregel daher

0= grad” 12 - (7 90(2(0))) - (g;j)T (©) - Jp(=) + (Zf)T ().

d—m

Schliefllich hat das lineare Gleichungssystem

99\" oy \_ 9
(5) 2= 56

genau eine Losung A = (A1, ..., \;,) € R™. Hieraus ergibt sich wiederum

T T o 0
(gﬁ) () = _ <ZZJ:> (29 . Jp(z0) = _)\Taiz(x(o)) T2 = )\Ta—i}(:c((’))

und damit insgesamt grad f(z(©) = (Jg)T(z©) . \. O

Bemerkung 20.14 Ahnlich wie S. 19.11 liefert S. 20.13 lediglich eine notwendige
Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums unter der Nebenbedingung g(z) = 0.
Um die entsprechenden Punkte (%) zu bestimmen, hat man die Gleichungen

gj(xlv"'axd):() (]zlaam)

und
of —, Og;
—(z1,... = i——(z1,. .. k=1,...,d
8$k (:L‘la 7$d) ]2 ]ka (CL'l, ,l'd) ( ; ; )
zu 16sen (also (d + m) Gleichungen fiir die (d + m) Unbekannten zi,...,z4 und

Ay Am).
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Beispiel 20.15 Die Produktion eines Unternehmens sei in Abhéngigkeit der Produk-
tionsfaktoren x,y beschrieben durch die (Cobb-Douglas-) Funktion

P(z,y) =z  (2,y>0)

wobei a € (0,1) fest ist. Die Produktionskosten seien gegeben durch eine lineare
Kostenfunktion K der Form

K(z,y)=pr+qy  (z,y>0)

mit Konstanten p,q > 0. Gesucht ist eine kostenminimale Faktorkombination (x,y)
zu einem vorgegebenen Produktionsniveau ¢ > 0, d. h. wir wollen das Optimierungs-

problem
K(z,y) % min

unter der Nebenbedingung
P(JI, y) —c=0

16sen. Nach S. 20.13 ist eine notwendige Bedingung gegeben durch
grad K(z,y) = A grad P(z,y) ,
d. h. wir haben die 3 Gleichungen

a,l—a _

xy c
)\ama—lyl—a
q = Ml—-—a)z®y™

fiir die Unbekannten x,y, A. Division der 2. und 3. Gleichung ergibt

o q

le—a.zg'y

und mit der 1. Gleichung erhalten wir
1 _ [}
= <p( a))
qu

Also kann nur an dieser Stelle (z, y) ein Minimum unter der Nebenbedingung vorliegen.

und damit

Man kann sich iiberlegen, dass dies tatséichlich der Fall ist.
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A Von den natiirlichen zu den reellen Zahlen

Bemerkung und Definition A.1 Die Menge N der natiirlichen Zahlen kann axio-
matisch beschrieben werden durch die folgenden Bedingungen (Peano-Axiome):

(N1) N enthilt ein Element, genannt 1.
(N2) (Nachfolgerfunktion) Es gibt eine injektive Abbildung ¢ : N — N mit 1 ¢ W ().

(N3) (Prinzip der vollstdndigen Induktion) Ist M C N mit 1 € M und so, dass
w(n) € M fiir alle n € M, so ist M = N.

Damit kann man zeigen: Es existieren eindeutig bestimmte Abbildungen + und - :
N x N — N so, dass

ntl=wn), n+em)=pn+m)
und
n-1=n,
n-e(m)=n-m+n.
Auflerdem sind damit die {iblichen Relationen < und < gegeben durch
n<m:= JkeN:m=n+k

und

n<m:n<modern=m.

SchlieBllich gilt das Wohlordnungsprinzip: Jede Menge ) # M C N hat ein Minimum,
d.h. es existiert ein m € M mit m <n fir alle n € M.

Damit kann man zeigen, dass zu jedem Paar (n,a) € N x N ein m € Ny und ein
r€{0,1,...,a — 1} existieren mit

n=ma-+r

(Division mit Rest). Hier hat man im Ubrigen schonmal stillschweigend N um die Null
zu Ny (mit passenden Rechenregeln) erweitert.

Definiert man Potenzen in Ny wie in B./D. 2.8, so gilt folgende wichtige Aussage iiber
die Darstellung natiirlicher Zahlen:
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Es sei g € N g > 2 fest. Dann existeren fir alle n € N ein d € Ng und
ag,...,aq € {0,...,q— 1} mit aqg # 0 und so, dass

d
n= E a;q’.
Jj=0

(Denn: n = 1: d = 0 und ap = 1 ist geeignet.
n —1— n: Wir wihlen d € Ny so, dass ¢? < n < ¢%*!. Division mit Rest ergibt

n:qu+n'

mit 0 < m < ¢ und 0 < n' < ¢¢, also insbesondere n’ < n.

1. Fall: n’ = 0. Dann setzen wir ag := m und ag := -+ := agq—1 := 0.

2. Fall: n’ # 0.

Nach Induktionsvoraussetzung (Behauptung gilt fiir alle n’ < n) existieren ein d’' € Ny
und ag, ..., a, € {0,1, ...,q — 1} so, dass a), # 0 und

dl
/ /I g
n = g a;q’.
=0

Aus n’ < ¢ ergibt sich d’ < d. Hiermit ist
d
n=mq*+n = Zajqj ,
§=0
wobei a; := a fiir j € {0,...,d'}, ag:=mund a; =0 fiir j € {d'+1,...,d—1}. Also
hat man die gewiinschte Darstellung fiir n.)

Damit heifit

(agag—1 ...ap)q
die g-adische Darstellung von n (man kann zeigen, dass die Darstellung eindeutig
ist; [U]). Im Falle ¢ = 10 (besser: ¢ = X) spricht man auch von der Dezimal-, im
Falle ¢ = 2 von der Binér- und im Falle ¢ = 16 (oder besser ¢ = XVI) von der
Hexadezimaldarstellung. Schliefilich schreibt man im Dezimalfall auch kurz a, ... ag
statt (ar...ap)x.
So ist etwa fiir n = XXIII

n=1-240-224+1-2241-2" +1.2° = (10111),

und
n=2-X"43.X"=(23)x =23.
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Definition A.2 Eine Relation ~ in X heifit A quivalenzrelation (auf X), falls fiir alle
z,y,z € X gilt

a) x ~ x (Reflexivitét),
b) aus z ~ y folgt y ~ z (Symmetrie),

c) aus x ~ y und y ~ z folgt = ~ z (Transitivitét).

2. Ist ~ eine Aquivalenzrelation, so heiBt [z] := {2’ € X : x ~ 2’} die von x erzeugte
Aquivalenzklasse. AuBerdem heifit X/ := {[z] : # € X} der Quotient von X modulo

Beispiel A.3 1. Es sei X = Ny x Nyg. Wir definieren
(a,b) ~ (¢,d) &= a+d=b+c

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf X (ergibt sich aus Rechenregeln fiir die Addi-
tion in Np).

Formal ist damit die Menge Z der ganzen Zahlen definiert als
7 = X/N = (NO X No)/N.

Man schreibt dann a — b statt [(a,b)] und im Falle b = 0 kurz a (so findet man Ny in
Z wieder). Aufierdem schreibt man im Falle a = 0 kurz —b. Die Rechenoperationen +
und - sowie die Relation < lassen sich auf Z iibertragen (konkret durch

(a—b)+(c—d)=(a+c)—(b+d) und (a—0)-(c—d):= (ac+bc)— (ad+ bc)

sowie
a—b<c—d:=at+d<b+c).

2. Es sei X =Z x (Z\ {0}). Wir definieren
(a,b) ~ (¢,d) & ad=bc.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf X (ergibt sich aus Rechenregeln fiir die Mul-
tiplikation in Z).

Formal ist damit die Menge Q der rationalen Zahlen definiert als

Q= (Zx (Z\{0}))/~ .
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Fiir die rationale Zahl [(a, b)] schreibt man a/b. Wieder lassen sich die Rechenopera-
tionen + und - sowie die Relation < auf Q iibertragen, hier etwa fiir + und - durch

d b
=4 te und

c @ ¢ _ac
d’ bd b d bd’

Ty
b

Auflerdem ergibt sich Z C Q, indem man a € Z mit a/1 identifiziert.

Bemerkung und Definition A.4 Es sei ¢ € N, ¢ > 2. Eine Folge
r=(xj)jez = (... @2, 21,20, T—1,T_2,...)
mit z; € {0,1,...,¢ — 1} und der Eigenschaft, dass ein d = d(x) € Z existiert mit
zqg # 0 und zj =0 (j>4d)

heifit eine g-adische Entwicklung. Im Falle ¢ = 2 spricht man von Bindrentwicklung

und im Falle ¢ = X von Dezimalentwicklung. Wir schreiben dann kurz

TATg—1 - -TQyT_1 .., falls d > 0

“TY0.0. . 0zgrg ... falls d < 0
Im Weiteren beschrianken wir uns auf den Fall ¢ = 2 und setzen
R4 := {z :  Bindrentwicklung},
wobei wir die beiden Bin&drentwicklungen
z=(2;)jez und y= (y;)jez
im Falle, dass fiir ein m € Z
zi=y; G>m), Tm=1yn,=0 und z;=0,y;=1(j <m)

gilt, identifizieren (wir werden sehen, dass dies sinnvoll bzw. sogar zwingend ist). Im
Zweifelsfall wihlen wir die erste Darstellung, wenn wir eine Eindeutigkeit erzwingen
mochten.

Weiter heifit eine Bindrentwicklung abbrechend, falls ein m € Z existiert mit z; = 0
(j <m), d. h.

r=xg...2,000... bzw. x=0,0...0zq4...2,000....
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Fiir abbrechende Bindrentwicklungen identifizieren wir z und

d
ZJ,'JQ] S Q+.

j=m

Dann ist « abbrechend genau dann, wenn
2"r e N

fiir ein m € N. Hieraus folgt sofort, dass fiir abbrechende x und y auch x +y und = -y
(in Q definiert!) abbrechend sind ([U]). Man beachte, dass 1/ im Allgemeinen nicht
abbrechend ist.

Wir definieren nun fiir z,y € Ry mit x # y
x <y,

falls entweder
d(z) < d(y)

oder
d(z) =d(y) und zp, =0,yn =1 fiir m:=max{j:z; #y,;}.

Damit kann man zeigen, dass (Ry, <) geordnet ist. Der entscheidende Vorteil ge-
geniiber Q4 liegt darin, dass

(R4, <) vollsténdig

ist.

Wir wollen den Beweis andeuten, indem wir eine ,,Konstruktionsvorschrift” fiir sup M
fiir nach oben beschrénkte und nichtleere M angeben.

Dazu ist es hilfreich, Abschneidungen zu definieren. Ist x = () ez eine Bindrentwick-

lung, so setzen wir fiir m € Z

d
[x]m = Z 2,27 € Q4 U {0}
j=m
mit [z], :=0¢€ Q falls m > d. .
Es sei also M C Ry nach oben beschrénkt (und nichtleer). Wir definieren ein & € Ry
rekursiv:

Zunéichst sei
d:=max{m €Z:3x e M:zxz>2"}
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Damit setzen wir £; := 1 und &; := 0 (j > d). Weiter definieren wir

1, falls [2]q_1 =29+ 297! fiir ein x € M
§a—1 1=
0, sonst

und entsprechend fiir n € N

¢ 1, falls [2]g_n_1 =29+ & 1297 + .. 4 4297 4247771 fiir ein 2 € M
d—n—1 1=
" 0, sonst.

Hierdurch ist induktiv ein & = (¢;) ez € R, definiert. Es gilt dabei ([U])
& =sup M.

Damit definieren wir fiir z,y € Ry U {0} (mit [0],, := 0; man identifiziert also 0 mit
(0)jez)

x4y :=sup {[z]m + [Ylm : m € Z},
z -y :=sup {[2]m - [ylm : m € Z}.

Schliefllich definieren wir wie bei der Erweiterung von Ny zu Z fiir (a,b),(c,d) €
(R4 U{0}) x (R4 U{0})

(a,b) ~ (¢,d) &= a+d=b+c.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation und

R = ((Ry U{0}) x Ry U{0})/~ .

Man schreibt wieder a — b statt [(a,b)] und im Falle b = 0 kurz a sowie im Falle
a = 0 kurz —b. Die Rechenoperationen + und - sowie die Relation < lassen sich auf
R {ibertragen und zwar so, dass damit (R, +, -, <) ein vollsténdiger geordneter Korper
wird.

Statt iiber Bindrentwicklungen kann man die (positiven) reellen Zahlen auch iiber
andere g-adische Entwicklungen einfiithren, also insbesondere iiber Dezimalentwick-
lungen. Dabei ist zu zeigen, dass am Ende derselbe geordnete Korper entsteht (also
unabhéngig von der Wahl von q).
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B Machtigkeit von Mengen

Wir werden im Folgenden sehen, dass in gewisser Weise ,,sehr viele“ reelle Zahlen
irrational sind. Dazu beschiéftigen wir uns zunéichst mit dem Begriff der Méchtigkeit
einer Menge. Zunéchst prézisieren wir, dass wir unter einer endlichen Mengen eine
Menge verstehen, die bijektiv auf eine der Mengen {1, ...,n} abgebildet werden kann.
Auflerdem sehen wir auch die leere Menge als endlich an.

Sind Mj, M endliche Mengen, so haben M; und M, gleich viele Elemente (also |M;| =
|M3|) genau dann, wenn eine bijektive Abbildung ¢ : M; — My existiert. Wir werden
(G. Cantor folgend) diesen Gedanken nun auf unendliche Mengen iibertragen.

Definition B.1 Es seien M, M, My beliebige Mengen.

1. M und M; heiBen von gleicher Mdchtigkeit (oder kurz gleichmdchtig), falls eine
bijektive Abbildung ¢ : M1 — M, existiert.

2. M heifit abzdhlbar unendlich falls M gleichméchtig zu N ist.

3. M hei3t abzihlbar falls M endlich oder abzidhlbar unendlich ist. Anderenfalls
heifit M 1iberabzdahlbar.

Bemerkung B.2 1. Aus D. B.1 ergibt sich sofort, dass eine Menge M genau dann
abzihlbar unendlich ist, wenn eine Folge (x,,), in M existiert mit x,, # x,, fiir n #m
und M = {z, :n € N}.

Weiter folgt aus D. B.1 auch, dass M # () genau dann abzéhlbar ist, wenn eine Folge
(zn)n in M existiert mit M = {z,, : n € N}. Eine solche Darstellung nennt man auch
eine Abzihlung von M.

(Denn: ,= “: Ist M abz#hlbar unendlich, so existiert eine solche Folge nach Definition.
Ist M endlich, etwa M = {x1,...,z,}, so setze man z; := x, fiir j > n.

»<=“: Ist M endlich, so sind wir fertig. Es sei also M unendlich. Wir definieren n; := 1.
Sind ni,...,n; bereits definiert, so setzen wir ngy; = min{n : z, # xn,,...,2n, }.
(Man beachte: Nach dem Wohlordnungssatz (siehe (U)) hat jede nichtleere Teilmenge
von N ein Minimum.) Dann gilt nach Konstruktion M = {z,, : k € N} und @,,; # 2,
fiir j # k.)

2. Man sieht mit einer dhnlichen Uberlegung wie in 1. auch, dass jede unendliche
Menge eine abzidhlbar unendliche Teilmenge besitzt.

Satz B.3 1. Jede Teilmenge B einer abzihlbaren Menge A ist wieder abzdhlbar.
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2. Es sei I # ) eine abzihlbare Menge, und es seien A, (n € I) abzihlbare Mengen.

Dann ist auch |J Ay abzihlbar.
nel

Beweis. 1. O. E. sei B # (). Nach B. B.2 existiert eine Folge (z,,) mit A = {x,, : n € N}.
Ist ng so, dass z,, € B, so definieren wir

Ty, fallsxz, €B

Yn = .
Tny, fallsz, & B

Dann ist B = {y, : n € N}, also B abzéhlbar nach B. B.2.
2. Ohne Einschriankung konnen wir A,, # 0 fiir alle n € I annehmen. Zudem koennen
wir uns auch auf den Fall I = N beschranken. (Ist I endlich, so kénnen wir ohne

Einschrankung I = {1,...,n¢} wihlen und dann A,, := A; fiir n > ng setzen.) Es sei
Alz{zg):keﬁ%-, Azz{xf>;keﬁq,”.

Dann ist
U A, = {a:gl) : k:,nEN} .
neN

Wir betrachten folgende Anordnung der Elemente $](€n); neNkeN:

xgl) .1'(21) xél) xfll) :Uél) xél)
e e e e 4
x§2) xé?) x:()’Q) 174(12) xé2)
v v v v
x§3) :Cg?)) :E:()’?;) %(13)
v v v
20 N @
e e
ng)) wgf))

Ve

Hierbei treten alle x,(cn) auf. Diese konnen durch sukzessives Aneinanderreihen der

Diagonalen zu einer Folge (yn,)nen angeordnet werden; genauer ist (yy, )nen fiir m € N
und j = 1,...,m definiert durch

(9
ym(an—l) 1j = .'Bm+17j.
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(Wer’s ganz genau wissen mochte beachte dabei: Fiir M := (J ({m} x {1,...,m})
meN
sind o : M — N bzw. ¢y : M — N x N mit

m(m — 1)

5 +Jj bzw. p(m,j)=(m+1-j,j)

p(m, j) =
bijektiv.) O

Insbesondere ergibt sich aus S. B.3
Satz B.4 Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar.

Beweis. Zunichst sieht man leicht, dass Z abzéhlbar ist (scheibe Z = {0,1, —1,2,—-2,...}).
Damit sind nach S. B.3 auch Z \ {0} und

Zx(@Z\{o)= |J @x{m}

meZ\{0}
abzdhlbar. Ist Z x (Z\ {0}) = {z; : j € N} so ist
Q= (Zx (Z\{0])/~ = {lz;] :j € N},

also Q abzéahlbar. O

Wir wollen nun zeigen, dass jedes (nichttriviale) Intervall in R {iberabzéhlbar ist.
Daraus ergibt sich auch unmittelbar die Uberabzéhlbarkeit von R oder C. Vorbereitend

zeigen wir:

Satz B.5 (Intervallschachtelungsprinzip)

1. Ist I, eine Folge von Intervallen der Form I, = [an,by], mit In41 C I, (n € N),
so existieren a,b € R mit a < b und

() In = [a,1] .

neN

2. Gilt zusdtzlich by, — a, — 0(n — 00), so ista=>b, d. h. () I, ist einpunktig.
neN
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Beweis. 1. Nach Voraussetzung ist (a,) 1 und (b,) |. AuBlerdem gilt a; < a,, < b, <
b1. Also gilt nach dem Hauptsatz {iber monotone Folgen

ap, — sup{ag : k € N} =:a und b, — inf{by: ke N} =:b.
Aus a,, < b, folgt a < b, also insgesamt
an <a<b<b, (neN).

Folglich ist

[a,0] € () In -

neN
Andererseits folgt fir x € () I, aus a, < x < b, fiir alle n auch a < z < b, also
neN
x € [a,b)].
2. Aus0<b—a<b,—a, —0(n— o) folgt b—a=0. O

Satz B.6 Jedes Intervall I C R, das mehr als einem Punkt enthdlt, ist tiberabzdhlbar.

Beweis. Es reicht ([U]), das Intervall [0,1] zu betrachten. Angenommen, [0, 1] ist
abzahlbar, d. h.
[0,1] ={zy :n e N}.

Wir teilen dann [0, 1] in die drei gleich langen Intervalle [0,1/3],[1/3,2/3] und [2/3,1]
auf. Dann ist x; in einem dieser Intervalle (das wir I; nennen) nicht enthalten. An-
schlieend teilen wir I; in drei gleich lange Intervalle (also der Linge 1/9 = 1/32) auf.
Dann ist x5 in einem dieser Intervalle (/2 genannt) nicht enthalten. So fortfahrend
erhalten wir induktiv eine Folge I,, = [an,by,] von Intervallen in [0, 1] mit [,41 C I,

sowie x, ¢ I, und b, —a, = 1/3" — 0 (n — o0). Also ist (| I, = {z} fir ein
neN
x € [0,1]. Ist k € N so gilt nach Konstruktion xy € () I, d. h. zj # z fiir alle k € N.
neN
Widerspruch! O

Bemerkung B.7 Allgemein gilt: Ist M iiberabzihlbar und ist A abzdhlbar, so ist
auch M \ A iiberabzéhlbar (denn sonst wére nach S. B.3 auch M = (M NA)U(M\ A)
abzihlbar). Also ist insbesondere nach S. B.4 und S. B.6 die Menge der irrationalen
Zahlen in jedem Intervall I (mit || > 1) {iberabzéhlbar.
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Bemerkung B.8 Da mit Q auch Q N (0,1) abzdhlbar ist, kénnen wir Q N (0,1) =
{rn : n € N} schreiben. Fiir die (beschrinkte) Folge (r,,) gilt dann:
Zu jedem z € [0, 1] exstiert eine Teilfolge (7, ) mit

o, > 2 (k— 00),

d.h. jede der iiberabzéhlbar vielen reellen Zahlen x € [0, 1] ist Grenzwert einer Teilfolge
von (7).

(Denn: Da jedes Intervall (a,b) mit a < b eine rationale Zahl enthélt, ist (a,b) N Q
sogar unendlich (warum?).

Es sei z € [0, 1]. Dann ist

Iy = (x—1/k,z+1/k)N(0,1)NQ

fiir jedes £ € N unendlich. Also existieren unendlich viele n € N mit r, € I. Damit
definieren wir (ny) induktiv: Wir setzen ny := 1. Sind ng, ..., ni bereits definiert, so
wahlen wir ng4q1 > nyg so, dass

LT € Ik .

Dann gilt nach Definition r,, — x (k — 00).)
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C Holder- und Minkowski-Ungleichung

Satz C.1 (Hoélder-Ungleichung)

Esseienp,q>1mz’t}%+é:1.Danngiltfiirul,...,um,vl,...,vm20
“ “ 1/p 1/q
S = (o) ()"
7j=1 7j=1 7j=1

Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst: Sind u,v > 0, so gilt
1 1
wo < —uP + — 9.
p q
Denn: O. E. seien u,v > 0. Aus S. 9.2.1 folgt

Int<t—1  (t>0).

Hieraus ergibt sich fiir A := %up + évq

In(uv) =

IN
| =
=3
—
‘Q
IS
~—
+
| —
=3
—
‘d
(=]
—
+
~
—t
—
=3
b

IA
D=

(ﬂp_l)+l<§—1>+lnA:lnA,

also auch uv < A. ) )
m 1 m 1
2. Wir setzen U := ( > u?) p,V = ( > ’ug) p.

j=1 J=1
Ohne Einschrankung kénnen wir U, V' > 0 annehmen. Aus 1. folgt

1 «— Ui Y “ Uj 1 rvj\¢
v T Ly S Z:( (#) +,G))
1 - p = q
WZ“J*WZ%:’JF’:L
S Vi g

?Ms
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Satz C.2 (Minkowski-Ungleichung) Fiir alle p > 1 und alle x,y € K™ gilt

1/p " 1/p m 1/p

m
Dbyl <Dl D il
j=1 j=1 =1

m
Beweis. Wir setzen S := ) |z; + y;[P. Mit S. C.1 gilt fiir ¢ := p/(p — 1) (und damit
j=1
1 1 _
q so, dass;—l—g—l)

m
S < Z |$]|+|yj |z +y; [P~ ! Z|$J| |lzj + y;[P™ 1+Z|yj |lzj + y;[P~ !
Jj=1 j=1 j=1

< (ilxglp) +<§:|yjp>1/p (ilxﬂryﬂ(p_l)q)l/q
=1 =1 j=1

=S

Nach Division durch S%¢ (ohne Einschrinkung S > 0) ergibt sich die Behauptung
(man beachte S1/P = §1-1/4), O
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D Stetigkeitseigenschaften monotoner Funktionen

Es ist klar, dass i. A. monotone Funktionen nicht iiberall stetig sind (etwa sign).
Tatséchlich kénnen unendlich viele Sprungstellen auftreten (auch auf endlichen Inter-
vallen), wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel D.1 Essei f:(0,1) — R definiert durch

1 1 1
== fi B :
f(z) - urxe[n+1,n> und n € N
Dann ist f monoton wachsend auf (0,1) und jede Stelle z,, = 1/n(n € N) ist eine
Sprungstelle. Also hat f abzdhlbar unendlich viele Sprungstellen.

Der folgende Satz zeigt, dass monotone Funktionen an vielen Stellen stetig sind, und

dass als Unstetigkeitsstellen nur Sprungstellen in Frage kommen.

Satz D.2 Es sei I # () ein offenes Intervall, und es sei f : I — R monoton (wach-
send oder fallend). Dann ist f stetig bis auf hichstens abzihlbar viele Sprungstellen.
Auferdem gilt fiir alle xg € I

fzg) < flzo) < flad) falls f monoton wichst

und
f(zg) > f(zo) > flzd) falls f monoton fillt .

Beweis. O. E. sei f monoton wachsend (ansonsten betrachte man —f).
1. Wir zeigen: Ist mg € I, so existiert f(z{) € R und es gilt f(xf) > f(z0):
Da f(x) > f(xo) fur alle x > x¢ gilt, existiert

= inf
Yo ;L’Elr%r(lzo,oo) f(l')

und es gilt yo > f(zp). Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein x. > zp mit f(z:) <
yo + €. Mit 6, := z. — x¢ gilt dann fiir alle z mit 2o < x < 29 + 0, = -

Yo < f(x) < flae) <yo+e

Damit ist f(zg) = vo.
Entsprechend zeigt man die Existenz von f(z;) € R mit f(z;) < f(zo).
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2. Nach 1. konnen als Unstetigkeitsstellen nur Sprungstellen auftreten. Wir setzen
S(f) :={z € I : x Sprungstelle von f}

und zeigen, dass S(f) abzéhlbar ist. O. E. sei S(f) mindestens zweipunktig. Fiir x €
S(f) setzen wir

Dann folgt aus der Monotonie von f fiir x1,2x9 € S(f) mit 21 < 9
I(z) N I(z2) =10

(da f(zf) < f(2522) < f(23)). Weiter ist I(z) N Q # 0, also konnen wir ein
o(x) € I(x) N Q wihlen. Es gilt dann ¢(x1) # p(x2) fir 1 # x9. Also ist ¢ eine
bijektive Abbildung von S(f) nach W(yp) C Q. Da Q abzdhlbar ist, ist auch W (yp)
und damit auch S(f) abzéihlbar. O

Bemerkung D.3 Ist I ein beliebiges Intervall und ist f : I — R monoton wachsend
(bzw. fallend), so gilt zusétzlich: Ist der rechte Randpunkt b in I, so existiert f(b™),
und es gilt f(b7) < f(b) (bzw. >); Ist der linke Randpunkt a in I, so existiert f(a™)
und es gilt f(a™) > f(a) (bzw. <).
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E Fundamentalsatz der Algebra

In B./D. 9.13 hatten wir die Existenz komplexer Wurzeln nachgewiesen. Die Existenz
von Wurzeln bedeutet, dass Polynome P : C — C der Form P(z) = z" — ¢ stets
Nullstellen besitzen. Wir wollen zeigen, dass jedes Polynom P : C — C eine Nullstelle
hat.

Bemerkung und Definition E.1 Sind (V,|| - ||) ein normierter Raum, (Y,dy) ein
metrischer Raum, X C V unbeschrankt und f : X — Y, so schreiben wir

f@) =y (el = o0)
falls zu jedem € > 0 ein R = R, > 0 so existiert, dass
dy (f(x),y0) <e fir alle z € X mit ||z]| > R .
Es gilt damit fiir alle k£ € N:
1/2F =0 (|z| = o0) .

n
Ist also P(z) = > a,2" ein Polynom vom Grad n € N, so folgt

v=0
P(z) a1
=1 E — —1 — 00) .
an 2™ + = Ay 2"V (‘Z| )

Satz E.2 (Fundamentalsatz der Algebra)
Es sein € N und P: C — C ein Polynom vom Grad n. Dann hat P eine Nullstelle
zg € C.

Beweis. Nach B./D. E.1 existiert ein R > 0 so, dass

1 n
[P(2)] 2 5 lan] |20 (2] > R) .

1
Wé&hlt man noch R so grof, dass §\an\R” > |ap| ist, so folgt
[P(2)] > laol = [PO)] (|2 > R).

Da |P|: C — R stetig ist, hat |P| nach S. 11.17 ein Minimum beziiglich der kompakten
Menge {z € C : |z| < R}, d.h. es existiert ein zy mit

[P(z0)| < [P(z)]  (J2| < R).
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Aus |P(z0)|
also |P(zp)]

|P(0)| ergibt sich damit, dass |P| ein absolutes Minimum an z, hat,

<
< |P(z)| fiir alle z € C.

Wir zeigen: P(z) = 0.
Angenommen, nicht. Dann ist @) : C — C mit

P(z + 2p)

Q) =55 (2€0)

ein Polynom vom Grad n mit Q(0) = 1 und |Q(z)] > 1 (¢ € C). Damit ist durch
R(z) :==1— Q(z) ein Polynom vom Grad n definiert mit R(0) = 0. Weiter existieren
ein m € N und b,,,...,b, € C mit b, 2 0 und

R(z) = bp2™ + bngp12™ T 4+ b2
Ist by, = |bm|e™?, so gilt fiir v = —p/m und t > 0

R(te™) = t™ (\bm|+ > b,,t”mei”w>

v=m++1
mit .
5(t) =Y bt 50 (t—0").
v=m+1

Wé&hlt man 0 < ¢ < 1/ {/|by,| mit |5(¢)| < |bm|, so folgt (da t™|b,,| < 1)

Qte™)| = [1=R(te™)| < [1—t"|bp|| +t™[6(t)]
= 1= t"by| + "5()] < 1.

Widerspruch zu |Q(z)| > 1. O
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