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1 METRISCHE RAUME UND FUNKTIONENFOLGEN 3

1 Metrische Raume und Funktionenfolgen

Wie wir bereits in der Einfithrung in die Mathematik gesehen haben, spielt in der Analysis
das Konzept der Grenzwerte eine zentrale Rolle. Dabei ist es wesentlich, von Abstédnden
zwischen zwei Elementen in einer Menge sprechen zu kénnen. Wir betrachten nun ganz

allgemein Mengen, in denen ein Abstand zwischen jeweils zwei Elementen definiert ist.

Definition 1.1 Es sei X # & eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heifit Metrik
(oder Abstand) auf X, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(d1) (Definitheit) Fiir alle z,y € X ist d(z,z) = 0 und d(z,y) > 0, falls z # y.

(d2) (Symmetrie) Fiir alle z,y € X ist d(z,y) = d(y, z).

(d3) (Dreiecksungleichung) Fiir alle z,y, z € X gilt d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

Das Paar (X, d) heilt dann metrischer Raum.

Bemerkung und Definition 1.2 1. Ist X # & eine beliebige Menge, so definiert

5(z,1) 0, falls z=uy
z,y) =
Y 1 falls o4y

eine Metrik auf X, die sogenannte diskrete Metrik. Insbesondere kann also jede nichtleere
Menge mit einer Metrik versehen werden.

2. Ist (X, d) ein metrischer Raum und ist M C X nichtleer, so ist durch da; := d|arx s €ine
Metrik auf M gegeben. Man nennt d,; die Spurmetrik von d auf M.

3. Sind (X1,d1),...,(Xm,dn) metrische Rdume, so sind durch

dmax(z,y) = HlaX{dJ(l'j,y]) .] = 17 e 7m} (I = (1‘17, . 'a‘T"l)ay = (y17 e 7ym,))

und
m

ds(z,y) =Y di(zjy:)  (@= (21 2m),y = Y15, Ym))

j=1

Metriken auf X x ... x X, definiert mit ([U])
dmax < dZ <m: dmax . (11)

Wir betrachten eine Klasse von R&umen, die eine lineare Struktur und eine metrische
Struktur besitzen.

Definition 1.3 Es sei V = (V,+,-) ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung || - ]| : V = R
heilt Norm (auf V'), falls folgende Bedingungen erfiillt sind

(N1) (Positivitat) Fiir alle v # 0 ist ||v]| > 0.

(N2) (Homogenitit) Fiir alle v € V und alle A € K ist ||Av|| = [A] - ||v]].

(N3) (Dreiecksungleichung) Fiir alle u,v € V gilt ||u + v|| < ||ul] + [|v]].
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Das Paar (V|| - ||) heiRt dann ein normierter Raum (iiber K).

Bemerkung und Definition 1.4 Wir setzen
m 1/2
lell = (3o lif?) (@ = (@1 o) €K,
j=1
Sind a,b € R, so ist 2ab < a? + b* wegen (a — b)? > 0. Damit ergibt sich fiir z,y € K™\ {0}

S 1 (‘x1|2 |y, )
E::|\Jf||2 \|y||2 222: zl13  [lyll3

Also folgt (auch fiir z = 0 oder y = 0) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

m

> lzjysl < Hlallz|lylle.

Jj=1

Hieraus ergibt sich wiederum

e +yll3 <Yl - o +ysl + Y Lyl - |y + w5l < (el +Hlyll2) - [l + yll2,
j=1 j=1
also auch ||z + y||2 < ||z]|2 + ||y||2- Damit ist (N3) fiir || - ||2 erfillt. Da auch (N1) und (N2)
erfiillt sind, ist || ||2 eine Norm auf K. Im Fall K = R nennt man ||z||2 die euklidsche Lange
von z. Wie man leicht sieht, sind durch

ol =l (&= (z1,...,2m) €K™)
j=1
und
[|12]|oo := max{|z;|: j=1,...,m} (x = (z1,...,2m) € K™)

weitere Normen auf K™ gegeben. Aus

m 2
o <3 [P < 3 faged - (Zm)
j=1

7, €=1

fir alle z € K™ und k € {1,...,m} folgt

|2floo < lzfl2 < {l]]1 -

Falls nicht anders angegeben, soll K™ stets mit der Norm || - ||2 versehen sein. Wir schreiben
auch kurz | - | := ] - ||
Bemerkung und Definition 1.5 Ist (V|| - ||) ein normierter Raum, so ist durch

dj. (u,v) = [lu —v|| (u,v eV)
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eine Metrik auf V' gegeben, die von der Norm || - || induzierte Metrik. Insbesondere ist nach
Bemerkung und Definition 1.4 durch

dz,y) =z —yl=llz -yl (x,y €K™

eine Metrik auf K™ definiert. Man spricht dann im Falle m = 1 von der Betragsmetrik und
im Falle K = R auch von der euklidschen Metrik. Wenn wir im Weiteren von Teilmengen
X von K™ als metrischem Raum sprechen, soll stets deren Spurmetrik gemeint sein, falls
nichts Anderes gesagt wird. Weiter gilt hier dj|.|| . = dmax sowie d|.||, = ds und, wieder nach
Bemerkung und Definition 1.4,

dmax (7, y) < d(z,y) < ds(z,9) (z,y € K%). (1.2)

Definition 1.6 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
1. Fiira € X und 0 < p < oo setzen wir

Up(a) =Up4(a) =Uyx(a) ={z € X :d(z,a) < p}.
Im Fall p > 0 heilt U,(a) die (offene) p-Umgebung von a. Weiter setzen wir
B,(a) := B, q(a) == B, x(a) :={zx € X : d(z,a) < p}.

2.Sind a € X und M C X, so heift a ein innerer Punkt von M (in (X, d)), falls ein p > 0
existiert mit U,(a) C M. In diesem Fall heift zudem M eine Umgebung von a (in (X, d)).
Weiter heift a ein Haufungspunkt von M, falls M N (U,(a) \ {a}) # @ fiir alle p > 0 ist. Wir
schreiben M’ fiir die Menge der Haufungspunkte von M in X.

Bemerkung und Definition 1.7 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und (z,,)nen! eine
Folge in X. Die Folge heifft d-konvergent oder kurz konvergent in X, falls die Metrik aus
dem Kontext heraus klar ist, falls ein ¢ € X so existiert, dass (d(zy, c))nen abklingend (in R)
ist. Dann ist ¢ eindeutig bestimmt. Wir nennen ¢ den d-Grenzwert oder kurz Grenzwert und
schreiben dann z,, — ¢ fiir n — oo (in (X, d)) oder auch

limz, := lim z, :=d— lim z, :=c.
n—oo n—oo
Im Fall d = dj.; schreiben wir auch kurz || - || statt dj}.|, also etwa || - ||-konvergent.

Bemerkung 1.8 Es seien X eine Menge und § die diskrete Metrik auf X. Eine Folge (z,)
in X ist genau dann J-konvergent mit Grenzwert ¢, wenn x,, = c fiir alle geniigend groBen n
gilt ([U]). Ist X = R, so ist die Folge (1/n) also nicht §-konvergent (obwohl (1/n) natiirlich
| - |-konvergent ist).

Bemerkung und Definition 1.9 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und (z,),cn €ine
Folge in X. Dann heiRt (z,),cn eine (d-)Cauchyfolge, falls zu jedem ¢ > 0 ein R > 0 existiert
mit d(zy,xn) < € fiir n,n’ > R. Ganz allgemein gilt (mit entsprechendem Beweis wie im Fall
X CK; siehe Einfiihrung in die Mathematik):

1Falls nicht anders gesagt, ist die Indexmenge N bei Folgen stets eine nach oben unbeschrinkte Menge
in Np.
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1. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

2. Jede Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge besitzt, ist konvergent.

Bemerkung 1.10 Ist X = (0, 00), so ist die Folge (1/n) eine Cauchyfolge in X, aber nicht
konvergent in X. Im Allgemeinen sind also in metrischen Rdumen nicht alle Cauchyfolgen
konvergent.

Definition 1.11 Eine Metrik d auf X beziehungsweise der metrische Raum (X, d) heifit fol-
genvollstandig oder kurz vollsténdig, falls jede Cauchyfolge konvergiert. Ist V' ein normierter
Raum iiber K mit der Eigenschaft, dass djj.|| vollstandig ist, so nennt man (V|| - ||) einen
Banachraum (iber K).

Bemerkung 1.12 Ist X € C mit X’ C X, so ist jede Cauchyfolge in X nach dem Cauchy-
kriterium fiir Folgen (siehe Einfiihrung in die Mathematik) konvergent in X. Insbesondere ist
(K, dj.) vollstandig, also (K, | -|) ein Banachraum.?

Bemerkung 1.13 1. Es seien (X1,d1),. .., (Xm,dm) metrische Rdume und es sei

(xn)nEN = (xl,na ce - axm,n)nEN

eine Folge in X7 x --- x X,,,. Aus den Abschatzungen (1.1) folgt unmittelbar, dass folgende
Aussagen aquivalent sind:

a) (Zn)nen ist dmax-konvergent.
b) (zn)nen ist ds-konvergent.
c) Jede Komponentenfolge (z;,,).cn ist d;j-konvergent.

AuBerdem gilt im Falle der Konvergenz

lim z,, = ( lim 2y ,,..., lim :z:m,,)
n—oo n—oo n—oo

Die Aquivalenz von a), b) und c) gilt auch, wenn man konvergent durch Cauchyfolge ersetzt.

Ist speziell X7 x -+ x X,,, = K™, so ergibt sich mit (1.2), dass a)-c) auch &aquivalent dazu

sind, dass die Folge |- |-konvergent (beziehungsweise eine | - |-Cauchyfolge) ist. Mit Bemerkung

1.12 ergibt sich die Vollstandigkeit von (K™, d|.|). Also ist (K™, |-|) ein Banachraum.

Wie wir in der Einfiihrung in die Mathematik gesehen haben, sind wichtige Funktionen wie
die Exponentialfunktion und die trigonometrischen Funktionen iiber gewisse Reihenwerte
definiert. Wir wollen nun allgemeine Strukturaussagen iiber Funktionen machen, die sich
als Grenzwerte sogenannter Funktionenfolgen oder -reihen ergeben.

2Das Cauchykriterium ist im Wesentlichen eine Folgerung aus der Ordnungsvollstindigkeit von R. Man
kann also sagen, dass die Ordnungsvollstéandigkeit die Folgenvollstdndigkeit von R impliziert.
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Definition 1.14 Es seien X # & eine Menge, (Y, d) ein metrischer Raum und (f,,)nen eine
Folge in Abb(X,Y).? Die Funktionenfolge (f,)nen heift punktweise konvergent auf der
Menge M C X, falls fiir alle € M die Folge (fn(2))nen in Y konvergiert. Die Funktion
f:M =Y mit

f(@) = Tim fu(@)

n— oo

heilt Grenzfunktion der Folge (f,,)nen (auf M). Wir schreiben dann auch

fn— f (n— o0) punktweise auf M.

Beispiel 1.15 Wir betrachten die Funktionen f,, : R — R mit f,(z) := 2™ fir x € R und
n € N.

Abbildung 1:  — 2™ auf [-1,1] fir n =1,...,10.

Dann gilt

0 , falls ze(-1,1)
n 4> Y
Inl) {1 L falls z=1

das heit, (f,) konvergiert punktweise auf (—1, 1] gegen der Grenzfunktion f : (—1,1] — R
mit f(xz) = 0 fiir z € (=1,1) und f(1) = 1. AuRerdem divergiert die Folge (f,(z)) fur alle
anderen z. Das Beispiel zeigt insbesondere, dass die Grenzfunktion unstetig (an der Stelle 1)
ist, obwohl alle Folgenglieder f,, stetige Funktionen auf R sind.

Wir fithren nun einen strengeren Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen ein, der den ent-
scheidenden Vorteil hat, dass sich Stetigkeit auf die Grenzfunktion tibertrégt.

Bemerkung und Definition 1.16 Es seien X # & eine Menge und (Y, d) ein metrischer
Raum. Eine Folge (fn)nen in Abb(X,Y") heilt gleichmaBig konvergent auf der Menge M C
X, falls eine Funktion f : M — Y so existiert, dass die Folge (sup,¢y d(fn(2), f(2)))
R abklingend ist. Wir schreiben dann

neN mn

fn— f (n—o00) gleichmiRig auf M

oder auch f,(z) — f(x) fir n — oo gleichmiBig auf M. Aus f,, — [ gleichmaBig auf M
folgt wegen d(f,(z), f(x)) < supy, d(fn, f) fir x € M auch f,, — f punktweise auf M, mit
anderen Worten: gleichmaBige Konvergenz gegen f impliziert punktweise Konvergenz gegen f.

3Man spricht dann von einer Funktionenfolge.
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Beispiel 1.17 Wir betrachten wieder f,, und f aus Beispiel 1.15. Ist M = [-1/2,1/2], so
gilt flar =0 und

sup |z -0/ =1/2" -0 (n — o00),

zeM

also f, = 0 (n — o0) gleichmiRBig auf [—1/2,1/2]. Fiir M = [0, 1) ist ebenfalls f|p,; =0 und

sup |[z" —0|= sup z"=1 (neN).
z€[0,1) z€[0,1)

Also ist (f,) nicht gleichmé&Rig konvergent auf [0, 1).

Bemerkung und Definition 1.18 Es seien (X,dx) und (Y, d) metrische Rdume und f :
X = Y.lIsta € X, so heilit f stetig an der Stelle a € X, falls zu jedem e > 0ein § =06, > 0
existiert mit d(f(z), f(a)) < € fir alle z € Us x(a). Weiterhin heit f stetig auf M C X, falls
f stetig in jedem Punkt a € M ist und kurz stetig, falls f stetig auf X ist. Aus der Definition
ergibt sich leicht ([U]): Ist (Z,dz) ein weiterer metrischer Raum und sind f stetig an a und
g:Y — Z stetig an f(a), so ist g o f stetig an a.

Wir kommen nun zu dem bereits angedeuteten Ergebnis iiber die Vererbung der Stetigkeit
auf die Grenzfunktion.

Satz 1.19 Es seien (X,dx), (Y,d) metrische Rdume und a € X. Weiter sei (f,)nen eine
Folge in Abb(X,Y), die gleichmiBig auf einer Umgebung U von a gegen f konvergiert. Sind
die Funktionen f, stetig an a, so ist auch f stetig an a.

Beweis. Es sei ¢ > 0 gegeben. Aufgrund der gleichméfRigen Konvergenz von (f,,) gegen f
auf U existiert ein n = n. € N mit d(f(z), fu(x)) < e/3 fir alle € U. Da f, stetig an a
ist, existiert ein 6 = §. > 0 mit Us(a) C U und d(f,(x), fn(a)) < /3 fir © € Us(a). Mit
der Dreiecksungleichung gilt fiir « € Us(a)

d(f(x), f(a)) < d(f(2), fa(2)) + d(fu(2), f(a))

Bemerkung und Definition 1.20 Es seien M # & eine Menge und (E, | -|) ein normierter
Raum. Eine Funktion f : M — E heilt beschrénkt, falls sup ¢, |f(z)] < oo gilt. Wir
schreiben B(M, E) fiir die Menge der beschrinkten Funtionen f : M — E.* Dann ist durch

[flloo := [lflloc.as := sup [f(x)]  (f € B(M))
reM

eine Norm auf B(M, E) definiert ([U]), gennant Supremumsnorm. Sind (f,,) eine Folge in
B(M,E) und f € B(M,E), soist (f,) genau dann || - ||o-konvergent gegen f, wenn f,, — f
gleichmaRig auf M gilt (mit (Y,d) = (E,d).))).

4Vorerst interessiert uns eigentlich nur der Fall E = C. Wir schreiben dann kurz B(M) statt B(M, E).
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Satz 1.21 Es seien M # & eine Menge und (E, |- |) ein Banachraum. Dann ist der normierte
Raum (B(M, E), || - |lo) ebenfalls ein Banachraum.

Beweis. Es sei (f,)nen eine Cauchy-Folge in B(M, F). Dann ist insbesondere fiir jedes
feste € M die Folge (fn(z))nen eine Cauchyfolge in E. Da (E,d|.|) vollstindig ist, ist
(fn(2))nen konvergent. Also konvergiert (f,) punktweise. Es sei f : M — C die Grenz-
funktion. Wir zeigen, dass (f,) gleichméfig auf M gegen f konvergiert.

Dazu sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein R = R, > 0 mit || f,, — fur|loo < € fiir n,n’ > R.
Es sei n > R fest. Ist x € M, so ist nach der umgekehrten Dreiecksungleichung

1fa(@) =yl = fal@) =yl <y —y'| (4,9 € B).
Wegen |fm(z) — f(z)] — 0 fiir m — oo gilt damit
(@) = fn(2)] = [fn(2) = ()] (m = 00).

Aus |fn(z) — fm(x)] < e fiir m > R folgt |fn(x) — f(2)] < ¢, und da € M beliebig war,
ist damit auch ||f — folleo < €.

Schieflich ist f € B(M,E), denn wihlt man ein n € N mit ||f — fulloo < 1, so gilt
[F@)] < [f(@) = fal@)] + [fa(2)] <14 [[fn]loo fiir alle z € X. o

Definition 1.22 E seien X # & eine Menge, (E;| - |) ein normierter Raum und (f)n>m

n

eine Folge in Abb(X, E). Dann heiBt die Folge (s,,)n>m der Partialsummen s, := > f, die

mit (f,,) gebildete Funktionenreihe. Man schreibt wie bei Zahlenreihen " f, statt (s,)n>m.

Die Funktionenreihe > f, heilt punktweise konvergent bzw. gleichm&Rig konvergent auf
M c X, falls die FunEtionenfolge (sn) auf M punktweise bzw. gleichmiRBig konvergiert. Man
verwendet das Symbol > f, dann auch fiir die Grenzfunktion.

v=m

Ein einfaches hinreichendes Kriterium fiir gleichmiiftige Konvergenz ist®

Satz 1.23 (Weierstrafl-Kriterium)
Es seien M #+ & eine Menge, (E,| -|) ein Banachraum und (f,)n>m eine Folge in B(M, E).

o0
Existieren eine Folge (by,)n>m in [0,00) mit Y b, < co und ein ng > m mit || f,||cc < by, fiir

v=m

n > ng, so konvergiert > f, gleichmaBig auf M.

v=m

Beweis. Mit f,, sind auch s, = > f, € B(M, E). Ist € > 0 gegeben, so existiert nach

dem Cauchy-Kriterium (siehe Einfﬁhrung in die Mathematik) ein R > ng mit

Z b, <e (n>n' > R).
v=n'+1

o0 o0
5Fiir Reihen > b, mit b, > 0 schreiben wir oft kurz > b, < co im Falle der Konvergenz.

v=m v=m
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Damit ergibt sich fir n >n’ > R
n
< Z b, <e.

n
s = swlle = 2 4
oo

v=n'+1 v=n’'+1

Also ist (s,) eine Cauchyfolge in B(M, E) und folglich nach Satz 1.21 konvergent in
B(M,E). O

Beispiel 1.24 Wir betrachten die Funktionen f,, : C — C mit f,(z) := 1/n* = e~*Inn,
Wegen der Stetigkeit von exp ist jedes f,, stetig. Sind a > 1 und M, := {z € C: Rez > a},
so ist

|fn(2)| = e 0| = e~Re)Inn — 9 /pRe(x) < 1/pe (2 € M, n € N).

Da Y 1/v® < oo fiir a > 1 gilt ([U]), ist die Funktionenreihe > f, nach dem WeierstraR-

v=1 v=1

Kriterium gleichmiBig konvergent auf M, und damit punktweise auf M := {z € C: Rez > 1}.
Die Funktion ¢ : M — C, definiert durch

o0

((z):= 1/v"  (z€M),

v=1

heilt (Riemannsche) Zetafunktion. Da M, eine Umgebung jedes Punktes a € M, ist, folgt
aus Satz 1.19 die Stetigkeit von ¢ auf M.

o0
Bemerkung 1.25 Es seien > ¢, 2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
v=0

R:=1/inf{q > 0: {/|c,| < ¢ fiir n geniigend groR} > 0.

Aus den Uberlegungen in der Einfiihrung in die Mathematik® und dem WeierstraR-Kriterium
ergibt sich, dass die Potenzreihe fiir alle » < R gleichmiBig konvergent auf U,.(0) ist.

Aus Bemerkung 1.25 Satz 1.19 folgt, dass dass Funktionen, die durch Potenzreihen dar-
stellbar sind, stetig auf dem Konvergenzkreis sind. Wir zeigen nun viel schéarfer:

&) &)

Satz 1.26 Essei ). c,z” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Ist f(z) :== > ¢, 2"
v=0 v=0

fir z € U = Ug(0), so ist f beliebig oft differenzierbar auf U und

1 =~ (v+k y
i (k)(Z):lZ_:()( ! >0U+kz (z€e U, keNy).
Insbesondere ist f*)(0)/k! = ¢, fiir k € Ny, also f(z) = 3 f(uy)!(o) 2¥ fiirz € U.

v=0

6siehe https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_WS2020-21.pdf, B/D 6.1


https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_WS2020-21.pdf
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Beweis. 1. Wir zeigen: f ist differenzierbar auf U und

fl(x) = Z ve, 2t = Z(z/ + Deyy12” (z€U).
v=1 v=0

Dazu sei z € U. Dann ist z € U,.(0) fiir ein r < R. Wir wahlen ein 6 > 0 mit Us(z) C U,.(0).
Fiir h € Us(0) gilt |2 + h| < r und”

|
—_

(z4+h)"—2"= hn (z+h)*2""*1 = ho,(h) (neN)
0

=~
Il

mit |¢,(h)| < mr"~l. Nach Definition des Konvergenzradius existiert ein s < 1 mit

o0
{/len|r < s fiir n geniigend grof. Wegen {/n — 1 fiir n — oo ist die Reihe 3" vle,|[r¥~!
v=1

nach dem Wurzelkriterium® konvergent. Aus dem WeierstraR-Kriterium (Satz 1.23) folgt

damit die gleichméRige Konvergenz der Funktionenreihe 3 ¢, ¢, auf Us(0). Nach Satz 1.19
v=1

ist die Funktion ¢ := Y ¢, ¢, stetig an 0. Also gilt

PGB = JE) = D e () = 27) = 6(h) = 6(0) (b —0).

Aus ¢(0) = > ¢,(0) = > ve,2v ! folgt die Behauptung.
v=1 v=1

2. Induktiv erhiilt man mit Beweisschritt 1, dass f*~1) fiir alle k € N differenzierbar auf
U ist mit

fBE) =D+ D +2) ... (v+k)eyrz” .
v=0
Also folgt die Behauptung nach Division durch &!. o

Beispiel 1.27 Da exp’(0) = 1 ist, gilt (¢* —1)/z — 1 fiir z — 0. Unter Verwendung des
Satzes 1.26 lasst sich viel mehr aussagen: Die Funktion f : C — C mit

B 2 B z‘lzzo:l(u!)_lz“:(ez—l)/z, z2#0
f“)‘;ml)!‘{l, e=0

ist beliebig oft differenzierbar auf C (also insbesondere an 0) und es gilt f*)(0) = 1/(k + 1)
fur alle k£ € Np.

Bemerkung und Definition 1.28 Es seien X C K und f : X — C. Eine Funktion F :
X — C heilt Stammfunktion zu f (auf X), falls F' differenzierbar ist mit F/ = f auf X. Ist
X C R ein Intervall® und sind F' und G Stammfunktionen zu f auf X, so ist (F — G)' = 0

“siehe https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_WS2020-21.pdf, Satz 2.17
8siehe https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_WS2020-21.pdf, Satz 5.17
9oder allgemeiner X C C sternférmig


https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_WS2020-21.pdf
https://www.math.uni-trier.de/~mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_WS2020-21.pdf
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auf X, und damit ist F — G nach dem Schrankensatz (siehe Einfiihrung in die Mathematik)
konstant auf X, mit anderen Worten, F' und G unterscheiden sich lediglich durch eine additive
Konstante.

o0
Bemerkung 1.29 Ist > ¢,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und ist
v=0

f(z):=) 2" (2 €Ug(0),
v=0

so ist nach Satz 1.26 durch

o0 oo

Cy v Cuo—1
F(z)::ZV+1z+1:Z at (z € Ug(0))
v=0 v=1

eine Stammfunktion zu f auf Ur(0) definiert.1”

Beispiel 1.30 Ist f(z) := 1/(1 — z) fir z € C\ {1}, so ist nach Bemerkung 1.29 wegen

f(z) = io:z”fﬂrzeﬂ))::{ze(c:|z\<1}durch
v=0

o0 v

F(z):z% (z € D)

eine Stammfunktion zu f auf D gegeben. Auf (—o0, 1) definiert

G(:I:):hl( ) =—In(1—2x) (x <1)

1—x
ebenfalls eine Stammfunktion zu f. Nach Bemerkung 1.28 sind F' und G auf I = (—1,1) bis
auf eine additive Konstante gleich. Da F'(0) = 0 = G(0) gilt, ist die additive Konstante = 0,
und damit stimmen F und G auf I iiberein. Also folgt

1 >z
1( ): r _1 1.
n(— ;V (-l<z<1)

Man spricht daher auch von der Logarithmusreihe.

Am Rande ihres Konvergenzkreises konnen Funktionen, die durch Potenzreihen definiert
sind, ein sehr kompliziertes Verhalten zeigen. Konvergiert die Potenzreihe an einem Rand-
punkt ¢ des Konvergenzkreises, so existiert jedenfalls der sogenannte radiale Randwert der
Grenzfunktion an der Stelle (. Wir formulieren das entsprechende Ergebnis fiir Potenzrei-
hen mit Konvergenzradius 1. Der allgemeine Fall kann leicht darauf zuriickgefithrt werden.

Satz 1.31 (Abelscher Grenzwertsatz)

o0
Es sei Y ¢,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 1 und f(z) := Y. ¢, 2" fiir |z| < 1. Ist
v=0 vr=0

¢ mit |¢] =1 so, dass die Reihe >, ¢, (" konvergiert, so gilt

v=0
lim f(r¢) = ;c :

10Aus dem Wurzelkriterium folgt, dass der Konvergenzradius auch R ist.
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Beweis. Ohne Einschriankung kénnen ¢ = 1 annehmen (ansonsten betrachte man g(z) :=

f(¢z)). Wir setzen s, := Y ¢, fir n € Ny und s := > ¢, = lims,. Da (s,) beschrénkt
v=0 v=0

o0
ist, hat die Potenzreihe Y s,z” Konvergenzradius > 1. Also gilt mit s_; := 0 fiir |2| < 1
v=0

oo o0 oo oo oo
(1-2) Z 5,27 = Z s,27 — Z s,2v 1 = Z(S" —5,-1)2" = chz” = f(2)
v=0 v=0 v=0 v=0 v=0

Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein n € Nmit |s, —s| < e firallery >n. Fir0 <r <1

ergibt sich mit 1 = (1 —r) >
v=0

[f(r)—sl = |(1-r)

(s = s)r"|

MNZM&%

|sy, — s|r” +e(1—1) Z r”g(l—r)Z|sl,—s|+5.

0 v=n-+1 v=0

IN

(1—7)

v

Aus (1—7) E |s, —s| — 0 fiir » — 1~ folgt die Existenz eines ¢ > 0 mit |f(r) — s| < 2¢
fur1—6<7°<1 O

Beispiel 1.32 Nach Beispiel 1.30 ist

v

(1—a:> > % (z€(-11).

Da die alternierende harmonische Reihe Y (—1)”/v nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert,
v=1
ergibt sich mit dem Abelschen Grenzwertsatz fiir { = —1

v

Z (_j) = lim In(1/(1+7)) =1n(1/2) = —In(2).

r—1-

v=1

Bemerkung und Definition 1.33 Es seien X C K und a € X ein innerer Punkt. Dann
heift f : X — C analytisch an der Stelle a, falls eine Umgebung U von a und eine Folge (c)
in C so existieren, dass

:ch(x—a)” (xeU).
v=0

Ist f analytisch an der Stelle a, so sieht man mit Satz 1.26, dass ¢, = f*)(a)/k! und damit
fla+h) =3 &,(a)h” fiir |h| geniigend klein gilt. Die Koeffizienten f(*)(a)/k! nennt man

v=0

die Taylor-Koeffizienten von f und die Potenzreihe Z 1 (“) h¥ die Taylor-Reihe von f

beziiglich a. Weiter heiBt f analytisch auf X, falls f analytlsch an jedem Punkt a € X ist. In
diesem Fall ist f nach Satz 1.26 beliebig oft differenzierbar auf X.



1 METRISCHE RAUME UND FUNKTIONENFOLGEN 14

Beispiel 1.34 Sind c € Cund f: C — C mit f(z) = e, so gilt fiir beliebiges a € C

ca clz—a - Cyeca 1%
f(z) = et ):Z ” (z—a)’ (z€C).
v=0
Also ist f analytisch auf C mit f*)(a) = ¢*e° fiir alle a. Als Linearkombinationen analytischer

Funktionen sind damit auch sin, cos, sinh, cosh analytisch auf C.
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2 Integralrechnung

Die Integralrechnung entstand urspriinglich aus der Frage nach der Definition und der
Berechnung von Flicheninhalten. Ahnlich wie bei der Differenzialrechnung werden wir In-
tegrale liber einen gewissen Grenzprozess einfiihren. Dazu betrachten wir zunéchst beson-
ders einfache Funktionen, fiir die wir die ,orientierte Fliche unter den Graphen“ in sehr
natiirlicher Weise iiber die Flachen von Rechtecken definieren kénnen.

Ist I C R ein Intervall, so schreiben wir || := diam(/)'! und nennen |I| die Lénge von I.

Bemerkung und Definition 2.1 Es seien a,b € R mit a < b.

1. Eine endliche Menge E nichtleerer Intervalle I C [a,b] heift eine Intervallzerlegung oder
kurz Zerlegung von [a,b], falls die Intervalle paarweise disjunkt sind (also I; N I, = & fiir
Ii,I, € E mit Iy # I3) und [a,b] = J;cp1 gilt. Ist E eine Zerlegung von [a,b] und ist
J C [a, b] ein weiteres Intervall, so gilt

7= 1InJ|. (2.1)
I€E
2. Eine Funktion ¢ € Bla,b] := B([a,b],C) heift Treppenfunktion (auf [a,b]), falls eine

Zerlegung E von [a, b] so existiert, dass ¢ konstant auf jedem Intervall I € E ist, d. h. falls fiir
I € E Konstanten ¢(I) = c,(I) € C existieren mit

p= Zc([)-ll.

IcE

Eine Zerlegung, zu der entsprechende Konstanten ¢(I) existieren, nennen wir zuldssig fiir die
Funktion ¢. Wir schreiben T'[a, b] fiir die Menge der Treppenfunktionen auf [a, b].

Beispiel 2.2 1. Wir betrachten [a,b] = [0, 1] und die Funktion ¢ = 1(1/21]. Dann ist ¢ eine
Treppenfunktion und etwa
E:={[0,1/2],(1/2,1]}

eine zulissige Zerlegung fiir ¢, wobei hier ¢([0,1/2]) = 0 und ¢((1/2,1]) = 1 gilt. Eine weitere
ist etwa

F={[0,1/2],(1/2,3/4], (3/4,1]},
wobei dann ¢([0,1/2]) = 0 und ¢((1/2,3/4]) = ¢((3/4,1]) = 1 gilt. Ubrigens ist auch
{[0,1/2],(1/2,1),{1}} zulissig, da einpunktige Intervalle nicht ausgeschlossen sind.
2. Fir [a,b] CR,neNund j=0,...,nseitj,:=a+j(b—a)/n. Dannist mit Iy, := {a}
und I, = (tj_1n,tjn] fir 5 = 1,...,n durch E,([a,b]) := {I;, : j = 0,...,n} eine
Zerlegung von [a, b] gegeben. Hier gilt |I; .| = (b—a)/n fir j =1,...,n '? (und | ,| = 0).

Bemerkung und Definition 2.3 Es seien E und F' Zerlegungen von [a,b]. Dann heifit

EANF:={INnJ:1€E,JEF INJ+a},

118ind (X, d) ein metrischer Raum und M C X, so heift diam(M) := sup{d(z,y) : =,y € M} (mit
diam & := 0) der Durchmesser von M.
12Man spricht daher auch von einer dquidistanten Zerlegung von [a, b]
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die gemeinsame Verfeinerung von E und F'. Die gemeinsame Verfeinerung ist ebenfalls eine
Zerlegung von [a,b]. Ist ¢ : [a,b] — C eine Treppenfunktion und ist E zulissig fiir ¢, so ist
auch F A F zulassig fiir ¢. Ist auch F' zuldssig fiir ¢, so gilt ¢|;ny = ¢(I) = ¢(J) fir I € E
und J € F mit I NJ # @&. Wegen (2.1) ergibt sich

Yo=Y dE)K|I=) ()]

I€E KEEAF JEF
Ist E zulissig fiir ¢, so heilt
b b
[o= [ etwar=3 .
a a IEE
Integral von ¢ (auf [a,b]). Wichtig ist dabei: Die Summe auf der rechten Seite ist unabhangig

von der Wahl der zuldssigen Zerlegung!

Beispiel 2.4 In der Situation von Beispiel 2.2 gilt fol o= > c)-|Il=1/2.
I€E

Definition 2.5 Es seien M # & eine Menge und L ein linearer Teilraum von Abb(M, K). Ist
¢ : L — K eine lineare Abbildung, so sagen wir ¢ sei nichtnegativ, falls £(f) > 0 fiir alle f mit
f > 0 gilt.!3 Aufgrund der Linearitit ist in diesem Fall £ auch monoton in dem Sinne, dass
L(g) < L(f) fur alle reellwertigen f,g mit g < f gilt.

Satz 2.6 Die Abbildung fab : T'[a,b] — C ist linear und monoton. AuBerdem gilt fiir ¢ € T[a, b
und 7 € [a,b]:

1. || ist eine Treppenfunktion und

b b
/w’ﬁ/ Isolﬁ(b—a)m?lwl-

2 [lo=[lo+[le.

Beweis. Es seien ¢, ¥ Treppenfunktionen und A € C. Sind E bezichungsweise F' zuldssige
Zerlegungen fiir ¢ beziehungsweise 1, so ist die gemeinsame Verfeinerung E A F' sowohl fiir
¢ als auch fiir ¢ zuléssig. Sind ¢, (K) € C beziehungsweise ¢, (K) € C fir K € E A F wie
in Bemerkung und Definition 2.1, so ist Ap + 1 konstant = Ac, (K) + ¢y (K) auf K. Also ist
Ap + 1 eine Treppenfunktion. Damit ist T'[a, b] ein Teilraum von Abb([a, b],C). Aukerdem
gilt

b
[0+ = 3 Ol)+eu®)IK|

KeENF
b b
= A Y QWK+ Y s = [ [ v
KeENF KeEAF @ @

BFiir f,g: X — R schreiben wir kurz g < f, falls g(z) < f(z) fiir alle x € X gilt.
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Folglich ist f: linear. Ist ¢ > 0, so ist ¢(I) > 0 fiir alle I € F und damit f: » > 0. Also ist

fab nichtnegativ und damit auch monoton. Auferdem ist

ol = > le()[1r < lllooLia
I€E
und insbesondere |¢| € Tla,b]. Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich die Abschétzung
in 1. Die Aussage 2. folgt mit ¢ = ¢ - Ljgr + ¢ Ly und [Jp = fabgo - 1[q,r] sSOWie
ff 0= f; @ - (7, aus der Linearitét. O

Wir werden nun allgemeinere Funktionen betrachten, die sich in geeigneter Weise durch
Treppenfunktionen anndhern lassen. Fiir diese Funktionen kénnen wir dann das Integral
iiber die Integrale der entsprechenden Treppenfunktionen definieren.

Bemerkung und Definition 2.7 Eine Funktion f € Bla, ] heilt Regelfunktion (auf dem
Intervall [a,b]), falls eine Folge (¢,) von Treppenfunktionen existiert mit ||f — ¢nlloc — 0
fir n — oo, also ¢, — f gleichmiRig auf [a,b]. Wir schreiben R[a,b] fiir die Menge der
Regelfunktionen.

Wir wollen zeigen, dass stetige Funktionen auf [a,b] Regelfunktionen sind. Vorbereitend

beweisen wir

Satz 2.8 Ist I ein kompaktes Intervall ** und ist f € C(I), so ist f gleichmiRig stetig'®.

Beweis. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es ein £ > 0 so, dass zu jedem
n € N Punkte ¢,, s, € I existieren mit |f(¢,) — f(sn)| > € und |t,, — s,| < 1/n. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstraf hat die Folge (¢,,) eine konvergente Teilfolge (¢, )ncr. Ist ¢ der
Grenzwert, so ist ¢ € I. Wegen |s, — ¢| < |sp, —tp| + |tn — ¢| < 1/n+ |t, — ¢| konvergiert
auch (s, )ner gegen c. Da f (folgen-)stetig ist, erhdlt man die widerspriichliche Aussage

e <|f(tn) = flsn)l < [f(tn) = F(O)I +[f(c) = f(sn)| = 0 (n— 00, n ).

Im Folgenden seien I, und t;, wie in Beispiel 2.2.

Satz 2.9 Es seien 7j, € [tj—1n,tjn] firn € Nund j =1,...,n. Ist f € Cla,b] und ist
on € T|a,b] definiert durch ¢, (a) := f(a) sowie

gﬁn(t) = f(ij) (t S Ij,n; j = 1, e ,n),

so konvergiert die Folge (p,,) gleichmaBig gegen f.

14also von der Form [a,b] mit a < b
15Man nennt f : I — C gleichmiRig stetig, falls zu jedem & > 0 ein § > 0 existiert mit |f(t) — f(s)| < €
fir |t —s| < 4.
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Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Nach Satz 2.8 existiert ein ¢ > 0 mit |f(¢) — f(s)| < e fur
[t—s| <d.Ist n > (b—a)/d, so gilt |I;,| < (b—a)/n < 4. Ist nun t € [a, b], so existiert ein
j€40,...,n} mit t € I;,, und damit wegen [t — 7, ,| < 0

[F(#) = en(®)] = [f(t) = f(min)| <&,

also [[f — ¢nllec <e. O

Bemerkung 2.10 Nach Satz 2.9 sind insbesondere auf [a, b] stetige Funktionen Regelfunk-
tionen. Man kann zeigen ([U]), dass auch monotone Funktionen stets Regelfunktionen sind.

Bemerkung und Definition 2.11 Es seien f eine Regelfunktion und (¢,,) eine Folge von
Treppenfunktionen mit ,, — f gleichmiaRig auf [a,b]. Dann gilt:

1. Die Folge (f; ©n)n konvergiert in C, denn fiir n,n’ € N gilt nach Satz 2.6

[ [onl=| [ o

und da () eine Cauchyfolge in Bla, b] ist, ist auch (f: ©n) eine Cauchyfolge in C, also

— P ||oo(b—a),

konvergent.

2. lIst (¢y,) eine weitere Folge von Treppenfunktionen mit ¢,, — f gleichmiBig auf [a, b], so
gilt

‘/wn /wn

also lim f ©on = lim f Un.

n—roo

/abf:/abf(t)dt = lim absan

und nennen fff das Regelintegral oder auch kurz Integral von f auf [a, b]. Nach 2. ist dabei

<||S‘7n wnHoow_a) (”‘Pn f||oo+||f_¢n||00)(b_a)_>0

Damit setzen wir

der Wert unabhiangig von der speziellen Wahl der Treppenfunktionenfolge! Zudem setzen wir

[refr

Beispiel 2.12 Wir betrachten f(t) = t auf [0, 1]. Dann ist nach Satz 2.9 mit 7; , = j/n durch
©n(0) =0 und @, (t) :=j/n firt € I;, und j =1,...,n eine Folge von Treppenfunktionen
auf [0, 1] gegeben, die gleichmiRBig auf [0, 1] gegen f konvergiert. Hier gilt

1 n . n
j 1 n+1 1 1
n = =L, — = = — —_——
fp o=l = 2= M5 = 5

also ist folf = foltdt =1/2.

16Man beachte: nach Definition ist [ f = 0.

noch!6

(n— ),

| =
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1.0
0.8}
0.6}
0.4]

0.2]

o.

0.0 0.2 0.4 06 08 1.0

Abbildung 2: Treppenfunktion ¢19 und fol 10 als Approximation von fol tdt.

Wir stellen einige Rechenregeln fiir Regelintegrale zusammen, die sich aus der Approxima-
tion durch Treppenfunktionen ergeben.

Satz 2.13 Die Abbildung f; : Rla,b] — C ist linear und monoton. AuBerdem gilt fiir f €
Rla,b] und T € [a,b]:

1. |f| ist eine Regelfunktion mit

‘Lbf‘SLb|f|§(b—a)?£g|f|.

2. f‘[a,r] € R[a’a T] und f|[T,b] € R[Ta b] mit fabf = f; f + f‘f f

AuBerdem gilt: Aus Rla,b] > f, — [ gleichmiBig auf [a,b] fir n — oo folgt f € Rla,b] und
fabfn —>fabf fiir n — oo.

Beweis. Sind f,g € Ra,b] und X € C, so existieren Folgen von Treppenfunktionen (¢y,)
und (1,) mit ¢, — f und ,, — ¢ gleichméRig auf [a,b] und damit

IAf +9 = Aen +Pn)lloe <AL = @nlloo + 119 = Pnlloc =0

fiir n — oo. Also ist Af + g € Ra,b] und mit Satz 2.6 gilt

/abAerg:nan;O/ab(wnwn):A/ﬂb”/abg.

Ist f > 0, so betrachten wir ¢} := ¢, +||f — ¢n||0o- Dann gilt ¢} € T[a,b] mit p;f > f >0
sowie ||f — ¢ |0 — 0. Also folgt mit Satz 2.6

b b
/f: lim [ ¢} >0.

n— oo a

Damit ist f; : R[a,b] — C linear und nichtnegativ, also auch monoton.
Aus ‘ |f] = lenl | < |f — ¢nl folgt, dass auch |f| eine Regelfunktion ist und dass |p,| — |f]
gleichméfig auf [a, b] gilt. Mit Satz 2.6.1 ergibt sich

b b b b
[t =g | [ <t [Cheal = [ i1
a n—oo a n—oo a a
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Wegen der Monotonie von f; folgt aus |f| < || f|loc auch f; If] < 1 flloo(b — a). Also gilt 1.
Die Aussage 2. ergibt sich in &hnlicher Weise aus Satz 2.6.2, angewandt auf ¢,,.

Schliefslich sieht man damit auch: Gilt || f,, = f|lcc — 0 fiir n — oo und sind ¢,, Treppen-
funktionen mit ||fr, — @nllec < 1/n, so gilt ||f — ¢nllec — 0 fiir n — oo, also f € RJa, b,

und . .
]/ ff/a fu

Wir kommen zu zentralen Sétzen der eindimensionalen Analysis, die die Beziechung zwischen

<|f = fallo(d—a) =0 (n — o0).

O

der Differenzial- und der Integralrechnung herstellen.

Bemerkung und Definition 2.14 Wir setzen fiir allgemeine Intervalle T
R(I):={f:1—=C: fla € Rla,b] fir alle [a,b] C I}.

Sind f € R(I) und u,v,w € I, so gilt mit Satz 2.13.2

[ =[]
zundchst im Fall u < v < w, aber wegen der Setzung fba = ff; auch allgemein. Ist u € I
fest, so nennen wir die Funktion V f =V, f : I — C, definiert durch

V)a) = /f (zel),

die Integralfunktion von f (beziiglich u). Ist w € I, so unterscheiden sich die Funktionen V,, f
und V4, f lediglich durch eine additive Konstante (genauer ist V,,f = V4, f + f: f).

Beispiel 2.15 Sind I =R und f = 1|g ), so gilt

Jyldt==, fallsz>0

(Vof)(z) = {f; 0dt =0, fallsz<0

also Vo f =1id - 1[g o). Man sieht: Anders als f ist Vo f stetig.

Satz 2.16 (Hauptsatz iiber Integralfunktionen) 7
Es seien I ein Intervall, f € R(I) und w € I. Dann ist die Integralfunktion V f =V, f stetig
auf 1.'® AuBerdem gilt: Ist f stetig an der Stelle x € I, so ist V f differenzierbar an x mit

V) (@) = f(z) .

"wird auch als Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung, Teil 1, bezeichnet
18Dje lineare Abbildung V' : R(I) — C(I) nennt man Volterra-Operator auf R(I); daher das V.

1
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Beweis. Es sei 2 € I beliebig. Dann existiert ein § > 0 so, dass J := I N[z — §,x + J] ein
kompaktes Intervall ist. Als Regelfunktion ist damit f beschrénkt auf J. Fiir h € J —x gilt

woeen-wn@i=| [ - [ =| [T 5| <ol im0 w0,

Also ist V f stetig an . Wegen f;”t f(x)dt = f(x)h ist zudem fiir h # 0 *°

. _ r x+h
(V1) +h}1 (V1) )_f(x)’:“l”’/w (f(t)—f(x))dt‘ < sup |f— f(z)].

[z,x+h]

Ist f stetig an x, so ist die rechte Seite abklingend fiir h — 0, und damit auch die linke. O

Bemerkung und Definition 2.17 Nach Satz 2.16 sind die Integralfunktionen V,, f im Fal-
le einer stetigen Funktion f auch Stammfunktionen zu f auf I. Insbesondere existieren also
in diesem Fall Stammfunktionen. Fiir (unstetige) Regelfunktionen sind Integralfunktionen im
Allgemeinen keine Stammfunktionen, wie etwa Beispiel 2.15 zeigt.

Der folgende Satz beinhaltet das zentrale Ergebnis zur Berechnung von Integralen.

Satz 2.18 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung)
Es seien I ein Intervall und f : I — C stetig. Ist F' eine Stammfunktion zu [ auf I, so ist

v

/ f=F() - Fu) = F)|" = F|"
fiir alle u,v € I.

Beweis. Da f stetig ist, ist nach Bemerkung 2.17 auch V,, f eine Stammfunktion zu f auf
I. Nach Bemerkung 1.28 ist die Differenz F' — V,, f konstant auf I. Damit ergibt sich

/ U F = (Vh)(0) = (Vaf)(0) — (Vaf)(w) = Fv) — F(u)

fiir alle u,v € I. O

Beispiel 2.19 1. Es sei f(t) = 1/t fir t > 0. Dann ist ¢ — In(¢) eine Stammfunktion zu f
auf (0,00). Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung gilt fiir 0 < u,v < oo

/uvf/uvidtlnﬂzmw)ln(u).

2. Esseien a € C\ {—1} und f(t) = ¢* fiir £ > 0. Dann ist ¢ = —5t*"! eine Stammfunktion
zu f auf (0, 00) und folglich ist fiir 0 < u,v < oo

v 1 1
¥ dt = ta-i—l v _ at+l o+l )
/u a—+1 ‘" a+1 (U Y )
Im Fall Re(«) > 0 gilt dies auch fiir u = 0.

Wir schreiben [u,v] := {u + t(v —u) : t € [0,1]} baw. (u,v) := {u+t(v—u): t € (0,1)} fiir die Stecke
zwischen v und v (mit bzw. ohne Anfangs- und Endpunkt), ganz allgemein fiir u, v in einem Vektorraum.
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Bemerkung 2.20 (partielle Integration) Sind f,g: I — C, ist F' eine Stammfunktion zu
f und ist g differenzierbar auf I, so folgt aus der Produktregel, dass Fg eine Stammfunktion
zu fg+ F¢' auf I ist. Sind f, ¢’ stetig, so ergibt sich mit dem Hauptsatz der Differenzial- und

/ fg=Fg!Z—/ Fyg'.

Man kann also die Berechnung des Integrals [ fg auf die von [ Fg’ zuriickfiihren.

Integralrechnung fiir u,v €

Beispiel 2.21 Fiir a # —1 und u,v > 0 gilt mit partieller Integration, angewandt auf f(t) =
t*und F(t) =t/ (a+1)

v ta+1 v 1 v ta+1
/talntdt: Int| ——/ > dt =
“ a+1 v oa+1l), a+1

Insbesondere ist

(lnt—

/lntdt:/ 1-Intdt = t(ln(t) — 1)| .

Bemerkung 2.22 (Substitution) Es seien [ ein Intervall und y : I — C differenzierbar. Ist
f:v(I) = C und ist F' eine Stammfunktion zu f auf v(I), so ist F' o« nach der Kettenregel
eine Stammfunktion zu (f o)y’ auf I. Sind f und 4’ stetig, so gilt nach dem Hauptsatz der
Differenzial- und Integralrechnung fiir u,v € I

[ rawn war= [ (g’ = FL. 22)

Ist v reellwertig, so ist v(I) nach dem Zwischenwertsatz ein Intervall und wieder mit dem
Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung auch

/7:::)f:/uv<fov>vﬁ

Beispiel 2.23 Mit y(¢) := 1+ t* auf R und f(s) := 1//s auf (0, 0) sowie F(s) = 2./s gilt
nach der Substitutionsregel fiir u,v € R

dt — \/g|l+v2

v (t)
~(t) s

v t 1 v
=3 |
/u V1+12 2Ju
Sind a,h € K und ist f stetig differenzierbar auf [a,a + k], so ist mit y(¢) := a + th fiir
t €[0,1] wegen v(0) = a und (1) = a + h nach der Substitutionsregel

1 1
fla+h) = fla)+ / (' o)y = fla) + h / f'(a+ th) dt.

Ist X C Kund ist f: X — C analytisch an a € X, so gilt nach Satz 1.26 fiir || geniigend
klein

> f)
fla+h)=>" fT(a)h
v=0 .

Der folgende Satz kann als eine Art Briicke zwischen den beiden obigen Aussagen angesehen

werden.
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Satz 2.24 (Taylor)
Es seien a,h € K und n € Ny. Ist f : [a,a + h] — C eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion, so gilt

hn+1

n f(y)(a) 1 (nt1)
fla+h)= h" + (1—=t)"f" (a+th)dt.

0

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n. Fir n = 0 ist die Aussage
Inhalt der Vorbermerkung. Gilt die Behauptung fiir n — 1 und ist f (n + 1)-mal stetig
differenzierbar, so folgt mit partieller Integration

(V) n 1
n i 1 o
_ (nfil)!(u 0" pq +th)|;+h/0 A0 ooty )
h™ pnt1

= mf‘(n)(a)_l,_ o /0 (1_t)nf(n+1)(a+th)dt.

Bemerkung und Definition 2.25 In der Situation von Satz 2.24 wird £ (a)/k! fiir k =
0,...,mn+ 1 der k-te Taylor-Koeffizient von f beziiglich a genannt. Das Polynom T,,(f, a),
definiert durch

~ "),
v=0
heilt das n-te Taylor-Polynom von f beziiglich a und

Rn(f,a)(h) := fla+h) = T.(f,a)(h)  (he€X —a)

das n-te Restglied. Aus Bemerkung und Definition 1.33 ergibt sich: Ist f : X — C beliebig oft
differenzierbar und a ein innerer Punkt von X, so ist f genau dann analytisch an a, wenn die
Folge (R,.(f,a)) auf einer Umgebung von a punktweise gegen 0 konvergiert.

Bemerkung 2.26 Sind g,w : [0,1] — R stetig und w > 0, so gilt nach Satz 2.13

1
mlng/w</ w<maxg/w
[0,1] 0,1] 0
Wegen fol(l —t)"dt = 1/(n+ 1) ergibt sich unter den Voraussetzungen des Taylorsatzes mit
g(t) = |f"V(a+th)| und w(t) = (1 — )"

| ‘n—&-l

( -1—1) [aa+h]

[Bn(f,a)(h)] < x | fOHD)
Ist f reellwertig und sind a,h € R, so kann man genauer zeigen ([U]), dass ein ¢ € [a,a + A
(abhidngig von f,a, h,n) existiert mit

hn+1

R,(f,a)(h) = mf(nﬂ)(f)-
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Diese Darstellung des Restgliedes nennt man Lagrange-Form. Fiir n = 0 ergibt sich die Aussage
des Mittelwertsatzes.

Beispiel 2.27 Fiir f = cos gilt T3(f,0)(h) = Ta(f,0)(h) = 1 — h?/2. Wegen cos®) = cos
folgt | cos(h) — 1+ h?/2| = |R3(f,0)(h)| < |h|*/4! fiir h € R mit Bemerkung 2.26.

1.0

Abbildung 3: cos und T3(cos,0) auf (—7, ).

Wir haben bisher nur Integrale auf kompakten Intervallen definiert. Wir wollen jetzt belie-
bige Intervalle betrachten — eine nicht zu unterschétzende Erweiterung.

Bemerkung und Definition 2.28 Es seien [ ein Intervall und a :=inf I, b := sup I. Eine
Funktion f € R(I) heit integrierbar auf I, falls (V,f)(at) und (Vi f)(b™) fiir ein u € I
existieren.?? In diesem Fall existieren die beiden Grenzwerte fiir jedes u € I, und die Differenz
(Vuf)(b7) = (Vi f)(a™) ist nach Bemerkung 2.14 unabhéngig von u. Die Zahl

b~ b~
/ N / I dt= (Vpe) - (Va)a?)

heilt dann uneigentliches Integral von f auf I. Aus Satz 2.13 folgt leicht, dass durch f —
f:+ f eine lineare und monotone Abbildung auf dem Raum der auf I integrierbaren Funktionen
definiert ist.

Bemerkung 2.29 1. Ist b € I, so gilt (V,.f)(b) = (V,.f)(b~) nach dem Hauptsatz iiber
Integralfunktionen. Entsprechend ist (V. f)(a) = (V,.f)(a™t) im Falle a € I. Fiir I = [a,b] ist
also

b b

f=LD0) - Vupla®) = [ 1.

at a
das heiBt, ,eigentliches" und uneigentliches Integral stimmen tiberein. Daher spricht man auch
wieder kurz vom Integral von f. Ist a € I oder a = +00, so schreibt man zudem meist fj
und entsprechend f(;, falls b € I oder b = +o0 ist.
2. (Erweiterter Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung) Es sei f : I — C stetig.
Ist F' eine beliebige Stammfunktion zu f auf I, so ist F'—V,, f konstant auf I. Also ist f genau
dann integrierbar, wenn F(b™) und F(a™) existieren. AuBerdem gilt dann

[ r=r07) - ) = L

20Dabei ist g(—oco™t) := t_l)igloog(t) bzw. g(+007) := t_l)ifoog(t), im Falle der Existenz.
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Beispiel 2.30 1. Fiir « € R sei f,(t) := ¢ auf I = (0,00). Dann ist durch

Fa(t) = {0 @71
In(t), a=1

eine Stammfunktion F, zu f, auf I definiert. AuBerdem erhalten wir fiir t — oo

0, a>1
F,(t) —

oo, a<l

und fiir t = 01

0, <1
Fau(t) — { «

—o0, a>1

Also ist f, nach Bemerkung 2.29.2 genau dann integrierbar auf [1,00), wenn o > 1 ist, und in

diesem Falle ist - ) )
/ tdt = Fo(t)|]” =0— -
1

l—« a—1"

Entsprechend ist f, genau dann integrierbar auf (0, 1], wenn « < 1 ist, und dann gilt
1
1 1
t7%dt = F(t)| . = —— .
/0+ Ot( )’0 1 —

Hieraus folgt auch, dass f,, fiir kein @ € R auf (0, c0) integrierbar ist.
2. Wir betrachten f(t) = 1/v/1 —#2 auf I = (—1,1). Dann gilt arcsin’ = f auf (—1,1). Da
arcsin stetig auf [—1, 1] ist, ist f nach Bemerkung 2.29.2 integrierbar und es gilt

1-
— arcsin =T.
-1t Vv ]_ — t2 -1

Satz 2.31 (Uneigentliche partielle Integration und Substitution)
Es seien I C R ein Intervall und a :=inf I, b := sup 1.

1. Sind f € C(I), g € C(I), ist F eine Stammfunktion zu f auf I und existieren (Fg)(b™)
sowie (Fg)(a™), so gilt: fg ist genau dann integrierbar auf I, wenn Fqg' integrierbar auf

b ) b
/ fg=Fg\a—/ Fg'.
at at

2. Ist v : I — R stetig differenzierbar und monoton, und ist f € C(y(I)) integrierbar auf
~(I), so ist (f o~y)y' integrierbar auf I und mit ¢ := inf y(I), d := sup~(I) gilt

I ist, und in diesem Fall ist

b / 7 falls v wachsend ist,
! ct
/a , o

— / [, falls v fallend ist.
ct
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Beweis. 1. Fg ist eine Stammfunktion zur (stetigen) Funktion fg+ F'¢’. Nach Bemerkung
2.29.2 ist fg + F¢' integrierbar mit f:+ (fg+ F¢') = Fg!i. Ist nun etwa F¢’ integrierbar,
so ist auch fg = (fg+ Fg') — Fg' integrierbar und es gilt

b~ b b~
/ fg=Fg\a—/ Fyg'.
at at

Entsprechendes gilt, falls fg integrierbar ist.
2. Es sei u € [ fixiert. Dann gilt fiir t € I nach der Substitutionsregel

t v(t)
(Valf o n)7)(8) = / (For) = / I = Vi fO0)

u

Fiir ¢ — b~ konvergiert rechte Seite gegen V., (,)f(d™) falls v wachsend ist, und gegen
Vi f (c*) falls « fallend ist. Entsprechend konvergiert die rechte Seite fiir t — a™ gegen
V() f(cT) falls v wachsend ist, und gegen V., f(d™) falls + fallend ist. Damit ist (f o)y’
integrierbar auf I und zudem gilt die behauptete Gleichheit. O

Beispiel 2.32 (Flache der Einheitskreisscheibe) Wir betrachten die auf [—1, 1] stetigen Funk-
tionen f(¢) := 1 und g(t) := +/1 — 2. Dann existiert das (eigentliche) Integral fil fg. Mit
F(t) :=t auf [-1,1] und ¢'(t) = —t/v/1 — 2 fiir t € (=1, 1) ergibt sich nach Satz 2.31 und
?=1-(1-1

1 1~ 2 1~ 1
t dt
V1—t2dt =t/1— 2| +/ dt:/ —/ V1—t2dt
/,1 |71 1+ V1 —t2 1+ V11—t —1

und damit

1 1=
dt
2 V1—t2dt = / =7
/4 1+ V1 =12
Satz 2.33 (Majorantenkriterium fiir Integrale)
Es sei I ein Intervall und a := inf I, b:=supl. Ist f € R(I) und ist g integrierbar auf I mit
|f| < g, so ist auch f integrierbar auf I mit

[ A< o

Beweis. Es seien F :=V, f und G := Vg fiir ein u € I. Sind s,t € I mit s < t, so gilt

o -rFel=| [ 1)< [1n< [9=a0-aw) (23)

und damit |F(t) — F(s)| < |G(t) — G(s)] fiir beliebige s,t € I. Ist nun (¢,) eine Folge in I
mit b > ¢, — b, so gilt |F(t,) — F(tn)| < |G(tn) — G(tn)] fur n,n’ € N. Da (G(t,)) eine
Cauchyfolge ist, ist auch (F(t,)) eine Cauchyfolge und damit konvergent. Hieraus ergibt
sich die Existenz von F(b~).?! Genauso sieht man, dass F(a™) existiert. Aus (2.3) folgt
dann auch |F(b™) — F(a®)| < G(b7) — G(a™). O

2lsiehe https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_WS2020-21.pdf, Bem. 5.25
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Bemerkung und Definition 2.34 Insbesondere ergibt sich aus Satz 2.33 mit g := |f]: Ist
f € R(I) (und damit auch |f]) und ist |f| integrierbar, so ist auch f integrierbar. Ist |f]
integrierbar, so sagen wir f sei absolut integrierbar. Wie bei Reihen gilt also: Ist f absolut
integrierbar, so ist f integrierbar. AuBerdem gilt dann nach Satz 2.33

‘/aifﬂﬁ/ilf-

Beispiel 2.35 Fiir o > 1 betrachten wir die Funktion f : [1,00) — R mit

F(t) := cos(t)/t" (t>1).

Es gilt |cost|t™ < ¢~ fiir t > 1. Da t — t~“ nach Beispiel 2.30.1 integrierbar ist, folgt die
absolute Integrierbarkeit von f aus dem Majorantenkriterium (Satz 2.33). Entsprechendes gilt
fiir die Funktion t — sin(t)/t auf [1, 00).

Bemerkung 2.36 Es sei f:[1,00) — C stetig. Hat f eine beschrankte Stammfunktion F,
so ist t — f(t)/t integrierbar auf [1,00).

Denn: Mit g(t) = 1/t gilt (Fg)(t) = F(t)/t — 0 fiir t — oo. Da F beschrénkt ist,
ist t = F(t)t~2 nach dem Majorantenkriterium integrierbar. Wegen ¢/(t) = —1/t2
folgt die Behauptung mit Satz 2.31.

Wir betrachten f = sin. Hier ist F' = —cos eine beschrinkte Stammfunktion. Also ist
t — sin(t)/t integrierbar auf [1,00). Man kann zeigen, dass die Funktion ¢ — |sin¢|/¢ nicht in-
tegrierbar auf [1,00) ist ([U]). Also: Absolute Integrierbarkeit ist eine echt stirkere Eigenschaft
als Integrierbarkeit.

Im folgenden Satz wird ein Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Reihen und der

Existenz uneigentlicher Integrale hergestellt.??
Satz 2.37 (Integralkriterium)
n—1
Es sei f : [1,00) — R fallend und f > 0. Dann ist 0 < d,, := Y. f(v) — [ f < f(1) fiir
v=1
n € N und (d,,) wachsend, also auch konvergent nach dem Hauptsatz liber monotone Folgen.
Beweis. Wir setzen ay, := f(k) fiir £ € N. Aus a, > f(t) > apyq fir ¢t € [k, k + 1] folgt

ap > f:“ f > agy1 und damit

k+1
Oﬁak*/ f<ar —ags.
k

Also ist
n—1 n n—1 v+1
dn:Zal/*/ f:Z(auf/ f)
v=1 1 v=1 v
n—1
wachsend mit 0 < d,, < > (ay, — apy1) = a1 — an < ag. O
v=1

22Man beachte: Monotone Funktionen sind stets in R([).
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Beispiel 2.38 Es seien o > 0 und f(t) := ¢t~ * fir ¢ > 1. Dann ist f fallend auf [1,00) und
n—1
f > 0. Nach Satz 2.37 ist (d,,) mit d, := Y. v~* — [;" f konvergent. Im Fall o > 1 gilt

v=1
n (o) 1
nm/ f:/ redt=
n—oo fq 1 a—1

und damit ergibt sich (wieder) die Konvergenz der Reihe Y v=* = ((a). Dabei ist 0 <
v=1

C(a) = 1/(a—=1) < 1. Ist a =1, sogilt [["t~dt =Inn und damit konvergiert

n—1

dn=Z%—lnn.

v=1

Der Grenzwert heiRt Euler-Mascheroni Konstante.?? Ist 0 < o < 1, so ergibt sich entspre-
chend die Konvergenz von

n—1 n n—1 nlfa _1
do=Y v [rea =Y e
v=1 1 v=1 -

Satz 2.39 Die Funktion t — e~'t*~ ist fiir alle z € C absolut integrierbar auf [1,00) und fiir
Re(z) > 0 absolut integrierbar auf (0, c0).

Abbildung 4: t — e~ "2 und t > e~tt=1/2,

Beweis. Wir setzen f(t) := e {t*~! fiir t > 0. Aus tR®) et 5 0 fiir t — oo folgt
wegen [t*| = tRe¥ fiir w € C, dass t — |e~*T!| maximal auf [1, 00) wird.2* Also existiert
eine Konstante ¢ > 0 mit |f(¢)| < ¢/t fiir alle t € [1,00). Aus dem Majorantenkriterium,
angewandt mit g(t) = ¢/t?, folgt die absolute Integrierbarkeit von f auf [1,c0).

Fiir t € (0,1] gilt zudem |f(t)] < [t*71| = tRe(=)~1 Tst Re(z) > 0, so ist ¢+ tR°(*)~1 nach
Beispiel 2.30.1 integrierbar auf (0, 1]. Wieder mit dem Majorantenkriterium ergibt sich die
absolute Integrierbarkeit von f auf (0, 1] und damit auch auf (0, o). m|

Bemerkung und Definition 2.40 Es sei C; := {z € C: Re(z) > 0} die rechte Halbebe-
ne. Die Funktion I : C; — C mit

I'(z) := /000 et ldt (Re(z) > 0)

+

23Zur Bedeutung siehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Euler-Mascheroni-Konstante.
24siehe https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_WS2020-21.pdf, Bem. 6.31
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Abbildung 5: z — |T'(2)].

heiRt (Eulersche) Gammafunktion. Durch uneigentliche partielle Integration erhilt man wegen
t* = 0 fiirt = 0 und e~ %% — 0 fiir t = oo

o0 00 oo oo
/ e dt = —et? —/ —e Tl dt = z/ et at,
o+ 0 o+ 0+

IN(z+1)=2-T(z) (Re(z) > 0) . (2.4)

also

Speziell gilt I'(1) = [, e~'dt = —e‘t|go =1, woraus sich wiederum mit (2.4) induktiv
I'(n)=(n—1)!

fir alle n € N ergibt. Die Gammafunktion ,interpoliert” also die Fakultdten; man kann die
Werte I'(z) als verallgemeinerte Fakultaten auffassen.
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3 Differenzierbarkeit in normierten Raumen

Wir wollen jetzt Ableitungen fiir Funktionen zwischen normierten Rdumen definieren und
untersuchen.

Bemerkung und Definition 3.1 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und M C X. Man
nennt M offen (in X), falls jeder Punkt 2 € M ein innerer Punkt von M ist, und abgeschlossen
(in X), falls X \ M offen ist. Man sieht leicht ([U]): M ist abgeschlossen genau dann, wenn
jeder Haufungspunkt von M in M liegt, d. h. M’ ¢ M gilt. Fiir a € X und p > 0 schreiben
wir

Uy(a) :=U,q(a):={z € X :0<d(z,a) < p}.

Mit der Dreiecksungleichung sieht man: Sowohl U, (a) als auch U, (a) sind offen in X

Sind (E,|-|) ein normierter Raum, a € X’ und f : X — E, so sagen wir f sei abklingend
an a, falls zu jedem & > 0 ein § > 0 existiert mit |f(x)| < ¢ fiir alle z € Us(a). Ist ¢ € E, so
schreiben wir wie im Fall E = C wieder f(x) — ¢ fiir x — q, falls f — ¢ abklingend an a ist,
und nennen (das dadurch eindeutig bestimmte) ¢ den Grenzwert von f an a. Weiter schreiben
wir

Bg:={ye E:|y <1}

fir die Einheitskugel in E. Eine Menge Y C E heilit beschrankt, falls ein p > 0 existiert mit
Y C pBg, also |y| < p fiiralle y € Y. Ist X eine Menge, so heit f : X — FE beschrankt auf
M C X, falls die Bildmenge f(M) beschrankt ist (vgl. Bemerkung und Definition 1.20).

Bemerkung und Definition 3.2 Es seien (V,|-| =] |v) und (E,| | =] |g) normierte
R&ume iiber K. Eine lineare Abbildung 7' : V' — E heift (lokal) beschrankt, falls T' beschrankt
auf By ist.2> Wir schreiben L(V, E) fiir den Raum der lokal beschrinkten linearen Abbildungen
von V nach E. Indem man T mit T'|p, identifiziert, kann man L(V, E) als Unterraum von
B(By, E) auffassen und dann ist durch?®

1T := sup |Tz| = [|T|By |l
rEBy

eine Norm auf L(V, E) gegeben. Man nennt || - || die Operatornorm auf L(V, E).
Satz 3.3 Es seien V,W, E normierte Raiime und T € L(V,W), S € L(W, E).
1. Firxz eV ist |Tz| <|T] - ||
2. (Submultiplikativitédt) Mit ST := S o T gilt ||ST|| < ||S] - [IT].
Beweis. 1. T0 = 0 und fiir z # 0 gilt |Tz| = ‘T<|x| %)‘ = |z| ‘T(%)‘ <|\T| - ||
2. Nach 1. gilt |STz| < ||S|| - |T=| < ||S|| - [|]T]] fir |=| < 1. O

Im Weiteren sei V stets ein normierter Raum und E ein Banachraum iiber (dem gleichen)
K, wenn nichts anderes gesagt ist.

25Man beachte, dass dies keinesfalls bedeutet, dass T' beschrankt auf V' ist!
26Meist schreibt man bei linearen Abbildungen kurz Tz := T(x).
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Bemerkung und Definition 3.4 Esseien X C V und f: X — E.
1. Ist @ € X innerer Punkt von X, so heilt f (Fréchet-)differenzierbar an der Stelle a, falls
ein T =Ty, € L(V, E) so existiert, dass

ﬁ(f(a—&-h)—f(a)—Th)%O (h —0)
gilt?”, also mit

Taf(h) := fla+h) = f(a)
fir h € X —a die Funktion |-|7Y(7,f —T) : (X —a)\ {0} — E abklingend an 0 ist. Man sieht
leicht, dass T' im Falle der Differenzierbarkeit von f an a eindeutig bestimmt ist, und nennt
f'(a) := T die Fréchetableitung oder kurz Ableitung von f an a. Dabei ist zu beachten, dass
man im schon betrachteten skalaren Fall V' = K und E = C (als Vektorraum iiber K) die Zahl
¢ € C mit der linearen Abbildung T' : K — C, definiert durch Th := h - ¢, identifiziert (also
c=T(1)).
2. Ist f differenzierbar an a, so ist f ist stetig an a.

Denn: Nach Voraussetzung existiert ein 6 > 0 mit |7, f(h) — Th|/|h| < 1 fir h €
Us(0). Wegen |h|~*|Th| < ||T ist nach der Dreiecksungeichung |h| |7, f(h)| <
1+ ||T|| und damit | - |~'7,f beschrinkt auf Us(0). Also ist 7, f abklingend an 0
und damit f stetig an a.

Sind g : X — F differenzierbar an a und X\ € K, so ist auch Af + ¢ differenzierbar an a mit
(Af +9)'(a) = Af'(a) + ¢'(a).

Denn: Die Funktion

[T T +9) = A (@) = g'(@) = Al [Hraf = (@) + | |7 H(7ag — ¢'(a))
ist abklingend an 0.

3. Ist X offen und ist f differenzierbar an allen Stellen a € X, so heiBt f kurz differenzierbar
(auf X). Die dann definierte Abbildung f’ : X — L(V, E) mit heit Ableitung von f (auf
X).2 st f' : X — L(V,E) (wobei L(V,E) mit der Operatornorm versehen ist) stetig, so
sagen wir, f sei stetig differenzierbar. Im Falle K = R schreiben wir C (X, E) fiir die Menge
aller stetig differenzierbaren f : X — E und C1(X) := C}(X,C) = C(X,R?).

Bemerkung und Definition 3.5 1. Ist die Norm | - | auf dem Banachraum E von einem
Skalarprodukt (-, --) auf E induziert (d. h. |-|?> = (-,)), so nennt man E = (E, (-, --)) einen Hil-
bertraum. Von zentraler Bedeutung ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (siehe Lineare
Algebra), also

[(w, )] <ful-[o] (w0 V).

Ist V = R? und (z,y) := 2 Ty das kanonische Skalarprdunkt auf RY, so ist die induzierte Norm
die euklidsche.

2"Man beachte: Hier ist 1/|h| € R ein Skalar, also hat man es mit einer Skalarmultiplikation zu tun. Eine

Division durch h € V und damit eine Definition iiber Differenzenquotienten ist hier nicht mehr méglich.
28Weitere Schreibweisen sind wieder D f oder df oder auch df/dz.
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2. Ist A € R™*? so ist durch Tz := Az eine lineare Abbildung 7' : R — R™ definiert. Ist
umgekehrt 7' : R? — R™ linear, so gilt Tz = Ax fiir die Matrix A = (Te,...,Te;) € R™*9,
wobei ey = (0; k) j=1,....a den k-ten Einheitsvektor in R? bezeichnet. In dieser Weise entspricht
R™*4 dem Raum der linearen Abbildungen von R? nach R™. Mit (a1 k,...,amx)" = Tex
gilt

max [a; | < sup |Tz| < dyv/mmax |a;|

gk |z|<1 gk
([0]). Insbesondere ist jede lineare Abbildung lokal beschrinkt. Indem man die Matrix A =
(ajr) € R™*4 mit T identifiziert, kann man den Raum R™>*< mit der Operatornorm versehen.

Beispiel 3.6 1. (affin-lineare Funktionen) Es seien T € L(V,E) undce€ E. Ist f : V — E
definiert durch f(z) := Tz +c, soist 7, f(h)—Th = 0 fir alle z, h € V und damit f'(z)h = Th
fir alle z,h € V, also kurz f'(z) =T fir alle x € V.

2. (quadratische Funktionen) Es seien V ein reeller Hilbertraum und T' € L(V') := L(V, V). Ist
f:V — R definiert durch f(z) := (z,Tz), so gilt fir x,h € V

(1o f)(h) = (x + h, T(x + h)) — (x,Tx) = (x,Th) + (h,Tz) + (h, Th).

Mit e(h) := (h, Th)/|h| fir b # 0 gilt |e(h)| < |Th| < ||T|-|k| nach der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung. Also ist € abklingend an 0. Da

h v~ (x,Th) + (h,Tz) € L(V,R)

ist, folgt
f(x)h = (x, Th) + (h,Tx) (x,heV),

also kurz f'(z) = (z,T) + (-,Tx) fiir z € V. Ist speziell E = R? mit dem kanonischen
Skalarprodukt und ist A € R?¥9, so gilt fiir f : R? — R mit f(z) := 2" Az nach obiger
Uberlegung

fle)h=a2"Ah+h" Az =2 (A+A")h  (2,h €RY).

Ist d =1 und A = (a), so ergibt sich f(x) = az? und f'(x)h = 2az - h.

Bemerkung und Definition 3.7 Es sei nun K = R. Einen Vektor v € V'\ {0} nennen wir
eine Richtung in V. Fiir a € V ist dann a + Rv = {a + tv : ¢ € R} die Gerade durch den
Punkt a in Richtung des Vektors v. Ist X C V und f : X — F differenzierbar an a, so gilt fiir
teR* mita+tve X

T f (tV)
=

1

= f(@)(v)] = IVIWI(%J‘ = f(a)(v)| =0 (t—0)

und damit

Jer 1@ _ 2l W) payw) @0,

Allgemein heit f richtungsdifferenzierbar an der Stelle a € X in Richtung v, falls

_of . . fla+tv)— f(a)
= 90y = Dy fla) = i 0TI

O f(a):
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existiert. In diesem Fall heift d, f(a) die Richtungsableitung oder auch Gateaux-Ableitung
von f an der Stelle a in Richtung v. Die obige Uberlegung zeigt, dass aus der Differenzierbarkeit
von f an a insbesondere die Differenzierbarkeit in alle Richtungen v folgt, und dass dann

Oy f(a) = f'(a)v (3.1)

gilt. Ist speziell V' = R? und v = e;, der k-te Einheitsvektor, so sagt man auch, f sei partiell
differenzierbar an a nach der k-ten Variablen. Dann schreiben wir auch 9y f(a) statt e, f(a)
und sprechen von der partiellen Ableitung von f an a nach der k-ten Variablen. Man sieht also:

Ok f ist die Ableitung der Funktion zy — f(x1,...,2,...,24) bei festgehaltenen Variablen
T1,..,Tp_1 und Tpiq,...,2q.2Y Zudem nennt man
o f(a)
Vf(a) :=gradf(a) := : c E?
94f(a)

den Gradient von f an a. Die Definition zeigt, dass im Falle und E = C (als R-Vektorraum)
Richtungs- und partielle Ableitungen nichts anderes als Ableitungen von Funktionen einer reellen
Variable sind. Folglich stehen damit die Rechenregeln und Ergebnisse der eindimensionalen
Differenzialrechnung zur Verfiigung.

Beispiel 3.8 1. Es sei f : R? — R definiert durch f(z,y) = 2 +y fiir (x,y) € R?. Dann gilt
fir v = (u,w) und a = (0,0)
ftu,w)) =t2u® +tw  (tER).

und damit 5 .
0y £(0,0) = (35(0’0) = Dy £(0, 0)) i 2O

t—0 t
Fiir (z,y) € R? sind
of
1) (= G ) = Bten) ) =20

und

0ui (o) (= Gt = fan)) = 1.

2. Es sei f : R® — R definiert durch f(z,y,2) = 2y*23 fiir (z,y,2) € R3. Dann gilt fiir
(z,y,2) €R®

ofwys) (=%@ys = L@ys) = 92
82f(90,y7z) (:%(ib,y,z) = fy(xayvz)> = 21’y23

sf(@,y.2) (=%@y2) = Lloy2) = o2

29Tm Falle d = 2 schreibt man fiir die Variablen traditionell oft (z,y) statt (z1,z2). In diesem Falle

spricht man von den partiellen Ableitungen nach = bzw. y und schreibt auch 9f/0x oder f, sowie 0f/dy
oder fy. Entsprechend schreibt man im Falle d = 3 oft (z,y, z) statt (z1,z2,23) und 0f/0z, f /0y sowie
0f/0z beziehungsweise fz, fy, f=.
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Bemerkung und Definition 3.9 Es seien X C RY, a € X und f = (f1,..., fm) : X —
R™. Ist f an a partiell differenzierbar nach allen Variablen, so heit die Matrix
(V1) (a)
Jf(a) = (Vf) (a) = (21 f(a),...,0af (a)) = : = (Onfi(a)); € R™4
(Vfm) T (a)

die Jacobi-Matrix von f an a. Ist f sogar differenzierbar an a, so gilt nach (3.1)

5‘kf(a) = f’(a)ek (kz 1,...,d)

und damit ist Jf(a) die Matrix, die die lineare Abbildung f’(a) in der Standardbasis darstellt,
also f'(a) = (h + Jf(a)h).>° AuRerdem gilt dann, wieder nach (3.1),

Ovf(a) = Jf(a)v

fiir alle Richtungen v.

Satz 3.10 Esseien X C R, a € X ein innerer Punkt und f : X — R™ so, dass J f existiert.
Sind alle Oy fj : X — R stetig an a, so ist f differenzierbar an a mit f'(a) = (h— Jf(a)h).

Beweis. Ohne Einschriankung kénnen wir ¢ = 0 und f(0) = 0 annehmen (der allgemeine
Fall ergibt sich mit 7, f statt f). Weiterhin setzen wir m = 1 voraus, also f reellwertig.
Den Fall R™ kann man durch Betrachtung der Komponentenfunktionen f1,..., fi, von f
darauf zuriickfiihren.

Ist € > 0, so existiert ein § > 0 mit |9 f(z) — duf(0)| < €/d fiir alle z € Us(0) und
k=1,...,d. Fiir 0 < |h| < § setzen wir h(®) := 0 und

RF) = hE=D L e = (b1, ..., i, 0,...,0)  (k=1,...,d).

Dann ist A*) = h und wegen f(0) = 0 (Teleskopsumme)

d
Fh) =" (F(h*)) = f(rE=1)).

k=1

Wegen |h(F)| < |h| < § ist gg : [0,1] — R mit gx(t) := f(h*~Y + thyey) fiir t € [0,1] nach
der Definition partieller Ableitungen differenzierbar mit g}, (t) = Ok f (%=1 + thyey)hy.
Nach dem Mittelwertsatz existiert zu jedem k ein 75, € (0,1) mit

F(R®) = f(*ED) = gi (1) — gr(0) = g1, (i) = O (€P)) g,
wobei £*) := h(*=1) 4 7, hiey.. Also folgt wegen %) € Us(0)

d

[f(h) = TFO)R| < > |F(P) = f(R*D) = 0k £(0) - hus]

k=1

d
| (Okf(E™)) = D f(0)) | < 2 > | < elhl

1 k=1

[
M=~

=~
Il

30Im Sinne von Bemerkung 3.5.2 identifiziert man f’(a) auch mit Jf(a).
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und damit ist f differenzierbar an a mit Ableitung h — V.Jf(0)h. m|

Bemerkung 3.11 Ist X C R? und ist g = (gj &) : X — R™*4 eine matrixwertige Funktion,
so folgt aus Bemerkung 3.5, dass g genau dann stetig an « ist, wenn alle g; , : X — R stetig
sind. Mit Satz 3.10 sieht man: Ist X offen, so ist f : X — R™ stetig differenzierbar (also
f € CY(X,R™)) genau dann wenn alle partiellen Ableitungen 9y f; stetig auf X sind.

Beispiel 3.12 1. Es sei f : R? — R definiert durch f(z,y) = e®¥” fiir z,y € R. Dann sind
die partiellen Ableitungen
O1f(x,y) = %™ und  Oof(x,y) = 2wye™
stetig auf R2. Also ist f nach Bemerkung 3.11 (stetig) differenzierbar auf R2.
2. Es sei f : R2 — R definiert durch
zy

—, (=, 0,0
rogy o T @07 00
0, (z,y) = (0,0)
Dann gilt fir (z,y) # (0,0)
oy 22y y 5 o
81f(xvy) - x2—|—y2 (m2+y2)2 - (372+Z/2)2 (y T )
und
T 21> T

02 f(x,y) = 22+ y2 (22 + y2)2 = (22 + 12)2 (@ —9%).
Aus f(t,0) = f(0,t) = O fiir alle t € R folgt 91 (0,0) = 9>f(0,0) = 0. Also existieren die
partiellen Ableitungen in allen Punkten (z,y). Die Funktion f ist allerdings nicht stetig an der
Stelle (0,0), denn fiir t € R* gilt

ft,t)=1/2—=1/240=f(0,0) (n— o).

Man beachte, dass die partiellen Ableitungen an a = (0,0) nicht stetig sind. Das Beispiel zeigt,
dass die Existenz der partiellen Ableitungen auf einer Umgebung von a im Allgemeinen noch
nicht die Stetigkeit von f an a impliziert (und damit auch nicht die Differenzierbarkeit).

Satz 3.13 (Kettenregel)
Es seien X C V und f: X — Y C E differenzierbar an a. Sind W ein Banachraum und g :
Y — W differenzierbar an f(a), so ist go f differenzierbar an a mit (go f) (a) = ¢'(f(a))f'(a).

Beweis. Es sei zuéichst speziell a =0, f(0) =0 und = g(0) = 0. Dann gilt
e(u) := m(g(u) — g (0)u) - 0=:2(0) (u—0)

und |h|7L(f — f/(0))(h) — O fiir h — 0. Nach Bemerkung 3.4.2 ist | - |~! f beschriinkt auf
Us(0) fiir ein 6 > 0 und € o f abklingend an 0. Mit |¢’(0)u| < ||¢'(0)]| - |u| ergibt sich

i((9 o f)(h) — ¢'(0)f'(0)h) = |f|(h}T)|

|h| (f(h) = f'(0)h) — 0.

(o (k) + g'((ﬁ
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fiir h — 0. Also ist (go f)'(0) = ¢’(0) f'(0). Der allgemeine Fall ergibt sich wegen 7,(go f) =
Tf(a)g © Taf aus dem Spezialfall, angewandt auf 7,)g statt g und 7, f statt f. |

Bemerkung 3.14 Im Spezialfall g =d+ S mit S € L(E,W) und d € W ist

(gof)(a)=5f"(a)

nach der Kettenregel und Beispiel 3.6.1. Ist speziell f =b+T|x mit T € L(V,E) und b € E,
so ist entsprechend

(9o f)(a) =g (f(a)T.
Ist dabei V' =K und T'(z) = zc, so gilt
(9o f)(a)h=hg'(fa)e  (h€K).

Satz 3.15 Es seien V' Banachraum, X C V offen und a,b € V mit (a,b) C X. Weiter sei
f:X Ula, bl — E differenzierbar auf X und stetig auf [a,b].

1. (Mittelwertsatz) Ist E = K und ist [ reellwertig, so existiert ein & € (a,b) mit
f®) = fla) = f1(E)(b - a).
2. (Schrankensatz) Ist E ein Hilbertraum, so existiert ein £ € (a,b) mit
() = f(a)] <[ (&)~ a)l.

Beweis. Es sei s : K — V definiert durch s(u) := a+u(b— a) fiir v € K. Nach Bemerkung
3.14 gilt
(fos)(®h=nf'(st)(b—a)  (te(0,1), heK).

1. Ist f reellwertig, so existiert nach dem skalaren Mittelwertsatz ein 7 € (0, 1) mit
f) = fla) = (fos)(1) = (fo5)(0) = (fos)(r)(L—0)=f(s(r))(b—a)

Also folgt 1. mit £ := s(7).
2. Ohne Einschrénkung sei ¢ := f(b)— f(a) # 0. Wir betrachten ¢ : E — K mit ¢y := (y, c).
Dann ist ¢ € L(E,K) mit |¢| = |c| (|[U]). Wieder mit Bemerkung 3.14 ist

(pofos) (Oh = hof (s(t)(b—a) (te(0,1),heK)

Nach dem skalaren Schrankensatz existiert ein 7 € (0,1) mit

e = e = (po fos)(1) — (po fos)(0) < lof ()b —a)| < llell - £ (s(r))(b — )]

Wegen ||¢|| = |¢| ergibt sich die Behauptung nach Division durch |c| mit & := s(7). 0
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Bemerkung 3.16 Wir wollen kurz auf die geometrische Bedeutung der Ableitung eingehen.?!
Sind X ¢ R? und f : X — R differenzierbar an a € X, so gilt d, f(a) = (Vf) T (a)v fiir
alle Richtungen v nach Bemerkung und Definition 3.9. Ist |v| = 1, so ist nach der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung |(Vf) T (a)v| < |V f(a)|, also

—IVf(a)| <0 f(a) < [Vf(a)l.
Ist dabei V f(a) # 0, so nennt man v* := Vf(a)/|V f(a)| die Gradientenrichtung von f an
a. Hier gilt 01y« f(a) = £|V f(a)], also

Oy~ f(a) = II‘Illléi}i Ovf(a) und O_y«f(a) = min 0y f(a).

[v|=1

AuBerdem gilt fir v L v*
6Vf(a) = 07

d. h. die Richtungsableitungen der zur Gradientenrichtung senkrechten Richtungen verschwin-
den. Ist f’ stetig an a, so existiert nach dem Mittelwertsatz und (3.1) fiir jede Richtung v mit
|[v| =1 und t geniigend klein ein £ € (a,a + tv) so, dass

fla+tv) = fla) =tf'(§)v = td f(§) =ty f(a)

Daher kann man die Gradientenrichtung als Richtung des steilsten Anstiegs von f an a und die
negative Gradientenrichtung als Richtung des steilsten Abstiegs von f an a ansehen.

Beispiel 3.17 Essei f: R? — R mit f(z) =2 x3 = |z|? fir z € R%. Dann gilt

I
x>
iy

Vi(z) =2z (x € RY).

Fiir x # 0 ist v* = z/|x| Richtung des steilsten Anstiegs von f an z.

Abbildung 6: f(z) = f(x1,22) = 2% + 23 fiir |z| < 1 (Rotationsparaboloid)

In der Einfiihrung in die Mathematik hatten wir schon kurz kompakte Mengen in K be-
trachtet. Wir definieren nun wesentlich allgemeiner kompakte metrische Rdume.

31Djese Uberlegungen haben insbesondere fiir die Optimierung grofe Bedeutung.
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Bemerkung und Definition 3.18 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. (X,d) heiBt (folgen-)kompakt, falls jede Folge in X eine konvergente Teilfolge besitzt.
Insbesondere sind kompakte metrische Rdume vollstindig.

2. Eine Teilmenge M von X heillt kompakt, falls M mit der Spurmetrik kompakt ist. Man
tiberlegt sich leicht, dass dies genau dann der Fall ist, wenn jede Folge in M eine konver-
gente Teilfolge mit Grenzwert in M besitzt. Insbesondere sind kompakte Teilmengen von X
abgeschlossen in X . Ist (X, d) kompakt, so ist umgekehrt auch jede abgeschlossene Teilmenge
kompakt ([U]).

3. Aus der Definition ergibt sich leicht:3? Sind (Y, dy) ein weiterer metrischer Raum und f :
X — Y stetig, so ist fiir jede kompakte Menge M C X auch die Bildmenge f(M) C Y
kompakt; kurz: Bilder kompakter Mengen unter stetigen Funktionen sind kompakt. Dies hat die
liberaus wichtige Konsequenz, dass stetige reellwertige Funktionen auf kompakten Mengen stets
maximal und minimal werden, d. h. fiir kompakte M existieren max,¢cps f(x) = max f (M) und
maxgen f(x) = max f(M). AuBerdem ist f geichmiRig stetig auf jeder kompakten Teilmenge
M, d. h. fiir jedes & > 0 existiert ein § > 0 so, dass dy (f(z), f(2')) < e fir alle z,2’ € M mit
d(xz,x") < §. Der Beweis ist modulo Bezeichnungen der gleiche wie zu Satz 2.8.

Satz 3.19 Es seien (X1,d1),...,(Xm,dm) kompakte metrische Raume. Dann ist auch der
metrische Raum (X1 X -+ X X, do) kompakt.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach m.

Fiir m = 1 ist nichts zu zeigen.

m — m + 1: Wir setzen X = X; X -+ x X,;, und definieren p : X x X141 — X,
q:X X Xp+1 = X1 durch

p(z) = (21,...,Tm), ¢@):=Tmy1 (2= (T1,-- ., T, Tmy1) € X X Xpppn).

Ist (2 )nen eine Folge in Xy X -++ X Xp41, so ist (p(zy))nen eine Folge in X. Also exi-
stiert nach Induktionsvoraussetzung eine d..-konvergente Teilfolge (p(z,))ner. Weiter ist
(q(xn))ner eine Folge in X, 1. Also existiert eine d,,1-konvergente Teilfolge (q(xy,))nes-
Aus

oo (Tn, €) = max{deo (P(7r), p(c)), dm+1(q(zn), q(c))}

fir ¢ € X x X,,41 ergibt sich mit Bemerkung 1.13 die d-Konvergenz von (z,)ncs =
(p(xn)ﬂq(xn))ne.]- O

Bemerkung 3.20 Es sei (V|- |1) ein normierter Raum. Ist M C V kompakt (also kompakt
im metrischen Raum (V, d,.|)), so ist M beschrinkt und abgeschlossen ([U]).

Fiir Teilmengen von RY ergibt sich aus dem Satz con Bolzano-Weierstraf

Satz 3.21 (Heine-Borel)
M C R? ist kompakt genau dann, wenn M beschrinkt und abgeschlossen ist.

32siehe https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_WS2020-21.pdf, Satz 6.30
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Beweis. Ist M kompakt, so ist M nach Bemerkung 3.20 beschrankt und abgeschlossen.
Ist umgekehrt M beschriinkt und abgeschlossen in R¢, so ist M C [~R, R]¢ fiir ein R > 0
und M auch abgeschlossen in [—R, R]¢. Aus dem Satz von Bolzano-Weiersta$ folgt, dass
[~ R, R] kompakt ist. Nach Satz 3.19 und Bemerkung 1.13 ist [~ R, R]? kompakt und mit
Bemerkung 3.18 dann auch M. O

Satz 3.22 (Parameterintegrale)
Es seien X C K¢ offen, [a,b] C R und ¢ : X x [a,b] — C stetig. Ist ® : X — C definiert durch

b
O(x) := / p(x,t)dt (x € X),

so ist ® stetig. Ist zudem (-, t) differenzierbar fiir alle t € [a,b] und D1 : X X [a,b] —
L(K®,C), definiert durch 8,p(x,t) := @(-,t)'(x), stetig, so ist ® differenzierbar mit

b
&' (z) = (h— / Or1p(x, t)hdt) (x € X).

Beweis. Es sei # € X. Wir wihlen ein r > 0 mit K := B,(z) = z + B,(0) C X. Dann ist
K x [a,b] nach dem Satz von Heine-Borel kompakt (auch in Fall K = C), also ¢ gleichméfig
stetig auf K X [a, b]. Ist € > 0 gegeben, so existiert ein 0 < §(< ) so, dass

lo(z 4+ h,t) — p(z,t)| < e (lh] < o, t € [a,b]).

Dann ist fiir |h| < 0

b
|®(z+ h) — @(z)] = ’/ o(x+ h,t) — oz, t)dt| <e(b—a).

Also ist @ stetig an der Stelle x.
Nun sei (-, ) differenzierbar fiir alle ¢ € [a, b] und 01¢ stetig. Wir setzen fiir ¢ € [a, b]

Pi(h) == o(x + h,t) — O1p(z, t)h (he X —ux).
Nach Beispiel 3.6.1 und der Kettenregel ist 1), stetig differenzierbar mit
ZZJZ(h) - also(z +h, t) - al(p(xa t)'

Wieder sei e > 0 gegeben. Da (u,t) — ¢;(u) stetig auf B,.(0) x [a, b] ist und ;(0) = 0 gilt,
existiert wie oben ein > 0 so, dass || (u)|| < € fiir |u| < § und ¢ € [a, b]. Sind |h| < § und
t € [a,b], so existiert nach dem Schrankensatz ein £ € [0, h] mit

o(x + h,t) — p(a,t) — Orp(x, H)h] = [th(h) = e (0)] < ([P (E)]] - ] < elh].

Da [|01 ]| als stetige Funktion beschrankt auf K X [a, b] ist, definiert Th := fab Oz, t)hdt
fiir h € K¢ ein T € L(K?,C). AuRerdem gilt

b
@z + h) — B(x) — Th| = ‘/ (pla -+ h,1) — p(e, ) dt — Th| < lhl(b — a)
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fiir |h| < §. Da € > 0 beliebig war, ist | - |71(7,® — T) abklingend an 0 und damit ®
differenzierbar an z mit ®'(z) = T. O

Als Anwendung des Satzes 3.22 beweisen wir

oo

Satz 3.23 Es gilt /e_t2 dt = g
0

Beweis. Wir betrachten die Funktion ® : R — [0, o), definiert durch

. 1 —$2(1+t2) dt

Mit f(t) := e~ fiir t € R und Vf = Vyf = gilt nach Satz 3.22, der Substitutionsregel, der
Kettenregel und dem Hauptsatz tiber Integralfunktionen

1 T

P (z)l = —2¢ / ze~ () gt = —2e~7" / e ds=—((V)}) (z) (z€R).
0 0

Also ist (V f)? + ® konstant auf R. Wegen (V £)%(0) = 0 und

(0) /1 A rctan(1) = 7/4
= —— —arctan(l) =7
o 1+1t2

ist (V)2 +® = 7m/4. Aus =" < 1 fiir t € [0,1] ergibt sich 0 < ®(z) < e~ — 0 fiir
x — 00, also (V f)*(x) — m/4 fiir  — oo und damit [~ et dt = Vf|gO =./7/2. O
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4 Ableitungen hoherer Ordnung und Taylorformeln

Wir beschéftigen uns nun mit Ableitungen héherer Ordnung. Wieder seien V' ein normierter
Raum und FE ein Banachraum, jetzt jeweils {iber R.

Bemerkung und Definition 4.1 Es seien X C V offen und f : X — FE. Sind v und
V1, Va,... Richtungen in V, so definiert man 9% f := f und damit induktiv (soweit existent!)

Oy o Oy, f =0y, By, . O, f)-

Fiir vi = ... = v, =: v schreibt man kurz 03} f und spricht dann von der Richtungsableitung

der Ordnung n von f in Richtung v. Sind speziell V = R? und v; = ey,,...,V, = €,, SO

n!

schreibt man

8;% ...aklf = 8vn ...8V1f

und spricht von den partiellen Ableitungen der Ordnung n. Fiir ky = ... = k,, =: k schreibt
man kurz 92 f (und 90 f = f).33

Beispiel 4.2 Es sei f: R? — R definiert durch f(z,y) = 2%y fiir x,y € R. Dann gilt

O f(z,y)(= folz,y) = 2xy
82f(x7y)(:fy(xay)) = °

und

8%f(x7y)(: fxz(xay)) = 2y
azalf($,y)(: fwy(xvy)) = 2z = 8182f(x7y)
03 f(,y)(= fyy(a,y)) = 0.

Weiter erhalten wir etwa

618261]0(33,2/) =2= 82812f($7y)

In Beispiel 4.2 ist es so, dass die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen gebildet
werden, vertauscht werden kann. Allgemein gilt

Satz 4.3 (Schwarz)
Es seien X C R?, a € X ein innerer Punkt und j, k € {1,...,d}. Weiter sei f : X — R™
so, dass O f, 0;f und 0,0, f existieren. Ist 0,0; [ stetig an der Stelle a € X, so existiert auch
0;0k f(a) und es gilt

9x0;f(a) = 0,0k f(a) .
Beweis. Es reicht, die Behauptung fiir m = 1 zu beweisen (der allgemeine Fall ergibt

sich durch Anwendung auf die Komponentenfunktionen). Ohne Einschrinkung kénnen wir
zudem d = 2, j =1, k = 2 sowie a = (0,0) annehmen.

"L sder auch f sowie 25 im Fall ky = kn =1k
Dy, 0Tk, Ty Thp ' L= ey fin = 5

33 Andere Schreibweisen sind Epe
k




4 ABLEITUNGEN HOHERER ORDNUNG UND TAYLORFORMELN 42

2

Zunichst existiert ein 7 > 0 mit (—r,7)? C U. Fiir (z,y) € (—r,7)? sei

A(z,y) = f(z,y) — f(z,0) = f(0,y) + f(0,0) = g(z,y) — 9(0,y)

mit g(z,y) := f(z,y) — f(x,0). Zwei Anwendungen des Mittelwertsatzes zeigen, dass ein
E=¢&(x,y) € (0,2) und ein n = n(z,y) € (0,y) existieren mit

Nun sei € > 0 gegeben. Da 920, f stetig an (0, 0) ist, existiert ein 0 < § < r so, dass fiir alle
(u,v) € (—6,6)2
|8231f(uav) - aQalf(Oa 0)| <e

gilt. Also erhalten wir fiir 0 < |z, |y| < d

M — 8281f(0,0) <e€.

Beachtet man, dass bei festem x

lim A(J,’,y) _ (92f($, 0) B 62f(070)
y—0 Ty x

gilt, so erhélt man auch

82f(1', 0) - a2f(0ﬂ 0)

T

— 8261f(0,0) S e

fir alle z mit 0 < |z| < §. Da € > 0 beliebig war, existiert 9192f(0,0) und es gilt
91021(0,0) = 8201 f(0,0). =

Bemerkung 4.4 Die Aussage des Satzes 4.3 wird im Allgemeinen falsch, wenn man auf die
Voraussetzung der Stetigkeit der partiellen Ableitung 9;,.0; f an a verzichtet. Ist etwa f : R? — R

Abbildung 7: f(z,y) fir |z, |y| <1

definiert durch

fo o A Erp W T @ £ 00

0, (z,y) = (0,0)
(vgl. Beispiel 3.12.2), so kann man zeigen ([U]): Alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
existieren auf R?, aber es gilt 9,01 £(0,0) = 1 und 9192f(0,0) = —1.
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Bemerkung und Definition 4.5 Sind X C R? offen und n € Ny, so bezeichnen wir mit
C™(X,E) die Menge aller Funktionen f : X — E mit der Eigenschaft, dass alle partiel-
len Ableitungen der Ordnung < n auf X existieren und dort stetig sind.>* AuRerdem setzen
wir C®(X,E) := (),,en C"(X,E) und C"(X) := C"(X,C) = C'(X,RR?). Durch mehrfa-
che Anwendung des Satzes von Schwarz (Satz 4.3) sieht man: Ist f € C™(X,R™) und sind
k..., kn € {1,...,d}, so gilt fiir jede Permutation o : {1,...,n} = {1,...,n}:

8/0” . 6k1f = ak(,(n,) s 8ka(1)f ’

d. h. die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen O, , ..., Ok, gebildet werden, spielt keine
Rolle.

Nach (3.1) gilt im Falle X C R? und f € C!(X, E) fiir alle Richtungen v = (vy,...,v4)

d d
OLf() = O f(@) = Fa)v =3 uf (@er = S wdpf(@) (€ X).
k=1 k=1

Wir zeigen nun, dass man fiir beliebiges n die Richtungsableitungen 97 f als Linearkombi-
nation der partiellen Ableitungen der Ordnung n von f ausdriicken kann. Dazu setzen wir
fiir « = (a1,...,0q) € NG und h = (hq,...,hg) € R?

d d d
a!zHak!, |a\1:=Zak, 0% =00 - 09, h® ::Hh;”“.
k=1 k=1 k=1

Satz 4.6 Es seien X C R offen und f € C™(X, E). Dann ist 07 f stetig fiir alle Richtungen
v = (v1,...,vq) und es gilt

6\7;.](‘: Z Uk1"'vkn(aktn---akl.f)‘

(K1yeeskn)€{L,...,d}"

Ist E = R4, so gilt zudem

U3 1 a QN

lafi=n

Beweis. Wir beweisen die erste Aussage per Induktion nach n.
Fiir n = 1 entspricht die Behauptung der Gleichung (3.1) (siehe Vorbemerkung).
n — n+ 1: Es sei f € C"(X,R™) gegeben. Nach Induktionsvoraussetzung ist 02 f
Linearkombination der partiellen Ableitungen der Ordnung n von f, also 92 f € C1(X,R™).
Wieder mit der Induktionsvoraussetzung und mit (3.1) ergibt sich

d
B f(x) = OGS (@) = (@) (x)-v ="y udu(0]f)()

k=1

d d
= Z Z Vky " Uk, "Ukak(akn...aklf)(l‘) (.%‘EX)
conkn=1

k=1 k1,....kn

34Nach Bemerkung 3.11 stimmt dies fiir n = 1 mit der alten Definition iiberein.
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Ist E = R™, so kann man nach Bemerkung und Deﬁnition 4.5 die Reihenfolgen der par-

tiellen Ableitungen beliebig permutieren. Da Tupel (k1,...,k,) € {1,...,d}"™ exi-

a' a'

stieren, bei denen die Zahl j € {1,...,d} genau a;-mal vorkommt,** ergibt sich
n! a «a fe% a _ 1
o f(x) = | |Z mvll (0L 99 f) () = n!‘ |Z VIO f(@) (v EX).
al1=n a|lp1=n

O

Bemerkung und Definition 4.7 Fiir f € C?(X,E) und z € X ist

d
= > vj0(0k0;f)(x)

Jik=1

und im Fall E =R mit (Hf)(z) := JVf(z) = (akajf(w))j’k: , € R4 auch kurz

05 f(z) =v Hf(x)v.

Die Hesse-Matrix H f(x) von f an der Stelle x ist nach dem Satz von Schwarz (Satz 4.3)
symmetrisch36.

Bemerkung und Definition 4.8 (Taylorformeln) Sind X C V offen, f € C"*1(X),
a € V und v eine Richtung mit [a,a + v] C X, so betrachten wir die Funktion g : [0,1] — C,
definiert durch

g(t) = fla+tv)  (te]o,1)).

Aus der Definition der Richtungsableitungen ergibt sich induktiv ¢(*)(t) = 9% f(a + tv) fiir
t €10,1] und k < n+1 ([U]) und durch Anwendung des Satzes von Taylor (Satz 2.24) auf die
Funktion g damit

fla+tv) = Ztka 2UQ) + ! /1(1 —8)"O0 T f(a + stv) ds. (4.1)
0

| |
— k! n!

Im Fall V' =R? gilt nach Satz 4.6 mit tv = h

YAy 5 v - 3 el

k=0 |a|i=Fk ' 0<|al1<n

Man nennt T,,(f,a), definiert durch

To(foa)(h):= Y haaai!(“) (h € RY).

0<|al1<n

35Multinomialkoeffizient; siehe etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Multinomialkoeffizient.
36 A € R9%d heift symmetrisch, falls A = AT gilt.
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n-tes Taylor-Polynom von f beziiglich a.3" Insbesondere ist T (f,a)(h) = f(a)+(Vf) T (a)h.
Ist f reellwertig, so existiert nach Bemerkung 2.26 ein £ € [a,a + h] mit
oyt f(8)

1
nan+1 _ yn+1
‘/O (1 — S) 6v+ f(a + Stv) dS =1 + m

tn+1

n!

(Lagrangeform des Restgliedes). Wegen 0l f = (Vf)Tv ergibt sich mit h = tv im Fall
n = 0 die Existenz eines £ € [a.a + h] mit

flath) = f(a)+ (V) (),
also wieder die Aussage des Mittelwertsatzes, fiir n = 1 die Existenz eines § € [a,a + h] mit
Flath) = f(a) + (V1) (@)h + ShTHF(E)h. (42)

und fiir allgemeines n die eines £ € [a,a + h] mit

()
(n+1)!

=T.(f,a)(h)+ > po 21O (4.3)

al
|al1=n+1

fla+h)=T,(f a)(h)+ "

Als wesentliche Anwendung der Taylorformel (4.2) werden wir ein hinreichendes Kriterium
fiir lokale Extrema herleiten. Zunéchst formulieren wir ein einfaches notwendiges Kriterium.

Definition 4.9 Sind X C V und f : X — F differenzierbar an a € X, so heift a reguldre
Stelle, falls f’(a) surjektiv ist. Ist f’'(a) nicht surjekiv, so heilt a kritisch (oder singulér). Im
Falle E = R ist a genau dann kritisch, wenn f’(a) = 0 gilt.

Satz 4.10 Es seien X C V und a ein innerer Punkt von X . Ist f : X — R differenzierbar an
a und ist a eine Extremstelle von f, so ist a ein kritische Stelle.

Beweis. Es seien v eine Richtung und I ein offenes Intervall mit 0 € I sowie a + Iv C X.
Ist g : I — R definiert durch g(t) := f(a + ¢v) fiir t € I, so ist 0 Extremstelle von g. Also
gilt (siehe Einfithrung in die Mathematik) 0 = ¢’(0) = 0y f(a) = f’(a)v. Da v beliebig war,
ist f'(a) = 0. o

Beispiel 4.11 1. (vgl. Beispiel 3.17) Es sei f : R? — R mit

flay) =2 +y°

fir x,y € R. Dann wird f an (0, 0) strikt minimal. Es gilt V f(z,y) = (2z, 2y), also tatsachlich
V£(0,0) = 0.
2. Essei f:R? = R mit

fla,y) =a® =y
fir z,y € R. Dann gilt V f(z,y) = (2z, —2y), also Vf(0,0) = (0, 0). Allerdings ist (0, 0) keine
Extremstelle von f.

37T, ist ein Polynom in den d Variablen hq,...,hg vom Grad < n.
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Abbildung 8: f(z,y) = x? —y? fiir |lz], [y] <1

Das zweite Beispiel zeigt, dass auch im Hoherdimensionalen an kritischen Stellen im Allge-
meinen keine Extremstellen vorliegen. Um auf Extremstellen schliefsen zu konnen, bedarf es
sogenannter Kriterien zweiter Ordnung, also Kriterien, die die Hesse-Matrix einbeziehen.

Bemerkung und Definition 4.12 Ist A € R?*¢ symmetrisch, so heift A
1. positiv (semi-)definit, falls v Av > 0 (> 0) fiir alle Richtungen v gilt,
2. negativ (semi-)definit, falls — A positiv (semi-)definit ist,
3. indefinit, falls A weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Fiir symmetrische A = (a;x); k=12 € R?*? gilt ([U]): A ist genau dann positiv (bzw. negativ)
definit, wenn det(A) > 0 und a3 1 > 0 (bzw. a11 < 0) gilt. Entsprechend ist A genau dann
positiv (bzw. negativ) semidefinit, wenn det(A) > 0 und a; 1,a22 > 0 (bzw. < 0) gilt.

Bemerkung 4.13 Wir schreiben S¥! := {v € R? : |v| = 1} fiir die (d — 1)-dimensionale
Einheitssphire. Dann ist S?~! beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt nach dem Satz von
Heine-Borel. Ist A € R%*?, so die Funktion h ~ hT Ah stetig auf R? (da sogar differenzierbar

nach Beispiel 3.6.2). Damit existieren min v' Av und max v'Av.
vesd—1 vesd—1

Ist A symmetrisch, und ist 0(A) die Menge der Eigenwerte von A (das Spektrum von A), so
ist
min v' Av = min o(A) =: Amin und max v' Av = max o(A) =: Aax
vesd—1 vesd—1

(siehe Lineare Algebra). Insbesondere folgt daraus: A ist genau dann positiv (semi-)definit, wenn
Amin > 0 (> 0) gilt und genau dann negativ (semi-)definit wenn Ayax < 0 (< 0) gilt.

Wir kommen damit zu einer weitreichenden Verallgemeinerung des bekannten hinreichen-
den Kriteriums fiir Extremstellen iiber die zweiten Ableitungen aus der eindimensionalen
Differenzialrechnung. 38

Satz 4.14 Esseien X C R? offen, f € C*(X,R) und a € X eine kritische Stelle von f. Dann
gilt

38siehe https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_WS2020-21.pdf, Satz 5.17
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1. Ist H f(a) positiv definit, so ist a eine strikte Minimalstelle.

2. Ist a eine Minimalstelle, so ist H f(a) positiv semidefinit.

Entsprechende Aussagen gelten mit negativ definit statt positiv definit und Maximalstelle statt
Minimalstelle.

Beweis. 1. Es sei A := H f(a) positiv definit. Dann ist ¢ := min v Av > 0 und
vesd—

h'Ah = [h*(h/|h])TA(R/|R]) = c[h[* (b #0).
Nach Bemerkung 3.11 ist Hf : X — (R4 || .||) wegen f € C%*(X,R) stetig. Daher

existiert ein § > 0 mit ||H f(z) — A|| < ¢ fir € Us(a), also mit der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

W7 (H f(x) = Ah| < || Hf(z) = All < clhf* (2 € Us(a), h #0).
Ist i € Us(a), so existiert nach (4.2) wegen V f(a) =0 ein £ € [a,a + h] C Us(a) mit
2(f(a+h) = f(a)) = h"Hf(©h=h"Ah+h"(Hf(§) — A)h > c[h?| — c|h|* = 0,

also f(a+h) > f(a).

2. Es sei v eine Richtung. Ist I ein offenes Intervall mit 0 € I und a + Iv C X, und ist
g : I — R definiert durch g(t) := f(a + tv) (t € I), so ist g € C%(I,R) nach Bemerkung
und Definition 4.8 mit ¢”(0) = 92f(a) = v' Av. Auferdem ist 0 Minimalstelle von g und
damit keine strikte Maximalstelle, also v Av = ¢”(0) > 03.

3. Die Aussagen fiir Maximalstellen ergeben sich durch Betrachtung von — f. |

Beispiel 4.15 1. Ist f(z,y) = 2% + y? fiir 2,y € R (vgl. Beispiel 4.11.1), so gilt

Hf(z,y) = ( (2) g >

also ist H f stets positiv definit. Insbesondere ist (0,0) eine strikte Minimalstelle.
2. Ist f(x,y) = 2% — y? fiir z,y € R (vgl. Beispiel 4.11.2) so gilt

Hier ist H f stets indefinit. Also hat f nach Satz 4.14 keine lokalen Extrema. Die kritische Stelle
(0,0) ist ein sogenannter Sattelpunkt (sieche Abbildung 8)
3. Es sei f:R? — R definiert durch f(x,y) = 223 — 322 + 2y3 + 3y? (z,y € R). Dann gilt

Vf(w,y) = (6(z* = 2), 6% +y)) = (0,0)
genau dann, wenn z € {0,1} und y € {0, —1}. Also haben wir die kritischen Stellen
(070) ) (07 _1) ) (170) ) (1’ _1) .

. . 122 — 6 0 )
Weiter gilt H f(z,y) = . Also ist
0 12y + 6

39siehe https://www.math.uni-trier.de/ mueller/EinfMathe/Einf_Mathe_WS2020-21.pdf, Satz 7.32
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Abbildung 9: f(x,y) fir |x —1/2|,ly+1/2| <1

Hf(0,0) = ( _g 2 ) indefinit,

—6 0
Hf(0,-1) = < ) negativ definit,
0 —6
6 0 . .
Hf(1,0) = positiv definit und
0 6
6 0
Hf(l,-1)= indefinit.
a2 2)

48

Damit sind (0, —1) eine strikte Maximalstelle sowie (1, 0) eine strikte Minimalstelle und anson-
sten gibt es keine Extremstellen. In Abbildung 9 kann man die vier kritischen Stellen, von denen

zwei Sattelpunkte sind, erkennen.
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5 Hauptsitze der mehrdimensionalen Analysis

Wir starten wir mit einem allgemeinen Ergebnis {iber die Existenz von Fixpunkten.

Bemerkung und Definition 5.1 Es seien (Y,d) ein metrischer Raum, X C Y und ¢ :
X — Y. Dann heilt ¢ kontraktiv falls ein A < 1 existiert mit

d(e(x),o(x')) < Ad(z,z") (z,2' € X) .

In diesem Fall nennt man A eine Kontraktionskonstante von ¢ und sagt auch ¢ sei A\
kontraktiv. Insbesondere ist ¢ dann stetig mit hochstens einem Fixpunkt a (ist a’ ein weiterer
Fixpunkt von ¢ in M, so folgt d(a,a’) = d(p(a), p(a’)) < Ad(a,d’), also d(a,a’) = 0). Aus
dem Schrankensatz (Satz 3.15) ergibt sich folgende wichtige hinreichende Bedingung fiir Kon-
traktivitat: Sind V ein Hilbertraum, X C V strikt konvex*® sowie ¢ : X — V stetig auf X und
differenzierbar in allen inneren Punkten mit

A :=sup{||¢’(z)| :  innerer Punkt von X} < 1,

so ist f kontraktiv mit Kontraktionskonstante \.

Sind X eine nichtleere Menge und f : X — X, so schreiben wir f" := f°" fiir das n-fache
Produkt von f bzgl. der Komposition o, also f° :=idx und f := fo f"~! fiir n € N.

Satz 5.2 (Banachscher Fixpunktsatz)

Es seien (Y, d) ein vollstindiger metrischer Raum, M C'Y abgeschlossen und ¢ : M — Y. Ist
@ kontraktiv mit (M) C M, so existiert ein Fixpunkt a von ¢ und die Folge (¢™) konvergiert
punktweise gegen a mit

n

1-A

d(a, " (x)) < X\'d(a,z) < d(p(x),z) (neN,ze M)

fiir jede Kontraktionskonstante \.

Beweis. Es seien x € M und z,, := ¢"(z) fiir n € Ng. Dann gilt
d(CCk_H,Ik) = d((p(.rk), <p(xk_1)) <A d(xk,xk_l) <...< )\k . d(l’l,xo) (:ZC S NO)

Also ist fiir n,n’ € Ny mit n > n’

’

n—1 oo
)\n
d(xp,xp) < Z d(xpt1,2k) < d(x1,20) Z A= ﬁd(xl,xo) ) (5.1)

k=n' k=n'

Wegen A" — 0 fiir n’ — oo ist die rechte Seite abklingend und damit (x,,) eine Cauchy-
Folge in M C Y. Aufgrund der Vollstandigkeit von Y existiert ein a« € M U M’ C M mit
Ty — a fir n — oo. Mit (5.1) fiir n’ = 0 ist d(xn,z0) < d(z1,20)/(1 — A) und durch

40X heifit konvex, falls [a,b] C X fiir alle a,b € X und strikt konvex, falls zusitzlich jedes = € (a,b)
innerer Punkt von X ist.
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Grenziibergang n — oo damit auch d(a,zg) < d(x1,20)/(1 — A). Aus der Stetigkeit von ¢
folgt
a4 Tpr1 = @(x,) = p(a) (n — 00),

also a = p(a), und schlieflich

d(a,zy,) = d(p(a), p(n-1)) < Ad(a,Zn-1) < ... < A"d(a, ).

Bemerkung und Definition 5.3 Essei V ein Banachraum und L(V') := L(V, V). Dann ist
L(V') mit der Komposition o eine Algebra. Aufgrund der Submultiplikativitat der Operatornorm
sind fiir R, S € L(V') die Abbildungen

RT + S
LV)3T * (5.2)
TR+ S

stetig. Durch
Aut(V) := {T € L(V) : T bijektiv und T~! € L(V)}

ist eine Gruppe definiert, die Automorphismengruppe von V. Ist V' endlich-dimensional, so
ist jede lineare Abbildung beschrankt.** Also ist in diesem Fall Aut(V') die Menge der bijek-
tiven linearen Abbildungen von V' nach V. AuBerdem sind dann Surjektivitat, Injektivitat und
Bijektivitat dquivalent (Dimensionsformel; siehe Lineare Algebra).

Satz 5.4 Essei V # {0}. Ist T € Aut(V) und ist S € L(V) mit ||S—T|| < 1/||T~!
auch S € Aut(V). AuBerdem ist die Abbildung Aut(V) > T — T—! € Aut(V) stetig.

, so ist

Beweis. Es seien I := idy und 0 < r < 1. Ist R € L(V) mit ||R|| < r/||T7!]|, so gilt
IIRT=Y|| < ||R|| - ||T~|| < r. Hieraus ergibt sich I — RT~! € Aut(V) und*’

o0

<,0(R) = Z(RT_I)” =(I- RT—l)—l

mit gleichmiiRiger Konvergenz auf {R : ||R|| < r/[|T~!||} (Neumannsche Reihe; [U]). Nach
Satz 1.19 ist ¢ stetig an 0 mit (0) = I. Also gilt T-'p(R) — T =T~ fiir ||R|| — 0.
Ist nun S € Aut(V) mit ||S —T|| < 1/||T7!|| und R:=T — S, so folgt

S=T—-R=(I—-RT 1T € Aut(V)
und S~ =T"1p(R) - T ! fiir S — T. |

Wir beschéftigen uns nun mit der lokalen Umkehrbarkeit stetig differenzierbarer Funktio-
nen. Im skalaren Fall X C R offen und f € C'(X,R) gilt: Ist a € X mit f'(a) # 0, so

41Dies folgt aus der Aquivalenz von Normen auf endlich-dimensionalen Riumen; siehe Lineare Algebra
2Fiir n € Nund T € L(V) ist T™ rekursiv definiert durch T" := T~ 1T mit T9 := I.
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existiert ein ¢ > 0 so, dass f’ entweder > 0 auf U := (a — d,a + J) ist oder < 0. Also
ist f streng monoton auf U und fy : U — f(U) mit fy(z) := f(x) bijektiv. Zudem ist
f(U) ein offenes Intervall und nach der Umkehrregel g := f;;' stetig differenzierbar mit

g'(y) =1/ (g(y)) fiir y € f(U), also kurz g = 1/(f" o g).

Satz 5.5 (Hauptsatz iiber lokale Umkehrbarkeit)
Es seien V. # {0} ein Hilbertraum®, X C V offen, f : X — V stetig differenzierbar und
a € X mit f'(a) € Aut(V). Dann existiert eine offene Umgebung U von a mit folgenden
Eigenschaften: f'(x) € Aw(V) fiir x € U, das Bild f(U) ist offen, fy : U — f(U) mit
fu(x) == f(x) fiir x € U ist bijektiv, und g := f; U st stetig differenzierbar mit
g =(fog"

Beweis. Wir setzen T := f'(a). Fiir z € V sei ¢ = ¢, : X — V definiert durch

o(x) =z +T 2~ f(x)) (x € X).

Dann ist ¢, (x) = x genau dann, wenn f(x) = z gilt. Weiter ergibt sich mit Beispiel 3.6
und der Kettenregel
¢(@)=idy —=T7 f'(2) =TT~ f'(z)) (¢r€X)

Da f’ stetig ist, existiert ein 6 > 0 so, dass mit U := Us(a)

1

If'(x) =T| <c:= W

(xel)

gilt. Nach Satz 5.4 ist dann f/(z) € Aut(V) fiir € U. Wegen
o' (@) < N1T7H| - IIT = £ (2)l] < 1/2

fir € U ist ¢|y 1/2-kontraktiv nach Bemerkung und Definition 5.1 mit héchstens einem
Fixpunkt in U. Folglich ist f|y injektiv, d. h. die Umkehrfunktion g : f(U) — U von fy
existiert. Wir zeigen:

1. f(U) ist offen.
2. g€ CHf(U),V) mit ¢ = (f'og)".

Dazu seien x € U und y := f(x).
1. Da U offen ist, existiert ein p > 0 mit M := B,(z) C U. Ist z € U,,(y) und ¢ = ., so
gilt fiir u € M

plu)—al < lpu) — o(@)] + p(a) 2l
< Ju—al/2+ 77\ (z = f())]
< Ju—al2+ 1T 2=yl < p2+ TN ep=p,

43Wir setzen hier und im folgenden Hauptsatz iiber implizite Funktionen Hilbert statt Banach nur deshalb
voraus, um den Schrankensatzes zur Verfiigung haben. Tatséchlich ist die Aussage des Schrankensatzes, wie
man mit etwas mehr Aufwand oder mithilfe des Satzes von Hahn-Banach zeigen kann, fiir Banachrdume
erfiillt, und damit gilt dies auch fiir die beiden Hauptsétze.
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also p(u) € M und damit (M) C M. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt die
Existenz eines v € M mit ¢(u) = u, also f(u) = z. Damit ist Ue,(y) C f(U).

2. Wir zeigen: ¢'(y) = (f'(z))™* = (f'(g(y))~!. Dabei kénnen wir ohne Einschrinkung
x =y = 0(= f(0) = g(0)) annehmen. Der allgemeine Fall ergibt sich dann wieder durch
Anwendung des Spezialfalles auf 7. f.

Ist ¢ = o, also p(u) = u — T~1f(u), so ist p(0) = 0 und ¢ eine 1/2-Kontraktion. Nach
der umgekehrten Dreiecksungleichung ist

lul/2 > |p(u)] > ul = [T - |f(w)],

fiir w € U und folglich c|u| < |f(u)|. Also gilt |g(h)| < |h|/c fir h € f(U) und insbesondere
g(h) = 0 = ¢(0) fir h — 0. Aus der Differenzierbarkeit von f an 0 folgt mit S := f’(0)

|Sg(h) — A |f(g(h)) = Sg(h)|
lg(h)] lg(h)]
fiir h — 0. Also ist auch g differenzierbar an 0 mit ¢’(0) = S=! = f/(g(0))~!. Da g stetig

an 0 ist und f’ nach Voraussetzung sowie 7+ T~! nach Satz 5.4 stetig sind, ist ¢’ stetig
an 0. O

=157 0

il =57 < [l

Bemerkung 5.6 Nach Bemerkung 5.3 ist fiir endlich-dimensionale V' schon dann f/(a) €
Aut(V), wenn f’(a) surjektiv (also a reguldr) ist, und fiir V. = R? ist f’(a) genau dann
surjektiv, wenn det J f(a) # 0 gilt.

Bemerkung und Definition 5.7 Es seien X C V offen, f: X — V und a € X. Existiert
eine offene Umgebung U von a so, dass fy bijektiv ist, so sagt man f sei lokal umkehrbar
and a. Ist f stetig differenzierbar und f’(a) € Aut(V), so ist f nach dem Hauptsatz iiber
Umbkehrfunktionen lokal umkehrbar an a und zudem f(U) offen mit stetig differenzierbarer
lokaler Umkehrfunktion g = (fr7)~!. Gilt dies, so sagen wir im Fall K = R auch kurz, f sei
lokal C'-umkehrbar, und im Fall V = C als Vektorraum iiber C kurz f sei lokal holomorph
umkehrbar.44

Beispiel 5.8 (Polarkoordinaten) Wir betrachten f : (0,00) x R — R? mit

rcosf

f(r,e):z( ) (r>0,0€R).

rsin 6
Dann ist f stetig differenzierbar mit det J f(r,0) = r > 0. Also ist f nach Satz 5.5 lokal C*-
umkehrbar an allen Stellen (r,0). Da etwa f(r,2kn) = f(r,0) fiir alle k € Z gilt, ist f jedoch
nicht injektiv.

In enger Beziehung zum Hauptsatz tiber Umkehrfunktionen steht ein weiterer Hauptsatz:
der iiber implizite Funktionen. Worum geht es dabei? Sind V|, E Hilbertrdume {iber dem
gleichen K, so ist durch {((x,y), (u,w)) = (x,u) + (u,w) ein Skalarprodukt auf V x E

448ind X C C offen und f : X — C stetig komplex differenzierbar, so nennt man f holomorph.
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gegeben, mit dem auch V x E zu einem Hibertraum wird.*®> Sind Q C VxEund F: Q = E,
so betrachten wir die Gleichung
F(z,y) = 0.

Ist (a,b) € Q eine Losung, so stellt sich die Frage ist, ob die Gleichung lokal, also in einer
Umgebung W von (a,b), nach y auflésbar ist, also die Frage, ob die Losungsmenge lokal
der Graph einer Funktion f der Variablen z ist. Man sieht schnell, dass die Frage eng
mit der Regularuitdt der Ableitung von F' nach y verkniipft ist. Fiir {2 offen und stetig
differenzierbares F' schreiben wir kurz

DiF(z,y) = (F(-y))'(x) uwnd  DyF(z,y) := (F(z,") (y)-
Aus der Definition der Differenzierbarkeit folgt mit (h, k) = (h,0) + (0, k)
F'(w,)(h k) = DyF(s,)h + DoF(e,)b  ((h,F) € V x ).

Beispiel 5.9 1. (Lineare Gleichungen) Es seien A € R™*4 | B € R™*™_ Wir betrachten das
unterbestimmte lineare Gleichungssystem
x

Fe.y) == (A.B) (y

Ist det B #£ 0, also Do F'(z,y) = (k — Bk) € Aut(R™), so gilt F(z,y) = 0 genau dann, wenn
y=—B 1Az, d. h.

>—Ax+By—0.

{(5,9) : Fa,y) = 0} = {(,~B 1 Az) : 2 € RY}.
2. (Einheitskreis) Wir betrachten die Kreisgleichung
F(z,y) =2 +y*—1=0 (x,y €R).
Fiir (a,b) mit a® + b*> = 1 sowie b > 0 und die Umgebung W := (—1,1) x (0,00) von (a, b)
ilt
) {(9) €W Flay) =0} = {(5,V/1—22) -0 € (~1,1))
Entsprechend ist {(,y) € (—1,1) x (—00,0) : F(z,y) = 0} = {(z, —v1 —22) : 2 € (-1,1)}.

Fiir die Losungspunkte (£1,0) existiert keine Umgebung W auf der die Lésungsmenge der
Graph einer Funktion von z ist.

Satz 5.10 (Hauptsatz iiber implizite Funktionen)

Es seien Q@ C V x E offen und F' : Q — E stetig differenzierbar. Weiter sei (a,b) €  mit
F(a,b) = 0 und DyF(a,b) € Aut(E). Dann existieren offene Umgebungen U von a und W
von (a,b) sowie eine stetig differenzierbare Funktion f : U — E so, dass

{(z,y) e W: F(z,y) = 0} = {(, f(x)) : € U}
Dabei gilt
f'(x) = —(DoF(z, f(2)) "' DiF(z, f(z))  (z€U).

45 Addition und Skalarmultiplikation sind natiirlich komponentenweise definiert. Man schreibt fiir den
Produktraum dann auch V @ E.
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Beweis. Es seien p: V x E — V definiert durch p(z,y) ;=2 und G := () : Q = V x E,

also
T

G(z,y) = z,y) € Q).
@ =(pe,) (@wen)
Dann gilt G(a,b) = (a,0) und G € C*(Q,V x E). Weiterhin ist wegen p’(z,y) = p

, . p’(x,y) — h
G (.13, y)(h7 k) - (F/(x, y)) (h’ k) B (DlF(l', y)h + DQF(iU, y)k>

Aus DyF(a,b) € Aut(E) ergibt sich damit leicht, dass G’(a,b) bijektiv und (G’)~!(a,b)
lokal beschrankt ist, also G'(a,b) € Aut(V x E) gilt. Nach Satz 5.5 existieren offene
Umgebungen R von (a,0) und W von (a,b) so, dass Gy : W — R bijektiv ist mit
(Gw)'(z,y) € Aut(V x E) fiir (x,y) € W und stetig differenzierbarer Umkehrfunktion.
Ohne Einschrénkung kénnen wir (nach Verkleinerung) R = Us(a) x Us(0) annehmen und
schreiben dann wieder kurz G statt Gy . Aus der Definition von G folgt, dass G~' von der

Form
T

Gz, 2) = (H(m)) ((z,2) € R)

mit einer geeigneten stetig differenzierbaren Funktion H : R — F ist. Definiert man ¢ :
V x E — E durch g(u, 2) := z, so gilt

FoG '=qoGoG™ ' =q|p.
Ist (z,y) € W, soist x € U := Us(a) und y = H(z, 2) fiir ein z € Us(0) mit
F(z,y) = F(z, H(z,2)) = F(z,9(G™'(2,2))) = (Fo G7')(z,2) = 2.

Also ist F(z,y) = 0 genau dann wenn y = H(z,0) =: f(z). Mit H ist auch f stetig
differenzierbar und wegen p(z) := F(z, f(z)) = 0 fiir z € U folgt aus der Kettenregel

idy
f'(z)
Die Bijektivitidt von G'(z,y) fir alle (z,y) € W impliziert auch die von DyF(z,y). Also
ergibt sich die Zusatzbehauptung durch Auflésen der letzten Gleichung nach f'(x). O

0= '(2) = F'(a, f(x))< ) = Dy F(z. f(2)) + DaF(z, f(2)) ().

Beispiel 5.11 (Lemniskate) Es sei F': R x R — R definiert durch
F(z,y) = (2®+y°)* 20" —¢*)  (z,y€R).
Dann gilt 0 = 0 F(z,y) und 0 = F(z,y) genau dann, wenn
(z,y) = (0,0) oder (z,y)= (£V2,0)

([0]). Nach Satz 5.10 ist fiir alle (a,b) mit F(a,b) = 0 und (a,b) & {(0,0),(£v/2,0)} die
Gleichung F(x,y) = 0 auf einer Umgebung W von (a,b) auflésbar nach y. AuRerdem ergibt
sich fiir die Funktion f = f(44)

O F(z, f(z)) z(2® + f2(x) — 1)

F@ = =5, . f@) = F@)@+ @)+ D
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auf einer Umgebung U von a. Damit hat f Extremstellen héchstens in Punkten x mit
2+ A x) =1,

also in den Schnittpunkten mit dem Einheitskreis. Um eine Vorstellung von der Lésungsmenge zu
bekommen, betrachten wir Polarkoordinaten: Fiir (z,y) # (0,0) und (z,y) = (rcosf,rsinf)
gilt

0= F(z,y) = F(rcosf,rsind) = r* — 2r?(cos® 6 — sin® §) = r*(r* — 2 cos 26)

genau dann, wenn r = () = v/2 cos 20 mit 6 so, dass cos(26) > 0.

(TN,
\v/ g \\\ ‘/ :

-

Abbildung 10: Lemniskate mit Einheitskreis und Winkelhalbierenden

Eine wichtige Anwendung des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen ergibt sich im Bereich
der Optimierung unter Nebenbedingungen.

Definition 5.12 Es seien (X, d) ein metrischer Raum, E Vektorraum und f : X — R sowie
g: X — E. st
L:={g=0}:={z € X :g(x) =0}

und ist a € L, so heift a eine Extremstelle von f unter der Nebenbedingung g = 0,
falls a Extremstelle von f|;, ist. Man spricht dann natiirlich auch wieder von Maximal- bzw.
Minimalstelle, je nach dem ob a maximal oder minimal fiir f|;, ist.

Satz 5.13 (Lagrange)

Es seien X C R? offen und f € C'(X,R). Weiter seien g € C*(X,R™) mit m < d und
a € X eine reguldre Stelle von g, also ¢'(a) surjektiv. Ist a eine Extremstelle von f unter der
Nebenbedingung g(x) = 0, so existiert eine lineare Abbildung A : R™ — R

f'(a) = Ag'(a) .

Beweis. Da ¢'(a) surjektiv ist, gilt dimkerg’(a) = d — m (Dimensionsformel; Lineare
Algebra). Also existieren ki, ..., ky, so, dass

R? = ker ¢’(a) x span{ey,, ..., ek, }

(Basiserginzungssatz; Lineare Algebra). Ohne Einschrinkung kann man nach Permutation
der Variablen k; = d—m+j fiir j = 1,..., m annehmen. Wir fassen R? als R¥=™ x R™ auf
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und schreiben @ = (u, w) mit u € R w € R™ sowie a = (b,c) mit b € R™™, ¢ € R™.
Dann ist ker ¢’(a) = R¥~™ x {0}, also

g'(@)(h k) = g'(a)(h,0) + g'()(0,k) = Dag(a)k ((h,k) € R"™ x R™).

Mit ¢'(a) ist damit auch Dsg(a) surjektiv und nach der Dimensionsformel in Aut(R™).
Definiert man X := Ds f(a)(D2g(a))™!, so ist A : R™ — R linear und

Dy f(a) = ADag(a).

Nach dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen ist die Gleichung g(z) = g(u,w) = 0 an
a = (b,c) lokal nach w auflésbar. Insbesondere existieren eine offene Umgebung U von
b sowie eine Funktion ¢ € C1(U,R™) so, dass p(b) = ¢ und g(u,p(u)) = 0 fir u € U
gilt. Da die Ableitung von u — g(u, ¢(u)) verschwindet, gilt nach der Kettenregel damit

insbesondere )
lde —m

o= (L,

Ist h € CY(U,R) definiert durch h(u) := f(u,p(u)) fiir u € U, so ist b eine Extremstelle
von h (ohne Nebenbedingung). Nach Satz 4.10 gilt A'(b) = 0 und mit der Kettenregel wie
oben

) = Dyg(a) + Dagla)g'(b).

0="n'(b) = D1f(a) + Daf(a)¢'(b) .
Hieraus ergibt sich wiederum
D1 f(a) = =D2f(a)¢'(b) = =AD2g(a)¢'(b) = AD1g(a)

und damit insgesamt f’(a) = Ag'(a). O

Bemerkung 5.14 Da jede lineare Abbildung A : R™ — R von der Form b+ (A1, ..., Am) A
ist, besagt der Satz von Lagrange, dass an (beziiglich g) reguliren Extremstellen a von f unter
der Nebenbedingung g = 0 notwendigerweise

Vi@ =3 AVaa)

gilt, also der Gradient von f eine Linearkombination der Gradienten von gi,...,¢g,, ist. Ist
m = 1, so ist die Regularitdtbedingung schon dann erfiillt, wenn Vg(a) # 0 ist.
Um die entsprechenden kritischen Punkte a zu bestimmen, hat man die Gleichungen

Onf(@1,. . wa) =Y Nowgi(zn,...,za)  (k=1,....d)
j=1

und

gj(x1,...,2q) =0 (j=1,...,m)
zu 16sen (also (d 4+ m) Gleichungen fiir die (d + m) Unbekannten x1,..., 24 und A1,..., Ap).
Die Zahlen A1, ..., A,, nennt man Lagrange-Multiplikatoren.
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Beispiel 5.15 Die Produktion eines Unternehmens sei in Abhangigkeit der Produktionsfakto-
ren x,y beschrieben durch die (Cobb-Douglas-)Funktion

P(x,y)=\xy  (z,y>0).

Die Produktionskosten seien gegeben durch eine lineare Kostenfunktion K der Form

K(z,y)=pr+qy  (x,y>0)

mit Konstanten p,q > 0. Gesucht ist eine kostenminimale Faktorkombination (x,y) zu einem
vorgegebenen Produktionsniveau ¢ > 0, d. h. wir wollen K(x,y) unter der Nebenbedingung
P(z,y) — ¢ = 0 minimieren. Nach Bemerkung 5.14 ist wegen VP(z,y) # 0 fiir alle (x,y) eine
notwendige Bedingung gegeben durch

VEK(xz,y) =X VP(z,y)

fiir ein A € R, d. h. wir haben die drei Gleichungen

2p = MNy/x
2¢ = M\z/ly

Ty = ¢

fiir die Unbekannten z, y, \. Division der zweiten durch die erste Gleichung ergibt = qy/p und
mit der dritten Gleichung erhalten wir y = c/p/q und damit 2 = ¢/q/p. Also kann nur an
c(\/(T, \/1%) ein Minimum unter der Nebenbedingung vorliegen. Man kann sich iiberlegen,
dass dies tatsichlich der Fall ist. Fiir ¢ = v/2, p = 1 und ¢ = 2 ergibt sich (z,y) = (2,1) (vgl.
Abbildung 11). Man sieht, dass an der Minimalstelle die Héhenlinien von P und K tangential

| N

0 1 2 3 4
Abbildung 11: Niveaulinie P(z,y) = v/2 und Niveaulinien zu K (z,%) = = + 2y

liegen. Dies liegt daran, dass die Gradienten linear abhingig sind und beide jeweils senkrecht
auf den entsprechenden Hohenlinien stehen ([U]).
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