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1 Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Wichtige Funktionen wie die Exponentialfunktion und die trigonometrischen Funktionen
sind iiber gewisse Reihenwerte definiert. Ziel des ersten Abschnitts ist es, allgemeine Struk-
turaussagen iiber Funktionen zu machen, die sich als Grenzwerte sogenannter Funktionen-
folgen oder -reihen ergeben.

Definition 1.1 Es seien X # & eine Menge und (Y, d) ein metrischer Raum. Eine Folge
(fa)nen in Abb(X,Y) nennt man eine Funktionenfolge.! Die Funktionenfolge (f,,)nen
heifit punktweise konvergent auf der Menge M C X, falls fiir alle x € M die Folge
(fn(x))nen in Y konvergiert. Die Funktion f: M — Y mit

f(z):= nllﬁﬂ;O Jn(x)
heiffit Grenzfunktion der Folge (f,)nen (auf M). Wir schreiben dann auch

fn = f (n = 0c0) punktweise auf M.

Beispiel 1.2 Wir betrachten die Funktionen f,, : R — R mit
fn(z) = 2" (reR, neN).

Dann gilt

0 , falls ze (1,1
fo() — alls x € ( ) 7
1, falls z=1

das heifit, (f,,) konvergiert punktweise auf (—1, 1] gegen der Grenzfunktion f : (—1,1] — R
mit f(xz) =0 fir z € (—1,1) und f(1) = 1. AuBerdem divergiert die Folge (f,(x)) fiir alle
anderen x. Das Beispiel zeigt insbesondere, dass die Grenzfunktion unstetig (an der Stelle
1) ist, obwohl alle Folgenglieder f,, stetige Funktionen auf R sind.

Wir fithren nun einen strengeren Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen ein, der den ent-
scheidenden Vorteil hat, dass sich Stetigkeit auf die Grenzfunktion iibertréigt.
Bemerkung und Definition 1.3 1. Es seien M # & eine Menge und

B(M) :=B(M,C):={f: M — C: f beschrénkt}.
Dann ist B(M) mit der Supremumsnorm

[flloo := [1flloc.as := :élﬂ}}lf(fﬂ)l (f € B(M))

LFalls nicht anders gesagt, ist die Indexmenge N bei Folgen stets eine nach oben unbeschrinkte Menge
in Np.
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ein normierter Raum. Ist M ein kompakter metrischer Raum, so ist der Raum C(M)
der stetigen Funktionen von M nach C ein Teilraum von B(M) (siche Einfithrung in die
Mathematik).

2. Eine Folge (fn)nen in Abb(X, C) heifit gleichm#Big konvergent auf der Menge M C
X, falls eine Funktion f : M — C existiert mit

lfrn = flloo = 0 (n — 00).

Wir schreiben dann
fon— f(n— o0) gleichméBig auf M

oder auch
fu(x) = f(z) (n = 00)  gleichméBig auf M .

Gilt f,, — f gleichmiiig auf M, so folgt wegen |fn(z) — f(2)| < ||fn — flloo auch f,, — f
punktweise auf x € M, mit anderen Worten: gleichméflige Konvergenz impliziert punkt-
weise Konvergenz.

Beispiel 1.4 Wir betrachten wieder f, und f aus Beispiel 1.2. Ist M = [-1/2,1/2], so
gilt
1fn = flloo,ns = maxfa™ =1/2" 50 (n—00),

also f, = 0(= flam) (n — o0) gleichméfBig auf [—-1/2,1/2]. Fiir M = [0,1) ist

| fn = flloo,r = sup 2" =1 (neN).
z€[0,1)

Also ist (f,) nicht gleichmiBig konvergent auf [0,1).

Wir kommen nun zu dem bereits angedeuteten Ergebnis iiber die Vererbung der Stetigkeit
auf die Grenzfunktion.

Satz 1.5 Es seien (X,d) ein metrischer Raum und a € X. Weiter sei (fn)nen eine Folge
in Abb(X,C), die gleichmdflig auf einer Umgebung® U von a gegen f konvergiert. Sind die
Funktionen f, stetig an a, so ist auch f stetig an a.

Beweis. Es sei ¢ > 0 gegeben. Aufgrund der gleichméBigen Konvergenz von (f,,) gegen f
auf U existiert ein n = n, € N mit

sup | f(z) — fa(2)] <€/3.
zeU
Da f,, stetig an der Stelle a ist, existiert ein § = §. > 0 so, dass Us(a) C U und

[fn(z) = fula)l <e/3  (x € Us(a)).

2U C X heifit Umgebung von a, falls Us(a) C U fiir ein § > 0, wobei Us(a) := {z : d(z,a) < d}.
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Damit gilt fiir « € Us(a)

[f (@) = fla)l < [f(2) = fu(@)[ + [fn(z) = fnla) +|fula) = fla)] <e.

O

Ist M # @ eine Menge, so ist durch deo(f, 9) = doo m(f,9) == ||f — glleo fiir f,g € B(M)
eine Metrik auf B(M) gegeben (die von der Supremumsnorm induzierte Metrik). Es gilt
damit

Satz 1.6 (Cauchy-Kriterium fiir gleichméiflige Konvergenz)
Es sei M # @ eine Menge. Dann ist jede Cauchy-Folge in (B(M),ds) konvergent.®

Beweis. Es sei (f,,)nen eine Cauchy-Folge in B(M). Dann ist insbesondere fiir jedes feste
x € M die Folge (f,(z))nen eine Cauchyfolge in C. Da C vollstindig ist, ist (fn(2))nen
konvergent. Also konvergiert (f,) punktweise. Es sei f : M — C die Grenzfunktion. Wir
zeigen, dass (f,,) gleichmiiBig auf M gegen f konvergiert.

Dazu sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein R = R, > 0 mit || f,, — for|loo < € fiir n,n’ > R.
Es sei n > R fest. Ist z € M, so ist die Abbildung y — |f,(z) — y| stetig (man beachte:
u > |ul ist stetig). Also gilt

[fn(@) = fm(@)| = [fulz) = f2)] (M —00).

Aus |fn(x) — fin(2)| < € fiir m > R folgt |fn.(x) — f(z)| < e, und da = € M beliebig war,
ist damit auch ||f — fulleo < €.
SchieBlich ist f beschrénkt, denn wihlt man ein n € N mit ||f — fnl|leo < 1, so gilt

[f(@)] < |f(2) = fa(@)[ + | fa(@)] <1+ [[falloo

fir alle x € X. O

Definition 1.7 Sind X # @ eine Menge und (fy,)n>m eine Folge in Abb(X,C). Dann
heiit die Folge (sp)n>m der Partialsummen s, := )" f, die mit (f,,) gebildete Funktio-

rvr=m
o0
nenreihe. Man schreibt wie bei Zahlenreihen > f, statt (s, )n>m. Die Funktionenreihe

v=m

>~ f, heifit punktweise konvergent bzw. gleichméflig konvergent auf M C X, falls

die Funktionenfolge (s,) auf M punktweise bzw. gleichmiiflig konvergiert. Man verwendet

das Symbol > f, dann auch fiir die Grenzfunktion.

rv=m

3Man kann die Aussage so interpretieren, dass der normierte Raum (B(M), || - ||oc) ein Banachraum ist,
d. h. (B(M),d) ist ein vollstéindiger metrischer Raum.
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Ein einfaches hinreichendes Kriterium fiir gleichméBige Konvergenz ist*

Satz 1.8 (Weierstraf3-Kriterium)
Es seien M # @ eine Menge und (fn)n>m eine Folge in B(M). Existieren eine Folge

(bp)n>m in [0,00) mit > b, < oo und ein ng > m mit |fp(x)| < by, fir alle x € M,

v=m

o0
n > ng, so konvergiert Y. f, gleichmdifig auf M.

v=m

n
Beweis. Mit f,, sind auch s,, = > f, € B(M). Ist ¢ > 0 gegeben, so existiert nach dem
v=m

Cauchy-Kriterium fiir Zahlenreihen ein R > ng mit
Y b<e (n>n'>R).
v=n'+1
Damit folgt fiir n >n’ > R
< Z b, <e.

n
lsn=swlloe=| > £
oo

v=n'+1 v=n'+1

Mit dem Cauchy-Kriterium fiir gleichmiiflige Konvergenz (Satz 1.6) ergibt sich die Behaup-
tung. O

Definition 1.9 Es seien a € K und (¢,)22, eine Folge in C. Dann heifit die Funktionen-

reihe > f, mit f, : K — C, definiert durch
v=0

falx) i=cp(x —a)" (z €K, neNyp),

Potenzreihe mit Entwicklungsmitte ¢ und Koeffizientenfolge (c,,). Weiter heiflen

R :=sup{|h|: Z ¢, h” konvergent} € [0, oo
v=0

der Konvergenzradius und Ug(a) der Konvergenzkreis (im Falle K = R meist das
Konvergenzintervall) der Potenzreihe.

oo
Beispiel 1.10 1. Die geometrische Reihe > z¥ ist eine Potenzreihe mit ¢« = 0 und ¢, =1

v=0
fiir n € Ng. Hier ist R = 1 und

> 1
e p— <1).
;z 1> (J2] < 1)

o) o0
4Fiir Reihen Y b, mit b, > 0 (!) schreiben wir oft kurz 5" b, < co im Falle der Konvergenz.

v=m v=m
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2. Die Exponentialreihe
x v

> % = exp(2)

v=0
ist eine Potenzreihe mit ¢ = 0 und ¢, = 1/n! fiir n € Ny. Da die Reihe fir alle z € C
konvergiert, gilt R = oc.

Bemerkung 1.11 Es sei Z ¢, (x — a)” eine Potenzreihe.
=0
1. Ist der Konvergenzradlus R > 0, so ist die Potenzreihe fiir alle r < R gleichméfig

konvergent auf U, (a) und damit punktweise konvergent auf Ug(a) = (U, .z Ur(a).

o0

Denn: Es sei h € K mit |h| > r so, dass Y ¢, h” konvergiert. Dann ist (¢, h™)
v=0

eine Nullfolge, also existiert ein ng mit |¢,h"| < 1 fiir n > ng. Damit ergibt sich

fir z € U,(a)
[fn(@)| = len(x — @) < |z = a["/|]" < (r/[R))" (0 = n0).

Wegen g :=r/|h| < 1 ist Z q¥ < co. Mit dem WeierstraB-Kriterium (Satz 1.8)
v=0
folgt die Behauptung.

o)
2. Definiert man f(z) := > ¢, (x — a)” fir z € Ug(a), so ist die Funktion f : Ur(a) — C
v=0
stetig.
Denn: Ist y € Ugr(a), so existiert ein r < R mit y € U := U,(a). Da U offen
ist, ist U eine Umgebung von y, und da Polynome stetig sind, ist f nach 1. und

Satz 1.5 stetig an der Stelle y.

3. Aus dem Quotientenkriterium (siehe Einfilhrung in die Mathematik) folgt leicht: Ist
¢n, 7 0 fiir n geniigend grof und gilt |¢,,41/¢n| — d fiir n — oo, so ist der Konvergenzradius
R=1/d (mit 1/0 := oo und 1/00 := 0).

Beispiel 1.12 Wir betrachten die Funktionen f,, : C — C mit f,(2) := 1/n* = e~*In",
Wegen der Stetigkeit von exp ist jedes f,, stetig. Sind @ > 1 und M,, := {z € C: Rez > a},
so ist

|fn(z)| _ |elenn| _ efRe(z)lnn _ 1/nRe(z) < 1/na (Z €M, ne N)
Da fiir o > 1

(o)

Z 1/v* < o0

v=1
gilt (Einfithrung in die Mathematik), ist nach dem Weierstra-Kriterium die Funktionen-
reihe )7 f, gleichmiBig konvergent auf M, und damit punktweise auf M := J,.; M. Die

v=1
Funktion ¢ : M — C, definiert durch ((z) := Z 1/v* fiir z € M, heifit (Riemannsche)

Zetafunktion. Da M, eine Umgebung jedes Punktes a € M, ist, folgt aus Satz 1.5 die
Stetigkeit von ¢ auf M.
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2 Differenzialrechnung

Wir untersuchen wieder Funktionen f : X — C, wobei X C K, also Funktionen einer reellen
oder komplexen Variablen. Um die feinere Struktur des Verdnderungsverhaltens solcher
Funktionen untersuchen zu kénnen, brauchen wir einen iiber die Stetigkeit hinausgehenden
Glattheitsbegriff. Grob gesagt wollen wir Funktionen definieren, die lokal sehr gut durch
affin-lineare Abbildungen approximiert werden koénnen.

Definition 2.1 Es seien X C Kund f: X — C.
1. f heiBt differenzierbar an der Stelle a € X, falls a € X’ gilt® und der Grenzwert

) i tim L0 =S

T—a r—a

existiert. Man bezeichnet f’(a) als Ableitung von f an der Stelle a.

2. f heifit differenzierbar (auf X), falls f in jedem Punkt x € X differenzierbar ist.
In diesem Fall heiit die Funktion f’: X — C Ableitung von f.6

Bemerkung 2.2 Esseien X C K, a € XNX" und f : X — C. Definiert man die Funktion
Taf i (X —a) = C durch

Taf(h) = (raf)(h) := fla+h) = fla)  (he X —a)
50 ist (74 f)(0) = 0 und f genau dann differenzierbar an a, wenn

1 fla+h)— f(a)
fim o Taf (h) = Jim =

existiert, also 7, f differenzierbar an 0 ist, und in diesem Fall ist

f'(a) = (raf)'(0).

Man kann sich also bei Bedarf bei der Untersuchung von Ableitungen stets auf den Fall
a = f(a) = 0 zuriickziehen.

Beispiel 2.3 1. Sind b,c € C und f(z) = cx + b fir z € K| so ist f(z + h) — f(x) = ch,
also f differenzierbar auf K mit f/(z) = c. Ist f(z) := 22, so gilt fiir x € K
(x + h)? — 22
h
also f'(r) = 2x. Allgemeiner ergibt sich: Sind & € N und f(z) = 2% fiir z € K, so gilt
(Einfithrung in die Mathematik)

=2x+h—2zx (h—0),

k— —
h .
(*7 E :17+h 1 g 2P = kbt (h —0),
j=0 j

,_.

5X’ ist die Menge der Haufungspunkte von X, also die = € K so, dass Us(z) \ {z} # @ fiir alle § > 0 ist.
6Weitere Schreibweisen sind etwa D f oder df oder auch (df /dz).
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also f'(x) = ka*~1.

2. Ist f(x) := |z| fiir x € R, so ist f stetig auf R, aber nicht differenzierbar an der Stelle
a =0,da f(h)/h =1 fir h > 0 und f(h)/h = —h/h = —1 fir h < 0 gilt. Also hat
h +— f(h)/h keinen (beidseitigen) Grenzwert an 0. Das Beispiel zeigt, dass Stetigkeit an
einer Stelle im Allgemeinen nicht die Differenzierbarkeit an dieser Stelle impliziert.

Von zentraler Bedeutung fiir die Analysis ist

Satz 2.4 Die Funktion exp ist differenzierbar auf C mit

exp’ = exp.

Beweis. Nach Bemerkung 1.11 ist g : C — C mit

Pt
g(h) = ; m
stetig auf C mit £(0) = 1. Damit gilt fiir” h € C*
1, -1
e 71):; =g =1 (h—0).
Fiir beliebiges a € C folgt damit (™" — %) /h = e - (e" — 1)/h — € fiir h — 0. O

Satz 2.5 FEs seien X CK,a e XNX' und f: X — C. Mit X, :== (X —a) \ {0} gilt

1. (Zerlegungsformel, affin-lineare Approximation)

f ist differenzierbar an a genau dann, wenn ein ¢ = cf, € C und eine Funktion
e =c¢fq: X, — C existieren mit e(h) — 0 fiir h — 0 und

fla+h)=f(a)+c-h+eh)-h (he X,).
In diesem Fall ist f'(a) = c.

2. Ist f differenzierbar an a, so ist f auch stetig an a.

Beweis. 1. =: Setzt man fiir h € X,

e(h) = (raf)(h)/h = f'(a),

"Ist (R, +,-) ein Ring, so schreiben wir R* := R\ {0}.
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so gilt e(h) — 0 fiir h — 0 aufgrund der Differenzierbarkeit von f an a und
fla+h)= f(a)+ f'(a)-h+e(h)-h (h e X,),

also ist ¢ = f(a) geeignet.
<: Es gilt (7,f)(h)/h=c+e(h) — ¢ fiir h — 0.
2. Die Aussage folgt aus der Zerlegungsformel fiir h — 0. O

Die Zerlegungsformel zeigt, dass Differenzierbarkeit einer Funktion f an einer Stelle a
bedeutet, dass f lokal an a mit einer gewissen Giite durch eine affin-lineare Funktion der
Form

hw— fla)+c-h

approximiert werden kann.

Satz 2.6 (Summenregel, Produktregel, Quotientenregel)
Es seien X C K und f,g: X — C differenzierbar an der Stelle a € X. Dann gilt

1. f+ g ist differenzierbar an a mit
(f +9)(a) = f(a) + 4'(a) .
2. f-g ist differenzierbar an a mit
(f-9)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a) .
3. Ist g nullstellenfrei, so ist f/g differenzierbar an a mit

7Y . Flaga) - fla)d(a)
<g> (a) = #(a) '

Beweis. Wie man leicht nachrechnet, gilt fiir h € X —a

7a(f +9)(h) = 7af(h) + Tag(h)

und
Ta(f : g)(h) = g(a + h) 'Taf(h) + f(a) 'Tag(h>‘

Nach Satz 2.5 ist g stetig an a. Damit ergeben sich die Summenregel und die Produktregel
jeweils nach Division durch h und Grenzwertbildung fiir h — 0. Ist zusétzlich g nullstel-
lenfrei, so gilt auch

_ _Tag(h)
Ta(l/g)(h‘) - g(a+h)g(a) .

Wieder nach Division durch A und Grenzwertbildung fiir h — 0 ergibt sich die Quotien-
tenregel fiir f = 1. Die Aussage fiir allgemeines f folgt mit der Produktregel. O
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Beispiel 2.7 Fiir f(z) = xe” folgt aus der Produktregel f'(z) = 1-e"+x-e® = (x4 1)e”.

Satz 2.8 (Kettenregel)
Es seien X, Y CK, f: X =Y und g: Y — C. Ist f differenzierbar an a € X und ist g
differenzierbar an f(a), so ist go f differenzierbar an a mit

(go f)(a) =g (f(a))f'(a) .

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Spezialfall ¢ = 0 und f(0) = ¢g(0) = 0. Ist e ;= ¢4
wie in der Zerlegungsformel und £(0) := 0, so ist ¢ o f abklingend an 0 und damit gilt

Lgonm = Lt - g 0sm) + ¢ 07"
= I 4 @I L g0 o).

h

h
Also ist g o f differenzierbar an 0 mit (g o f)'(0) = ¢’(0) f/(0).
Sind nun a sowie f(a) und g(f(a)) beliebig, so gilt

Ta(g © f) = Tf(a)9 © Taf ’

und damit ergibt sich die Behauptung durch Anwendung des Spezialfalls auf die rechte
Seite. m|

Beispiel 2.9 Fiir p: K — C mit
p(z) = (23 +22+1)° (ze€K)
gilt p=go f mit f(x) =23+ 22+ 1 und g(y) = y°. Also ergibt sich aus der Kettenregel

p(x) =g (f(@)f'(z) =5z + 2z + 1)*32° +2) (z € K).

Satz 2.10 Die Funktionen sin und cos sind differenzierbar auf C mit

sin’ = cos wund cos’ = —sin.

Beweis. Fiir z € C ist nach der Kettenregel

1 - ) 1 . .
sin’(z) = Z(ie” +ie %) = 5(6” +e ) =cosz.

Entsprechend ergibt sich cos’ = — sin. O
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Beispiel 2.11 1. Aus Satz 2.10 und der Quotientenregel folgt

1 1
tan’ = —(0052 +sin2) = —— =1+ tan?
cos? cos?

auf C\ m(Z + 1/2) und entsprechend auf C \ 7Z
cot’ = —sin"? = —1 — cot?.
2. Ist @ > 0 fest und f(z) := a® = e*!"¢ fiir 2z € C, so folgt aus der Kettenregel

f'(z) =a*Ina (z € C).

Satz 2.12 (Umbkehrregel)

Es seien X C K und f: X —Y C C bijektiv. Ist f differenzierbar an der Stelle a € X mit
f'(a) # 0 und ist die Umkehrfunktion f=! stetig an c := f(a), so ist f=1 differenzierbar
an ¢ mit

(f7(0) =1/f(a) =1/(f'(f1(c)) -

Beweis. Ist (x,,) eine Folge in X mit a # x,, — a (n — 00), so gilt aufgrund der Stetigkeit
von f an a und der Injektivitdt auch

fla) # f(zn) ¢ (n—00).

Also ist ¢ ein Haufungspunkt von Y. Es sei zuniichst a = ¢ = 0. Dann ist f~! stetig an 0.
Also gilt f~1(u) = 0 (u — 0) und folglich wegen f~!(u) # 0 fiir u # 0

Pl w1
w CT0w) e 0

Der allgemeine Fall ergibt sich aus Bemerkung 2.2 und 7.f =1 = (1, f) L. O

Bemerkung 2.13 Sind X = [0,27) und f : X — {z : |z| = 1} mit f(z) = €®, so ist
f bijektiv und differenzierbar mit f/(x) = ie®® # 0 fiir alle #. Die Umkehrfunktion ist
allerdings nicht stetig an der Stelle 1 ([U]) und damit auch nicht differenzierbar. Man sieht
also, dass man im Allgemeinen auf die Stetigkeitsvoraussetzung an f~! in Satz 2.12 nicht
verzichten kann.

Ist X kompakt und f stetig, so ist die Umkehrfunktion f~! ist ,automatisch® stetig

(Einfithrung in die Mathematik).

Bemerkung 2.14 1. Es seien X C K und f : X — Y C C bijektiv mit stetiger Umkehr-
funktion. Ist g : Y — C nullstellenfrei mit f' = go f auf X, so ist nach der Umkehrregel

() =1(fofH=1/g.
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2. Mit g(t) :=¢ fiir t > 0 und f(s) := e® fiir s € R folgt aus 1.
In'(t)=1/t (t>0).

Damit ergibt sich fiir festes @ € C mit der Kettenregel auch die Differenzierbarkeit von
t >t = eInt auf (0,00) mit Ableitung ¢ — at®~ 1.
3. Es gilt

1 1
arctan’(t) = T arccot’(t) = 1ie (teR).
Denn: Nach 1. und Beispiel 2.11, angewandt auf g(¢) := 1 + 2 fiir t € R und
f(s) = tan(s) fiir s € (—m/2,7/2), ist arctan’ = (f~1)’ = 1/g. Entsprechendes
gilt fiir arccot.

4. Es gilt ([U])

arcsin’(t) = 1 arccos’ (t) = — ! (t € (—1,1)).

Vi’ V1—t2

Wir beschéftigen uns nun damit, wie man die Differenzialrechnung nutzen kann, um ins-
besondere das lokale Verhalten differenzierbarer Funktionen genauer zu untersuchen. Dazu

definieren wir zunéchst, was wir unter Extremstellen verstehen.

Definition 2.15 Es seien (X, d) ein metrischer Raum und f: X — R.

1. Ein Punkt a € X heift Maximalstelle (von f), falls eine Umgebung U von a existiert
mit
f@) < fla) (zel),
falls also f|y an der Stelle ¢ maximal wird. In diesem Fall nennt man den Funkti-
onswert f(a) ein lokales Maximum. Gilt < statt < fiir  # a, so spricht man von
einem strikten lokalen Maximum und einer strikten Maximalstelle.

2. Ein Punkt a € X heiffit Minimalstelle (von f), falls eine Umgebung U von «a existiert
mit
fx) = fla)  (zelU),
falls also f|y an der Stelle @ minimal wird. Dann heifit f(a) ein lokales Minimum.
Gilt > statt > fiir x # a, so spricht man von einem strikten lokalen Minimum und
einer strikten Minimalstelle.

Ist a eine Maximal- oder eine Minimalstelle von f, so nennt man a auch eine Extremstelle
von f.

Wir werden sehen, dass die Differenzialrechnung ein effizientes Instrumentarium zur Be-
stimmung von Extremstellen zur Verfiigung stellt. Ist f : X — C differenzierbar, so nennt
man eine Nullstelle von f’ auch kritische Stelle von f.
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Satz 2.16 Es seien X C R und a ein innerer Punkt von X. Ist f : X — R differenzierbar
an a und ist a eine Extremstelle von f, so ist a eine kritische Stelle, also f'(a) = 0.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei a eine Minimalstelle. Dann existiert ein § > 0 mit
Tof(h) >0 fiir |h| < §. Da f differenzierbar an a ist, gilt

0.< Tim (raf)(h)/h = /() = lim (raf)(h)/h < 0.

Bemerkung 2.17 1. Das Verschwinden von f’ an einer Stelle a ist lediglich eine notwendi-
ge Bedingung dafiir, dass a eine Maximal- oder Minimalstelle ist. So ist etwa fiir f : R - R
mit f(x) = 2® der Nullpunkt eine kritische Stelle, aber keine Extremstelle. Daher benutzt
man Satz 2.16 typischerweise dafiir, die Extremalitdt von f an den inneren Punkten a, die
nicht kritisch sind, auszuschliefen. Kritische Stellen sind die einzigen ,, Kandidatinnen* fiir
Extremstellen im Inneren von X.

2. Ist a eine Extremstelle, aber kein innerer Punkt von X, so ist a nicht notwendig eine
kritische Stelle. So sind +1 fiir f : [-1,1] = R mit f(z) = |#| Maximalstellen, aber keine
kritischen Stellen. AuBerdem ist 0 eine Minimalstelle, aber auch keine kritische Stelle (da
f an 0 gar nicht differenzierbar ist).

Satz 2.18 (Rolle)
Es seien I = (a, B) ein offenes Intervall und f : I — R differenzierbar. Existieren f(a™)
und f(B7) und ist f(a™) = f(B7),% so hat f eine kritische Stelle.

Beweis. Man kann zeigen ([U]), dass f auf (o, 8) maximal oder minimal wird.? Also hat
f insbesondere eine Extremstelle und damit nach Satz 2.16 eine kritische Stelle. a

Als Folgerung erhalten wir

Satz 2.19 Es seien I = (a, ) ein offenes Intervall und f,g : I — R differenzierbar.
Existieren f(at) und f(87) sowie g(at) und g(87), so existiert ein T € («, 3) mit

(f(B7) = fla))g'(r) = F'(T)(9(B7) — g(a™))
(erweiterter Mittelwertsatz). Im Fall g(t) =t firt € («a, 8) ist
fFB7) = fla") = f(1)(B - )
(Mittelwertsatz).

8Hier bezeichnen f(st) := lim+ f(t) den rechtsseitigen und f(s~) := lim f(¢) den linksseitigen Grenz-
t—s t—s—
wert an s.

9Wesentlich ist dabei, dass stetige reellwertige Funktionen auf kompakten Mengen maximal und minimal
werden, also Maximum und Minimun haben.; eine der zentralen Aussagen aus der Einfithrung in die
Mathematik!
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Beweis. Wir betrachten die Funktion ¢ : I — R mit

o(t) = (f(B7) = fla"))g(t) = f(t)(9(B7) —g(a®))  (t€I).

Da ¢(87) = p(a™) = f(a)g(B~) — f(B7)g(a™) gilt, folgt die erste Aussage durch An-
wendung des Satzes von Rolle mit ¢ statt f. o

Bemerkung 2.20 Ist f : (a,8) — C differenzierbar, so ist auch Ref differenzierbar mit
(Ref)" = Re(f’). Anuwendung des Mittelwertsatzes auf Ref ergibt: Existieren Ref(a™) und
Ref(87), so gilt es ein 7 € (o, 8) mit Re(f(87) — f(a™)) = (B — a) - Re(f')(7).

Es seien V ein Vektorraum und w,v € V. Wir definieren s?, : [0,1] — V durch s (¢) :=
u+ t(v —u) fir t € [0,1] und nennen s? orientierte Strecke von u nach v. Auerdem
setzen wir

[u,v] :==s0([0,1])) = {u+t(v—u): t €[0,1]}

und
(u,v) :==5,((0,1)) ={u+t(v—u):t€(0,1)}.

Satz 2.21 (Schrankensatz)
Es seien a,b € K, a #b. Ist f : [a,b] — C stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), so
existiert ein £ € (a,b) mit

£ (0) = f@)] < |f' ()] [b—al .

Beweis. Ohne Einschréankung kénnen wir ¢ := f(b) — f(a) > 0 annehmen (ist ¢ = 0, so ist
die Behauptung kar; ist ¢ # 0, so kann man statt f die Funktion (¢/|c|)f betrachten).

Ist s(t) ;= a+t(b—a) = sb(t) fiir t € [0,1], so gilt (fos) = (f os)-(b—a) auf (0,1)
nach der Kettenregel. Mit Bemerkung 2.20, angewandt auf f o s mit I = (0,1), folgt die
Existenz eines 7 € (0, 1) so, dass

c=Re((fos)(1) = (fo5)(0)) =Re(f'(s(r)) - (b —a)) < |f'(s(r))] - [b—al.

Mit £ := s(7) = a+ 7(b—a) € (a,b) ergibt sich die Behauptung. O

Bemerkung 2.22 Ist V ein Vektorraum, so heifit X C V sternférmig beziiglich a € X,

falls
X = U [a, x]
zeX
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gilt, und kurz sternférmig, falls sie sternférmig beziiglich eines Punktes a ist. Die Menge
X heifit konvex, falls sie sternférmig beziiglich aller Punkte a € X ist, also falls [a, 2] C X
fiir alle a,z € X gilt. Eine nichtleere Menge in R ist genau dann sternférmig, wenn sie
konvex ist, und dies gilt genau dann, wenn sie ein Intervall ist.

Aus dem Schrankensatz folgt leicht: Ist X C K sternférmig und ist f : X — C differenzier-
bar mit f’ =0, so ist f konstant.

Satz 2.23 Es sei I ein Intervall und f : I — R sei stetig auf I und differenzierbar auf 1°.
Dann gilt

1. Ist f' >0 auf I°, so ist f wachsend auf I.
2. Ist f' <0 auf I°, so ist [ fallend auf I.

Ist dabei f' > 0 bezichungsweise f' < 0, so ist die Monotonie streng.

Beweis. 1. Sind s,¢ € I mit s < ¢, so ergibt sich aus dem Mittelwertsatz (Satz 2.19) mit
einem 7 € (s,1)
f@) = f(s)=f()(t—s) 20,
also f(s) < f(¢). Ist dabei f'(7) > 0, so ist f(s) < f(t).
2. Ergibt sich durch Anwendung von 1. auf —f. m|

Abbildung 1: Polynom z — 223 4+ 322 — 1

Beispiel 2.24 1. Es sei f : R — R mit
f(z) =22 +32% - 1 (x €R).

Dann gilt
>0, firze (—oo0,—1)
f'(xz) =6z(x+1)< <0, firze (—1,0)
>0, firze (0,00)
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Abbildung 2: cosh auf dem Intervall [—2, 2]

Nach Satz 2.23 ist f streng wachsend auf (—oo, —1], streng fallend auf [—1,0] und streng
wachsend auf [0, c0).

2. Wegen sinh > 0 auf (0, 00) und sinh < 0 auf (—o0,0) sowie cosh’ = sinh ist die Funktion
cosh |g nach Satz 2.23 streng wachsend auf [0, 00) und streng fallend auf (—oo, 0].1°

Der folgende Satz gibt ein hinreichendes Kriterium fiir Extremstellen.

Satz 2.25 (Vorzeichenwechsel-Kriterium)
Es seien I ein Intervall, a € T und f: I — R stetig auf I und differenzierbar auf 1°. Dann
gilt
1. Existiert ein § >0 mit f' <0 auf IN(a—6,a) und f' >0 auf I N (a,a+ 0) so ist a
eine Minimalstelle von f.

2. Euzistiert ein 6 >0 mit f' >0 auf IN(a—6,a) und f' <0 auf IN(a,a+9), so ista
eine Maximalstelle von f.

Gilt hierbei f' < 0 beziehungsweise f' > 0, so ist das Extremum strikt.

Beweis. 1. Nach Satz 2.23 ist f wachsend auf IN[a, a+0) und fallend auf IN(a—4, a]. Damit
ist a eine Minimalstelle. Gilt dabei jeweils die strikte Ungleichung, so ist das Minimum
strikt.

2. Wieder durch Anwendung von 1. auf —f. m|

Beispiel 2.26 (vgl. Beispiel 2.24) Nach Beispiel 2.24 und Satz 2.25 sind fiir f : R - R
mit f(z) = 223 + 322 — 1 der Nullpunkt eine strikte Minimalstelle und —1 eine strikte
Maximalstelle. Fiir cosh |g ist 0 eine strikte Minimalstelle. Hier wird cosh |z sogar minimal
an 0, d. h. die Funktion nimmt an 0 das Minimum an.

108ind a < 0 < b, so ist der Graph von cosh ‘[a,b] eine sogenannte Kettenlinie. Sie beschreibt den Durch-
hang einer an ihren Enden (a, cosh(a)) und (b, cosh(b)) aufgehéingten Kette unter Einfluss der Schwerkraft.
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Eine elegante Methode fiir die moégliche Berechnung gewisser Grenzwerte ergibt sich aus

Satz 2.27 (Regeln von de I’Hospital)
Es seien I = (a, ) C R ein offenes Intervall und f,g: I — R differenzierbar mit

fla)y=g(a™)=0 oder g(z)— +oo (x— a).
Ist ¢’ nullstellenfrei und gilt
F'@)/gt) —ceRU{Foo} (t — ),

so folgt
f@)/g9(x) ¢ (x—a).

Eine entsprechende Aussage gilt fiir Grenzwerte x — .

Beweis. 1. Es gelte f(a™) = g(a™) = 0. Ist € I, so existiert nach dem erweiterten
Mittelwertsatz (Satz 2.19) ein 7(z) € (o, x) mit

(man beachte: nach dem Mittelwertsatz ist g(z) — g(a™) # 0). Dabei gilt a < 7(z) = «
(z — «). Also folgt

—c¢ (z—a).
2. Es gelte g(x) — o0. Ist € > 0 gegeben, so existiert ein § > 0 mit g(¢t) > 0und f'(t)/¢'(t) €

Uc(c) fiir t € Us(a). Wir wihlen ein s € Us(a). Ist « < © < s, so existiert, wieder nach
dem erweitertem Mittelwerstz (2.19) ein 7(x) € (z,s) mit

also
f(r(x))
F(@) = 1(6) + o o) — 0(s)
und folglich
flz) _ fls) | f'(7(2)) (1 _9(s)
g(x)  g(x)  g'(7(x)) 9(x)

Nach Voraussetzung gilt f(s)/g(x) — 0 und g(s)/g(z) — 0 (x = a™). Da

[ (@))/d'(7(x)) € Ue(c)

gilt, existiert ein n > 0 mit f(z)/g(z) € Us(c) fir € Uy,(a). Da € > 0 beliebig war, folgt
die Behauptung.
3. Gilt g(z) = —o0, so folgt —g(z) — oo und damit die Behauptung aus 2. m|
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Beispiel 2.28 Fiir alle o > 0 gilt

lim — =0 und lim z%Inz =0,

r—oo % r—0+
das heiflt, die Logarithmusfunktion wachst langsamer als jede Potenzfunktion x — = mit
positivem «. Dies ist eine Variante der Aussage, dass exponentielles Wachstum stérker ist
als polynomielles.

Denn: Es gilt lim 2 = co und
xr—r o0
-1

lim = lim
T—00 LY x—o0 ™

=0,

also folgt die erste Behauptung mit Satz 2.27. Die zweite ergibt sich aus der
ersten durch Ersetzen von z durch 1/z.

Bemerkung und Definition 2.29 Es seien X C Kmit X € X’ und f: X — C.
1. Mit f(© := f definiert man héhere Ableitungen rekursiv: Ist n € N und f*~1) differen-
zierbar, so heifit f n-mal differenzierbar und die Funktion

f = (f(”_l))/ X —>C

die n-te Ableitung von f. Dabei schreibt man meist f” := f®) und f"” := f®) Ist f™
stetig, so sagt man, f sei n-mal stetig differenzierbar und existiert f(™ fiir alle n € N,
so sagt man, f sei beliebig oft differenzierbar.

2. Im Fall X C R schreiben wir C"(X) fiir die Menge aller n-mal stetig diffenzierbaren
Funktion f : X — C, wobei n € Ny, und C*(X) := [, cy, C"(X). Damit haben wir die
Inklusionskette

C®(X)cC"™(X)cC™"(X)c C'X)=C(X) (neN),

wobei sdmtliche Inklusionen strikt sind ([U]).
Ein weiteres hinreichendes Kriterium fiir Extremstellen ist

Satz 2.30 Es seien I C R ein Intervall, f : [ — R zweimal stetig differenzierbar und a € 1
eine kritische Stelle.

1. Gilt f"(a) > 0, so ist a eine strikte Minimalstelle.

2. Gilt f"(a) <0, so ist a eine strikte Mazimalstelle.

Beweis. 1. Da f” stetig an « ist, existiert ein 6 > 0 mit f”(x) > 0 fiir alle z € Us(a) N L.
Damit ist f/ nach Satz 2.23 streng wachsend auf Us(a) N I. Aus f'(a) = 0 folgt f' > 0 auf
IN(a,a+0) und f < 0 auf I N (a— d,a). Nach dem Vorzeichenwechsel-Kriterium (Satz
2.25) hat f an a ein striktes lokales Minimum.

2. Ergibt sich aus 1. durch Anwendung auf —f. m|
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Beispiel 2.31 Wir betrachten noch einmal das Polynom f aus Beispiel 2.24 und Beispiel
2.26, also f(z) = 223 + 32% — 1. Hier ist

f(x) =122 +6

und damit gilt f”(0) = 6 > 0 an der kritischen Stelle 0 und f”(—1) = —6 < 0 an der
kritischen Stelle —1. Also hat f an 0 ein striktes lokales Minimum und an —1 ein striktes
lokales Maximum.

Wir haben bereits gesehen, dass Funktionen, die durch Potenzreihen darstellbar sind, ste-
tig auf dem Konvergenzkreis sind. Wir zeigen nun viel schirfer, dass solche Funktionen
tatsdchlich beliebig oft differenzierbar sind.

Definition 2.32 Es seien X C K offen und f : X — C. Dann heif}t f analytisch an der
Stelle a € X, falls eine Umgebung U von a und eine Folge (¢i) in C so existieren, dass

oo

f@) =) cl—a) (zel).

v=0

Weiter heifit f analytisch (auf X), falls f analytisch an jedem Punkt x € X ist.

Der folgende Satz zeigt insbesondere, dass analytische Funktionen stets beliebig oft diffe-
renzierbar sind.

Satz 2.33 Es seien X C K offen und f : X — C analytisch an a € X. Ist U eine offene
Umgebung von a mit f(x) = 3. c,(x —a)¥ firx € U, so ist [ beliebig oft differenzierbar

v=0
auf U und
) (z) = Z(zx + 1)@ +2) - (v+Ek)epik (x—a)” (xeU, keNy).
v=0

Insbesondere ist f*)(a) = klcy, fiir k € N, also f(x) = 3. %(w —a) firzelU.
v=0

Beweis. Ist R > 0 der Konvergenzradius der Potenzreihe, so gilt U C Ug(a) nach Definition
des Konvergenzkreises. Ohne Einschriankung kénnen wir ¢ = 0 annehmen.
1. Wir zeigen: f ist differenzierbar auf U und

fl(x) = Z vey,at Tt = Z(y + Deypra” (xeU).
v=1 v=0
Dazu sei « € U. Dann ist « € U,(0) fiir ein r < R. Wir wéhlen ein 6 > 0 mit Us(z) C
n—1
U NU,(0). Fiir h € Us(0) gilt mit ¢, (h) := > (z + h)*2"~1=* wie in Beispiel 2.3.1
k=0

S ) = f@) =D ey (B =) = 3 codu(h).
v=1 v=1
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o0
Ist ¢ := > ¢, ¢, stetig an 0, so ergibt sich aus
v=1

1 - - _
5 (Flo+h) = (@) = 6(h) = 6(0) = > _6u(0) =Y _vera”™" (h—0)
v=1 v=1
die Behauptung. Nach Satz 1.5 reicht es dazu zu zeigen, dass die Funktionenreihe " ¢, ¢,
v=1

gleichméBig auf Us(0) konvergiert: Aus |z| < r und |z + h| < 7 folgt |¢n(h)] < nr"L.
In Bemerkung 1.11 haben wir gesehen, dass ein ¢ < 1 existiert mit |c,|r™ < ¢™ fiir n

1/n

geniigend gro3. Wegen n'/™ — 1 fiir n — oo konvergiert nach dem Wurzelkriterium (siehe

[ee]
Einfiihrung in die Mathematik) damit > v|c,|rY~1. Aus dem WeierstraB-Kriterium (Satz
v=1

1.8) folgt damit die gleichmifBige Konvergenz von Y ¢, ¢, auf Us(0).
v=1
2. Induktiv erhiilt man mit Beweisschritt 1, dass f*~1) fiir alle k € N differenzierbar auf

U ist mit

(oo}
fB ()= (w+ 1) +2)... (v + k)evrle —a)” .
v=0
Die Zusatzbehauptung klcy = f*)(a) ergibt sich fiir x = a. m|

Beispiel 2.34 1. Sind c € Cund f: C — C mit f(z) = e, so gilt fiir beliebiges a € C

f(z) = e ecxm) = Z ¢ Vel (z—a)’ (z€C).
v=0 '

Also ist f analytisch auf C mit f*)(a) = cFe®® fiir alle @ nach Satz 2.33. Damit sind auch
sin, cos, sinh, cosh (als Linearkombinationen analytischer Funktionen) analytisch auf C.
2. Mit Satz 2.27 (de 'Hospital) sieht man, dass sin(xz)/x — 1 fiir £ — 0 in R gilt. Unter
Verwendung des Satzes 2.33 lisst sich viel mehr aussagen: Die Funktion f : C — C mit

1-Z 4+ ... =
1, z=0

i “zzﬂ 22 2 sin(z)/z, z#0
= (2u+ 1)! 3! 5l

ist analytisch an 0 und es gilt fiir p € Ny

(=D"

d (2p+1) —0.
i1 un f (0)=0

FER(0) =

Bemerkung und Definition 2.35 Es seien X C K und f : X — C. Eine Funktion
F : X — C heift Stammfunktion zu f (auf X), falls F differenzierbar ist mit F/ = f
auf X. Ist X C K sternférmig und sind F' und G Stammfunktionen zu f auf X, so ist
(F—@G) =0 auf X, und damit ist F' — G nach Bemerkung 2.22 konstant auf X, mit
anderen Worten, F' und G unterscheiden sich lediglich durch eine additive Konstante.
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o0

Bemerkung 2.36 Ist > c¢,(x — a)¥ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und
v=0

ist

f(z) = Zcu(:p —a)’ (x € Ug(a)),
v=0

so ist nach Satz 2.33 durch

F(z):= 2 V‘;” (o —a)t = Zjl CVV—I (z—a)  (z€Ug(a))

eine Stammfunktion zu f auf Ug(a) definiert.!!

Beispiel 2.37 1. Ist f(z) :=1/(1 — z) fiir z € C\ {1}, so ist nach Bemerkung 2.36 wegen

fz)y=> 2z firzeD:={z€C:|z] <1} durch
v=0

o0 v

z
F(z) = — D
@=%7 D)
eine Stammfunktion zu f auf D gegeben. Auf (—o0,1) ist durch

G(z) —In(1 —z) (x <1)

ebenfalls eine Stammfunktion zu f gegeben ist. Nach Bemerkung 2.35 sind F' und G auf
I = (—1,1) bis auf eine additive Konstante gleich. Da F(0) = 0 = G(0) gilt, ist die additive
Konstante = 0, und damit stimmen F und G auf I {iberein. Also folgt

—In(l —2) = — (-l<x<l).

Man spricht daher auch von der Logarithmusreihe.
2. Ist

f(z) = e = Z (_1)Mz2“ (z € C),

so ist durch

T G VAR
F(z) = Kt
=) Z PICTES TN (e €)
pn=0
eine Stammfunktion zu f auf C gegeben. Die Funktion erf := (2/4/7)F heifit Fehlerfunk-
tion (error function).'?

Am Rande ihres Konvergenzkreises konnen Funktionen, die durch Potenzreihen definiert
sind, ein sehr kompliziertes Verhalten zeigen. Konvergiert die Potenzreihe an einem Rand-
punkt ¢ des Konvergenzkreises, so existiert jedenfalls der sogenannte radiale Randwert der

11 Aus dem Wurzelkriterium folgt, dass der Konvergenzradius auch R ist.
12Dje Fehlerfunktion ist von zentraler Bedeutung in der Statistik aufgrund ihrer direkten Beziehung zu
den Verteilungsfunktionen der Normalverteilungen.
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Grenzfunktion an der Stelle . Wir formulieren das entsprechende Ergebnis fiir Potenz-
reihen mit Entwicklungsmitte 0 und Konvergenzradius 1. Der allgemeine Fall kann leicht
darauf zuriickgefithrt werden.

Satz 2.38 (Abelscher Grenzwertsatz)

o0
Es sei Y ¢, 2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 1 und f(x) := > c,a” fir |z < 1.
v=0 v=0

o0
Ist ¢ mit || =1 so, dass die Reihe Y ¢, (¥ konvergiert, so gilt
v=0

r—1-

lim f(r¢) = Zc,,(” .
v=0

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen ¢ = 1 annehmen (ansonsten betrachte man g(x) :=

f(Cx)). Wir setzen s, := ¢, fir n € Ng und s := ) ¢, = lims,. Da (s,) beschrénkt

v=0 v=0

o0
ist, hat die Potenzreihe Y s,z" Konvergenzradius > 1. Also gilt mit s_; := 0 fiir |z| < 1

v=0
oo oo oo oo oo
(1—-x) Z s,x’ = Z s, — Z syt = Z(sy —Sy_1)x¥ = Zc,,x” = f(z) .
v=0 v=0 v=0 v=0 v=0

Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein n € Nmit |s, —s| < e firaller >n. Fir0 <r <1

o0
ergibt sich mit 1 = (1 —r) >
v=0

fr)=s| = 1(1=1) (sv —s)r"|
v=0

< (1—r)Z|sU—s\r”+5(1—r) Z r’ < (1—T)Z|SV—S|+€.
v=0 v=n-+1 v=0

Aus (1 —7) > |sp —s| = 0 fiir r — 1~ folgt die Existenz eines § > 0 mit |f(r) — s| < 2¢
v=0
firl—-60<r<l1. O

Beispiel 2.39 Nach Beispiel 2.37 ist

—ln(l—x)zzx—: (z € (-1,1)).

Da die alternierende Reihe > (—1)” /v nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert, ergibt sich

v=1
mit dem Abelschen Grenzwertsatz fiir ( = —1

i (—1/1)’/ == lim In(147) = —In(2).
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3 Integralrechnung

Die Integralrechnung entstand urspriinglich aus der Frage nach der Definition und der
Berechnung von Flicheninhalten. Ahnlich wie bei der Differenzialrechnung werden wir In-
tegrale iiber einen gewissen Grenzprozess einfiihren. Dazu betrachten wir zunéchst beson-
ders einfache Funktionen, fiir die wir die ,orientierte Fliche unter den Graphen* in sehr
natiirlicher Weise iiber die Fldchen von Rechtecken definieren kénnen.

Ist I C R ein Intervall, so schreiben wir || := diam(/)'® und nennen |I| die Lénge von I.

Bemerkung und Definition 3.1 Es seien a,b € R mit a < b.

1. Eine endliche Menge FE nichtleerer Intervalle I C [a,b] heifit eine Intervallzerlegung
oder kurz Zerlegung von [a, b], falls die Intervalle paarweise disjunkt sind (also Iy NIy = @
fir I1, 1o € E mit Iy # Iz) und [a,b] = J;cp I gilt. Ist E eine Zerlegung von [a,b] und ist
J C [a,b] ein weiteres Intervall, so gilt

[T => 11Nl (3.1)

IeFE

2. Eine Funktion ¢ € Bla, 8] := B([a,b]) heift Treppenfunktion (auf [a,b]), falls eine
Zerlegung E von [a,b] und fir I € E Konstanten ¢(I) = ¢, (I) € C existieren mit

@:ZC(I)'llv

I€E

also so, dass ¢ konstant mit Wert ¢(I) auf I ist. Eine Zerlegung, zu der entsprechende
Konstanten ¢(I) existieren, nennen wir zuléssig fiir die Funktion ¢. Wir schreiben T'[a, b]
fiir die Menge der Treppenfunktionen auf [a, b].

Beispiel 3.2 Wir betrachten [a,b] = [0, 1] und die Funktion ¢ = 1(1/2,1). Dann ist ¢ eine
Treppenfunktion und etwa
E:={[0,1/2],(1/2,1]}

eine zuldssige Zerlegung fiir ¢, wobei hier ¢([0,1/2]) = 0 und ¢((1/2,1]) = 1 gilt. Eine
weitere ist etwa
F={[0,1/2],(1/2,3/4], (3/4, 1]},

wobei dann ¢([0,1/2]) = 0 und ¢((1/2,3/4]) = ¢((3/4,1]) = 1 gilt. Ubrigens ist auch
{[0,1/2],(1/2,1),{1}} zuléssig, da einpunktige Intervalle nicht ausgeschlossen sind.

Bemerkung und Definition 3.3 Es seien F und F' Zerlegungen von [a, b]. Dann heif}t

EANF:={InJ:Ie€E JeF, INJ#a},

138ind (X, d) ein metrischer Raum und M C X, so heifit diam(M) := sup{d(zx,y) : =,y € M} (mit
diam @ := 0) der Durchmesser von M.
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die gemeinsame Verfeinerung von F und F'. Die gemeinsame Verfeinerung ist ebenfalls
eine Zerlegung von [a, b].

Ist ¢ : [a,b] — C eine Treppenfunktion und ist E zuliissig fiir ¢, so ist auch E'A F zuliissig
fir ¢, und ist auch F' zuléssig fiir ¢, so gilt ¢|ns = c¢(I) = ¢(J) fir I € E und J € F mit
InNJ # 2. Wegen (3.1) ergibt sich

Yo=Y AK)K|=Y )]
I€E KEEAF JEF
Ist E zuléssig fiir ¢, so heifit
b b
[o=[ o= -1,
a a IEE

Integral von ¢ (auf [a,b]). Wichtig ist dabei: Die Summe auf der rechten Seite ist un-
abhéngig von der Wahl der Zerlegung!

Beispiel 3.4 In der Situation von Beispiel 3.2 gilt

| o= =3

IcE

Definition 3.5 Es seien X C K und L C Abb(X,C) ein Unterraum. Ist £ : L — C eine
lineare Abbildung, so sagen wir, ¢ sei nichtnegativ, falls £(f) > 0 fiir alle f mit f > 0 gilt.
Aufgrund der Linearitét ist in diesem Fall £ auch monoton in dem Sinne, dass £(f) < ¢(g)
fiir alle reellwertigen f, g mit f < g gilt.

Satz 3.6 Die Abbildung fab : Tla,b] — C ist linear und nichtnegativ, also auch monoton.
Auflerdem gilt fiir p € Tla,b] und 7 € [a, b]:

1. || ist eine Treppenfunktion und

b b
[ e < [ el < @-aymaxal.

2 [lo=[lo+[le.

Beweis. Es seien ¢, ¥ Treppenfunktionen und A € C. Sind E bezichungsweise F' zuldssige
Zerlegungen fiir ¢ beziehungsweise 1, so ist die gemeinsame Verfeinerung E A F' sowohl fiir
¢ als auch fiir ¢ zuléssig. Sind ¢, (K) € C beziehungsweise ¢, (K) € C fiir K € EA F wie
in Bemerkung 3.1, so ist A + 9 konstant = Acy,(K) + ¢y (K) auf K. Also ist Ay + 1) eine
Treppenfunktion. Damit ist T'[a,b] ein Unterraum von Bla, b]. Auflerdem gilt

b
/ Cot9) = 3 Oe(K) +ep(K)) K|

KeEANF

b b
=AY QWK+ S cwmlEl = [ s [ v

KeEANF KeENF
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Die Nichtnegativitét und 1. ergeben sich unmittelbar aus der Definition und entsprechenden
Eigenschaften von Summen. Die Aussage 2. folgt mit

=@ 1+ Ly
und [ ¢ = fab @ - 1[q,7] sOWie ff 0= fab @ - (7, aus der Linearitt. O
Wir werden nun allgemeinere Funktionen betrachten, die sich in geeigneter Weise durch

Treppenfunktionen anndhern lassen. Fiir diese Funktionen kénnen wir dann das Integral
iiber die Integrale der entsprechenden Treppenfunktionen definieren.

Bemerkung und Definition 3.7 Eine Funktion f € Bla,b] heifit Regelfunktion (auf
[a,b]), falls eine Folge (¢,) von Treppenfunktionen existiert mit

1f = enlloc = 0

fir n — oo, also ¢, — f gleichmiBig auf [a,b]. Wir schreiben R[a,b] fiir die Menge der

Regelfunktionen.'*

Fir [a,b) CR,neNund j =0,...,n sei t;, :=a+ j(b—a)/n. Dann ist mit Iy, := {a}
und I, := (tj_1n,t;5] fiir j =1,...,n durch E, := E,[a,b] := {I;, : j =0,...,n} eine
Zerlegung von [a, b] gegeben. Hier gilt |I; .| = (b—a)/n fir j =1,...,n (und |Iy,| = 0).

Satz 3.8 Ist f € Cla,b] so konvergiert die Folge (p,) in T[a,b], definiert durch

en(t) = f(tjn) € 1Ljn, j=0,...,n),

gleichmdfSig gegen f. Insbesondere ist Cla,b] C Rla,b].

Beweis. Es sei ¢ > 0 gegeben. Da [a, b] kompakt ist, ist f gleichméBig stetig (Einfithrung
in die Mathematik). Daher existiert ein § > 0 mit |f(¢) — f(s)| < e fur |t — s| < 4.

Es sei n > (b —a)/é. Dann gilt |I;,| < (b—a)/n < 0. Ist t € [a,b], so existiert ein
Jj€40,...,n} mit t € I;,, und damit wegen |t —¢;,| < ¢

[f(&) = en(®)] = [f(t) = ftin)] <&,

also ||f — ¢nlleo < €. |

Beispiel 3.9 Wir betrachten f(t) = ¢ auf [0,1]. Dann ist nach Satz 3.8 wegen t;, =
j/n durch ¢,(0) = 0 und ¢, (t) := j/n fir t € I;,, und j = 1,...,n eine Folge von
Treppenfunktionen auf [0, 1] gegeben mit ¢,, — f gleichméBig auf [0,1].1

4 Mit anderen Worten: R[a, b] ist der Abschluss von T[a, b] im Banachraum (B[a,b], || - ||ec) und damit
ebenfalls ein Banachraum.

15Der Beweis zeigt, dass die Aussage auch gilt, wenn man bei der Definition der ¢, statt der rechten
Randpunkte ¢; , beliebige Punkte 7; ., € I; , wihlt.
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Bemerkung und Definition 3.10 Es seien f eine Regelfunktion und (¢,) eine Folge
von Treppenfunktionen mit ¢, — f gleichmifig auf [a,b]. Dann gilt:

1. Die Folge (f: ©n)n konvergiert in C, denn fiir n,n’ € N gilt nach Satz 3.6

b b b
’/ sonf/ O :‘/(wn*@n/)

und da (p,) eine Cauchyfolge in Bla,b] ist, ist auch ( ff ©n) eine Cauchyfolge in C,

< |len — onlloo(b —a),

also konvergent.

2. Ist (¢y,) eine weitere Folge von Treppenfunktionen mit ¢, — f gleichméBig auf [a, b],
so gilt

‘/ab()on_/ab'l/)n

. b . b
also nl;ngo [ en = nl;ngo I ¥n.

S ||§0n _wn‘loo(b_a) S (H‘Pn _.f||oo + ||f_wn||oo)(b_a) — 07

Damit setzen wir
b b b
/ f= / ft)dt = lim ©n
a a n—oo a

und nennen f: f das Regelintegral oder auch kurz Integral von f auf [a,b]. Nach 2. ist
dabei der Wert unabhingig von der speziellen Wahl der Treppenfunktionenfolge! Zudem

[refr

Beispiel 3.11 Es seien f und ¢,, wie in Beispiel 3.9. Dann gilt

1 noo. n
J 1 . nn+1) 1 1
n = —~I-n:— = —_— = — _—
/o(p ;n Gl =2 2 0="5m =3%5,

setzen wir noch

(n— o0),

N =

also ist

1.0
0.8}
0.6}
0.4

0.2]

0.

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

Abbildung 3: Treppenfunktion ¢19 und fol 10 als Approximation von fol tdt.
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Wir stellen einige Rechenregeln fiir Regelintegrale zusammen, die sich aus der Approxima-
tion durch Treppenfunktionen ergeben.

Satz 3.12 Die Abbildung f; : Rla,b] — C ist linear und monoton. Auflerdem gilt fiir
f € Rla,b] und T € [a,b]:

1. |f] ist eine Regelfunktion mit

b b
< < (b—a)suplfl.
\/af\ /alfl @l
2. fliar € Rla, 7] und fliry € R0 mit [ f = [T f+ [ f.

Beweis. Sind f,g € Ra,b] und X € C, so existieren Folgen von Treppenfunktionen (¢y,)
und (1,,) mit ¢, — f und ,, — g gleichméBig auf [a,b] und damit

H>‘f+g - (>‘<pn +wn)|‘oo < ‘/\| ' ||f - SDTLHOO =+ ||g_¢n||oo — 0

fiir n — oco. Also ist Af + g € R[a,b] und mit Satz 3.6 gilt

/abAerg:nlggo/ab(wnwn):A/:H/abg.

Es sei nun f > 0. Wir setzen ;" := ¢, +||f—¢nl|c- Dann sind ;" € T|a,b] mit p,; > f >0
sowie ||f — ¢ ||oo — 0. Also folgt mit Satz 3.6

b b
/leim ap;fZO.
a

n—0o0 a

1. Aus ‘ |f1—1enl | < |f — wn| folgt, dass auch |f| eine Regelfunktion ist und dass |¢,| — | f]
gleichmilig auf [a, b] gilt. Mit Satz 3.6.1 ergibt sich

b b b b
[l = i | [l < [l = 151
a n—oo a n—oo a a

Wegen der Monotonie von f: folgt aus |f] < || f]lo auch f: Lf] < N flloo (b — a).
2. Die Aussage ergibt sich in #hnlicher Weise aus Satz 3.6.2, angewandt auf ,,. a

Wir kommen zu zentralen Sétzen der eindimensionalen Analysis, die die Beziehung zwischen
der Differenzial- und der Integralrechnung herstellen.

Bemerkung und Definition 3.13 Wir setzen fiir allgemeine Intervalle I
R(I):={f:1—=C: fllap € Rla,b] fiir alle [a,b] C I}.

Sind f € R(I) und u,v,w € I, so gilt mit Satz 3.12.2

/uwf=[:)f+/vwf7
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zunéchst im Fall © < v < w, aber wegen der Setzung fba =— f: auch allgemein. Ist u € I
fest, so nennen wir die Funktion Vf =V, f : I — C, definiert durch

(V)(a) = /Ef (e,

die Integralfunktion von f (beziiglich u). Ist w € I, so unterscheiden sich die Funktionen
Vif und V,, f lediglich durch eine additive Konstante (genauer ist Vi, f = Vi, f + f: -

Beispiel 3.14 Sind I =R und f = 1jg o), so gilt

foxldt =z, fallsz>0

(V(Jf)(x): {fofl/’odt(), fallSJ?<O7

also Vo f =id - 1jg,oc). Man sieht: Anders als f ist Vo f stetig.

Satz 3.15 (Hauptsatz iiber Integralfunktionen) !¢

Es seien I ein Intervall, f € R(I) und u € I. Dann ist die Integralfunktion Vf = V,f
stetig auf I.\7 Auferdem gilt: Ist f stetig an der Stelle a € I, so ist V f differenzierbar an
a mit

(Vf)'(a) = f(a) .

Beweis. Es sei 2 € I beliebig. Dann existiert ein § > 0 so, dass J := I N[z — §,x + J] ein
kompaktes Intervall ist. Also ist f beschrankt auf J. Fiir h € J — z gilt dann

woesm-wn@i=| [ - [ =| [T s <ol im0 0o,

Es sei nun f stetig an der Stelle a. Dann folgt aus f:Jrh fla)dt = f(a)h

(VH)la+h) = (VI)(a)
h

~s@| =[5 [0 @] < s 17— a0

la,a+h]

fir h — 0. O

Bemerkung und Definition 3.16 Nach Satz 3.15 sind die Integralfunktionen V, f im
Falle einer stetigen Funktion f auch Stammfunktionen zu f auf I. Insbesondere existieren
also in diesem Fall Stammfunktionen. Fiir (unstetige) Regelfunktionen sind Integralfunk-
tionen im Allgemeinen keine Stammfunktionen, wie etwa Beispiel 3.14 zeigt.

16wird auch als Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung, Teil 1, bezeichnet

17Die lineare Abbildung V : R(I) — C(I) nennt man Volterra-Operator auf R(I); daher das V.
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Der folgende Satz beinhaltet das zentrale Ergebnis zur Berechnung von Integralen.

Satz 3.17 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung)
Es seien I ein Intervall und f : I — C stetig. Ist F eine Stammfunktion zu f auf I, so ist

v

/v f=F@)—F(u) =F(t)| = F|

fiir alle u,v € I.

Beweis. Da f stetig ist, ist nach Bemerkung 3.16 auch V, f eine Stammfunktion zu f auf
I. Nach Bemerkung 2.35 ist die Differenz F' — V,, f konstant auf I. Damit ergibt sich

/ f = (V) ®) = (Va)(0) — (Vif)(w) = F(v) — F(u)

fiir alle u,v € I. O

Beispiel 3.18 1. Es sei f(t) = 1/t fiir ¢ > 0. Dann ist ¢ — In(¢) eine Stammfunktion zu f
auf (0,00). Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung gilt fiir 0 < u,v <

/uv f= [j % dt = Int|, =1In(v) — In(u) .

2. Es seien a € C\{—1} und f(t) = t* fiir ¢ > 0. Dann ist ¢ — %Ht‘”‘l eine Stammfunktion
zu f auf (0,00) und folglich ist fiir 0 < u,v < oo

/v £ gt — Lta-i-l‘v — L (va-i—l _ ua+1) .
” a+1 v a+1

Im Fall Re(a) > 0 gilt dies auch fiir u = 0.

Satz 3.19 (Substitutionsregel) Fs sei I ein Intervall. Sind v : I — R stetig differen-
zierbar und f : y(I) — C stetig, so gilt fir u,v € I

/ P (1) dt = / (o' = / (())f

Beweis. Nach dem Zwischenwertsatz ist y(I) ein Intervall und damit existiert nach Bemer-
kung 3.16 eine Stammfunktion F' zu f auf y(I). AuBerdem ist Foy nach der Kettenregel eine
Stammfunktion zur auf I stetigen Funktion (fo~)~v . Nach dem Hauptsatz der Differenzial-
und Integralrechnung haben beide Integrale den Wert F(y(v)) — F(v(u)). O
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Beispiel 3.20 Mit y(¢) := 1 +t? auf R und f(s) := 1/4/s auf (0, 00) gilt nach der Substi-
tutionsregel fiir u,v € R

v t 1 v /t 1 1402 1 2
A U B e e
W VITE D 2)y A 2 e V5 u

Bemerkung 3.21 (partielle Integration) Sind f,g: I — C, ist F eine Stammfunktion
zu f und ist g differenzierbar auf I, so folgt aus der Produktregel, dass Fg eine Stamm-
funktion zu fg + Fg' auf I ist. Sind f, ¢’ stetig, so ergibt sich mit dem Hauptsatz der
Differenzial- und Integralrechnung fiir u,v € I

/ fg:Fglz—/ Fg .

Man kann also die Berechnung des Integrals [ fg auf die von [ Fg’ zuriickfiihren.

Beispiel 3.22 Fir a # —1 und u,v > 0 gilt mit partieller Integration, angewandt auf
f(t) =t* und F(t) = t*T/(a+ 1)

Y gatl 1. o+l .
Lt lntdt=a+1lnt|u—m ut dt:a+1(lnt—a7)| ,

Insbesondere ist

/lntdt:/ 1~lntdt:t(ln(t)—1)‘z.

Bemerkung 3.23 Sind X sternférmig bzgl. a und f stetig differenzierbar auf X, so ist
fiir h € X — a die Funktion f o s2*" eine Stammfunktion zu h(f’ o s27") auf X und damit

nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung (Satz 3.17)

Fla+h) = fla) + h/o F(a+th)dt.

Ist a ein innerer Punkt von X und ist f analytisch an a, so gilt nach Satz 2.33 fiir |h|
gentiigend klein

() (g
fla+h)y=>" S .

v!
v=0

Der folgende Satz, der insbesondere fiir die numerische Mathematik von groler Bedeutung
ist, kann als eine Art Briicke zwischen den beiden obigen Aussagen angesehen werden.

Satz 3.24 (Taylor)
Es seien X C K sternformig beziiglich a und n € Ny. Dann gilt fir alle (n + 1)-mal stetig
differenzierbaren Funktionen f auf X
n (v) hn+1 1
f(a—&-h)sz (a)h”+ / (1—t)"f("+1)(a+th)dt (h e X —a).
0

V! n!
v=0
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Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n. Fiir n = 0 ist die Aussage
Inhalt der Bermerkung 3.23. Gilt die Behauptung fiir n — 1 und ist f (n + 1)-mal stetig
differenzierbar, so folgt mit partieller Integration

"f [, _ "

1
—_ _ \n—1 r£(n)
flasm = _(nil)!/ou £ 10 (a0 4 th) d
hr 1—t)" 1 1 — )"
- (nl)!(_( nt) f<">(a+th)\3+h/0 a-o" nt) oD (a + th) dt
K pntl 1
= Hf(“)(a)+ — /0(1—t)”f(”+1)(a+th)dt.

Bemerkung und Definition 3.25 In der Situation von Satz 3.24 wirdf*) (a)/k! fiir k =
0,...,n der k-te Taylor-Koeffizient von f beziiglich a genannt. Das Polynom T, (f,a),
definiert durch

~ "),
)= h (h € C),
v=0
heifit das n-te Taylor-Polynom von f beziiglich a und

Rn(f,a)(h) := fla+h) = T,(f,a)(h)  (heX —a)

das n-te Restglied. Ist f sogar beliebig oft differenzierbar, so heifit die Funktionenreihe

o v

> wh” die Taylor-Reihe von f beziiglich a. Aus Satz 2.33 ergibt sich: f ist analytisch
v=0

an a genau dann, wenn f(a-+h) fiir || geniigend klein mit der Taylor-Reihe von f beziiglich

a ibereinstimmt.

Bemerkung 3.26 Sind g,w : [0,1] — R stetig und w > 0, so gilt nach Satz 3.12

1

ming - / w</ gw < maxg - / w

[0.1] [0.1] 0
Wegen fol(l —t)"dt = 1/(n + 1) ergibt sich unter den Voraussetzungen des Taylorsatzes
mit g(t) = [f"+V(a + th)| und w(t) = (1 —t)"

||n1

[f(a+h) = Tu(f;a)(R)] = [Rn(f;a)(R)] < x |fD)|

( ) [a a+h]

fiir h € X —a. Ist dabei f reellwertig, so kann man genauer zeigen ([U]), dass ein ¢ € [a, a-+h]
(abhéngig von f,a, h,n) existiert mit

hrtl
(n+1)!

Diese Darstellung des Restgliedes nennt man Lagrange-Form.

Ru(f,a)(h) = For ().
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Abbildung 4: cos und T3(cos,0) auf (—m, 7).

Beispiel 3.27 Fiir f = cos gilt T3(f,0)(h) = T2(f,0)(h) = 1 — h?/2. Wegen cos'®) = cos
folgt aus Bemerkung 3.26

h ||

<

2
cos(h) — 1+ ?’ = |Rs(f,0)(h)| < 54

(h € R).
Wir haben bisher nur Integrale auf kompakten Intervallen definiert. Wir wollen jetzt belie-
bige Intervalle betrachten — eine nicht zu unterschitzende Erweiterung.

Bemerkung und Definition 3.28 Es seien I ein Intervall und o := inf I, 8 := sup I.'®
Eine Funktion f € R(I) heiit integrierbar auf I, falls (V,, f)(a™") und (V,f)(87) fiir ein
u € I existieren. In diesem Fall existieren die beiden Grenzwerte fiir jedes v € I, und die
Differenz (Vo f)(87) — (Vi f)(a™) ist nach Bemerkung 3.13 unabhéingig von u. Die Zahl

/ = / I@d= (Vf)(E) - (Ve

heifit dann uneigentliches Integral von f auf I.!° Aus Grenzwertsitzen und Satz 3.12
folgt leicht, dass durch f +— ff+ f eine lineare und monotone Abbildung auf dem Raum
der auf I integrierbaren Funktionen definiert ist.

Bemerkung 3.29 1. Ist 5 € I, so gilt (Vo,f)(8) = (Vu.f)(87) nach dem Hauptsatz iiber
Integralfunktionen. Entsprechend ist (Vi f)(a) = (Vof)(a™) im Falle o € I. Also ist im

Falle I = [a, ]
- B
= WVaf)(B) = (Vaf)(ah) = / /,

das heif}t, ,eigentliches* und uneigentliches Integral stimmen iiberein. Daher spricht man

at

auch wieder kurz vom Integral von f und schreibt auch g statt 8~ (entsprechend fir «).

18Dabei sind o = —oco und 8 = oo sind zugelassen.

19 Ahnlich wie bei Reihen spricht man im Falle der Existenz auch davon, dass das Integral ff; f kon-
vergiert.
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2. (Erweiterter Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung) Essei f : I — C
stetig. Ist F' eine beliebige Stammfunktion zu f auf I, so ist F' — V,, f konstant auf I. Also
ist f genau dann integrierbar, wenn F'(87) und F(a™) existieren. AuBerdem gilt dann

f=F(@B")-F(a) = F@)5.

at

Beispiel 3.30 1. Fiir a € R sei fo(t) :=t~* auf I = (0, 00). Dann ist durch

F,(t) = %7 a7l
) {ln(t), a=1

eine Stammfunktion F, zu f, auf I definiert. Aulerdem erhalten wir fiir ¢ — oo

0, a>1
Fa(t)%{ “

oo, a<l

und fiir t — 0T
0, a<l1

F.(t) — {

—00, a21.

Also ist f, nach Bemerkung 3.29.2 genau dann integrierbar auf [1, c0), wenn a > 1 ist, und

in diesem Falle ist - ) .
tdt = F,(t)|7° =0 — = .
1 ()|1 1—a Cl—l

Entsprechend ist f, genau dann integrierbar auf (0, 1], wenn a < 1 ist, und dann gilt
1
1 1
t7dt = Fy(t)|, = — .
/0+ al ){0 1—-a

Hieraus folgt auch, dass f, fiir kein a € R auf (0, 00) integrierbar ist.
2. Wir betrachten f(t) = 1/v/1 — 2 auf I = (—1,1). Dann gilt arcsin’ = f auf (—1,1). Da
arcsin stetig auf [—1, 1] ist, ist f nach Bemerkung 3.29.2 integrierbar und es gilt

Yod
/ t_ arcsin(t)|1 =7
1+ V1 —t2 -1 '

Satz 3.31 (Uneigentliche partielle Integration)

Es seien I C R ein Intervall, o := infI, 8 := supl und f € C(I) sowie g € C*(I). Ist
F eine Stammfunktion zu f auf I und existieren (Fg)(87) sowie (Fg)(a™), so gilt: fg ist
genau dann integrierbar auf I, wenn Fg' integrierbar auf I ist, und in diesem Fall ist

s~ P
/ fg=Fg!a—/ Fyg'.
at at
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Beweis. Fg ist eine Stammfunktion zur (stetigen) Funktion fg + F¢’. Nach Bemerkung

3.29.2 ist fg + F¢’ integrierbar mit f L (fg+F¢g) Fg’i Ist nun etwa F'¢’ integrierbar,
so ist auch fg = (fg+ Fg') — Fg' integrierbar und es gilt

B~ P
/ fg=Fg!a—/ Fyg'.
at at

Entsprechendes gilt, falls fg integrierbar ist. a

Beispiel 3.32 (Fliche der Einheitskreisscheibe) Wir betrachten die auf [—1,1] stetigen
Funktionen f(¢) := 1 und g(t) := v/1 — t2. Dann existiert das (eigentliche) Integral f_ll fg.
Mit F(t) :=t auf [~1,1] und ¢'(t) = —t/v/1 — 2 fiir t € (—1,1) ergibt sich nach Satz 3.31
(dat?=1—(1-1t%)

/ﬂdt—tﬂ\l /

und damit

V1—t2dt
1+ \/1—t2 /1+ V1—1t2 /

dt
V1—t2dt = / =
/ 1+ V1 —t2 i

Satz 3.33 (Majorantenkriterium fiir Integrale)
Es sei I ein Intervall und o :=inf I, 8 :=supl. Ist f € R(I) und ist g integrierbar auf I
mit |f| < g, so ist auch f integrierbar auf I mit

B~ B~
‘/ f’ < / 9
at at
Beweis. Es seien F :=V, f und G := Vg fiir ein u € 1. Sind s,¢ € I mit s < t, so gilt

o -rel=| [ 1)< [1n< [9=a0-ae) 32)

und damit |F(t) — F(s)| < |G(t) — G(s)] fiir beliebige s,t € I.

Es sei nun (t,,) eine Folge in I mit 8 > ¢, — S. Dann ist |F(t,) — F(tn/)| < |G(tn) — G(tn)]
fiir n,n’ € N. Da (G(t,,)) eine Cauchyfolge ist, ist auch (F'(¢,)) eine Cauchyfolge und damit
konvergent. Hieraus ergibt sich die Existenz von F(37). Genauso sieht man, dass F(a™)
existiert. Aus (3.2) folgt dann auch |F(37) — F(a™)| < G(87) — G(a™). ]

Bemerkung und Definition 3.34 Insbesondere ergibt sich aus Satz 3.33 mit g := |f|:
Ist f € R(I) (und damit auch |f|) und ist |f| integrierbar, so ist auch f integrierbar. Ist
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| f| integrierbar, so sagen wir f sei absolut integrierbar. Wie bei Reihen gilt also: Ist f
absolut integrierbar, so ist f integrierbar. Auflerdem gilt dann nach Satz 3.33

/jfﬂs/jlﬂ-

Beispiel 3.35 Fiir a > 1 betrachten wir die Funktion f : [1,00) — R mit

f(t) := cos(t)/t* (t>1).

Es gilt | cost[t™@ <t~* fir t > 1. Da t — t~® nach Beispiel 3.30.1 integrierbar ist, folgt die
absolute Integrierbarkeit von f aus dem Majorantenkriterium (Satz 3.33). Entsprechendes
gilt fiir die Funktion ¢ — sin(t)/t* auf [1, 00).

Bemerkung 3.36 Es sei f : [1,00) — C stetig. Hat f eine beschrinkte Stammfunktion
F, soist t — f(t)/t integrierbar auf [1, c0).
Denn: Mit g(¢) = 1/t gilt (Fg)(t) = F(t)/t — 0 fiir t — co. Da F beschriinkt
ist, ist ¢ — F(¢)t~2 nach dem Majorantenkriterium integrierbar. Wegen ¢’ (t) =
—1/t? folgt die Behauptung mit Satz 3.31.

Wir betrachten f = sin. Hier ist ' = — cos eine beschrinkte Stammfunktion. Also ist
t — sin(t)/t integrierbar auf [1,00). Man kann zeigen, dass die Funktion ¢ — |sint|/t
nicht integrierbar auf [1, c0) ist ([U]). Also: Absolute Integrierbarkeit ist eine echt stiirkere
Eigenschaft als Integrierbarkeit.

Im folgenden Satz wird ein Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Reihen und der
Existenz uneigentlicher Integrale hergestellt.?’

Satz 3.37 (Integralkriterium)
Es sei f : [1,00) = R fallend und f > 0. Dann ist die Folge (s,) mit s, := > f(z/)—f1"+1 f
v=1

wachsend und beschankt mit 0 < lim s, < f(1).
Beweis. Wir setzen a,, := f(n) fir n € N. Aus a,, > f(t) > apy1 fir ¢ € [n,n + 1] folgt
Gy > f:“ f > an41 und damit
n+1
Ogan_/ fgan_a'rH»l'

Also ist
v+1

n n+1 n
sn:ZaV*/ f:Z(allf/ f)
v=1 1 v=1 v
wachsend mit 0 < s, < a1 — ap4+1 < a1. Nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen ist
(sn) konvergent mit 0 < lims,, < ay. O

20Man beachte ([U]): Monotone Funktionen sind stets in R(I).
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Beispiel 3.38 Es seien a > 0 und f(¢) := t‘“ fiir t > 1. Dann ist f fallend auf [1, 00) und

f > 0. Nach Satz 3.37 ist (s,) mit s, := Z v 1n+1 t~ konvergent und lim s,, € [0, 1]

wegen f(1) =1.Im Falla > 1 konvergleren neben (sn) auch die beiden Summandenfolgen

mit Grenzwerten [~ ¢t~ dt = 1/(a—1) und ((a) = ioz v~ Alsoist 0 < {(a)—1/(a—1) < 1.

v=1
Ist a = 1, so gilt fn+1 t=1dt = In(n + 1) und damit konvergiert

1
S"ZZ; —In(n+1).
v=1

Der Grenzwert lims,, € [0, 1] heit Euler-Mascheroni Konstante.?! Ist 0 < a < 1, so
ergibt sich entsprechend die Konvergenz von

n

n+1 l1—a

1 -1

Sp = E I/ia—/ t™dt = E Vﬁa—%.
1 —a

v=1

Satz 3.39 Die Funktion t — e 't*~1 ist fiir alle z € C absolut integrierbar auf [1,00) und
fiir Re(z) > 0 absolut integrierbar auf (0,00).

Beweis. Wir setzen f(t) := e *~! fiir t > 0. Aus t*Tle™! — 0 fiir t — oo folgt, dass t
le~*t**1| maximal auf [1, 00) wird. Also existiert eine Konstante M > 0 mit |f(t)| < M/t
fiir alle ¢ € [1,00). Aus dem Majorantenkriterium, wieder angewandt mit g(t) = 1/t2, folgt
die absolute Integrierbarkeit von f auf [1,00). Weiter gilt |f(¢)] < tRe(=)=1 fiir t € (0, 1]. Ist
Re(z) > 0, so ist t — tR(=)=1 nach Beispiel 3.30.1 integrierbar auf (0, 1]. Wieder mit dem
Majorantenkriterium ergibt sich die absolute Integrierbarkeit von f auf (0,1] und damit
auch auf (0, 00). O

Bemerkung und Definition 3.40 Es sei C; := {z € C : Re(z) > 0} die offene rechte
Halbebene. Die Funktion I' : C; — C mit

I'(z) := /000 e tt*ldt (Re(z) > 0)

+

heifit (Eulersche) Gammafunktion. Durch uneigentliche partielle Integration erhélt man

I(z+1) =2 -T(2) (Re(z) > 0) . (3.3)
Speziell gilt ['(1) = [;° e dt = —e~*|;” = 1, woraus sich wiederum mit (3.3) induktiv
I'(n) = (n—1)!

fiir alle n € N ergibt. Die Gammafunktion ,,interpoliert* also die Fakultiten; man kann die
Werte I'(z) als verallgemeinerte Fakultéten auffassen.

217Zur Bedeutung siche etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Euler-Mascheroni-Konstante.
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4 Mehrdimensionale Differenzialrechnung

Wir wollen jetzt Ableitungen fiir Funktionen mehrerer, meist reeller Variablen definieren
und untersuchen. Dazu betrachten wir zunéchst allgemeiner Banachrdume V, F {iber K und
Abbildungen f : X — E, wobei X C V. Ist V' ein normierter Raum iiber K mit Norm
|-]=1]"|v so schreiben wir

B:=By:={zeV:|z|ly <1}.

Ist V' ein Banachraum und die Norm von einem Skalarprodukt (-, --) auf V' induziert (d. h.

|- = (), so nennt man V = (V, (-,-)) einen Hilbertraum. Von zentraler Bedeutung

ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (siehe Lineare Algebra), also

(w0 <ful- o] (w0 € V).

Bemerkung und Definition 4.1 Esa seien V, E normierte Ridume. Eine lineare Abbil-
dung A : V — FE heifit beschriinkt, falls A|p, beschrinkt ist. Wir schreiben L(V, E) fiir
den Raum der beschrinkten linearen Abbildungen von V nach E. Auflerdem schreiben wir
bei linearen Abbildungen oft kurz Az := A(z). Indem man A mit A|p, identifiziert, kann
man L(V, E) als Unterraum von B(By, E) auffassen®? und dann ist durch

[All:= sup |Az| = [|Alpy [lo
xEBy

eine Norm auf L(V, E) gegeben. Man nennt | - || die Operatornorm auf L(V, E).

Satz 4.2 FEs seien V,W, E normierte Raiime und A € L(V,E), B € L(E,W).
1. Firx eV ist |Az| < ||A| - |x].%

2. Mit BA:= Bo A gilt |BA| < |B| - | All.

Beweis. 1. Ohne Einschrinkung sei « # 0. Dann gilt
x x

Ae) = [A(lel )| = Jof |A( )| < 141 - Jal.
|| ||

2. Nach 1. gilt |BAz| < || B|| - |Az| < ||B]| - |A]l fiir 2| < 1. 0

Im Weiteren seinen V, W, F stets Banachrdume iiber (dem gleichen) K, wenn nicht anderes
gesagt ist.

Sind X CV,ae€ X' und f: X — F, so sagen wir f sei lokal beschrinkt an a, falls
M, § > 0 existieren mit |f(z)| < M fiir alle x € X mit 0 < |z — a|] < §. Weiter sagen wir f
sei abklingend an a, falls zu jedem € > 0 ein 0 > 0 existiert mit |f(z)| < e fiir alle z € X
mit 0 < |z —a| < §.24

22Dabei ist B(M, E) der Raum der beschréinkten Funktionen von M nach E.

23Dies zeigt, dass beschrinkte lineare Abbildungen stetig sind. Man sieht leicht, dass tatsichlich Stetigkeit
dquivalent zu Beschréanktheit ist.

241st ¢ € E, so schreiben wir kurz f(z) — c fiir * — a, falls f — c abklingend an a ist.
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Bemerkung und Definition 4.3 Es seien X C V und f: X — E.

1. Ist a € X°, also a innerer Punkt von X, so heifit f (Fréchet-)differenzierbar an der
Stelle a, falls ein A = Ay, € L(V, E) und eine an 0 abklingende Funktion e = ¢y, : X, :=
(X —a) \ {0} — E existieren mit

(1af)(h) = fla+h) = fla) = Ah+ |h| - (h) (h € Xa),

mit anderen Worten, falls | - |7!(7,f — A) abklingend an 0 ist (vgl. Satz 2.5, affin-lineare
Approximation). Man sieht leicht, dass A im Falle der Differenzierbarkeit von f an a
eindeutig bestimmt ist. Man nennt A die (Fréchet-)Ableitung von f an a und schreibt
f'(a) := A. Dabei ist zu beachten, dass man im schon in Satz 2.5 betrachteten skalaren
Fall V = K und EF = C (als Vektorraum iiber K) die Konstante ¢ € C mit der linearen
Abbildung A : K — C, definiert durch Ah := h - ¢, identifiziert (also ¢ = Al).

2. Ist X offen und ist f differenzierbar an allen Stellen a € X, so heifit f kurz differenzier-
bar (auf X). Die dann definierte Abbildung f': X — L(V, E) mit heifit Ableitung von f
(auf X).25 Ist f': X — L(V, E) (wobei L(V, E) mit der Operatornorm versehen ist) stetig,
so sagen wir, f sei stetig differenzierbar. Im Falle K = R schreiben wir C1(X, E) fiir die
Menge aller stetig differenzierbaren f: X — E und C'(X) := C}(X,C) = C'(X,R?).

Beispiel 4.4 1. (affin-lineare Abbildungen) Esseien A € L(V,E)undc€ E. Ist f : V — E
definiert durch f(x) := Ax + ¢, so ist f'(x)h = Ah fiir alle z,h € V, also kurz f'(z) = A
firallez € V.

2. (quadratische Formen) Es seien V ein reeller Hilbertraum und A € L(V) := L(V, V). Ist
f:V — R definiert durch f(z) := (x, Az), so gilt fir x,h € V

(12f)(h) = {(x + h, A(x + h)) — (z, Az) = (x, Ah) + (h, Az) + (h, Ah).

Mit e(h) = (h,Ah)/|h| fir h # 0 gilt |e(h)] < |Ah| < ||A]l - |h| nach der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung. Also ist £ abklingend an 0. Da

h— (xz, Ah) + (h, Az) € L(V,R)
ist, folgt f'(x)h = (x, Ah) + (h, Az) fir x,h € V, also kurz

fll@) = (2, A) + (,Az)  (z€V).

Satz 4.5 Fs seien X CV, a € X° und f: X — E differenzierbar an a. Dann gilt
1. |- |7t7of ist lokal beschrinkt an O und f ist stetig an a.

2. (Linearitdt der Ableitung): Sind g : X — E differenzierbar an a und A € K, so
ist auch A\f + g differenzierbar an a mit (\f + g)'(a) = Af'(a) + ¢'(a).

3. (Kettenregel) Ist g: Y — W mit f(X) CY C FE differenzierbar an f(a), so ist go f
differenzierbar an a mit (go f) (a) = (¢'(f(a))f'(a).
25Weitere Schreibweisen sind wieder D f oder df oder auch df /dz.
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Beweis. 1. Nach Voraussetzung ist € = €7, abklingend an a. Wegen

A1 raf (M) < le(h)| + R 71 AR < |e(h)] + Al (h € Xa)

ist |- |17, f lokal beschrinkt an 0, also 7, f abklingend an 0 und damit f stetig an a.

2. Die Funktion
|- [T TaM +9) = Af'(a) = g'(@)) = Al - |7 (7af = f(@) + |- | (ag — ¢'(a))

ist abklingend an 0.
3. Es sei zuéichst speziell a = 0, f(0) = 0 und = g(0) = 0. Dann ist mit € := €4 und
e(0):=0

[fl(eo f)+g'(0)(f — f/(0)) =go f—g'(0)f(0).
Da ¢ o f sowie | - |71(f — f’(0)) abklingend an 0 sind und | - |~* f nach 1. lokal beschrinkt
an 0 ist, ist |- |7(go f — ¢’(0)f'(0)) abklingend an 0. Also ist (g o f)’(0) = ¢’(0)f"(0). Der
allgemeine Fall ergibt sich daraus mit 7¢q)g 0 7.f = Ta(g © f). o

Bemerkung und Definition 4.6 Es sei nun K = R. Ein Vektor v € V* nennen wir eine
Richtung in V. Fiir ¢ € V ist dann a + Rv die Gerade durch den Punkt a in Richtung
des Vektors v. Ist X C V und f: X — FE differenzierbar an a, so gilt fiir ¢ € R* geniigend

klein
| Taf(tv)
t

o)) = l';'mf C @)t =0 (£ 0)

und damit

et 1@ _ 2l | payw) @0,

Allgemein heifit f richtungsdifferenzierbar an der Stelle a € X in Richtung v, falls

_of o . fla+tv) = f(a)
= 3 (a) := Dy f(a) := }g% "

Oy f(a)

existiert. In diesem Fall heifit Oy f(a) die Richtungsableitung oder auch Gateaux-
Ableitung von f an der Stelle a in Richtung v. Die obige Uberlegung zeigt, dass aus
der Differenzierbarkeit von f an a insbesondere die Differenzierbarkeit in alle Richtungen
v folgt, und dass dann

Oy f(a) = f'(a)v (4.1)
gilt. Ist speziell V = R% und v = e®) der k-te Einheitsvektor, so sagt man auch, f sei
partiell differenzierbar an a nach der k-ten Variablen. Dann schreiben wir auch 0 f(a)
statt Ogr) f(a) und sprechen von der partiellen Ableitung von f an a nach der k-ten
Variablen. Hier ist Oy f ist die Ableitung der Funktion zy — f(x1,...,2k,...,z4) bei fest-
gehaltenen Variablen xy,...,2x_1 und op41,...,74.2% Die Definition zeigt, dass im Falle

26Im Falle d = 2 schreibt man fiir die Variablen traditionell oft (z,y) statt (z1,z2). In diesem Falle
spricht man von den partiellen Ableitungen nach = bzw. y und schreibt auch 0f/0x oder f. sowie 0f/dy
oder fy. Entsprechend schreibt man im Falle d = 3 oft (z,y, z) statt (z1,z2,23) und 0f/0z, f /0y sowie
0f/0z beziehungsweise fz, fy, f=.
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und E = K (als R-Vektorraum) Richtungs- und partielle Ableitungen nichts anderes als
Ableitungen von Funktionen einer reellen Variable sind. Folglich stehen damit die Re-
chenregeln und Ergebnisse der eindimensionalen Differenzialrechnung zur Verfiigung. Ist
E=K"und ist f = (fi,...,fm) (also f; die j-te Komponentenfunktion von f), so ist

avf = (8vf17"’7avf’m)—r'

Beispiel 4.7 1. Es sei f : R? — R definiert durch f(z,y) = 22 + y fiir (x,y) € R?. Dann
gilt fiir v = (vy,v2) und a = (0,0)

f(t(vr,v)) =t?vi+tv,  (tER).

und damit

t20? + ¢
(0,0) = va(0,0)> = lim Poitiv

—0 t

o 10.0) = (5
Fiir (z,y) € R? sind
1) (= G ) = Bt ) =20

und

0t (= ) = o) = 1.

2. Es sei f: R® — R definiert durch f(z,y,2) = zy?23 fiir (2,9,2) € R3. Dann gilt fiir
(z,y,2) €R®

alf(xayvz) (:%(xvyvz) = fx(x,y,z)> = y223
ouf@ys) (=%@us) = Law) = 2

a?)f(xayvz) (: %(1’,:%2) = fz(xvyvz)> = 31'2/222 .

Bemerkung und Definition 4.8 Es seien X C R%, a € X und f : X — R™. Ist f an
a partiell differenzierbar nach allen Variablen, so heifit die Matrix Jf(a) € R™*¢ deren
k-te Spalte aus dem Vektor O f(a) besteht, die Jacobi-Matrix von f an a. Ist speziell
m =1, so ist die Jacobi-Matrix der (Zeilen-)vektor (01 f(a),...,dqf(a)). Dann nennt man
den Spaltenvektor

Vf(a) == gradf(a) := (01 f(a),...,0af(a))" = (Jf)  (a)

Gradient von f an a.?” Es gilt also: Ist f = (fi,..., f4) mit den Komponentenfunktionen
fi + X = R, so ist die j-te Zeile von J f(a) der (transponierte) Gradient von f; und

Jf(a) = Ok fj(a))jh-

27"Wir werden im Weiteren Spaltenvektoren meistens wieder als Zeilenvektoren schreiben, was immer

dann egal ist, wenn wir keine Matrizenarithmetik betreiben.
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Ist f sogar differenzierbar an a, so gilt nach (4.1)
O fla) = f@e®  (k=1,...d
und damit ist Jf(a) die Matrix, die die lineare Abbildung f’(a) in der Standardbasis

darstellt, also

f'(a) = (h = Jf(a)h).
AuBlerdem gilt dann, wieder nach (4.1),

O fla) = Jf(a)v

fiir alle Richtungen v.

Satz 4.9 Es seien X C R, a € X° und f : X — R™ so, dass Jf auf einer Umgebung
U von a ezistiert. Sind alle O f; : U — R stetig an a, so ist f differenzierbar an a mit

f'(a) = (h = Jf(a)h).

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen wir a = 0 und f(0) = 0 annehmen (der allgemeine
Fall ergibt sich wieder mit 7, f statt f). Weiterhin setzen wir m = 1 voraus, also f reell-
wertig. Den Fall R kann man durch Betrachtung der Komponentenfunktionen fi, ..., fy
von f darauf zuriickfithren.

Ist € > 0, so existiert ein § > 0 mit ‘8kf(x) - 8kf(0)| < g/d fur alle x € Us(0) und
k=1,...,d Fiir 0 < |h| < § setzen wir h(®) := 0 und

AR = pE=D L e = (hy, .. he,0,...,0)  (k=1,...,d).
Dann ist(Teleskopsumme)

d
F) =" (F(h*)) = f(rE=1)).

k=1

Wegen |h(®)| < |n| < § ist gy : [0,1] — R mit g (¢) := f(h*~Y 4 thye®) fiir t € [0, 1] nach
der Definition partieller Ableitungen differenzierbar mit ¢/(t) = 9 f(h*=1 + thye®))hy.
Nach dem Mittelwertsatz existiert zu jedem k ein 74, € (0,1) mit

FE) = f(*Y) = ¢/ () = O f (€™,
wobei £*) := =1 4 7 he® . Also folgt wegen £F) € Us(0)

d
£ = VO Al < 3T A0 = F(BET) = 00 f(0) - b
kzl 6 )
= 2 (0fE™) = 0 s O) el <5 3 Ihel < elhl
k=1 k=1

und damit ist f differenzierbar an a mit Ableitung h +— V f(0) T h. O
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Bemerkung 4.10 Indem man die Matrix A € R™*¢ mit der linearen Abbildung h — Ah

R™*4 mit der Operatornorm versehen. Ist X C R? und

identifiziert, kann man den Raum
ist g = (gjx) : X — R™*? eine matrixwertige Funktion, so ist g genau dann stetig an
a, wenn alle g;j; : X — R stetig sind ([U]). Mit Satz 4.9 sieht man: Ist X offen, so ist
f: X — R™ stetig differenzierbar (also f € C*(X,R™)) genau dann wenn alle partiellen

Ableitungen Oy f; stetig auf X sind.

Beispiel 4.11 1. Es sei f : R? — R definiert durch f(z,y) = eV’ fiir z,y € R. Dann sind
die partiellen Ableitungen

Orf(x,y) =y*e™ und Ouf(x,y) = 2wye™

stetig auf R2. Also ist f nach Bemerkung 4.10 (stetig) differenzierbar auf R2.
2. Es sei f : R? — R definiert durch

LY

f(x’y) — mv (iE?y) 7é (070) )
0, (m,y) = (070)
Dann gilt fiir (z,y) # (0,0)
oy 2ty y
81f(l',y) - 72 +y2 - (1,2 +y2)2 - (Z2 +y2)2 (y2 - .%‘2)
und )
Oaf(w,y) = — M —_—_Y

22 + 32 o (22 + 12)? (22 + 32)2
Aus f(t,0) = f(0,t) = 0 fir alle t € R folgt 91 £(0,0) = d2f(0,0) = 0. Also existieren die
partiellen Ableitungen in allen Punkten (x,y). Die Funktion f ist allerdings nicht stetig an
der Stelle (0,0), denn fiir ¢ € R* gilt

Ft)=1/251/240=f(0,0) (n— o).

Man beachte, dass die partiellen Ableitungen an a = (0,0) nicht stetig sind. Das Bei-
spiel zeigt, dass die Existenz der partiellen Ableitungen auf einer Umgebung von a im
Allgemeinen noch nicht die Stetigkeit von f an a impliziert (und damit auch nicht die
Differenzierbarkeit).

Satz 4.12 FEs seien V ein Banachraum dber R, X C V offen und a,b € V mit [a,b] C X.

1. (Mittelwertsatz) Ist f : X — R differenzierbar, so existiert ein & € (a,b) mit
fb) = fla) = f(E)(b - a).

2. (Schrankensatz) Ist E ein Hilbertraum und ist f : X — E differenzierbar, so
existiert ein & € (a,b) mit

£ (®) = f@)] < | Il - Ib—al .
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Beweis. Es sei s := s°, also s(t) := a + t(b — a) fiir t € [0,1]. Nach Beispiel 4.4.1 gilt
s'(t)h = h(b—a) fir t € [0,1], h € R und damit nach der Kettenregel
(fos)®h=f(s)h(b—a)  (t€0,1], heR).
1. Ist f: X — R, so existiert nach dem skalaren Mittelwertsatz (Satz 2.19) ein 7 € (0, 1)
mit
f) = fla) = (fos)(1) = (fos)(0) = (fos)(r)L=f(s(7))(b—a)
Also folgt 1. mit £ := s(7).
2. Ohne Einschriankung sei ¢ := f(b)— f(a) # 0. Wir betrachten ¢ : E — R mit ¢y := (y, c).
Dann ist ¢ linear und nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt ||¢|| < |¢|, also
¢ € L(E,R). Wegen pc = |c|? ist genauer ||¢|| = |¢|. Wieder mit Beispiel 4.4.1. ist zudem
¢ (y) =@ fiir alle y € E, also p o f : X — R nach der Kettenregel differenzierbar mit
(pof)(x)=of(z) (x€X).

Nach 1. existiert ein £ € (a,b) mit

e = pe=(po £)(b) = (po flla) = ¢f ()b —a) < [l - I ©)] - b —al.

Wegen ||¢|| = || ergibt sich die Behauptung nach Division durch |¢|. m|

Bemerkung 4.13 Ist X C V offen und ist f : X — R stetig differenzierbar, so existiert
nach dem Mittelwertsatz und (4.1) fiir @ € X, jede Richtung v mit |v| = 1 und ¢ gentigend
klein ein & € (x,z + tv) so, dass

fla+tv) = fla) =tf'(§)v = tf'(a)v =t f(a) (4.2)
Ist nun V = RY, so gilt 0, f(a) = Jf(a)v = (Vf) T (a)v (sieche Bemerkung 4.8) und nach
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung |(Vf) T (a)v| < |V f(a)] fiir |[v| = 1, also
—|Vf(a)| < 0vf(a) < [Vf(a)l.
Ist Vf(a) # 0, so nennt man v* := Vf(a)/|V f(a)| die Gradientenrichtung von f an a.
Hier gilt 01y~ f(a) = £|V f(a)|, also

Oy~ f(a) = ax Ovf(a) und O_y«f(a) = llr‘ﬂl:n1 v f(a).

vl

Angesichts von (4.2) kann man daher die Gradientenrichtung als Richtung des steilsten
Anstiegs von f an a und die negative Gradientenrichtung als Richtung des steilsten Abstiegs
von f an a ansehen. Auflerdem gilt fiir v L v*

dvf(a) =0,

d. h. die Richtungsableitungen der zur Gradientenrichtung senkrechten Richtungen ver-
schwinden.
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M=

Beispiel 4.14 Es sei f:RY 5 Rmit f(z) =2"z = ) 22 = |2/ fiir z € R% Dann gilt

k

Il
-

Vi(x)=2x (x € RY).

Fiir « # 0 ist v* = z/|z| Richtung des steilsten Anstiegs von f an z.

N N
\\\\\ ) ’u'.'!’

Abbildung 5: f(z) = f(z1,22) = 2% + 22 fiir [z] < 1

Wir beschéftigen uns nun mit Ableitungen héherer Ordnung.

Bemerkung und Definition 4.15 Es seien V, E reelle Banachrdaume, X C V offen und
f:X — E.Sind v und v(¥ v(?) . Richtungen in V, so definiert man 0%f := f und
damit induktiv (soweit existent!)

8V(n) e 6v<1>f = 8v(n) (6‘,(”71) P 8v<1>f).

Fir v») = ... = v(" =: v schreibt man kurz 97 f und spricht dann von der Rich-
tungsableitung der Ordnung n von f in Richtung v. Sind speziell V. = R¢ und
v =eF) v =elkn) 5o schreibt man

o f

O+ O oder

oder fu, . .z,

an Stelle von O, () . ..0,q) f und spricht von den partiellen Ableitungen der Ordnung
n. Fiir ky = ... =k, =: k schreibt man kurz 07 f bzw. 9" f/0x7 (und 00 f := f).
Beispiel 4.16 Es sei f : R? — R definiert durch f(z,y) = 2%y fiir x,y € R. Dann gilt

alf(x’y>:fm(x7y) = 2xy
duof(w,y) = fy(z,y) = 2°
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und

a%f(may) = feu(z,y) = 2y
aQBIf(x7y> = fzy(m7y) = 2z = alan(x7y)
a%f(l‘,y):fyy(l‘,y) = 0.

Weiter erhalten wir etwa

a18281.][.(‘r7 y) =2= 82812f(z7y)

In Beispiel 4.16 ist es so, dass die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen gebildet
werden, vertauscht werden kann. Allgemein gilt

Satz 4.17 (Schwarz)

Es seien X CRY, a € X° und j,k € {1,...,d}. Weiter sei f : X — R™ so, dass O f, 0, f
und 0r0; f auf einer Umgebung U von a exzistieren. Ist 0,0;f stetig an der Stelle a € X,
so existiert auch 0;0k f(a) und es gilt

0,0 f(a) = 0;0kf(a) .

Beweis. Es reicht, die Behauptung fiir m = 1 zu beweisen (der allgemeine Fall ergibt
sich durch Anwendung auf die Komponentenfunktionen). Ohne Einschrinkung kénnen wir
zudem d = 2, j =1, k = 2 sowie a = (0,0) annehmen.

Zunéchst existiert ein R > 0 so, dass (x,y) € U fir z,y € R mit 0 < |z|,|y| < R. Fur
solche (z,y) sei

A(xay) = f(‘r’y) - f(x,O) - f(ovy) +f(070) = g(m,y) _g(ovy)

mit g(z,y) := f(z,y) — f(x,0). Zwei Anwendungen des Mittelwertsatzes zeigen, dass ein
§=¢(z,y) € (0,

Alz,y) = 0g(&y) o = [01f(&y) —01f(§,0)] -2 =001 f(§m) - x-y .

Nun sei € > 0 gegeben. Da 920; f stetig an (0, 0) ist, existiert ein 0 < §(< R) so, dass fur
alle u,v € R mit |u| < 6 und |v| < 6

x) und ein n = n(z,y) € (0,y) existieren mit

|8281f(u,v) — 8261f(0, 0)| <e€
gilt. Also erhalten wir fiir 0 < |z|,|y| < ¢

M — 8281f(0,0) <e€.

Ty
Beachtet man, dass bei festem x

lim A($, y) _ 82f(l', 0) - an(Ovo)
y—0 Ty o x




4 MEHRDIMENSIONALE DIFFERENZIALRECHNUNG 47

gilt, so erhélt man auch

agf(l', O) — 62f(070)

T

—0:0:f(0,0)| <¢

fir alle z mit 0 < |z| < §. Da € > 0 beliebig war, existiert 9192(0,0) und es gilt
91021(0,0) = 9201 f(0,0). =

Bemerkung 4.18 Die Aussage des Satzes 4.17 wird im Allgemeinen falsch, wenn man auf
die Voraussetzung der Stetigkeit der partiellen Ableitung 0,0;f an a verzichtet. Ist etwa
f :R? = R definiert durch

fo o | TR T @0 £ 00)

0, (z,y) = (0,0)

(vgl. Beispiel 4.11.2), so kann man zeigen ([U]): Alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
existieren auf R?, aber es gilt 9,9, f(0,0) = 1 und 9,92 £(0,0) = —1.

Abbildung 6: f(z,y) fir |z|, |y| <1

Bemerkung und Definition 4.19 1. Sind X C R? offen und n € Ny, so bezeichnen wir
mit C"(X,R™) die Menge aller Funktionen f : X — R™ mit der Eigenschaft, dass alle
partiellen Ableitungen der Ordnung < n auf X existieren und dort stetig sind.?® AuBerdem
setzen wir C°(X,R™) := (), .y C™"(X,R™) und C"(X) := C™(X,C) = C'(X,R?). Durch
mehrfache Anwendung des Satzes von Schwarz (Satz 4.17) sicht man: Ist f € C™(X,R™)
und sind kq,...,k, € {1,...,d}, so gilt fiir jede Permutation o : {1,...,n} — {1,...,n}:

Ok, - O, f = 8,%(”) .. .6ka(1)f )

d. h. die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen Oy, , ..., 0k, gebildet werden, spielt
keine Rolle.

28Nach Bemerkung 4.10 stimmt dies fiir n = 1 mit der alten Definition iiberein.
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2. Nach (4.1) gilt im Falle f € C1(X,R™)

d d
0y f(x) =0 f(z) = fl(x)v=> wef'(2)e®™ =D wdpf(x) (z€X).
k=1 k=1
Wir zeigen, dass man fiir beliebiges n die Richtungsableitungen 97 f durch die partiellen
Ableitungen der Ordnung n von f ausdriicken kann. Dazu setzen wir fiir @ = (a1,...,qq) €

N¢ und h = (hq,...,hq) € R?

d

d d
al =] e, oy == ok, 9 =0pt- 0y, B =] Apn
k=1 k=1

k=1

Satz 4.20 Es seien X C R? offen und f € C"(X,R™). Dann ist O1f stetig fir alle
Richtungen v = (v1,...,vq4) mit

1
onf = > Uk, Ok Ok Oy f) =m0 PARCANE

(1, kn)€{1,...,d}" )y =n

Beweis. 1. Wir beweisen den ersten Teil per Induktion nach n.

Fiir n = 1 entspricht die Behauptung (4.1) (siehe Bemerkung und Definition 4.19).
n—n+1: Es sei f € C"1(X,R™) gegeben. Nach Induktionsvoraussetzung ist 97 Line-
arkombination der partiellen Ableitungen der Ordnung n von f, also o7 f € C*(X,R™).
Wieder mit der Induktionsvoraussetzung und mit (4.1) ergibt sich

N (@) = 0u(@yf) (@) = (00f)(z) v

d d
Z Z Vg ** Vky, -vkn+18kn+1(8kn 8klf)($) (LL' S X)

Eng1=1k1,....kn=1

Damit ist 9771 f stetig und die erste Gleichung gilt fiir n + 1.

2. Nach Bemerkung und Definition 4.19 kann man die Reihenfolgen der partiellen Ableitun-
gen in der ersten Summe beliebig permutieren. Da al,”i'ad, Tupel (k1,...,kn) € {1,...,d}"
existieren, bei denen die Zahl j € {1,...,d} genau a;-mal vorkommt,?? ergibt sich auch
die zweite Gleichung, also (ausgeschrieben)

!
Bf@)= D2 O 0 ) (weX).

lali=n

Bemerkung und Definition 4.21 Fiir f € C?(X,R) heifit die Matrix

(Hf)(x) = IV f(x) = (0D (@), 4 € R

29Multinomialkoeffizient; siche etwa https://de.wikipedia.org/wiki/Multinomialkoeffizient.
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die Hesse-Matrix von f an der Stelle . Nach dem Satz von Schwarz (Satz 4.17) ist die
Hesse-Matrix H f(x) fiir alle 2 € X symmetrisch.?’ und nach Satz 4.20 gilt

0% f(x) = Z vk (k0 f) () = v (Hf)(x)v.

d
J,k=1

Bemerkung und Definition 4.22 Sind X C R? offen, a € X und f € C"(X), so nennt
man

Tu(h) = To(f.a)(h) == > aa;;(“) =33 3a£|(“)ha (h € RY)
ladisn n=0 lal=p

n-tes Taylor-Polynom von f beziiglich a.?' Fiir v # 0 ist nach Satz 4.20

n

1
Tu(fya)(v) = > 04 f (@).
n=0
Sind f € C"*1(X) und I D [0, 1] ein offenes Intervall mit a + Iv C X, so betrachten wir
die Funktion g : I — C, definiert durch

g(t) == fla+tv) (tel).

Aus der Definition der Richtungsableitungen ergibt sich g(¥)(t) = 0% f(a+tv) fiir t € I und
k < n+ 1. Durch Anwendung des Satzes von Taylor (Satz 3.24) auf die Funktion ¢g (mit
a=0und h = 1) folgt

1 1
fla+v)=T,(f,a)(v)+ E/ (1 —t)"0n T f(a + tv)dt (4.3)
- Jo
(Taylorformel fiir Richtungen). Ist f reellwertig, so existiert zudem nach Bemerkung
3.26 ein £ € [a,a + V] so, dass
I 1

(1—8)"00 f(a+tv)dt = onTLE(€)

n! Jo (n+1)!7

(Lagrangeform des Restgliedes). Im Fall n = 0 ergibt sich die Existenz eines £ €
[a,a + v] so, dass

fla+v) = fla) + 0 f(§) = f(a) + (V) (&),
also wieder die Aussage des Mittelwertsatzes, und fiir n = 1 die Existenz eines { € [a, a+ V]
mit
Flatv) = (@) + (o) + 5031(6) = fla) + (V) (a)v+ 3v HFEv.  (44)

30 A € R¥%d heifit symmetrisch, falls A = AT gilt.
317, ist ein Polynom in den d Variablen h1,...,hg vom Grad < n.
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Satz 4.23 (Taylor)
Es seien X C R? sternformig, n € Ng und f € C"TY(X,R). Dann existiert zu jedem a € X
und jedem h € X —a ein & € [a,a+ h] so, dass

fla+h)=T,(f,a)(h)+ > 60‘%!(5) he.

||y =n+1

Beweis. Ohne Einschrankung sei h # 0. Dann ergibt sich die Behauptung aus der Taylor-
formel fiir Richtungen mit Lagrange Restglied und Satz 4.20. O

Als wesentliche Anwendung der Taylorformel (4.4) werden wir ein hinreichendes Kriterium

fiir lokale Extrema herleiten. Zun#chst formulieren wir ein einfaches notwendiges Kriterium.

Definition 4.24 Sind X C V und f : X — F differenzierbar an ¢ € X, so heifit a
reguliire Stelle, falls f'(a) surjektiv ist. Ist f/(a) nicht surjekiv, so heifit a kritisch (oder
singulir). Im Falle V = R? und F = R ist a genau dann kritisch, wenn V f(a) = 0 gilt.

Satz 4.25 Es seien X C R? und a ein innerer Punkt von X. Ist f : X — R differenzierbar
an a und ist a eine Extremstelle von f, so ist a ein kritische Stelle.

Beweis. Es sei k € {1,...,d}. Ist I ein offenes Intervall mit 0 € I und a + Ie®™ ¢ X, und
ist g : I — R definiert durch gy (t) := f(a + te®)) fiir t € I, so ist 0 Extremstelle von gj.
Nach Satz 2.16 gilt 0 = ¢.(0) = 9 f(a). O

Beispiel 4.26 1. Es sei f : R? — R mit

flay) =2 +y°

fiir z,y € R. Dann hat f an (0, 0) ein (offenbar sogar globales) Minimum. Es gilt V f(x,y) =
(2z,2y), also tatséichlich V £(0,0) = 0.
2. Es sei f: R? —» R mit

fla,y) =% —y?

fir ,y € R. Dann gilt Vf(z,y) = (2z,—2y), also Vf(0,0) = (0,0). Allerdings ist (0,0)
keine Extremstelle von f.

Das zweite Beispiel zeigt, dass auch im Hoherdimensionalen an kritischen Stellen im Allge-
meinen keine Extremstellen vorliegen. Um auf Extremstellen schlieflen zu kénnen, bedarf es
sogenannter Kriterien zweiter Ordnung, also Kriterien, die die Hesse-Matrix einbeziehen.
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Abbildung 7: f(z,y) = 2% — y? fiir |z|,|y| < 1

Bemerkung und Definition 4.27 Ist A € R?? symmetrisch, so heiit A
1. positiv (semi-)definit, falls v Av > 0 (> 0) fiir alle Richtungen v gilt,
2. negativ (semi-)definit, falls — A positiv (semi-)definit ist,
3. indefinit, falls A weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Fiir symmetrische A = (a;);x=12 € R**? gilt ([U]): A ist genau dann positiv (bzw.
negativ) definit, wenn det(A) > 0 und a1,1 > 0 (bzw. a11 < 0) gilt. Entsprechend ist A
genau dann positiv (bzw. negativ) semidefinit, wenn det(A) > 0 und a1,1,a22 > 0 (bzw.
< 0) gilt.

Bemerkung 4.28 Wir setzen
Sl = {veR?: |v|=1}

(die (d — 1)-dimensionale Einheitssphiire). Dann ist S~! beschrinkt und abgeschlossen,
also kompakt nach dem Satz von Heine-Borel. Ist A € R%¥¢ so die Funktion h — h' Ah

stetig auf R? (da sogar differenzierbar nach Beispiel 4.4.2). Damit existieren midn1 v Av
veSsd-

und max, v Av. AuBierdem folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
veseT

v Av| < ||A]] (vesity.

Ist A symmetrisch, und ist 0(A) die Menge der Eigenwerte von A (das Spektrum von A),
So ist

min v'Av = min o(A) =: Ain und max v' Av = max o(A) =: Anax
vesd—1 vesda-1

(siehe Lineare Algebra). Insbesondere folgt daraus: A ist genau dann positiv (semi-)definit,
wenn Apin > 0 (> 0) gilt und genau dann negativ (semi-)definit wenn Apax < 0 (< 0) gilt.
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Wir zeigen folgende, fiir die mehrdimensionale Optimierung zentrale Erweiterung des Satzes
2.30:

Satz 4.29 Es seien X C R? offen, f € C*(X,R) und a € X ein kritischer Punkt von f.
Dann gilt

1. Ist H f(a) positiv definit, so ist a eine strikte Minimalstelle.
2. Ist a eine Minimalstelle, so ist H f(a) positiv semidefinit.

Entsprechende Aussagen gelten mit negativ definit statt positiv definit und Mazimalstelle
statt Minimalstelle.

Beweis. 1. Es sei A := H f(a) positiv definit. Dann ist ¢ := min vTAv > 0 und
vesd—

h'Ah = |hP(h/|b])TA(R/|B]) > clh? (b #0).

Nach Bemerkung 4.10 ist Hf : X — (R |- |) wegen f € C?*(X,R) stetig. Daher
existiert ein 6 > 0 mit ||H f(x) — A|| < ¢ fiir € Us(a), also mit der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

T (Hf(x) — AB] < BRI F(z) — Al < clil® (0 € Us(a), b #0).
Ist h € Us(a) \ {0}, so existiert nach (4.4) wegen Vf(a) =0 ein & € [a,a + h] C Us(a) mit
2(f(a+h) — f(a)) = h"Hf(E)h = h" Ah+ hT (Hf(€) — A)h > c[h®| = c|h* =0,

also f(a+h) > f(a).

2. Es sei v eine Richtung. Ist I ein offenes Intervall mit 0 € I und a + Iv C X, und ist
g : I — R definiert durch g(t) := f(a + tv) (t € I), so ist g € C%(I,R) nach Bemerkung
4.22 mit ¢”(0) = 92f(a) = v Av. AuBerdem ist 0 Minimalstelle von g und damit keine
strikte Maximalstelle, also v Av = ¢’ (0) > 0 nach Satz 2.30.

3. Die Aussagen fiir Maximalstellen ergeben sich durch Betrachtung von —f. |

Beispiel 4.30 1. Ist f(z,y) = 2% + 42 fiir 2,y € R (vgl. Beispiel 4.26.1), so gilt

Hf(z,y) = ( (2) (2) )

also ist H f stets positiv definit. Insbesondere ist (0,0) eine strikte Minimalstelle.
2. Ist f(z,y) = 2? — y? fiir 2,y € R (vgl. Beispiel 4.26.2) so gilt

Hf(z,y)= ( (2) _02 ) .
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Hier ist H f stets indefinit. Also hat f nach Satz 4.29 keine lokalen Extrema. Die kritische
Stelle (0,0) ist ein sogenannter Sattelpunkt (siche Abbildung 7)
3. Es sei f: R? — R definiert durch f(z,y) = 22% — 322 + 23 + 3y® (2,y € R). Dann gilt

Vi(@,y) = (6(z* —2), 6(y* +y)) = (0,0)
genau dann, wenn z € {0,1} und y € {0, —1}. Also haben wir die kritischen Stellen

(070) ’ (07 _1> ’ (LO) ) (17 _1) .

120—-6 0
Hf@y) = ( 0 12y+6 )

Weiter gilt

Also ist

Hf(0,0) =

o o

0
indefinit
§

6 0
Hf(1,0) = 0 6) positiv definit

Hf(1,-1) =

Hf(0,-1) = ( _g _2 ) negativ definit

6 0
indefinit
0 —6

Damit sind (0, —1) eine strikte Maximalstelle sowie (1,0) eine strikte Minimalstelle und
ansonsten gibt es keine Extremstellen. In Abbildung 8 kann man die vier kritischen Stellen,
von denen zwei Sattelpunkte sind, erkennen.

Abbildung 8: f(x,y) fir |x —1/2|,ly+1/2| <1
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5 Hauptsitze der mehrdimensionalen Analysis

Wir starten wir mit einem allgemeinen Ergebnis iiber die Existenz von Fixpunkten

Bemerkung und Definition 5.1 Es seien (X,d) ein metrischer Raum, M C X und
a € [0,1). Eine Abbildung ¢ : M — X heifit a-Kontraktion, falls

d(e(x), o(2") < ad(x,x) (z,2' € M) .

Offensichtlich ist jede a-Kontraktion stetig. AuBlerdem existiert hochstens ein x* € M mit
x* = p(x*) d. h. ¢ hat hochstens einen Fixpunkt (ist z, ein weiterer Fixpunkt von ¢, so
folgt d(z., z*) = d(p(z4), p(x*)) < ad(xy, z*), also d(z.,2*) = 0.)

Satz 5.2 (Banachscher Fixpunktsatz)
Es seien (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, M C X abgeschlossen und ¢ : M — M

eine a-Kontraktion. Dann gilt
1. Es existiert genau ein Fixpunkt x* € M.

2. Fir alle xg € M konvergiert die Folge (x,,), definiert durch x,+1 := ¢(x,) firn € Ny,
gegen x* mit

a’ﬂ

11—«

d(xp, ") < a™d(xg,z") < d(z1,29) (n€Np).

Beweis. 1. Fiir alle k£ € Ny gilt
d(zps1,2k) = d(e(ag), p(xr-1)) < a-d(ag,xp—1) < ... < o -d(z1,x0) .

Also ist fiir n,n’ € Ny mit n’ > n

’
n — oo

d(zn,20) <Y d(zpar,zp) < d(zr,m0) Y oF = —~d(1,m0) - (5.1)

k=n k=n

Ist € > 0 gegeben, so existiert ein R > 0 mit

an

11—«

d(x1,m9) < & (n> R),

also auch d(x,/,x,) < € fiir n’ > n > R. Folglich ist (z,) eine Cauchy-Folge in X. Da X
vollsténdig ist, existiert ein z* € X mit z, — z* (n — o0) und aufgrund der Abgeschlos-
senheit von M ist * € M. Da ¢ insbesondere stetig ist, gilt damit

¥ Tpp1 = o(xn) = p(z) (n — o)

also z* = p(x*).
2. Es gilt

d(xp,x*) = d(p(xn_1),p(z¥)) < ad(tp_1,2%) < ... < a"d(xg,x")
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und mit (5.1) fiir n = 0 durch Grenziibergang n’ — oo auch die Abschétzung
d(x*,zg) < d(x1,20)/(1 — @) .
O

Es sei V ein Banachraum und L(V) := L(V,V). Dann ist L(V) mit der Komposition o
eine Algebra. Aufgrund der Submultiplikativitéit der Operatornorm sind fir A, B € L(V)
die Abbildungen
AT + B
LV)>T (5.2)
TA+B
stetig. Durch
Aut(V) := {A € L(V) : A bijektiv und A~ € L(V)}

ist eine Gruppe definiert, die Automorphismengruppe von V.

Satz 5.3 Es sei V # {0}. Ist A € Aut(V) und ist B € L(V) mit || B — A|| < 1/||A7Y|, so
ist auch B € Aut(V). Auflerdem ist die Abbildung Aut(V) > A A=t € Aut(V) stetig.

Beweis. Es seien I := idy und 0 < r < 1. Ist C € L(V) mit ||C|| < r/||A7Y], so gilt
[|[CA=Y| < ||C]] - [|A7Y|| < r. Hieraus ergibt sich I — CA~! € Aut(V) und®?

oo

p(C):=> (CAY =T-CcA™ !
v=0
mit gleichm#Biger Konvergenz auf {C : ||C]| < r/||[A7||}?® (Neumannsche Reihe; [U]).
Nach Satz 1.5 ist ¢ stetig an 0 mit ©(0) = I. Also gilt A=1p(C) — A7 = A~! fiir
[1C|| — 0.
Ist nun B € Aut(V) mit ||B — A|| < 1/[|A7!|| und C := A — B, so folgt

B=A-C=(I-CA A c Aut(V)
und B~1 = A71p(C) — AL fiir A — B. O

Wir beschéftigen uns nun mit der lokalen Umkehrbarkeit stetig differenzierbarer Funktio-
nen. Im skalaren Fall, also X C R offen und f € C*(X,R) gilt: Ist a € X mit f'(a) # 0,
so existiert ein 6 > 0 so, dass f’ entweder > 0 auf U := (a — §,a + 0) ist oder < 0. Also
ist f streng monoton auf U und fy : U — f(U) mit fy(z) := f(x) bijektiv. Zudem ist
f(U) ein offenes Intervall und nach der Umkehrregel g := f;;' stetig differenzierbar mit

g'(y) =1/ (g9(y)) fir y € f(U), also kurz g" = 1/(f" o g).

32Fiir n € Nund T € L(V) ist T™ rekursiv definiert durch 7" := 7"~ 1T mit 79 := I.

33Hier brauchen wir die Begriffe und Ergebnisse aus Abschnitt 1 fiir Funktionen mit Werten in einem
Banachraum FE, also im Raum B(M, E) := {f : M — E : f beschrinkt}. Bei den Aussagen und Beweisen
kann man (C, |- |) problemlos durch (E, |- |g) ersetzen.
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Satz 5.4 (Hauptsatz iiber lokale Umkehrbarkeit)
Es seien V ein reeller Hilbertraum, X C V offen, f € CY(X,V) und a € X mit f'(a) €
Aut(V). Dann existiert eine offene Umgebung U von a mit folgenden FEigenschaften: Das
Bild f(U) ist offen, fu : U — f(U) mit fy(x) = f(x) fir x € U ist bijektiv und g := f;*
ist stetig differenzierbar mit

g =(fog"

Beweis. Ohne Einschrinkung sei V' # {0}. Wir setzen A := f’(a). Da f’ stetig ist, existiert
ein § > 0 so, dass mit U := Us(a)
1f (@) = Al <e= AN (z€U).

Insbesondere ist damit f'(x) € Aut(V) fiir € U nach Satz 5.3.
Fiir z € V sei ¢ = ¢, : U — V definiert durch

o) =z+ A7z - f(z)) (xel).

Dann ist @, (x) = x genau dann, wenn y = f(z) gilt. Weiter ergibt sich mit Beispiel 4.4
und der Kettenregel

¢(z)=idy — A7 f'(2) = A7 (A - f'(2))  (z€D)
und damit ||¢'(z)|] < [|[A7Y]|]A — f/(2)|] < 1/2. Nach dem Schrankensatz (Satz 4.12) gilt
lo(@) — @) < e —2'|/2 (22" €U).

Also ist ¢ eine 1/2-Kontraktion und damit hat ¢ héchstens einen Fixpunkt nach Bemerkung
5.1. Folglich ist f|y injektiv und damit existiert die Umkehrfunktion g : f(U) — U von fy.
Wir zeigen:

1. f(U) ist offen.
2. g€ CHf(U),V) mit ¢’ = (f' og)~ L.

Dazu seien x € U und y := f(x).
1. Da U offen ist, existiert ein p > 0 mit M :=x + pBy C U. Ist z € U,,(y) und ¢ = ¢,
so gilt fiir u € M

lp(u) =z < p(u) — o) + [¢(z) — 2|
< lu—al/2+]A7 (2 — f(2))]
< Ju—al/2+ (A7 Je =yl < p/2+ Al Tep=p,

also ¢(u) € M und damit (M) C M. Da M C V abgeschlossen ist, folgt aus dem
Banachschen Fixpunktsatz, dass ein v € M existiert mit ¢(u) = u, also f(u) = z. Damit
ist Uep(y) C f(U).

2. Wir zeigen: ¢'(y) = (f'(z))~! = (f'(g9(y))~!. Dabei kénnen wir ohne Einschrinkung
x =1y = 0(= f(0) = g(0)) annehmen. Der allgemeine Fall ergibt sich dann wieder durch
Anwendung des Spezialfalles auf 7, f.
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Ist ¢ = o, also p(u) = u — A~ f(u), so ist ¢(0) = 0 und ¢ eine 1/2-Kontraktion. Nach
der umgekehrten Dreiecksungleichung ist

[ul/2 > [p(u)| = Jul = A £ (w)],

fiir u € U und folglich c|u| < |f(u)]. Also gilt |g(h)| < |h|/c fiir h € f(U) und insbesondere
g(h) = 0 =g¢(0) fiir h — 0. Aus der Differenzierbarkeit von f an 0 folgt mit B := f’(0)

[Bg(h) = hl |/ (9(h)) — Bg(h)]
lg(h) lg(h)]

fiir h — 0. Also ist auch g differenzierbar an 0 mit ¢’(0) = B~ = f/(g(0))~!. Da g stetig
an 0 ist und f’ nach Voraussetzung sowie T +— T~! nach Satz 5.3 stetig sind, ist ¢’ stetig
an 0. o

—0

ﬁmm) ~-B'\(m)| < ||B7Y- —|BY-

Bemerkung 5.5 Ist die Aussage von Satz 5.4 erfiillt, so sagt man, f sei lokal C'-
umkehrbar an der Stelle a. Ist V' endlich-dimensional, so ist jede lineare Abbildung
beschrankt und zudem sind Surjektivitdt, Injektivitit und Bijektivitdt dann &dquivalent
(Dimensionsformel; siehe lineare Algebra). Damit ist f/'(a) € Aut(V) schon dann, wenn
f'(a) surjektiv (oder injektiv) ist, also a eine regulire Stelle von f ist. Ist V = R%, so ist
dies genau dann der Fall wenn det J f(a) # 0 ist.

Beispiel 5.6 (Polarkoordinaten) Wir betrachten f : (0,00) x R — R? mit

rcosf

f(T,H):z( ) (r>0,0cR).

rsin 6

Dann ist f stetig differenzierbar mit det Jf(r,0) = r > 0. Also ist f nach Satz 5.4 lokal
Cl-umkehrbar an allen Stellen (r,6). Da f(1,2km) = (1,0) fiir alle k € Z gilt, ist f jedoch
nicht injektiv.

In enger Beziehung zum Hauptsatz iiber Umkehrfunktionen steht ein weiterer Hauptsatz:
der iiber implizite Funktionen. Worum geht es dabei?
Gegeben ist eine Funktion F : Q — R™ mit Q C RY x R™ und damit Gleichungssystem

F(z,y) =0,
also mit x = (z1,...,74) € R und y = (y1,...,Ym) € R™

Fl(‘rh'"vmda ylv'”aym):O

Fm.(xla"'axda y17-~'7ym) =0
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(d + m Unbekannte und m Gleichungen, also unterbestimmt). Weiter sei (a,b) € M eine
Losung, also F'(a,b) = 0. Unsere Frage ist, ob das Gleichungssystem lokal, also in einer Um-
gebung W von (a,b), nach y aufzulésbar ist, also die Losungsmenge lokal der Graph einer
Funktion f der Variablen x ist. Genauer gesagt lautet die Frage: Existieren Umgebungen
U von a und W von (a,b) sowie eine Funktion f : U — R™ so, dass

{(z,y) e W : F(z,y) =0} = {(z, f(x)) : x € U}.
gilt. Fiir F € C*(Q, R™) schreiben wir kurz

J1F = (OpF)j=1,....m k=1,..a und JoF = (OatkF})j k=1, . m-

ERRRELLLS)

Beispiel 5.7 1. (Lineare Gleichungen) Es seien A € R™*¢ = B € R™*™ und
F(z,y) == Az + By,

also F(z,y) = 0 das unterbestimmte lineare Gleichungssystem Az + By = 0. Im Falle
det JoF (z,y) = det B # 0 gilt F(z,y) = 0 genau dann, wenn y = —B~! Az, also

{(z.9) : F(a,y) = 0} = {(z,~ B~ Az) : v € R},
2. (Einheitskreis) Wir betrachten die Kreisgleichung
F(z,y) =2 +y*—1=0 (x,y € R).

Dann ist offenbar (a,b) = (1/v/2,1/+/2) eine Losung der Gleichung. Fiir U := (—1,1) und
W :=U x (0,00) gilt F(z,y) =0 genau dann, wenn y = v/1 — 22, also

{(z,y) e W: F(z,y) =0} ={(x,V1—22): 2 €U}

Dies wird falsch etwa fiir die Losung (a,b) = (1,0). Hier ist die Lésungsmenge nicht mehr
lokal der Graph einer Funktion von z. Man beachte dabei, dass det 92 F'(1,0) = 0 gilt.

Satz 5.8 (Hauptsatz iiber implizite Funktionen)

Es seien Q C R xR™ offen und F € C*(Q,R™). Weiter sei (a,b) € Q mit F(a,b) =0 und
det JoF(a,b) # 0. Dann existieren offene Umgebungen U von a und W von (a,b) sowie
eine Funktion f € CY(U,R™) so, dass

{(z,y) e W: F(x,y) =0} = {(z, f(z)) : x € U}.

Dabei gilt
Jf(a) = —(J2F(z, f(2)) " i F (2, f(z))  (z€U).
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Beweis. Wir betrachten G : Q — R?% x R™ mit

X

6= (pe ) (e,

Dann gilt G(a,b) = (a,0) und G € C'(2,R? x R™). Bezeichnet E,; die d-dimensionale

Einheitsmatrix, so ist
E 0
JG=| "
JF JoF

und damit det JG(a,b) = det JoF(a,b) # 0. Nach Satz 5.4 ist G lokal C'-umkehrbar an
der Stelle (a,b). Damit existieren ein 6 > 0 und eine offene Umgebung W von (a,b) so,
dass Gw : W — Us(a) x Us(0) bijektiv ist mit det JG(z,y) # 0 fiir (z,y) € W und stetig
differenzierbarer Umkehrfunktion.

Wir setzen U := Us(a) und schreiben im Weiteren kurz G statt Gy,. Aus der Definition
von G ergibt sich, dass G~ mit einer geeigneten Funktion H € C1(U x Us(0),R™) von
der Form

G Nzx,2) = (x,H(z,2)) ((z,2) € U x Us(0))

ist. Definiert man 7 : R x R™ — R™ durch 7(z,y) := v, so gilt
m(G(z,y)) =7z, F(z,y)) = Flz,y)  ((z,y) € W)
und folglich
F(z,H(z,2)) =7(G(z,H(z,2))) =7(z,2) =2 ((x,2) € U xUs(0)) .

Nun definieren wir f : U — R™ durch

f(z) = H(z,0) (x e U).
Aus H € CY(U x Us(0),R™) ergibt sich f € CY(U,R™). AuBerdem gilt

Pz, f(x)) =0  (ze€U)
und fiir (z,y) € W mit F(z,y) = 0 folgt

G(z,y) = (x,0) = G(G™'(2,0)) = G(z, f(v))

und damit auch y = f(x). Schliefflich ergibt sich mit h(z) := F(z, f(z)) = 0 fiir x € U aus
der Kettenregel

Eq
Jf(x)

Wegen det JoF(x,y) = det JG(x,y) # 0 fiir alle (x,y) € W ergibt sich die Zusatzbehaup-
tung durch Auflosen der letzten Gleichung nach Jf(x). i

0= Jh(z) = JF(z, f(z))- ( ) = L1 F(z, f(x)) + JoF(z, f(x))J f(z).
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Beispiel 5.9 (Lemniskate) Es sei F': R x R — R definiert durch
F(z,y) = (2* +9*)* - 2(2* —y*)  (z,y€R).
Dann gilt 0 = 92 F(x,y) und 0 = F(x,y) genau dann, wenn

(z,9) = (0,0) oder (z,y)=(+V?2,0)

([0]). Nach Satz 5.8 ist fiir alle (a,b) mit F(a,b) = 0 und (a,b) & {(0,0), (++/2,0)} die
Gleichung F'(z,y) = 0 auf einer Umgebung W von (a, b) auflésbar nach y. Aulerdem ergibt
sich fiir die Funktion f = f(, 1)

O F(@ f(@) _ w@+ ) 1)

F'@ =5, e @)~ F@@+ P+

auf einer Umgebung U von a. Damit hat f Extremstellen hochstens in Punkten x mit

2+ ) =1,

also in den Schnittpunkten mit dem Einheitskreis. Um eine Vorstellung von der Losungs-
menge zu bekommen, betrachten wir Polarkoordinaten: Fiir (x,y) # (0,0) und (z,y) =
(rcosf,rsinf) gilt

0= F(x,y) = F(rcos,rsinf) = r* — 2r?(cos? # — sin? §) = (12 — 2 cos 26)

genau dann, wenn r = r(6) = v/2 cos 26 mit 6 so, dass cos(26) > 0.

+ol- /
S -{o 05 ,wws
o5l
/ ~4-0-

Abbildung 9: Lemniskate mit Einheitskreis und Winkelhalbierenden

Eine wichtige Anwendung des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen ergibt sich im Bereich
der Optimierung unter Nebenbedingungen.

Definition 5.10 Es seien (X,d) ein metrischer Raum, E Vektorraum und f : X — R
sowie g : X — E. Ist
L:={zx€ X :g(z) =0}

und ist a € L, so heift a eine Extremstelle von f unter der Nebenbedingung g(z) = 0,
falls @ Extremstelle von f|, ist. Man spricht dann natiirlich auch wieder von Maximal- bzw.
Minimalstelle, je nach dem ob @ maxial oder minimal fiir f|, ist.
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Satz 5.11 (Lagrange)
Es seien X C R? offen und f € C'(X,R). Weiter seien g € C1(X,R™) mit m < d und
a € X eine requlire Stelle von g.>* Ist a eine Extremstelle von f unter der Nebenbedingung

g(x) =0, so existiert ein A € R™ mit

V@)= (Jg) (@A =) _A; Vg;(a).
j=1

Beweis. Wir fassen R? als R4~ x R™ auf und schreiben 2 = (u,y) mit u € R¥=™ y € R™
sowie a = (¢,b) mit a € R ¢ € R™. Da Jg(a) = (J1g(c,b), Jog(c,b)) vollen Rang m
hat, konnen wir nach geeigneter Permutation der Variablen annehmen, dass

det Jog(a) #0

gilt (Lineare Algebra). Nach dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen ist dann die Glei-
chung

9(x) = g(u,y) =0
an (c,b) lokal nach y auflésbar. Insbesondere existieren eine offene Umgebung U von ¢ sowie
eine Funktion ¢ € C*(U,R™) so, dass ¢(c) = b und

gu,p(w) =0  (uel)

gilt. Da die Ableitung von u — g(u, ¢(u)) verschwindet, gilt nach der Kettenregel damit
insbesondere

0= Jg(c,b) (?:;(Z;) = Jig(a) + Jag(a)Jp(c).

Ist h € C1(U,R) definiert durch
W) = f(up(w)  (weU),

so ist ¢ eine Extremstelle von h (ohne Nebenbedingung). Also gilt nach Satz 4.25

Jh(c) = (Vh)T(¢)=0
und mit der Kettenregel wie oben

0= Jh(c) = Jif(a) + Jaf(a)Jp(c) .

Wegen det Jog(a) # 0 hat das lineare Gleichungssystem

AT Jag(a) = Jaf(a)
genau eine Losung A = (A1,..., \;) € R™. Hieraus ergibt sich wiederum

J1f(a) = — I f(@)Jo(c) = —AT Jag(a)Jio(c) = AT ig(a)

und damit insgesamt (Vf) " (a) = (J1f(a), Jaf(a)) = AT (J1g(a), Jag(a)) = AT - Jg(a). O

34Regulir bedeutet hier, dass Jg(a) € R™*4 vollen Rang (= m) hat.
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Bemerkung 5.12 Der Satz von Lagrange besagt, dass (unter der Regularitéitsbedingung)
an Extremstellen von f unter der Nebenbedingung g(x) = 0 der Gradient von f eine
Linearkombination der Gradienten von g1, ..., g, ist. Ahnlich wie im Falle von Satz 4.25
liefert der Satz lediglich eine notwendige Bedingung. Um die entsprechenden Punkte a zu
bestimmen, hat man die Gleichungen

O f(z1,...,2a) = ZAjakgj(xla“-axd) (k=1,....d)
=1

und
gj(z1,...,2q) =0 (j=1,...,m)

zu 16sen (also (d+m) Gleichungen fiir die (d+m) Unbekannten 1, ..., zq und A1, ..., Ay).
Die Zahlen Aq,..., \,, heilen Lagrange-Multiplikatoren.

Beispiel 5.13 Die Produktion eines Unternehmens sei in Abhéingigkeit der Produktions-
faktoren x, y beschrieben durch die (Cobb-Douglas-) Funktion

Pz,y) =vay  (z,y>0).
Die Produktionskosten seien gegeben durch eine lineare Kostenfunktion K der Form
K(z,y)=pr+qy (z,y>0)

mit Konstanten p,q > 0. Gesucht ist eine kostenminimale Faktorkombination (z,y) zu

| N

0 1 2 3 4
Abbildung 10: Niveaulinie P(z,y) = v/2 und Niveaulinien zu K (z,y) = = + 2y

einem vorgegebenen Produktionsniveau ¢ > 0, d. h. wir wollen K (z,y) unter der Neben-
bedingung P(z,y) — ¢ = 0 minimieren. Nach Satz 5.11 ist wegen VP # 0 eine notwendige
Bedingung gegeben durch

VEK(xz,y) =X VP(z,y)

fiir ein A € R, d. h. wir haben die drei Gleichungen
2p = MNy/x
2¢ = Nafy
2
c

xry =
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fiir die Unbekannten x, y, A. Division der zweiten durch die erste Gleichung ergibt = = qy/p
und mit der dritten Gleichung erhalten wir y = c\/]% und damit z = c\/%. Also kann
nur an ¢(/q/p, v/p/q) ein Minimum unter der Nebenbedingung vorliegen. Man kann sich
iiberlegen, dass dies tatsiichlich der Fall ist. Fiir ¢ = /2, p = 1 und ¢ = 2 ergibt sich
(z,y) = (2,1) (vgl. Abbildung 10). Man sieht, dass an der Minimalstelle die Héhenlinien
von P und K tangential liegen. Dies liegt daran, dass die Gradienten linear abhéngig sind
und beide jeweils senkrecht auf den entsprechenden Hohenlinien stehen ([U]).

Zum Abschluss bewiesen wir ein Ergebnis iiber die Glattheit von Parameterintegralen.

Satz 5.14 (Parameterintegrale)
Es seien X C R?, [a,b] CR und ¢ : X x [a,b] — C stetig. Ist ® : X — C definiert durch

b
O(x) := / p(xz,t)dt (x € X),

so gilt:
1. Ist X offen oder abgeschlossen, so ist @ stetig.

2. Ist X offen und ist Vi := (010,...,04¢)" : X x [a,b] — C? stetig, so ist ® diffe-
renzierbar mit

b
' (x)h = / (Vi) (x,t)-hdt  (z € X, heR?).

Beweis. Es sei x € X fest. Ist X offen, so wahlen wir r > 0 so, dass x + 7B C X, und ist
X abgeschlossen, so wihlen wir r > 0 beliebig. Dann ist K := (z + rB) N X kompakt.

1. Da K x [a, b] kompakt ist, ist ¢ gleichmifig stetig auf K x [a,b]. Ist € > 0 gegeben, so
existiert ein 0 < 0(< r) so, dass

lo(z + h,t) — p(z,t)] < e (lh] < 8, t € [a,b]).

Dann ist fiir |h| < 6

b
|®(x + h) — @(z)| = |/ o(x+ h,t) — p(z,t)dt| <e(b—a).

Also ist @ stetig an der Stelle x.
2. Wir setzen fiir ¢ € [a, D]

be(h) = oz + hyt) = (Vig) (@, t) - b (k] <7).
Dann ist ¢, stetig differenzierbar auf U,.(0) mit

Vii(h) = Vie(z + h,t) — Vip(z,t).
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Nun sei wieder ¢ > 0 gegeben. Da (u,t) — Vi), (u) stetig auf K x [a, b] ist und Vi, (0) =0
gilt, existiert wie in 1. ein § > 0 so, dass |[¢(u)|| < |V (u)| < € fiir |u| < § und ¢ € [a, b].
Sind |h| < § und ¢ € [a,b], so existiert nach dem Schrankensatz ein £ € [0, h] mit

oz + hyt) = p(a,t) = (Vi) T (,) - h| = [e(h) = e (0)] < [V (€)] - [B] < e[h].
Setzt man Ah := f:(Vlcp)T(x, t) - hdt, so ist A :R? — C linear (und beschrinkt) mit
b
(e + 1) — B(x) — AB| = | / (ol + 1) — g, 1)) dt — AR| < =|hl(b — a)

fiir |h| < 8. Da e > 0 beliebig war, ist | - |7!(7,® — A) abklingend an 0 und damit ®
differenzierbar an x mit ®'(x) = A. |

Als Anwendung des Satzes 5.14 beweisen wir

Satz 5.15 Es gilt

Beweis. Wir betrachten die Funktion ® : [0,00) — [0, 00), definiert durch

b ey dt
O(x) = ; e T (x >0).

Mit f(t) := e~ fiir t € R und Vf = Vuf = gilt nach Satz 5.14, der Substitutionsregel, der
Kettenregel und dem Hauptsatz iiber Integralfunktionen

1 T
P (2)l = —2¢7 % / ze~ " gt = —2¢~7" / e ds=—((VH)Y (x) (x>0).
0 0
Also ist (V f)? + @ konstant auf [0, 00). Wegen (V f)?(0) = 0 und
1
o(0) = /0 1_?_722 = arctan(1) =7 /4

ist (Vf)2+® =m/4. Aus e=™t" <1 fiir t € [0,1] ergibt sich ®(z) < e™* — 0 fiir # — o0,
also (V f)?(x) — /4 fiir x — oo und damit

/oo et =Vf|X = x/2.
0

Ende



Index

(Fréchet-) Ableitung, 39 gleichméfig konvergent, 4
(Fréchet-)differenzierbar, 39 gleichm#Big konvergent, 5
(Riemannsche) Zetafunktion, 7 Gradient, 41

Gradientenrichtung, 44
abklingend, 38

Ableitung, 8, 39

Grenzfunktion, 3

n-te, 19 Hauptsatz
absolut integrierbar, 36 Differenzial- und Integralrechnung
affin-lineare Approximation, 9 erweitert, 34
analytisch an der Stelle, 20 Hesse-Matrix, 49
Automorphismengruppe, 55 Hilbertraum, 38
beschriankt, 38 indefinit, 51

Integral, 25, 27, 33

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, 38 uneigentliches, 33

differenzierbar, 8, 39 Integralfunktion, 29

n-mal. 19 Integralkriterium, 36

integrierbar, 33
Einheitssphire, 51 Intervallzerlegung, 24

Entwicklungsmitte, 6 Jacobi-Matrix. 41
erweiterter Mittelwertsatz, 14 AcoDIATAEX,

Euler-Mascheroni Konstante, 37 Kettenregel, 39

Eulersche Gammafunktion, 37 Koeffizientenfolge, 6

Extremstelle, 13 Kontraktion, 54

Extremstelle von f unter der Nebenbedin- Konvergenzintervall, 6

gung, 60 Konvergenzkreis, 6

Fehlerfunktion, 22 Konvergenzradius, 6

Funktion konvex, 16
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