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1 GRUNDBEGRIFFE 3

1 Grundbegriffe

Beispiel 1.1 (kontinuierlich)
Fir A € K betrachten wir das Anfangswertproblem (AWP)

2'(t) = Mx(t), z(0) = 2o € K.
Bekanntlich hat das AWP genau eine Losung auf R, ndmlich
o(t) = p(t, 20) = zoe™ (t € R).

Setzt man fir t € R
Oi(z) = p(t,z) = xe (x € K),

so gilt offenbar fiir x € K, t, s € R

¢o(x) =1z
und
Grrs(T) = zeMe = ol (¢S(x))v
d. h.
¢o = idg und Prys = Gp © Ps (t,s € R).
Aus

idg = ¢g = ¢yt = P10 Pt = P_4 0 Py,
folgt zudem
G = (¢0) "

Also ist ¢ : K — K ein Homéomorphismus.

Beispiel 1.2 (diskret)
Oft sind Folgen rekursiv definiert durch

Tpt+1 = Cb(ifn) 5

wobei ¢ : X — X (X # () eine Menge) und zg ein ,,Startwert” ist. So ist etwa im Falle
des Newton-Verfahrens zur Bestimmung einer Nullstelle einer Funktion f : K — K

(mit f'(z) # 0)

Tp+1 = ¢<xn>

mit f( )
T
— K
Definiert man fiir n € N
Gp = @" :=¢o...00¢
—_——

n—mal

und ¢ = idy, so ergibt sich wieder fiir n,m € Ny

¢n+m:¢n+m:¢no¢m:¢no¢m-
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Allgemein werden dynamische Systeme {iber eine entsprechende Eigenschaft definiert:

Definition 1.3 Esseien 7' C R ein additives Monoid (tatséchlich betrachten wir stets
T € {Ny,Z,R$,R}) und (X,d) ein metrischer Raum. Weiter sei (¢;);er eine Familie
stetiger Funktionen ¢; : X — X. Dann heifit ® := (¢;)cr ein dynamisches System
(dS) (auf X), falls

Grvs = P © Gs (s,teT) (1.1)
(sogenannte Kozyklus-Eigenschaft) und

¢ = idx .

Im Falle T' € {Ny, Z} spricht man von einem (zeit-)diskreten dS und im Falle 7" €
{R{, R} von einem kontinuierlichen dS.

Bemerkung 1.4 1. Ist T' € {Z,R}, so erhalten wir aus D.1.3

GtoP_y = Q_10¢ = Py = idx.

Damit ist ¢; fiir alle ¢ ein Homéomorphismus auf X.
2. Ist T' = Ny, so ergibt sich aus (1.1) induktiv ¢, = ¢} = ¢™ mit ¢ := ¢, wobei

Q" =¢o...00¢
—_———

n—mal

fir n € N, ¢° := idx. Da (¢ )nen, in diesem Falle vollstéindig durch ¢ = ¢; (die
sogenannte Zeitpunkt-1-Funktion) beschrieben ist, spricht man auch kurz vom dy-
namischen System ¢ = (¢, X). Jede stetige Selbstabbidung ¢ : X — X definiert
umgekehrt vermittels ¢, := ¢" (n € Ny) ein dS mit 7' = N,

Ist ¢ ein Homdomorphismus, so kann man auch das zweiseitige diskrete System (¢, )nez
mit ¢_,, := (¢ ')" (n € N) betrachten.

Definition 1.5 Es sei (¢;)er €in dS auf X, und es sei x € X. Dann heifit

—_

. v(x) == {¢¢(x) : t € T} Orbit von x.

[\]

-yt (@) = A{¢i(x) : t € T,t > 0} Vorwirtsorbit von x.
3. v (z) :=={¢(x) : t € T,t <0} Riickwirtsorbit von z (in Falle T' € {Z,R}).
4. x Gleichgewichtspunkt (GGP), falls v(z) = {z} gilt (d. h. ¢4(z) = x).

5.  periodischer Punkt, falls 0 < 5o := inf{0 < s € T : ¢5(x) = z} < oo gilt.
Jedes s > 0 mit ¢4(z) = x heifit dann eine Periode von z.
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Bemerkung 1.6 1. Ist  periodischer Punkt von (¢;)cr mit Periode s, so gilt mit
(1.1) fiir alle y = ¢y(x) € v(z)

0s(y) = di(ps()) = ¢4 (¢S(I)) = ¢(z) = y.

Also ist jedes y € y(x) ebenfalls periodisch mit Periode s. Daher spricht man dann
auch von einem periodischen Orbit und von einer Periode des Orbits.

2. Ist ¢ : X — X und ist x ein Fixpunkt von ¢, so ist x ein periodischer Punkt mit
Periode 1 des diskreten dS (¢, X). Auflerdem ist  dann auch ein GGP des Systems.

Beispiele 1.7 1. Es seien A € C und ¢;(2) = ze™ (t € R, z € C) (siehe B.1.1). Dann
ist z = 0 ein GGP von (¢)ier. AuBerdem ist im Falle A = iav € iR \ {0} jeder Punkt
z # 0 periodisch mit Periode 27/« und (periodischem) Orbit v(z) = |z|S, wobei

S:={z€C:|z|=1}.

2. Es seien a € C\ {0} und ¢ : C — C definiert durch ¢(z) = az (2 € C). Dann
ist z = 0 Fixpunkt von ¢, also periodisch mit Periode 1 und ein GGP des diskreten
Systems (¢"),ez. Ist a eine k-te Einheitswurzel, d. h. a* = 1 fiir ein k € N, so ist jedes
z periodisch mit Periode k.

Wir werden uns in dieser Vorlesung insbesondere mit der Frage des Langzeitverhaltens
eines dS befassen, d. h. mit der Frage, wie sich ¢, fiir ¢ — oo (oder auch t — —o0)
verhélt.

Definition 1.8 Es sei (¢;)ier ein dS auf X, und es sei p € X ein GGP. Dann heifit
p stabil, falls zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 so existiert, dass y"(x) C U.(p) fur alle
x € Us(p). Andernfalls heifit p instabil. Wir setzen

Wep)={re X : ¢(x) > p(t— 00)}

(stabile Menge oder Attraktionsbereich von p). Damit heifit p attraktiv (bzw.
anziehend), falls W*(p) eine Umgebung von p ist, d. h. falls ein ¢ > 0 mit U.(p) C
W= (p) existiert. Schliefllich heifit p asymptotisch stabil, falls p stabil und attraktiv
ist.

Im zweiseitigen Fall T € {R,Z} setzen wir auch

Whp)={re X : dg(x) = p(t > —00)}

(instabile Menge von p).

Beispiel 1.9 Es sei wieder ¢;(z) = ze (t € R, z € C). Im Falle Re(\) < 0 ist der
GGP p = 0 asymptotisch stabil mit W#*(p) = C, im Falle Re(\) > 0 ist er instabil mit

W*(p) = C und im Falle Re(\) = 0 stabil, aber nicht attraktiv ([U]).
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Eine sehr einfache hinreichende Bedingung fiir die Attraktivitdat eines Fixpunktes im
diskreten und skalaren Fall X C K liefert:

Satz 1.10 Es sei X C K und es sei ¢ : X — X. Ist p ein Fixpunkt von ¢ und ist ¢
differenzierbar an p mit |¢’(p)‘ < 1, so ist p asymptotisch stabil.

Beweis. Nach der Zerlegungsformel existiert eine Funktion € : X — C so, dass e(z) —
0 (x — p) und

¢(x) —p = o(x) — d(p) = ¢'(p)(x — p) +e(x)|z — p|.
Also existiert ein 6 > 0 so, dass |e(z)| < (1 — |¢/(p)])/2 fiir |z — p| < § und deshalb
gilt mit ¢ := (|¢'(p)| +1)/2
[p(x) —pl < (|¢'(0)| + le(@)]) |z —pl < clz—p|  (lz —p| <9).
Induktiv erhélt man
[0"(x) —pl < "o =p[  (neN |z —p[ <))

Aus 1 > " — 0 folgt die Behauptung. O

Bemerkung 1.11 Es seien
L(RY) :={A:R? — R?: A linear}

und || - || die Operatornorm auf L(R?) beziiglich einer (beliebigen) Norm auf R?. Der
Beweis zu S.1.10 zeigt, dass eine entsprechende Aussage auch im Falle X C R? offen
und ¢ : X — X differenzierbar mit ||(D¢)(p)|| < 1 gilt.

Beispiel 1.12 (logistische Abbildung)
Es sei p € C\ {0} und ¢ = ¢, : C — C definiert durch

o(z) = pz(l—2) (2€C).

Dann ist ¢(p) = p genau dann, wenn p = 0 oder p = 1 — 1/u. AuBerdem gilt ¢'(z) =
p(l—2z), also ¢'(0) = g und ¢'(1 —1/p) = 2 — p. Nach S.1.10 ist p = 0 asymptotisch
stabil fiir |u] < 1 und p =1 — 1/p asyptotisch stabil fiir | — 2| < 1.

Bemerkung und Definition 1.13 Es sei ® = (¢)ier ein dS auf X. Eine Menge
M C X heifit invariant (unter @), falls y(x) C M fiir alle x € M. Weiter heifit M
positiv invariant (oder auch vorwirts invariant), falls v (z) C M fiir alle z € M.
Im Fall 7' = Nj ist beides gleichbedeutend damit, dass ¢(M) C M gilt.

Wichtig dabei: Ist M invariant, so ist (¢¢|y)ter ebenfalls ein dS, d. h. man kann das
System auf M eingeschrankt betrachten.
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Beispiel 1.14 Wir betrachten wieder die logistische Abbildung ¢ aus B.1.12. Ist 0 <
< 4, so gilt ¢([0,1]) C [0,1]. Also ist dann auch (¢, [0, 1]) ein dS.
Wie man leicht sieht ([U]), gilt im Falle 0 < p <1

¢"(x) =0 (n—o0)
fir alle z € [0, 1], d.h., fiir den Fixpunkt p = 0 gilt
W#(0) = [0, 1].
Weiter kann man zeigen: Fiir 1 < p < 3 ist
W1 —1/p) = (0,1)

(und W*(0) = {0,1}).

Soweit erweist sich die Dynamik der logistischen Abbildung (¢, [0, 1]) als sehr iiber-
sichtlich. Die Situation wird jedoch zunehmend komplizierter, wenn man mit dem
Parameter p iiber 3 hinausgeht. Wir werden im folgenden Abschnitt dieses Beispiel
in verschiedener Hinsicht nutzen, um allgemeine Konzepte der Theorie dynamischer
Systeme zu erldutern und zu illustrieren.

Definition 1.15 Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume, und es seien ® = (¢;)ier
und ¥ = (¢4 );er dynamische Systeme auf X bzw. Y. Existiert eine stetige Abbildung
h:Y — X mit dichtem Bild und mit

hoty=¢,0oh (teT), (1.2)

so sagt man & sei ein (topologischer) Faktor von V. Ist dabei h ein Homéomorphis-
mus, so heiflen ® und ¥ (topologisch) konjugiert. Weiter sagt man im ersten Fall
auch, ® und ¥ seien quasikonjugiert vermittels h und im zweiten Fall konjugiert
vermittels h.

Bemerkung 1.16 1. Sind (¢, X), (¢,Y) diskrete dSe und gilt (1.2) nur fir ¢t = 1, so
gilt (1.2) schon fiir beliebiges ¢ € Ny. Wir verwenden die obigen Begriffe daher im Fall
T = Ny auch fiir ¢ und ¢ statt & und W.

2. Ist @ ein Faktor von W, so iibertréagt sich die Dynamik in vielerlei Hinsicht von ¥
auf ®. Ist etwa y ein periodischer Punkt von ¥ mit Periode s, so ist x = h(y) ein
periodischer Punkt von ® mit Periode s (oder ein GGP).

Beispiel 1.17 Es sei 0 : S — S definiert durch o(z2) = 2% und ¢ : [-1,1] — [-1,1]
durch
Yla)=22"—1  (zel-1,1]).
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Dann gilt mit g(z) := Re(2) (2 € S)

(goo)(z) =Rez? = 2*—y* = 27 -1=2Re’z—1=(Yog)(2).
z=z+1y y2=1—2x2
Da g:S — [—1,1] surjektiv (und natiirlich stetig) ist, ist damit (¢, [—1,1]) ein Faktor
von (o, S).
Vermittels h(x) := (1 —x)/2 ist weiter ¢ konjugiert zur logistischen Funktion ¢ = ¢y :
[0,1] — [0, 1], da

(hoy)(z)==(1-22"+1)=1—-2*=4

(-5 = won@).

~— N | =

Damit ist (¢y4, [0, 1]) ein Faktor von (o, S).
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2 Transitivitit, Grenzmengen und Chaos

Wir werden jetzt (einfache) Systeme untersuchen, deren Dynamik sich als tiberra-
schend kompliziert erweist.

Definition 2.1 Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume, I eine beliebige nichtleere
Menge und ¢, : X — Y stetig (¢« € I). Dann heifit die Familie (¢,),c; (topologisch)
transitiv, falls fiir alle offenen, nichtleeren Mengen U C X und V C Y ein ¢ € [
existiert mit

o (U)NV #0
(bzw. U N ¢ (V) # (), mit anderen Worten, falls |J ¢;* (V) dicht in X ist fiir alle

el
offenen und nichtleeren V C Y.

Eine Basis eines metrischen Raumes ist ein System B offener, nichtleerer Mengen so,
dass jede offene, nichtleere Menge O die Vereinigung aller U € B mit U C O ist.

Separable metrische Riaume haben eine abzihlbare Basis ([U]). Wir verwenden im

Weiteren den Satz von Baire in folgender Version ([U]):

Ist (X,d) ein vollstdandiger metrischer Raum, so ist fiir jede Folge (MM,,)
dichter Gs-Mengen in X auch (| M, dicht in X.

neN

Satz 2.2 (Transitivititssatz; Grosse-Erdmann)

Es seien (X, dx) ein metrischer Raum und (Y, dy) ein metrischer Raum mit abzdihl-
barer Basis. Weiter sei (¢,),er eine Familie stetiger Abbildungen von X nach Y. Ist
M die Menge der x € X mit der Figenschaft, dass v(x) := {¢,(x) : v € I} dicht inY
1st, so qilt

1. M ist eine Gs-Menge,
2. Ist M dicht in X, so ist (¢,).er topologisch transitiv.

3. Ist X wollstindig und (¢,),c; topologisch transitiv, so ist M dicht in X.

Beweis. 1. Es sei (V},)nen eine Basis von (Y, dy). Dann ist

M=Ué (Vo) = L.

neN el

(Denn: Es sei x € M, also (x) dicht in Y. Ist n € N, so existiert ein ¢ € [ mit
¢, () € V,, d. h. x € ¢71(V},). Also ist z € L. Ist umgekehrt x € L und ist V C YV

offen, so existiert ein n € Nmit V,, C V. Da z € |J ¢;*(V,) gilt, existiert ein ¢ € T
el

mit ¢,(z) € V,(C V). Damit ist y(z) NV # (), also y(z) dicht in Y.)
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Da ¢, stetig ist, ist ¢;'(V},) offen in X (: € I) und damit M = L eine Gs-Menge.
2. Ist M dicht, so auch |J ¢, (V},) fiir alle n und damit |J ¢, (V) fiir alle offenen,

el el
nichtleeren V.

3. Nach Voraussetzung ist |J ¢;!(V},) offen und dicht fiir alle n € N, also ist nach dem
el
Satz von Baire auch M dicht in X. O

Bemerkung und Definition 2.3 Es sei (¢;)ier ein dS auf X. Dann nennen wir das
das System transitiv an oo, falls (¢s)rss>; fiir alle ¢ > 0 transitiv ist. Weiter heifit
das System mischend an oo, falls (¢;)ses fiir alle nach oben unbeschriankten S C T
transitiv ist. Nach Definition ist jedes an oo mischende System auch transitiv an co.
Im Falle T € {Z, R} nennen wir das System transitiv an —oo (bzw. mischend an —c0),
falls (¢s)7rss<t fiir alle t < 0 (bzw. (¢s)ses fiir alle nach unten unbeschrénkten S C T)
transitiv ist.

Beispiel 2.4 Es sei (X, d) = (S,d}|). Dann ist die Menge aller Bégen
B = By, g, := {e 19, <9 < ¥y}
mit (rationalen) ¥y < 95 eine (abzihlbare) Basis von S. Ist 0 : S — S mit
o(z) =22 (z €8)
und () £ U C S offen, so existiert ein N € N so, dass
a"(U)=S8 (n > N).

(Denn: Ist z = €, so gilt 0(z) = €2, d. h. o bewirkt eine ,,Winkelverdopplung”. Ist

also U C S offen und nichtleer, so enthélt U insbesondere einen Bogen B wie oben.
Damit gilt 0™(B) = {e?" : ¥; < 9 < 9y} = {e'™ : 29y < 7 < 2™I5}. Ist N so, dass
2N9, — 2N, > 27, so gilt

S=0d"(B)=0d"(U) (n > N).)

Insbesondere ist damit (o, S) mischend an oo, also auch transitiv an oc.

Definition 2.5 Es seien (¢)ier €in dS auf X und z € X. Dann heifit

w(w) = (1t (er(@) = {osla) - s > 1}

£>0 £>0

w-Grenzmenge von z. Im Falle T' € {R, Z} heifit zudem

a() =7 (¢u(@) = [ {es(x) : s <t}

<0 <0

o= Grenzmenge von r.
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Bemerkung 2.6 1. Die w-Grenzmenge ist die Menge aller y € X fiir die eine Folge
(ty) in T mit ty — oo und ¢y, (x) — y (k — o0) existiert.
2. Ist p ein GGP, soist w(x) = {p} fiir alle x € W*(p). Ist (¢¢)ier ein (Halb-)Fluss (siehe

[U]) oder diskret und ist = periodisch, so ist v(z) kompakt mit w(z) = y(z)(= a(z)).
Satz 2.7 Es seien (¢y)ier ein dS auf X und x € X. Dann gilt

1. w(x) ist abgeschlossen und invariant.
2. Ist vyt (x) relativ kompakt in X, so ist w(x) # O und kompakt, und es gilt
dist (¢ (z),w(z)) = 0 (t — o0).

Entsprechendes gilt fir a(x) im Falle T € {R,Z}.

Beweis. 1. Zunichst ist w(z) abgeschlossen als Schnitt abgeschlossener Mengen. Ist
w(z) # 0 und y € w(x), so existiert nach B.2.6.1 eine Folge (tx) in T mit ¢, — oo
(k — o0) und

o () =y (k — o0).

Es sei s € T fest. Dann gilt, da ¢, stetig ist,

¢tk+8(x) = ¢s (¢tk(x)) - ¢S(y) (k - OO)

Also ist ¢s(y) € w(z) wieder nach B.2.6.1. Damit ist v(y) C w(x).

2. Ist (tx) eine Folge in T" mit ¢, — oo, so hat die Folge (qbtk(:v))k eine konvergente
Teilfolge in X. Also ist w(x) # () nach B.2.6.1. Auflerdem ist w(z) als abgeschlossene
Teilmenge der kompakten Menge y*(z) kompakt. Beweis der Zusatzaussage: [U]. O

Bemerkung 2.8 Essei (X, d) ein metrischer Raum mit abzéhlbarer Basis, und es sei
(¢t)ter €in dS auf X. Dann ist die Menge M aller x € X mit w(x) = X eine G5-Menge
in X. Auflerdem gilt:

1. Ist M dicht in X, so ist das dS transitiv an oo. !

2. Ist X vollstandig und das dS transitiv an oo, so ist M dicht in X.

(Denn: Es sei (t,) eine Folge in T" mit ¢, — oo. Dann ist M = (1, .y My, wobei M,
die Menge aller x € X mit v+ (¢, (z)) = X bezeichnet. Nach dem Transitivitatssatz
ist M,, eine Gs-Menge in X, also auch M. Aus dem Transitivitéitssatz folgt auch:

Ist M dicht in X, so auch alle M,, und damit ist das dS transitiv an oo, und ist X
vollstdndig und das dS transitiv an oo, so ist M,, dicht fiir alle n und damit nach dem
Satz von Baire auch M.)

'Da w(y) = w(x) fiir alle y € y(x) gilt, ist iibrigens die Menge M schon dicht, wenn sie nichtleer
ist!
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Definition 2.9 Es seien X unendlich, d eine Metrik auf X und ¢ : X — X stetig.
Dann heifit (¢, X) (Devaney-)chaotisch, falls (¢"),cn, transitiv an oo ist und zudem
eine dichte Menge periodischer Punkte existiert.

Beispiel 2.10 Es sei wieder ¢ : S — S mit
o(z) = 2* (z €8).
Dann gibt es eine dichte Menge periodischer Orbits, denn es gilt
o"(z)=2""=2 dh 2'=1
genau dann, wenn z eine (2" — 1)-te Einheitswurzel ist. Die Menge der Einheitswurzeln
{z€S:22""! =1 fiir ein n € N}

ist dicht in S. Zusammen mit B.2.4 ergibt sich, dass (o,S) chaotisch ist.

Bemerkung 2.11 Es seien ® und ¥ dynamische Systeme auf X bzw. Y und es sei ¢
ein Faktor von W. Da Bilder dichter Mengen unter stetigen Abbildungen mit dichtem

Bild dicht sind ([U]), iibertragen sich sowohl Transitivitét an oo als auch Chaotizitét
(im Fall T'=Nj) von U auf ®.

Beispiel 2.12 (Chaosparabel)
Es sei ¢ = ¢4 : [0,1] — [0, 1], also

¢(z) =4z(l—z) (z€[0,1]).
Da ¢, ein Faktor von o ist, ist ¢ nach B. 2.10 und B.2.11 chaotisch.

Definition 2.13 Es sei (¢;)ier ein dS auf X. Ist z € X, so sagt man, das dS habe
sensitive Abhingigkeit vom Anfangswert z, falls es ein R > 0 so gibt, dass fiir
jedes § > 0 ein y € Us(z) existiert mit

sup d(¢t<y)7¢t(x)) >R

t>0

(im Falle eines GGP z ist dies nichts Anderes als die Instabilitét).
Existiert eine Konstante R > 0 so, dass die Bedingung fiir alle z € X erfiillt ist, so
sagt man, das System habe sensitive Abhéngigkeit von den Anfangswerten.

Satz 2.14 Ist (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum mit abzihlbarer Basis und
ist (¢, X)) ein chaotsches dS auf X, so existiert eine Konstante R > 0 mit folgender
Figenschaft: Fir alle z € X und alle § > 0 gibt es ein y € Us(x) mit

limsup d(¢"(y), ¢"(z)) > R.

n—oo

Insbesondere hat (¢, X) sensitive Abhdngigkeit von den Anfangswerten.
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Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst: Es existiert ein Ry > 0 so, dass fiir alle x € X ein
periodischer Punkt p existiert mit dist(y(p),x) > Ry.

Dazu seien p, ¢ periodische Punkte mit v(p) N~v(q) = @ (existieren, da X unendlich
ist). Dann gilt

1.
Ry := Sdist((7(p), () > 0
und damit fiir alle x € X, n,m € Ny
2Ry < d(¢"(p),¢™(q)) < d(¢"(p),z) + d(¢™(q), z).
Ist also d(¢™(q),x) < Ry fiir ein m, so ist d(¢™(p), ) > Ry fiir alle n € Ny.

2. Wir setzen R := Ry/4.
Sind z € X und § € (0, R) gegeben, so existiert nach 1. ein periodischer Punkt p mit

dist(y(p), z) = 4R

und nach Voraussetzung ein periodischer Punkt g € Us(z) (mit Periode k). Die Menge
k .
Ve (o (Un(@®)) (= {ve X : @), /) < B i j=0,....k})
=0

ist offen mit p € V. Aus der Transitivitiat an oo folgt die Existenz eines y € Us(x)
und einer unendlichen Menge M C N mit ¢"™(y) — p (m — oo, m € M). Ist N € N
gegeben, so existiert also ein m > N mit ¢™(y) € V. Weiter wihlen wir j € N so, dass

m<kj<k+m;.
Wir zeigen: Es gilt
d(¢"(q),¢" (x)) > R oder d(¢"(z),¢"(y)) > R. (2.1)

Damit ist d(¢"(q),¢"(x)) > R fiir unendlich viele n € N oder d(¢™(y), ¢"(x)) > R fiir
unendlich viele n € N. Aus ¢,y € Us(z) folgt also die Behauptung.
Zu (2.1): Aus ¢™(y) € V und erhélt man

A(69(y), 6977 (p) = (6" (1)), 67" () < R

also
AR < d(x, "™ (p)) < d(x,q) +d(q, 0" (y)) + d(6" (y), 6" ™"(p))
SN—— -~ 4
<O0<R <R
und damit . ' ’
2R < d(q,¢"(y)) = d(¢"(q), 6" (1))
Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich die Behauptung. O

S. 2.14 zeigt insbesondere, dass der Raum X im Falle der Existenz eines chaotischen
Systems keine isolierten Punkte hat.
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Definition 2.15 1. Es sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum, X # (). Dann heif}t
X perfekt, falls X keine isolierten Punkte hat.

2. Eine Menge C' C R heifit eine Cantor-Menge, falls C' perfekt ist und keine inneren
Punkte (in R) hat.

Wir untersuchen jetzt die logistische Funktion ¢ fiir Parameter p > 4. In diesem Fall
ist ¢ ist keine Selbstabbildung auf [0, 1]. Wir miissen den Definitionsbereich geeignet
einschranken. Dazu setzen wir [ := [0, 1] und (mit ¢(x) = px(l — z) fiir x € I)

o (I) =1 Ul

wobei [y, I1 disjunkte Intervalle mit 0 € Iy, 1 € I;. Weiter setzen wir fiir n € N und
(Lo, ceey Ln—l) S {O, 1}”

n—1

Lyoins =075 1L,) (={z€l:¢*@)el, (k=0,....n—1)})

k=0
Ist dabei (¢, .-y tno1) # (Lhy -+, th_1), SO gilt

]L() ..... ln—1 N IL6 ..... v T @

Damit ist ,
Spi=[(1o )=o) = U Lo
k=0 (L0y-estn—1)€{0,1}"

mit 2" paarweise disjunkten Mengen auf der rechten Seite. Mit [y := I ergibt sich

Satz 2.16 Firn € N und (1o, ..., tn—1) € {0,1}" gilt: ¢ bildet I, ,, , homéomorph

77777 iy @b und I, ., . ist ein kompaktes Intervall. Auferdem ist

Lig s N Sn = Ligoin 2,0 ULy i 01 -

Beweis. 1. ¢[[,1/2] ist streng monoton wachsend und ¢|f;/2,1) streng monoton fallend.
Insbesondere sind ¢|;, und ¢|, injektiv. Damit gilt (da I,, .. , C 1)

n—1 n—1 n—2
Oligrins) = (V67" L)) 2 () 0(67 (1)) = (V0 Uee) = Lot
k=0 k=0 T k=0
50T
Also ist ¢ gy L., — 1, .., , hombomorph. Da Urbilder kompakter Inter-

valle unter homéomorphen Abbildungen wieder kompakte Intervalle sind, ergibt sich
per Induktion nach n, dass I,, ., , ein kompaktes Intervall ist.
2. (Induktion nach n) Firn=11ist [yNS; =1NS; = I U .
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n— (n+1): Essei (t,...,tn1) € {0,1}". Nach Beweisschritt 1 ist
& Ly )NV Ly =Ly -
Also folgt (da ¢~1(S,) = Spi1)
Loy N Sn1 = Ly N~ Ly iy N Sh)

L:A Ibo N 925_1 (]Llwwﬁnflyo U ‘[Lla-“aLnflvl)

== (¢_l(IL1,...,Ln_1,0) N ILQ) U (¢_1(IL1,...,Ln_1,l) N [Lo)
=1,

ceybn—1,0 U [Lg,...,L,L,1,1 .

Wir setzen

C=Cyi=)Sa={rel:¢"(x) €I firalle n € No}.
neN
Dann ist C' invariant, also (¢, C') ein dS. Weiter gilt
Satz 2.17 Fir u > 4 ist C, eine Cantor-Menge.

Beweis. 1. Wir bezeichnen mit A(J) die Lange eines Intervalls J. Mit Hilfe des Mit-
telwertsatzes (angewandt auf (¢|7,)~! bzw. (¢|r,)~!) kann man induktiv zeigen: Ist

— i | A
0 = min [¢/(z)],
so gilt fiir alle n € N, (¢0,...,tn-1) € {0,1}"

(2.2)

Weiter gilt o > 1 genau dann, wenn p > 2 + /5 ist.
Denn: Es gilt ¢/(z) = pu(l — 2z) (x € I). Aus Symmetriegriinden und aufgrund der
Konkavitit von ¢ ist o = ‘gb’(xm) , wobei ¢(x12) =1, d. h.

T1o = (pVp? —4p)/(20) .

Damit ist
Q:‘qb/(x172)‘:\/m>1<z>u>2+\/g'

2. Wir fithren den Beweis des Satzes nur fiir > 2 + /5.
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Da S, als endliche Vereinigung kompakter Intervalle kompakt ist, ist C' kompakt.
Weiter liegen nach Konstruktion alle Anfangs- und Endpunkte der Intervalle I,
in C.

Wir zeigen: C' hat keine inneren Punkte und jeder Punkt ist Haufungspunkt.
Dazu sei x € C' gegeben. Dann existiert eine Folge (sg)gen, in {0, 1} mit

oF(x) € I, (k € Np)

..... in

(was dquivalent ist zu
S (n € Ny)).

Nach S.2.16 ist
Iso ..... Sn—1 N Sn+1 = [so,...7sn_1,0 U Iso,..,,sn_l,l .

Wir wihlen fiir alle n € Nein y, € Iy, s, , \ Snt1 (in der Liicke). Dann ist y,, ¢ C
mit y, — = (n — 0o0) nach (2.2). Also ist z kein innerer Punkt von C.

Ferner sei ¢, der Endpunkt von Iy, ., , wobei s, # s,. Dann gilt wieder ¢, —
(n — 00) nach (2.2), wobei ¢, # = und ¢, € C (n € N). Damit ist  Hdufungspunkt
von C. O

Wir wollen nun zeigen, dass die Dynamik von ¢ auf C beschrieben werden kann im
Raum der {0, 1}-Folgen.

Definition 2.18 Es sei A eine mindestens zweielementige, endliche Menge (A nennt
man in diesem Kontext auch Alphabet). Wir setzen

Sy= AN = {(sp)rsn € A(keNy)}

und

wobel § die diskrete Metrik auf A bezeichnet.

Bemerkung 2.19 Man rechnet leicht nach, dass durch d eine Matrik auf >4 definiert
ist?. Dabei gilt fiir s € ¥4

Upygn(s) ={t € Xs:tp, = s, fiir k=0,...,n}.
(Denn: Ist ¢ in der rechten Seite, so gilt

[e.o]

1 1 1

d(t < —_ = < —.

(’S>— Z 3k 2.3n 3n
k=n+1

Ist umgekehrt d(t,s) < 1/3", so gilt notwendig t; = sy, fiir k =0,...,n.)
Damit ergibt sich insbesondere, dass der Raum keine isolierten Punkte hat.

2Die 3 im Nenner kann durch ein beliebiges ¢ > 1 ersetzt werden, wobei der Fall ¢ > 2 den Vorteil
hat, dass die offenen Kugeln mit Radius 1/¢™ leicht zu beschreiben sind.



2 TRANSITIVITAT, GRENZMENGEN UND CHAOS 17

Definition 2.20 Die Abbildung o : ¥4 — ¥4 mit
o((sk)) = (sks1)izg (= (s51,82,...)) ((sk) € 2a)
heiBt (Links-)Shift auf ¥ 4. Offenbar gilt dabei
d(o(s),o(t)) < 3d(s,t)

fiir alle s,t € ¥4, d.h., o ist insbesondere (Lipschitz-)stetig auf ¥ 4.
Wir schreiben im Weiteren |M| fiir die Anzahl der Elemente einer Menge M.

Satz 2.21 Fiir den Shift o : X4 — X4 gilt

1. Es existieren genau |A|" periodische Orbits mit Periode n und die Menge der
periodischen Orbits ist dicht in X 4.

2. Es existiert ein s* € X4 mit dichtem Orbit.

Beweis. 1. Offenbar ist p = (pg) € ¥4 genau dann periodisch mit Periode n, wenn
gilt
Dk+n = Dk (k € No)

(d h. p= (p07 -3 Pn-1,P05- -+, Pn—1,P05 -+ -y Pn—1, - - ))
Es seien s = (s;) € X4 und n € N. Ist p € ¥4 mit

D= (S0y-+sSn;50s-2Sm,S05-+sSny---)

so ist p periodisch und p € Uy /3 (s).
Damit ist die Menge der periodischen Punkte dicht.
2. Ohne Einschriankung sei A = {1,...,q}. Wir betrachten die Folge s* € ¥4 mit

s* = (1,2,...,q,l,1,1,2,...,1,q,1,2,1,...,2,q,...,q,g,1,1,1,...,q,q,@,...),

N N
-~

TV
ler Blocke 2er Blocke 3er Blocke

d. h., s* entsteht durch sukzessives Auflisten aller Blocke der Lange 1,2,3,... aus
Zahlen aus {1, ..., ¢} (das ,Buch® s* enthélt alle , Worter®).

Ist s = (s) € X4, so existiert zu jedem n € N ein m,, € N so, dass ¢™"(s*) in den
ersten (n + 1) Folgegliedern mit s iibereinstimmt. Also gilt

d(o™(s%),s) < 1/3".

Damit ist der Orbit y(s*) dicht in ¥ 4. O
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Bemerkung 2.22 Hat X keine isolierten Punkte, so exitstiert fiir ein dS (¢, X') schon
dann eine dichte Menge von Punkten = mit w(xz) = X, wenn ein dichter Orbit existiert

([U]). Damit ergibt sich aus B.2.8 und S.2.21, dass der Shift (o,%4) chaotisch ist.

Satz 2.23 Es seien ¥ := X1y und (¢,C) = (¢u, C,) fiir p > 4.
1. Vermittels h : C,, — X, definiert durch
h(x) := (sk)ren
mit sy, so, dass ¢F(x) = I, , ist (¢,C) konjugiert zu (a,X).
2. (¢,C) ist chaotisch.

Beweis. 1. Zunéchst ist h wohldefiniert, denn zu jedem x € C existiert genau eine

Folge s = (s;) mit ¢*(z) € I, (k € Ny).

e | ist surjektiv.

Denn: Ist s = (s5) € ¥ gegeben, so ist (I, s, )n eine fallende Folge nichtleerer
kompakter Intervalle. Damit ist (Intervallschachtelungsprinzip)

I(s) = () Luprosn # 0.

neN
Fiir x € C gilt nach Definition von A dabei
rel(s) < h(z)=s.

e h ist injektiv (Beweis mit (2.2), also nur fiir 4 > 2 4 /5).

Denn: Nach (2.2) ist I(s) = h™'({s}) einpunktig.
e Esgilt hop =00 h.

Denn: Es seien z € C, s = (sg) = h(z) und t = (¢;) = h(¢(z)). Dann ist

Isk+1 9 ¢k+1(l‘> = st (¢(x)) e Itk Y

also sy = ty. Folglich ist h(¢(z)) =t = o(s) = o(h(x)).

e h ist stetig (also ein Homéomorphismus, da C' kompakt ist).

Denn: Es seien x € C, ¢ > 0 gegeben. Wir wihlen ein n € N mit 1/3" < e. Ist
(sx) = h(x) und

0 := min {dist(LO ,,,,, s Lsosn) @ (L0s vy tn) 7 (S0 -+, sn)} ,
,,,,, sn» also h(y) € Uyyn(h(x)) C Us(h(x)) fiir alle y € Us(x).
2. Aus B.2.11 (angewandt auf 27!), B.2.22 und 1. ergibt sich die Behauptung. a
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3 Fliisse und Liapunov-Theorie

Bereits im Rahmen der gewohnlichen Differenzialgleichungen haben wir uns mit Sta-
bilitdtsfragen im Zusammenhang mit autonomen Gleichungen der Form 2’ = f(z) und
entsprechenden Anfangswertproblemen beschéftigt. Wir fassen die wichtigsten Begrif-
fe und Ergebnisse noch einmal zusammen und liefern gleichzeitig einen dort nicht
ausgefiihrten Beweis nach.

Bemerkung 3.1 (Picard-Lindelof; sieche Differenzialgleichungen)
Es seien D C K% offen und f : D — K lokal Lipschitz-stetig (kurz: f € Lip(D,K?)),
d.h., zu jedem x € D existieren eine Umgebung U von z und ein L > 0 mit

‘f([[‘l) — f(CCQ)’ < L|ZL‘1 — ZL'2| (ZEhfL’Q S U) (31)

In diesem Fall existiert zu jedem K &€ D eine Konstante L = Lk > 0 so, dass (3.1)
fiir alle x1, 29 € K gilt. Weiter hat das AWP

v =f(x),  2(0) =
genau eine maximale Losung ¢(+, zo) auf dem (offenen) Intervall
I(zo) = (¢t~ (20), t*(20)).
Ist tT(x) < oo, so gilt dabei
o(t,z) = dD (t — tT(2)),

in dem Sinne, dass fiir alle K € D ein 0 < tx € I(xg) existiert mit p(t,z) ¢ K fiir
t > t. Eine entsprechende Aussage gilt in Fall ¢~ (zg) > —oo fiir t — ¢~ (x0).

Beispiel 3.2 (logistische Gleichung)
Es sei D =R und f(z) = x(1 — x). Hier gilt

x
r+et(l—x)

@(tv l‘) =

wobei

Satz 3.3 Es seien D C K? offen und f € Lip(D,K?). Dann ist
Q= JU(2) x {z}) cCRx K

xzeD

offen und die Abbildung ¢ : Q — K< ist stetig.
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Beweis. 1. Es sei K € D und L = Lk eine entsprechende Lipschitz-Konsatante.
Ist J = [u,v] ein kompaktes Intervall und sind z,y € D mit J C I(z) N I(y) und
p(J,z) Up(Jy) C K, so gilt

ot ) — ot y)| < |o(u,z) — @(u,y)| " (t € [u,v]).

Denn: Aus der Integraldarstellung von ¢ folgt

lo(t,z) — ot y)| < |e(u,z) — (u,y)| + / |f((s,2)) = f(e(s,y))|ds

<|p(u, ) = p(u,y)] +L/\90(S71’) — o(s,y)| ds.

Mit dem Gronwall-Lemma (angewandt auf ¢(t) = |¢(t,z) — ¢(t,y)|) ergibt sich die
Behauptung.

2. Es sei (tg, xo) € £ gegeben, wobei zunéchst ¢y > 0 vorausgesetzt wird.

Ist J =1[0,t0+ a] C I(zp) mit a > 0, so ist ¢(J,z9) € D, also

8o = dist (¢(J, 9),0D) /2 > 0

(mit dg := 1 fiir D = K?) und damit K := U, [¢(J, )] € D.
Ist L = Lx und
’.73 — LU()’ S 5 = (5067L(t0+a),

so gilt [0, to+«] C I(x) nach 1. und dem Satz von Picard-Lindelof (wére t7(z) < to+a,
so wire ¢(t,x) € K fiir alle 0 <t € I(z)).
Damit ist

[O,to + Oé] X U(s[flfg] cQ

und es gilt fiir [0,t0 + o] x Us[xo] 2 (¢,2) — (to, x0)
ot ) — @(to, x0)| < [o(t, ) — @(t, z0)| + |@(t, 20) — @(to, z0)]
< |z — a0 elltote) 4 |lo(t, x9) — @(to, z0)| = 0.
Mit entsprechender Argumentation sieht man, dass im Falle 5 <0
[to — a, 0] x Us[xo] C 2

fiir geeignete > 0 und § > 0 gilt. Also ist Q offen.
Auflerdem gilt fiir (¢, ) € [to — «, 0] x Us[zo] dann wie oben

(,D(t, :L‘) — @(toaxo) ((t’ :L‘) — (t()?x()))'

Damit ist ¢ stetig auf €. O
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Bemerkung 3.4 Sind D C R? und f € CYD,R?), so ist f € Lip(D,R?) und in
diesem Fall ist ¢ sogar stetig differenzierbar auf ) (siehe Differenzialgleichungen).

Bemerkung 3.5 Es seien D C K¢ offen und f € Lip(D,K%). Aus der Eindeutig-
keit der maximalen Losungen (-, x) ergibt sich fir + € D und s € I(x) zunéchst
I(p(s,z)) = I(x) — s und damit fir ¢t € I(x) — s die Kozyklus-Eigenschaft

p(t+s,2) = ¢(t, (s, 2)). (3.2)
Setzt man fiir t € R

Dy :={x e D:(tx) e Q},
so ist D, C K¢ offen. Fiir t € R mit D, # () und

() :== p(t, ) (x € Dy).

ergibt sich aus der Kozyklus-Eigenschaft zudem ([U]): ¢; : Dy — D_; ist ein Homdomor-
phismus (und im Falle f € C'(D,R?) ein Diffeomorphismus) mit

(¢t)_1 =0

Wir verwenden auch hier die fiir dynamische Systeme eingefiihrten Notationen (z),
v (z) und v~ (z), wobei jeweils T' durch I(z) ersetzt wird, und nennen ¢ auch Fluss

(von f) (vgl. auch [U]). Weiter definieren wir

Xoo :={$€DZt+($):OO}:ﬂDt,

>0

X w:={ze€D:t (z)=00}=()D;.

t<0

Dann ist (¢¢)i>0 ein dS auf X und (¢ )ier ein dS auf Xoo N X_ .
Ist schlielich f(p) = 0, so ist ¢(t,p) = p fiir alle t € R. Wir nennen p dann auch einen
GGP von f (oder der Differenzialgleichung 2’ = f(x)). Weiter setzen wir

Wep) :={zx € Xoo: p(t,z) = p(t = 00)}.

Ist dabei X, eine D-Umgebung von p, so sind Stabilitit, Attraktivitidt und asympto-
tische Stabilitdt fiir p wie in Abschnitt 1 definiert.

Beispiel 3.6 Fiir A € L(K?) ist der Fluss von
¥ = Ax

gegeben durch
o(t,z) =r ((t,r) € Q=R x K.
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Wir schreiben im Weiteren
o(A) :={X: X Eigenwert von A} und p"(A):=maxRe(c(A)),

wobei wir hierbei auch im Falle K = R die lineare Abbildung A auf C? betrachten,
also in diesem Fall die sog. Komplexifizierung von A. Ist || - || eine Operatornorm auf
L(K%), so gilt (siehe Differenzialgleichungen)

Satz 3.7 Es sei A € L(K?).
1. Ist u > p*(A), so existiert ein C' > 0 mit ||| < Cett fiirt > 0.
2. (Stabilititskriterium) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) Es ezistieren C,a > 0 mit ||eY]] < Ce™ fiirt > 0.
b) W5(0) = K%
c) p*(A) <0.

Satz 3.8 (linearisierte asymptotische Stabilitit)
Es sei D C R offen und f € C*(D,R?). Ferner sei p ein GGP von f mit

pt = pr((Df)(p) <O0.

Ist 0 < a < —p*, so ewistieren eine D-Umgebung U von p mit U C X und ein C' > 0

so, dass
lo(t,z) — p| < Clz — ple™™ (t>0,zel).

Insbesondere ist p asymptotisch stabil.

Beispiel 3.9 (Schwingungsgleichung)
Wir betrachten die Differenzialgleichung 2. Ordnung

Y + 2ay’ + w?siny = 0

mit w > 0 und a > 0 (a heifit Ddmpfungsparameter; im Falle a > 0 spricht man von
gedampfter Schwingung, im Falle a = 0 von ungedampfter).
Die Gleichung ist dquivalent zum System 2z’ = f(x), wobei f : R? — R? mit

T )
Jx) = f(xg) - <—w2 sinxy — 2(1{[‘2)

(siehe Differenzialgleichungen). Hier sind p = p,, = (mm,0) (m € Z) die Gleichge-
wichtspunkte. Weiter ist die Jacobi-Matrix von f gegeben durch

(T1)(z) = ( —w? Sosxl —12a ) ’
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0 1
uﬁ@w=(_PUwﬂ_4a).

Damit gilt fiir die Eigenwerte von (D f)(p) im Falle m gerade

—a+t+vVa?2—-w? | fallsa>w
—ativw?—a? |, fallsw >a

also

Ao =

und im Falle m ungerade

M2 =—axVa®+w?

Fiir a > 0 und m gerade ist Re A\; 2 < 0, also p asymptotisch stabil nach S. 3.8.

Ein sehr eleganter Ansatz zur Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von Fliissen
@ ist die sogenannte direkte Methode von Liapunov. Wir fithren dazu zunichst

eine Bezeichnungsweise ein.
Es seien D C R? offen, f € Lip(D,R?) und V € C*(D) := C*(D,R). Ist z € D, so gilt

d

Lvietta) = Vot 5 p.0)

(wobei a - b := a’h das kanonische Skalarprodukt auf R? bezeichnet). Wir setzen
V= Vf =VV-f

(also die Richtungsableitung von V' in Richtung f). Ist dabei V < 0 auf D, so ist
fiir jedes € D die Funktion t — V(p(t,x)) monoton fallend (V ,fillt entlang® der
maximalen Losung o(-, x)).

Definition 3.10 Es seien D und f wie oben. Ist V € C'(D) mit V < 0 auf D, so
heifit V' eine Liapunov-Funktion fiir f (auf D).

Bemerkung 3.11 Wir definieren Invarianz und positive Invarianz von Mengen M C
D wie in B.1.13. Als unmittelbare wichtige Folgerung aus der Monotonie von V (¢(-, z))
erhélt man die positive Invarianz der ,,Subniveaumengen*

{V <¢} und {V <¢}

fir alle ¢ € R. Da 7T (x) fiir alle  zusammenhéngend ist (als stetiges Bild einer
zusammenhéngenden Menge), ist auch jede Komponente von {V < ¢} bzw. {V < ¢}
positiv invariant.
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Als Konsequenz ergibt sich

Satz 3.12 Es seien D C R? offen, f € Lip(D,R?) und V eine Liapunov-Funktion fiir
f auf D. Ferner sei p ein GGP von f. Hat V an p ein striktes lokales Minimum, so
st p stabil.

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. O. E. sei ¢ so klein, dass
Ulpl € D und V(p) <V(z) (2 €Uclp]\ {p})

gilt. Dann ist
a:= min V(z)>V(p).

x€0U:(p)

Die offene Menge {V' < a} hat eine Komponente U, die in U.(p) liegt (dap € {V < a}
gilt und OU.(p) N{V < a} = 0 ist).

Da U nach B. 3.11 positiv invariant ist, gilt " (x) C U fir alle x € U, also auch
yH(z) C Uclp]. Da U.[p] kompakt ist, gilt U C X, und da U eine Umgebung von p
ist, ist damit p stabil. O

Beispiel 3.13 (linearer harmonischer Oszillator)

Es sei .
I . T
T2 N —T .

Dann gilt fiir V(xy, 29) = 22 + 3
. x2 o 2
V(ml,.%'g) = (2%’1,2.’172)( ) =0 aufR".

Also ist V eine Liapunov-Funktion zu f auf R?. Offenbar ist p = (0,0) ein striktes
lokales Minimum von V', d.h. p = (0,0) ist stabil nach S. 3.12.

Das Problem der Liapunov-Methode liegt darin, dass keine allgemeines Verfahren zur
Bestimmung einer Liapunov-Funktion bekannt ist. Oft fithren Funktionen, die die
,Energie® eines Systems beschreiben, auf Liapunov-Funktionen. Insbesondere existie-
ren solche fiir sogenannte konservative Systeme.

Definition 3.14 Esseien D C R? eine offene Menge und f € Lip(D, R?Y). Eine Funkti-
on H € C(D) (nicht lokal konstant, also nicht konstant auf einer offenen Teilmenge von
D), heifit (globales) erstes Integral von f (bzw. 2/ = f(x)), falls t — H(p(t,z))
konstant auf I(z) fiir alle € D ist, d. h. die Losungen von 2z’ = f(x) liegen auf
Hohenlinien von H. Eine Gleichung 2’ = f(z), fiir die ein erstes Integral existiert,
heiflt konservativ.
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Bemerkung 3.15 Ob eine Funktion H : D — R erstes Integral von ' = f(x) ist,
lisst sich oft schon ohne Kenntnis des Flusses ¢ entscheiden. Ist H € C'(D) (nicht
lokal konstant) mit

H=VH-f=0 aufD,

(also H insbesondere eine Liapunov-Funktion fiir 2’ = f(z)), so gilt fiir alle x € D
und ¢ € I(z)

C H(p(t,)) =0

und damit H(p(t,x)) = const. Also ist H erstes Integral von f.

Bemerkung und Definition 3.16 Es sei D C R? ein Gebiet, H € C*(D) und d =
2k fiir ein k € N. Ist # = (u,v) mit p,q € R, so heiit die Differenzialgleichung
' = f(z) mit
OH OH OH OH
(u,v)

flz) = fu(z) = fu(u,v) = (8_1)1 (u,v),...,a—vk (u,v), —=—(u,v), .. o P

ein Hamilton-System. Die Funktion H heifit eine zugehtrige Hamilton-Funktion.
Offenbar ist (im Falle H nicht lokal konstant) die Gleichung 2’ = fg(z) konservativ
mit erstem Integral H.

Beispiel 3.17 Fiir eine stetige Funktion g : R — R betrachten wir die Differenzial-
gleichung 2. Ordnung

y' +9(y) =0.

Dann ist das dquivalente System

ein Hamilton-System mit k£ = 1 und

H(u,v) =

DN | —

v2+/g(s)ds
0

ist eine zugehorige Hamilton-Funktion.
Im Fall g(y) = w?siny ergibt sich die ungedéimpfte Schwingung (vgl. B.3.9). Hier ist

u

1 1

H(u,v) = 502 +w2/sin(s)ds = 51)2 — w? cosu + w? (u,v € R).
0

Wir betrachten den GGP p = (mm,0) fir m € Z gerade. Es gilt H(p) = 0 und

H(z) > 0 auf U\ {p} fiir eine Umgebung U von p, d.h. H hat an p ein striktes lokales

Minimum. Also ist p stabil nach S. 3.12. Da die Gleichung konservativ ist (mit erstem

Integral H), verlaufen sédmtliche Losungen ¢(-, z) auf Héhenlinien von H.
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Ist z € X, so definieren wir die w-Grenzmenge durch w(x) wie in D.2.5, jetzt mit
dem Abschluss in D. Man sieht leicht, dass damit die Aussagen von S.2.7 ebenfalls
erfiillt sind.

Satz 3.18 Es seien D C R? offen, f € Lip(D,R?) und V eine Liapunov-Funktion fiir
[ auf D. Ferner ses M = My die Vereinigung aller positiv invarianten Teilmengen
von {V = 0}. Dann ist w(z) C M fir alle v € X.

Beweis. O.E. sei w(x) # 0 und y € w(x) gegeben. Ist 7 > 0, so existiert eine Folge
(t,) in [0, 00) mit ¢, — 00, t,11 > t, + 7 (n € N) und
o(ty, ) =y (n — 00).

Aus der Stetigkeit von ¢ auf €2 folgt

Vie(ry) = lim V(o(r ¢(tn 7)) =
= nh_}n;()Y(go(T + t”’x>), > nh_>ﬂolo V(SO(thrl, x)) =V(y).

-~

>V ((tns1,2))

Also ist

V() = (Vo o)/ (0) = tim LoADNVoR00)

T—0F T

0.

Aus V < 0 folgt V(y) = 0. Damit ist w(z) € {V = 0}, und da w(z) positiv invariant
ist, gilt auch w(x) C M. O

Bemerkung 3.19 Es seien D C K? offen und f € C(D,K?). Ist v+ (x) relativ kom-
pakt in D, so ist x C X, nach B.3.1. Nach S.2.7 ist w(z) # () und kompakt.

Damit kénnen wir weitere lokale Aussagen hinsichtlich der Stabilitdt von Gleichge-
wichtspunkten machen.

Satz 3.20 Es seien D C R? offen, f € Lip(D,R?) und V eine Liapunov-Funktion fiir
f auf D. Weiter sei p ein GGP und ein isolierter Punkt von My . Dann gilt

1. Ist p stabil, so ist p asymptotisch stabil und p ein lokales Minimum von V.

2. Ist p ein striktes lokales Minimum von V', so ist p asymptotisch stabil.
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Beweis. 1. Es sei 0 < ¢ < dist(p, 0D U (My \ {p})). Da p stabil ist, existiert eine
Umgebung U von p so, dass y*(z) C U[p] fir alle x € U.
Es sei © € U gegeben. Dann ist insbesondere 1 (z) relativ kompakt in D und nach
S.3.18 damit w(z) C My. Aus w(z) C U.p] folgt w(z) = {p}, also ¢(t,z) — p
(t = o0). Damit ist p attraktiv.
Weiter gilt fiir x € U

V(p(t,z)) = V(p) (t — 00).

Da t — V (i(t,z)) monoton fallend ist, folgt
V(e(t,2)) <V(p(0,2)) =V(z)  (t=0)

und somit V(p) < V(x).
2. Nach S.3.12 ist p stabil, also nach 1. asymptotisch stabil. O

Beispiel 3.21 (geddampfte Schwingung; vgl. B.3.9)
Wir betrachten wieder das System

T ,_ . T2
(:1:2) = flo) = (—uﬂ sinx; — 2ax2) ’

wobei w,a > 0. Fiir die Hamilton-Funktion V' : R?> — R der ungedémpften Schwin-
gung, also

1
V(xy,x9) = §x§ —w?cosxy + w?

(siehe B.3.17) folgt

. . xQ 2
V(xy, 25) = (WPsinzy, x ) = —2ax5 <0
(w1, 72) = ( 1522) —w?sinz; — 2ax, e

d. h. V ist eine Liapunov-Funktion des Systems. Hier ist
{V =0} =R x {0}.
Sind p,,, = (mm,0) (m € Z) die kritischen Punkte, so gilt fir x € R x {0}, x # p,
f(z) = f(21,0) = (0, —w?sinz;)

mit w?sinz; # 0. Also verlduft die Losung durch z ,senkrecht® zu R x {0}. Damit
liegt  in keiner invarianten Teilmenge von {V = 0}. Folglich ist

My =A{pm :m € Z}.

Insbesondere ist jeder Punkt p,, isoliert in My, .

Da V an p,, fiir gerades m ein striktes lokales Minimum hat, ist p,, nach S. 3.20
asymptotisch stabil. Im Falle m ungerade ist p,, kein lokales Minimum von V. Also ist
nach S. 3.20 p,, in diesem Fall instabil.
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Bemerkung 3.22 Es seien D, f,V wie in S.3.18. Ist ¢ € R und ist G eine relativ
kompakte Komponente von {V < ¢}, so ist auch y*(z) C G und relativ kompakt fiir
alle z € G. Da {V < V(z)} positiv invariant ist, folgt w(z) C {V < V(x)} fir alle
x € G, also w(x) C GN My nach S.3.18.

Ist dabei p ein GGP mit My NG = {p}, so gilt genauer

o(t,r) =p  (t = o0)

fir alle z € G.

Beispiel 3.23 Es seien f,V wie in B. 3.21. Wir betrachten die Komponente G von
{V < 2w}, die 0 enthalt. Dann ist G relativ kompakt in D = R? (da beschrénkt).
AuBlerdem ist {0} = My N G nach den Uberlegungen aus B. 3.21. Also gilt

o(t,z) — 0 (t = o0)

fiir alle z € G.

Bemerkung 3.24 Es seien D C K? offen und f € C(D,K?). Wir zeigen: Ist z € D
mit relativ kompaktem Vorwértsorbit v* (), so ist w(z) zusammenhéngend.

(Denn: Angenommen, nicht. Da w(z) kompakt ist, existieren (siehe Analysis) kompak-
te, disjunkte Mengen K; und K, mit

W(l') = K1 U KQ.

Ist ¢ := dist(K7, K3)/2, so sind Uy := Us(K;) und Uy := Us(K3) offen und disjunkt.
Aus dist(¢(t,z),w(x)) — 0 (t — o0) (wieder S.2.7) folgt die Existenz eines ¢ > 0 mit

o([t,00),x) C Uy UUs.

Ausserdem ist ¢([t,00),z) NU; # 0 fir j = 1,2 nach Definition der w-Grenzmengen.
Damit ist ¢([t,00),2) nicht zusammenhéngend. Dies widerspricht aber der Tatsa-
che, dass Bilder zusammenhéingender Mengen unter stetigen Abbildungen zusam-
menhéngend sind.)

Also folgt unter den (zusétzlichen) Voraussetzungen aus S.3.18, dass w(z) in einer
Komponente von My liegt. Sind alle Komponenten einpunktig, so gilt fiir ein p € My,

o(t,z) = p (t = o0).

Wir werden uns nun genauer mit einem dreidimensionalen System befassen, das in in
der Wettervorhersage auftritt und als einer der Startpunkte der Chaostheorie gilt.
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Beispiel 3.25 (Lorenz-System) Es seien o,p, 5 > 0. Dann heifit das (nichtlineare)
System 2’ = f(z) mit

U(%Q — .Z'l)
f(z) = z1(p — x3) — 2
T129 — B3

Lorenz-System mit Parametern o, p, 5.
Offensichtlich ist p = (0,0,0) ein GGP. Weiter gilt

—0 o 0
(@)= p—23 =1 -z |,
T2 Ty —f
also
-0 0 0
(Jf)(0) = p -1 0
0 0 —-p

Die zugehérigen Eigenwerte sind A3 = —f < 0 und

o+1 o+ 1\2
)\1’2:— B :i:\/( 9 ) —O'(]_—p>

Also: Ist p < 1, so gilt A1 23 <0, d. h. p = 0 ist asymptotisch stabil nach S.3.8.
Die Funktion V : R3 — R? mit

1
V(xy, 29, 23) = 5 (27 + o(x3 + 23))

hat an p = 0 ein striktes (globales) Minimum und es gilt

Oxg — 0
v<$1,.§€2,2§3) = (I‘l,O'l’Q,O'QIg) pPr1 — Ty — T1T3
1179 — B3

= —o(2] — (1 + p)zixs + x5 + B23).

Also ist im Falle p < 1 die Funktion V' eine Liapunov-Funktion des Lorenz-Systems.
Ist p < 1, so gilt {V = 0} = {0}. Damit ergibt sich die asymptotische Satbilitiit noch
einmal aus S. 3.20.2. Tatséchlich gilt hier sogar W*(0) = R3, d. h. p = 0 ist ,global
attraktiv®.
(Denn: Da

V(z) = o0 (|x] — o0)

gilt, sind die Subniveaumengen {V < ¢} fiir alle ¢ € R beschrinkt. Auflerdem ist
natiirlich
D=R=| J{V<c}

ceR
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Nach B. 3.22 gilt p(t,2) — p =0 (t = o00) fiir alle z € R3.)
Im Falle p > 1 existieren die weiteren Gleichgewichtspunkte

prs=(£VBp—1), £vB(p—1),p—1).
Hierfiir kann man zeigen: po 3 sind asymptotisch stabil im Falle o < f+1 und im Falle

olc+B8+3)

oc>p+1, p < pei= P

Wir wollen nun zeigen, dass fiir beliebige Parameter alle Vorwértsorbits v+ (z) relativ
kompakt in R? (d. h. beschriinkt) sind. Damit ist Xo, = D = R?® und w(z) nach S.2.7
nichtleer und kompakt fiir alle z € R* (und zusammenhiinged nach B.3.24).
Wir betrachten dazu W : R® — R, definiert durch
1
W(xq, x2,x3) = §(p$% + ox3 + o(zs — 2p)?).
Hier gilt ebenfalls
W(z) =00 (|| = o0),

d. h. die Subniveaumengen {W < ¢} sind alle beschriankt. Weiter ist

Oxy — 0T
W(l’) = (pxla ox2, 0—(1'3 - QP)) pPLr1 — Lo — T1T3
T1Ty — Pu3

= —o(pz]+ x5+ Ba; — 2pBus) .
Hieraus folgt .
W(z) - —o0 (|x] — o0),

also ist K := {W > 0} kompakt.
Wir zeigen: Fiir ¢ > ¢k := max W (K) ist {WW < ¢} positiv invariant. Wegen

U{W<c}:R3

c>CK

ist damit " (x) beschriinkt fiir alle x € R3.
(Denn: Es sei ¢ > ck, und es sei z € {W < ¢}. Angenommen, v*(z) ¢ {W < c}.
Dann existiert

r:=min{0 <t e I(z): W(p(t,z)) > c}.

Aus W (p(7,z)) = ¢ > max W(K) folgt W(gp(T, 2)) <0, d. h. t — W(p(t,z)) falls
auf einer Umgebung von 7, im Widerspruch zur Definition von 7. Damit ist {I/V < ¢}
positiv invariant.)

Wir befassen uns zum Abschluss des Abschnitts noch einmal mit dem lokalen Verhalten
von Fliissen an Gleichgewichtspunkten.
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Definition 3.26 Es sei D C R? offen, f € C*(D,R?) und p ein GGP von 2’ = f(z).
Dann heifit p hyperbolisch, falls

a((Df)(p)) NiR = 0.
In diesem Falle heifit p
(i) Senke, falls o((Df)(p)) C {X: ReX <0},
(i) Quelle, falls o((Df)(p)) C {X: ReX > 0},
(iii) Sattelpunkt, falls \;, Ay € o((Df)(p)) existieren mit ReA; < 0 < Re X,

Ist p eine Senke, so beschreibt S.3.8 das lokale Verhalten der Losungen in der Néahe
von p. Insbesondere ist W*(0) eine Umgebung von p. Ist p eine Quelle, so ergibt sich
mit S.3.8, angewandt auf ' = — f(x), dass W*(p) eine Umgebung von p ist, d. h. alle
Losungen, die zum Zeitpunkt 0 geniigend nahe bei p liegen, , kommen von p her*.

Wir wollen nun das lokale Verhalten im Falle eines Sattelpunktes genauer untersuchen.

Bemerkung und Definition 3.27 Wir betrachten zunaéchst eine hyperbolische li-
neare Gleichung
7 = Ax,

also A € L(K?) mit 0(A) NiR = (. Mit etwas weitergehender linearer Algebra ergibt
sich?®, dass B := W*(0) und E* := W*(0) (invariante) Unterriume von K¢ sind mit
K?=FE*® E".

Man nennt E*® den stabilen Unterraum von =’ = Ax und E" den instabilen Un-
terraum von ' = Ax. Dabei ist p = 0 Sattelpunkt genau dann, wenn dim £* und
dim E" positiv sind. Ist A diagonalisierbar, so gilt zudem

E° = @ Kern(A — \id)
AEa(A), ReA<O

und
E'= P  Kemn(A-\id).
A€o (A),ReA>0

Beispiel 3.28 Wir betrachten 2’ = Az auf K¢ mit

-2 -1 0
A= 1 =2 0
0 0 3

3Siehe etwa Hirsch/Smale, Differential Equations, Dynamical Systems, and Linear Algebra, Aca-
demic Press, 1974
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Die Eigenwerte sind
)\1’2:—2:|:i, >\3:3

Also ist p = 0 ein Sattelpunkt mit dim £* = 2 und dim E* = 1. Im Falle K = C gilt
auerdem

E* = Kern (A — \id) @ Kern (A — \jid), E" = Kern (A — \sid).

Im nichtlinearen Fall entspricht das lokale Verhalten der Losungen in der Néhe eines
Sattelpunktes dem der Linearisierung. Genauer gilt folgender tiefliegende Satz (mit
Wh(p) ={r € X_w:¢(t,x) > 0(t > —00)}):

Satz 3.29 (Stable Manifold Theorem)

Es seien D C R? offen, f € C*(D,RY) und p ein Sattelpunkt von 2’ = f(x). Ferner
sei dg := dim(E?), d, := dim(E"), wobei E* bzw. E* den stabilen bzw. instabilen Un-
terraum der Linearisierung ' = (D f)(p)z bezeichnet. Dann existiert eine Umgebung

U von p so, dass
W*(U,p) :=={z € W(p) : 7" (z) C U}

bzw.
WH(U,p) :=={x € W*(p) : v (z) CU}

ds- bzw. d,-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeiten von R? sind. Dabei gilt
T,W3U,p) = E° und T,W*(U,p)=E",

wobei T,, die entsprechenden Tangentialrdume in p bezeichnen.

Einen Beweis findet man etwa in www.poschel.de/ds-09/pdf/ds-skript.pdf, Ab-
schnitt 6.

Beispiele 3.30 1. Wir betrachten noch einmal die Schwingungsgleichung (B. 3.9).
Im Falle m € Z ungerade ist p = (mm,0) ein Sattelpunkt (da A\; 2 = —a £ Va? + w?).
Also sind nach S. 3.29 fiir eine geeignete Umgebung U von p,, die Mengen W*(U, p)
und W*(U, p) eindimensionale C*°-Untermannigfaltigkeiten von R?, tangential zu den
entsprechenden Unterrdumen E°, E* der linearisierten Gleichung

2. (Der Fisch) Wir betrachten die zweidimensionale Hamilton-Gleichung aus B.3.17

mit g(u) = u? — u, also
w\ v
v)  \u—u?


www.poschel.de/ds-09/pdf/ds-skript.pdf
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Abbildung 1: Niveaumengen von H

mit Hamilton-Funktion

Hier sind p = (0,0) und p = (1,0) die GGPe und dabei ist p = (0,0) ein Sattel-
punkt (die zugehorigen Eigenwerte der Jacobi-Matrix sind £1). Durch Betrachtung
der Hohenlinie

{H =0} ={(u,v) : v =Fuy/1—2u/3, u < 3/2}
und Vergleich mit den stabilen bzw. instabilen Unterrdumen
E° ={(u,—u) :u e R} E"={(u,u):uecR}

sieht man, dass {H = 0} = W*(0) U W*(0) gilt und dass dabei W*(0) und W"(0)
keine Untermannigfaltigkeiten des R? sind. Also gilt die Aussage des Stable Manifold

Abbildung 2: W*(0)

Theorems im Allgemeinen nicht fiir W#(p) anstelle von W*(U, p). Hier ist iibrigens
W=(0) N W*(0) = ~(z) fiir jedes z € W*(0) N W*(0) ein sogenannter homokliner
Orbit, d. h. es gilt w(z) = a(z)(= {(0,0)}).
3. Wir betrachten das Lorenz-System 2’ = f(z) und dabei den GGP p = (0,0,0). Ist
p > 1, so gilt fiir die Eigenwerte der linearisierten Gleichung ' = (Df)(p)z (siche
B.3.25)

)\2 <0< )\1,
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d. h. es liegt an 0 ein Sattelpunkt vor mit dim(£*) = 2 und dim(E") = 1.

Nach S. 3.29 existiert eine Umgebung U von 0 so, dass W*(U, 0) eine zweidimensionale
und M*(U,0) eine eindimensionale C*°-Untermannigfaltigkeit von R? sind (tangential
zu den entsprechenden Unterrdumen E°® bzw. EY).
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4 Der Satz von Liouville

Wir betrachten voriibergehend nichtautonome lineare Systeme der Form o' = A(t)x
mit A : [ — K% stetig.

Satz 4.1 Es sei I C R ein offenes Intervall,und es sei ® : I — K9 eine Fundamen-
talmatriz des Systems &’ = A(t)x. Dann ist die Wronski-Determinante W := det ® :
I — K Lésung der (skalaren) linearen Gleichung

y =spurA(t) -y

Beweis. Ist & = (w(l), e ,w(d)), so gilt nach Definition der Determinante fiir t € [
W'(t) = (det®)(t) =

d
= 3 det (D), ..., p0I(8), (DY (), pUTI(), .. 0@ (1))
=t — At (t)

Es sei s € I fest. Ist speziell & = g so, dass Ps(s) = Ey gilt (wobei E; die d-
dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet), so ergibt sich
(det @) Z det ( e A(s)e) eit L el®) = spur A(s) .

Ist ® beliebig, so gilt

also erhalten wir

W'(s) = (det @) (s) = (det D,)'(s) - det D(s) = spur A(s) - W (s).

Bemerkung 4.2 Aus S. 4.1 ergibt sich unmittelbar, dass fiir alle ¢, € I

t

W(t) = W(ty) exp (/spur A(s)ds) (tel)

to

gilt (als Losung der skalaren linearen Differenzialgleichung aus S.4.1).
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Bemerkung 4.3 Wir hatten bereits in B.3.4 gesagt, dass fiir f € C*(D,R%) die
allgemeine Losung ¢ € C*(Q, R9) ist. Nach B.3.5 ist weiterhin die Abbildung

¢ =p(t,) : Dy — Dy
ein Diffeomorphismus mit ¢_; = (¢;)~!. Aus der Kettenregel ergibt sich damit
det Jo(z) #0  ((t,z) € Q).
AuBerdem ist fiir festes z € D

I(x) >t~ g—i(t,x) = Joy(z) € R

Losung des Matrix-Anfangswertproblems
Z'=(Jf)(e(t.x) - Z, Z(0)=Eq
(siehe Differenzialgleichungen, Abschnitt 5). Insbesondere ist

0
a—i(o,x) ~E, (zeD)

Bezeichnen wir mit A = \; das d-dimensionale Lebesgue-Mafl und ist

divf := spur(Jf)

fiir f € CY(D,RY), so gilt

Satz 4.4 (Liouwille)
Es sei D C R offen, und es sei f € C*(D,R?). Ferner sei K C X kompakt. Ist
Vi :[0,00) — R definiert durch

Vie(t) = AMen(K)) (¢ >0),
so0 ist Vi differenzierbar auf [0, 00) mit
VL(t) = / divfdy  (t>0).
¢t (K)
Beweis. 1. Es sei g : {2 — R definiert durch

g(t,x) := det g—i(t,x) = det Jou(x) ((t,z € Q).
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Nach B. 4.3 ist g stetig auf Q mit

g(t,z) #0 ((t,x) € Q)

AuBlerdem ist

9(0,z) = det (;% (¢(0,2)) =1 (x € D).

=FEy

Nach dem Zwischenwertsatz ist damit
g(t,z) >0

fir alle (¢t,z) € €2, da die Strecke von (0,x) nach (¢,x) stets in Q liegt. Wieder nach

B.4.3 ist

dyp

Losung des Matrix-Systems Z' = J f (gp(t,x)) - Z, also auch eine Fundamentalmatrix
zum System

= Jf(go(t,a:))a:.
Nach S.4.1 gilt fiir (¢,z) € Q

0 0 0
Og(t,x) = 5 det 8_i(t’ z) = spur (J f(p(t,z)) - det a—i(t, x)

= (divf> ((p(t, l‘)) ) g(t, :L‘)
und damit speziell
Ag(0,z) = (divf)(z) g(0,2) = (divf)(z) (z € D).

Es geniigt also zu zeigen

Vi) = [ 0g(0,-)dx  (t>0).
d’t(é)

2. Es sei L € Xo. Aus dist ({0} x L,0Q) > 0 folgt, dass

t~ (L) :=supt (z) <0
zeL

ist. Damit existiert ¢ (L) fiir s > t(L), also auch Vi (s) := A(¢s(L)).
Es sei s > t7(L). Da ¢s : Dy — D_; ein Diffeomorphismus ist, folgt mit der Substitu-
tionsregel und 1.

Vi(s) = A(¢s(L)) = / Ly, () dA = /1L|det J¢8|d)\:/g(s,-)d)\. (4.1)

D_g D L
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Es sei nun t > 0 fest. Fiir jedes s > ¢t (¢ (K)) gilt

G5t (K) = s (d(K)).
Also erhélt man, indem man L = ¢(K) in (4.1) setzt,
W(s) = Vi (t+s) = Vy,x)(5) = / g(s,-)dA.
P (K)

Da 0,¢ nach 1. stetig auf Q ist, ergibt sich (Ableitung von Parameterintegralen)

Vi (t) =W'(0) = / A1g(0,-)dA.

Bemerkung 4.5 Ist f € C'(D,R?) divergenzfrei (d. h. divf = 0 auf D), so ist
Vi, = 0 auf [0,00) nach S. 4.4, also Vi konstant auf [0, 00). Damit ist das dS (¢;)i>0
volumenerhaltend auf X, in dem Sinne, dass

AM(K)) = M(K) (t>0)

fir alle K € X.

Bemerkung 4.6 Es sei D C R?* ein Gebiet, und es sei H € C?(D,R). Dann ist das
Hamilton-System z’ = fy(x) divergenzfrei.
(Denn: Fiir x = (u,v) € D gilt mit den Bezeichnungen aus B.3.16

25 O fw); ' 9’H 02H
div fia(w) = Z g;)J (z) = Z Ou;0v; (@) - 0v;0u, (z) =0.)
j=1 J j=1 J J J J

Nach B.4.5 ist der zugehorige Fluss volumenerhaltend auf X,. Dies gilt etwa fiir die
ungeddmpfte Schwingung (siehe B.3.17).

Beispiel 4.7 Wir betrachten ein letztes Mal das Lorenz-System (vgl. B.3.25).
Wir zeigen: Es existiert eine kompakte und invariante As3-Nullmenge A C R? so, dass
fiir alle € R3

dist (¢¢(z), A) — 0 (t — o0)

(A ist ,global attraktiv®)*.

4Genaueres zu dem Thema findet man etwa in
http://dept.math.lsa.umich.edu/~divakar/papers/Viswanath2004-LorenzFractal.pdf
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Denn: Es seien W, K = {W > 0} und cx wie in B.3.25. Wir setzen L := {W < ¢},
wobei ¢ > cx. Dann ist K C L° und L C R?® kompakt und positiv invariant (vgl.
B.3.25). Ist t > 0 fest, so gilt fiir alle s > 0

Ps (¢t(L)) = Qopt(L) = &4 (¢S(L)) C (L),
~——

CL

d. h. auch ¢;(L) ist positiv invariant. Wir definieren

A=) (L)

t>0

Dann ist A kompakt und invariant ([U]). Weiter ist fiir alle y € L

w(y) = (7 (¢u(y) [ &(L) = A.

~—_———
> >
t>0 Cér(L) t>0

Es sei nun = € R3 gegeben. ‘Wir zeigen: Es existiert ein t = ¢, > 0 mit ¢(v) € L.
(Denn: Die Menge U := {W < 0} ist offen mit K = R¢\ U. Nach Definition ist W
eine Liapunov-Funktion fiir f auf U. Angenommen, v*(z) C {W > ¢}. Dann ist

0#wx) Cyt(x) c{W >ctn{W <W(x)} € U.

Dies widerspricht S.3.18.)
Damit ist w(z) = w(¢(z)) C A. Mit S.2.7 erhalten wir

dist(¢¢(z), A) < dist(¢e(z), w(z)) — 0 (t — 0).

Weiter gilt
divf(zr)=-0—-1-08= —« (z € R?)

(Systeme mit negativer Divergenz heiflen “dissipativ*).
Aus S.4.4 folgt

Vi) = /divfd)\:—a / A= —aVi(t)  (t>0),

b (L) ¢ (L)

und damit ist
As(0:(L)) = Vi(t) = Ve (0)e™ = My(L) -7 (£ >0).
Also féllt das Volumen von ¢;(L) exponentiell im Zeitverlauf. Insbesondere ist folglich
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5 Maflerhaltende Systeme

In B.4.5 haben wir gesehen, dass divergenzfreie Systeme 2’ = f(x) zu volumenerhal-
tenden Fliissen fithren. Wir wollen nun ein allgemeine (diskrete) Systeme betrachten,
die eine entsprechende Eigenschaft haben

Bemerkung und Definition 5.1 Es seien (X,., u) ein Mafiraum und (Y,.7) ein
Messraum. Weiter sei ¢ : X — Y messbar. Dann heifit das MaBl ¢, pu, definiert auf .7
durch

¢uu(B) == pu(¢~'(B))  (B€T),

das Bildmaf} von g unter ¢. Ist ¢ : X — X und gilt ¢, = p, so heifit die Funktion ¢
(u-)maBerhaltend und p heiBt (¢-)invariant. Ist dabei ¢ bijektiv und ¢! ebenfalls
messbar, so ist auch (¢~ 1).u = p, also ¢~ ebenfalls maBerhaltend.

Definition 5.2 Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Im Weiteren bezeichnen wir die
o-Algebra der Borelmengen auf X mit B = Zyx. Ist speziell X € HBra (mit der
euklidschen Metrik), so schreiben wir A = Ay fiir das d-dimensionale Lebesgue-Maf
eingeschrankt auf Ax. Weiter schreiben wir m fiir das (normierte) Bogenmafl auf S,
also

1
= —h A\ 2x
m 2 [0,2)

mit A(t) := e (¢t € [0, 2m)).

Beispiele 5.3

1. (Drehungen und Winkelverdopplung) Es seien @ € R und ¢ : S — S definiert durch
#(z) = €z (2 € S). Aus der Translationsinvaraianz von \; folgt die ¢-Invarianz von
m. Ist 0 : S — S die Winkelverdopplung, so ergibt sich aus der Homogenitéit von A\,
entsprechend die o-Invarianz von m.

2. Es seien D C R? offen und f € C'(D,R?) divergenzfrei. Ferner sei X := X, ,NX_..
Wir betrachten die Zeitpunkt-1-Funktion ¢ : X — X mit

o(x) =pl,z)  (reX)

Dann ist ¢ ein Homoomorphismus und A = A\x ist ¢-invariant.
(Denn: Zunéchst ist ¢ surjektiv, denn fiir x € X gilt p(—1,2) € X und damit

T = @(O’x) = @(1790(_17x)> € ¢(X)

Also ist ¢ ein Homdomorphismus (sieche B.3.5).)

Nach B.4.5 ist AM(¢(K)) = MK) fir alle K € X. Da das Lebesgue-Mafl von innen
regulér ist (siche MafBitheorie), gilt ((¢7').A)(A) = A(¢(A)) = A(A) auch fiir beliebige
A€ By, d. h. \x ist ¢~ -invariant und damit auch ¢-invariant.
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Ist (¢, X) ein diskretes dS, so heiit ein Punkt = € X rekurrent, falls = € w(z) gilt.

Satz 5.4 (Poincarescher Wiederkehrsatz)
Es seien (¢, X) ein diskretes dS und p ein invariantes endliches Maf$ auf B = Bx.

1. Ist A € B, so ist fir p-fast alle x € A die Menge der n € N mit ¢"(x) € A
unendlich.

2. Ist (X, d) separabel, sind p-fast alle v € X rekurrent.

Beweis. 1. Fiir x € X gilt ¢"(z) € A fir oo viele n € Ny genau dann, wenn

r € B = ﬂ U o "(A).

m>0n>m
Also ist zu zeigen
u(A\ B) =0.
Ist B, := U ¢ ™(A), so gilt ¢~ (B,,_1) = B,, und damit nach Voraussetzung

n>m

((Bp-1) = ﬂ(¢71(3m71)) = (Bn)

fir alle m € N, also induktiv p(B,,) = u(By) fiir alle m. Da B,, monoton gegen B
fallt, ist auch u(B) = wu(By) (Stetigkeit von p von oben; man beachte: p ist nach
Voraussetzung endlich). Wegen A C By folgt

u(A\ B) < u(Bo \ B) = u(Bo) — p(B) = 0.

2. Da X separabel ist, existiert eine Folge (z;) in X so, dass {z; : j € N} dicht in X
ist. Dann gilt fiir jedes k € N

X = U Ul/k(ZL‘])
jeN
Nach 1. existiert zu jedem Paar (j, k) eine Nullmenge N; . so, dass fiir alle z € Uy j(z;)\
N, die Menge der n € N mit ¢"(z) € Uy(x;) unendlich ist. Dann ist auch

N:= ] N
J,keN

eine Nullmenge.

Es sei z € X \ N gegeben. Wir setzen ng := 1. Sind ng < - -+ < ng_; bereits definiert,
so existiert ein j € N so, dass © € Ul/k(xj). Also existiert ein nj, > ni_; so, dass
" () € Uy jp(x;). Fiir die auf diese Weise induktiv definierte Folge (ny) gilt

d(¢™ (z),z) < 2/k — 0 (k — o0).

Also ist x € w(z). O
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Bemerkung und Definition 5.5 Es seien D C K¢ offen und f € Lip(D,K%). Man
nennt dann einen Punkt z € X, Poisson-stabil, falls z € w(z) gilt. Ist = Poisson-
stabil, so sind auch alle y € v(x) Poisson-stabil (denn ist (¢) eine Folge mit 0 < t; —
oo und @(t, ) — x, so gilt fiir y = p(t,x) € y(x)

o(tr, o(t, 1)) = o(t, oty ) ) = @(t,z) (k= 00)).
——

—T

Hieraus ergibt sich leicht ([U]; beachte: w(y) = w(x) fiir alle y € y(z)), dass fir z € X
gilt: x ist Poisson-stabil genau dann, wenn

V(@) = w(z).
Fiir diskrete Systeme (¢, X) gilt entsprechend: = € X ist rekurrent genau dann, wenn
V(@) = w(z).

Bemerkung 5.6 Es seien D C R? offen und f € C*(D,R?) divergenzfrei. Ist X € D
invariant, so sind A-fast alle x € X Poisson-stabil.
(Denn: Es gilt X € XN X_,. Aus B.5.3 folgt, dass ¢ auch Ax-maflerhaltend ist. Da
Ax endlich ist, ergibt sich aus S.5.4 damit die Behauptung.)
Ist

7' = fu(x)
ein Hamilton-System mit Hamilton-Funktion H € C?(D,R), so ist fy divergenzfrei
(vgl. B.4.6). Ist also X € D invariant, so sind A-fast alle x € X Poisson-stabil.

Beispiele 5.7

1. Ist @ € R, so ist die Drehung ¢ um den Winkel o auf S maflerhaltend beziiglich m.
Im Fall a € 27Q ist jedes z € S periodisch, also w(z) = 7(z). Im Fall o ¢ 27Q ist
jeder Orbit dicht, also v(z) = w(z) = S fiir alle z (siche [U]).

2. Da die Winkelverdopplung o auf S ebenfalls m-maflerhaltend ist, gilt auch hier
w(z) = v(z) fiir m-fast alle z. Allerdings gibt es auch Punkte z, die nicht rekurrent

sind (zum Beispiel jede 2"-te Einheitswurzel # 1).

Beispiele 5.8

1. Ist 2’ = f(x) die ungeddmpfte Schwingung und ist H die Hamiltion-Funktion aus
B.3.17, so ist der Abschluss X der Kompomente von {H < 2w?}, die 0 enthélt, kom-
pakt und invariant (vgl. B.3.23). Da das System divergenzfrei ist, sind Ao-fast alle
x € X Poisson-stabil. Genauer sind hier alle z € X° periodisch und fiir z € 9X gilt
w(z) = {(m,0)} oder w(x) = {(—m,0)}. Damit sind nicht alle z € X Poisson-stabil.

2. Es seien wq,ws > 0. Wir betrachten das lineare System

/

1 0 w1 0 0 gl 1
T2 . —Ww1 0 0 0 ) . A T2
T3 B 0 0 0 wo s | x3

x4 0 0 —wy O Ty T4
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Dann ist ' = Az divergenzfrei (da spur A = 0). Da das System in zwei 2-dimensionale
,» Teilsysteme* zerfillt, sieht man leicht (linearer harmonischer Oszillator), dass fiir alle
r, R > 0 die Mengen T, g := K,(0,0) x Kg(0,0) invariant ist.

Man kann hier zeigen®: Ist wy /wy € Q, so ist y(x) periodisch fiir alle z. Ist andererseits
wy/wa ¢ Q, so gilt y(x) = w(x) =T, R fiir alle x € T, .

Wir befassen uns nun mit der Frage, fiir welche diskreten dynamischen Systeme inva-
riante Mafe existieren. Wir formulieren zunéchst verschiedene Hilfsresultate, die auch
fiir sich von Interesse sind.

Satz 5.9 Es sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Dann ist der Banach-Raum
C(X) = (C(X,K), || - llo) separabel.

Beweis. Fiir a € X und n € N definieren wir f,,, : X — [0, 00) durch
fra(z) == max (0,1 — nd(z, a)) (x € X).

Dann ist f,, € C(X) und es gilt {f,. > 0} = Uy/n(a). Da X kompakt ist, existiert
eine endliche Menge A,, C X mit

X = Uimla).
aeAn
Damit ist h, = >, fune € C(X) mit b > 0 auf X. Fiir ein a € A, setzen wir

G/EA’IL
gn,a = fn,a/hn- Dann ISt

0< EE: In.a =1.
acAn,

Weiter ist mit Qg = Q und Q¢ := Q +:Q

L, := spanQK{gn,a ta € An}( = { Z Ca9n,a ' Ca € QK} C C(X))

acA,
abzéhlbar und damit auch L := |J L,.

neN
Nun seien f € C(X) und € > 0 gegeben. Da X kompakt ist, ist f gleichméfig stetig.

Also existiert ein n € N so, dass

|[f(z) = fly)] <

fir alle z,y € X mit d(x,y) < 1/n.

5Siehe etwa V.I. Arnold, Gewthnliche Differentialgleichungen, Springer, Berlin, 1980, S. 163ff
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Fiir a € A,, wéhlen wir ¢, € Qg mit |f(a) —¢,| < /2. Dann ist |f(z) —¢,| < ¢ fiir alle
x € Uyyp(a). Fiir g:= 3 cagna € L gilt damit (beachte: g, q(z) = 0 fiir x & Uy/n(a))

CLEAn

[f(@) = g@)| = | D (f(@) = ca) gna(@)| <€ Y gnalz) = (v€X),

aGAn aGAn

also || f — glle < e. O

Sind (E,|| - || = || - |lg) und (F, ||| - || = || - ||r) normierte Réume iiber K, so heifit
eine lineare Abbildung 7' : X — Y beschrinkt, falls T'(U;[0]) beschrénkt in Y ist. Ist
L(E, F) der (K-lineare) Raum der beschrénkten linearen Abbildungen von F nach F,

so ist durch
[[T]| == |[T||g,r = sup [|Te]|

llel|<1

eine Norm auf L(E, F') definiert (die Operatornorm). Damit gilt ||Te|| < ||T|| - ||e]|
fir alle e € E. Im Weiteren schreiben wir auch kurz L(E) := L(E, E).

Satz 5.10 Es seien E ein normierter Raum und F ein Banachraum. Weiter sei (T,,)
eine Folge in L(E, F) mit

sup || T, < o0
neN

und so, dass (T,d), fir alle d aus einer in E dichten Menge D konvergiert. Dann
konvergiert (Tpe), fir alle e € E, und durch Te := lim T,e ist ein T € L(E,F)

n—oo
definiert mit | T|| < liminf ||7,]|.
n—oo

Beweis. Es seien e € F und € > 0 gegeben. Dann existiert ein d € D mit |le —d|| < e.
Weiter existiert ein N, € N mit

| Tnd —Tnd|| < e (n,m > N¢).
Also gilt fiir n,m > N, auch
[The — Tell < || Ta(e — d)|| + [(Tn — T)d|| + || T (d =€)

< 2esup||T,| +¢-

neN

Damit ist (7,,e) eine Cauchy-Folge in F, also konvergent. Offenbar ist 7' mit Te :=

lim T)e linear. Ist (n;) so, dass
n—oo

[T || = liminf [ T[] (7 — 00),
n—oo
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so folgt fiir alle e € £ mit |le|| <1
ITe]l = lim | Toyell < lim T, | = lim inf |17,
j—o0 j—oo n—00
O

Wir benotigen weiterhin einen Darstellungssatz fiir positive lineare Funktionale auf
(C(X,K), || - [|oo)- Ist A: C(X) — K linear, so heifit A positiv, falls Af > 0 fiir jedes
f € C(X) mit f >0 gilt. Ist 4 ein endliches MaB auf Ay, so ist durch Af := [ fdpu
ein positives beschrénktes Funktional auf C'(X) definiert mit ||A]| = A(1) = p(X).
Umgekehrt gilt

Rieszscher Darstellungssatz® : Es sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum.
Dann existiert zu jedem positiven linearen Funktional A : C(X) — K ge-
nau ein endliches Mafl = pu(A) auf By mit

Af= [ fdn (1ect).

Wir identifizieren im Weiteren das Mafl 1 mit A und schreiben dann — etwas brutal —
auch puf statt Af.

Es seien X eine Menge und ¢ : X — X. Wir definieren den Kompositionsoperator
C = Cy4: K¥ — KX mit Symbol ¢ durch

Cof :=fo¢  (f€KY).

Dann ist Cy linear mit Cpf > 0 im Falle f > 0. Ist X ein kompakter metrischer
Raum und ist ¢ stetig, so ist Cy € L(C(X)) mit ||Cs|| = 1. Wir setzen weiterhin (mit

Zj_zlo :=0)
Sp=Sns =) C7  (ne€N).

Satz 5.11 (Krylov-Bogolubov)
Ist (X,d) ein kompakter metrischer Raum und ist ¢ : X — X stetig, so existiert ein
op-invariantes Wahrscheinlichkeitsmafs auf Bx .

Beweis. Nach S. 5.9 ist C(X) separabel. Es sei (f;) eine Folge in C(X) so, dass
{f; : 7 € N} dicht in C'(X) ist.
Ist p € X fest, so ist durch

pnf =~ (8. 0)) (f € CX)

SEinen Beweis einer allgemeineren Version findet man etwa in

W. Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw Hill, New York, 1987
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eine Folge positiver linearer Funktionale u,, auf C'(X) definiert mit

H:un” = pplx = (Sn1X>(p)/n =1 (n S N) .

Aus |pnfi| < fjlloo folgt mit dem Satz von Bolzano-Weierstra}, dass zu jedem j € N
eine unendliche Menge I; C N existiert mit /; C I;_; und so, dass (pn fj)ner; konver-
giert. Definiert man ng := 1 und wéahlt man n; € I mit ny > ng._1, so konvergiert
(ttn, f)k fiir alle j € N (Diagonalfolgenargument). Nach S. 5.10 existiert

uf = lim o, f
—00
fir alle f € C'(X), und p ist ein (ebenfalls positives) lineares Funktional auf C'(X) mit
w(X)=plx = lim p, 1 =1.
k—o0
Also definiert p auch ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Zx. Weiter gilt fiir f € C'(X)

ngk

i 00) s (F06) == D (F 0 )p) =

o+ nik«f o ™) p) — f(1) = nf (k= oo),

also puf = p(f o ¢) und damit nach dem Transformationssatz (— MaBtheorie)

uf = [(Fooydn= [ fatou) = s
Folglich ist p = ¢y p. O

Man kann den Satz von Krylov-Bogolubov auch so interpretieren, dass ¢, als Selbst-
abbildung auf der Menge der Borel-Wahrscheinlichkkeitsmafie einen Fixpunkt hat.”

Wir betrachten nun wieder einen allgemeinen Mafiraum (X,.7, 1) und eine mafler-
haltende Abbildung ¢ : X — X. Nach dem Transformationssatz ist eine messbare
Funktion f: X — K integrierbar genau dann, wenn f o ¢ integrierbar ist, und es gilt

o [ in= / faow) = [(Fo0)du. (5.1)

Es seien p > 1 und L,(p) = (Ly(1, K), || - ||,) der (Banach-)Raum der p-integrierbaren
Funktionen mit (der tiblichen Identlﬁkatlon fast iiberall gleicher Funktionen und) der
Norm

/p
W= 117l = / 7P du) "

Aus (5.1) (angewandt auf |f|?) folgt, dass wieder C'= Cy € L(L,(n)) gilt, jetzt sogar
mit ||Cf|l, = ||f||, fir alle f € L,() (m.a.W. Cy ist eine Isometrie auf L,(u)).

"Hat die Abbildung ¢ selbst einen Fixpunkt p € X, so ist das Dirac-Maf §, ein invariantes Borel-
Wahrscheinlichkeitsma.
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Satz 5.12 (Maximale Ungleichung)
Es seien (X, .7, u) ein Mafsraum und ¢ : X — X maferhaltend. Ist f € Ly(p, R) und

E = { sup Snf>0}, so gilt
/fduZO-

n€eNyp
E

Beweis. Fiir N € N definieren wir gy := max S f( € Li(p )) und Ey := {gn > 0}.

0<n<N
Dann gilt £, T E (N — o) und damit nach dem Satz von Lebesgue (da |f1g,| < |f])

E/fd,u—>E/fdu.

Also reicht es, zu zeigen: f f >0 fir alle N € N.

Fir 0 <n < N gilt gy — S wf >0, also auch Cgy > CS,f = S,11f — f. Damit ergibt
sich
Cygn+ f > Jmax, Sni1f > ax, Snfs

also fiir z € Ey auch

Cyn(z) + f(z) = max S, f(r) = gn(z).

0<n<N

Folglich ist fl1g, > (g9v — Cyn) 1g, und damit

/fdu>/gNdu /cgNdu /gNdu—/CgNduzHgN||1—||CgNH1—o.

En Eny 20
O

Bemerkung 5.13 Der Beweis zeigt, dass die Aussage des Satzes auch fiir allgemeine
lineare positive Operatoren U auf L;(p, R) mit ||U|| < 1 anstelle von C' gilt.

Bemerkung und Definition 5.14 Es seien X eine Menge und ¢ : X — X. Ist
M C X invariant (also ¢(M) C M), so heiit M vollstéindig invariant, falls auch
¢~ (M) C M gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn ¢~ (M) = M erfiillt ist. Fiir
f X — Kgilt dann

(fod)lu = (flm) 0 9,
also auch (S,f)1y = Sn(f1ly). Damit ergibt sich in der Situation von S.5.12: Ist
M C X vollstandig invariant, so ist £ N M = {sup,, S, f1ly > 0} und damit auch

/fdu:/flMd,uZO.

ENnM ENnM
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Satz 5.15 (individueller Ergodensatz; Birkhoff)
Es seien (X, .7, u) ein endlicher Mafraum und ¢ : X — X maferhaltend. Dann ist
fiir jedes f € Ly(p) die Folge (S, f/n) fast iiberall konvergent.

Beweis. Ohne Einschriankung sei f reellwertig (ansonsten: Ref und Imf betrachten).
Fiir a < b betrachten wir die Mengen
E.p:= {liminfSnf/n <a<b< limsupSnf/n}
n—oo

n—oo

und

Dann existiert im(S, f)(z)/n fiir alle x ¢ E. Also geniigt es, zu zeigen, dass E, fiir
jedes a,b eine p-Nullmenge ist (dann gilt dies auch fir F).

Nach Definition ist E,; vollstandig invariant beziiglich ¢ (beachte: (S, f)o¢ = CS,f =
Spi1f—fund f/n — 0 punktweise auf X). Da p endlich ist, sind Konstanten integrier-
bar. Anwendung von B.5.14 auf f —b (wobei ¢ := clx) liefert mit £, := {sup S, f > b}

n€Ng
| =van=o.
EyNE,
Dabei gilt B, N E,p = Eqp, also
[=vduzo.
Ea,b
Entsprechend ergibt sich durch Anwendung von B.5.14 auf a — f
[a-ndu=0
Ea,b
und damit durch Addition
(a = b)u(Bay) — /(a —bydu > 0.
Ea,b
Wegen a < b ist u(E,p) = 0. O

Ist p endlich, so gilt L, () C Ly(p) und f — [ f dp ist ein stetiges lineares Funktional
auf L,() (nach der Hélder-Ungleichung; siche Mafitheorie).® Wir schreiben daher auch
wieder kurz

nf = [ fan

8Genauer ist fiir alle 1 < p’ < p die Einbettung j : L,(u) — Ly (n), j(f) = f, stetig
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Satz 5.16 (L,-Ergodensatz; von Neumann)

Es seien (2, .7, ) ein endlicher Mafsraum und ¢ : X — X maferhaltend. Dann kon-
vergiert fiir alle p > 1 die Folge (S,/n), punktweise auf L,(1) gegen T* € L(L,(w)),
und es gilt pyT* = p sowie CyT* = T*. Weiterhin ist T*f fir alle f € L,(u) auch
punktweise fast-iiberall Grenzwert von (S, f/n).

Beweis. Es sei g : X — K beschrankt und messbar. Dann ist ¢ € L;(u). Nach

dem individuellen Ergodensatz existiert eine Menge E € . mit u(E) = 0 und so, dass

(Sng/n) auf X\ E punktweise konvergiert. Damit definieren wir g* := lim 1x\g(S,g)/n.
n—oo

Dann ist g (messbar und) beschrankt mit
19"l < lglloc
(da ||C?gl|s < ||gl|s)- Insbesondere ist g* € L,(1) und aus |+ S, g —g*!p < (2]]9]]00)?

ergibt sich mit dem Satz von Lebesgue

1 .
— 59 = 9 in Ly(u).

Da die beschrénkten messbaren Funktionen dicht in L,(p) liegen (siehe Mafitheorie)
und da ||S,/n|| <1 fir alle n € N gilt, ergibt sich die Existenz von 7% f := lim S, f/n
fir alle f € L,(p) und T* € L(L,(p)) aus S.5.10.

Es sei f € L,(u) gegeben. Nach (5.1) gilt pf = p(CY f) und damit

pf = p(Suf/n) = pw(T7f)  (n — o0),
also u(T*f) = pf. Aus
CT*f + C(Spf/n) =Spiaf/n+ f/n—=T"f in L,(1)

folgt auch CT*f = T*f. Die Zusatzbehauptung ergibt sich aus dem individuellen
Ergodensatz und der Tatsache, dass eine Folge, die in L,(u) konvergiert, eine fast
tiberall konvergente Teilfolge hat (siche Maftheorie). O

Bemerkung und Definition 5.17 Es seien (X,.7, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und ¢ : X — X mafBlerhaltend. Ist .7, die Menge der vollstédndig invarianten Mengen in
&, 80 ist .7 eine g-Algebra. Die Abbildung ¢ heifit (y-)ergodisch, falls u(A) € {0,1}
fir alle A € .7 gilt.

Im Weiteren sei

AANB:=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANB)
die symmetrische Differenz von A und B. Damit gilt: Sind A und A; (j € N) Mengen,
so st A A A, C 7011(Aj A Aj)und A (UA) UL A)).

J= J J
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Satz 5.18 FEs seien (X,., u) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ¢ : X — X mafer-
haltend.

1. Ist A€ . mit p(¢p~'(A) A A) =0, so ezistiert ein B € S5 mit u(AA B) =0.
2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) ¢ ist ergodisch.

b) Ist Ae . mit u(¢p='(A) AN A) =0, soist u(A) € {0,1}.

c) Ist f € Li(p) mit Cof = f in Li(p), so ist f = (uf)1x in Li(p).

d) Ist f : X — K messbar und beschrinkt mit f o ¢ = f fast sicher, so ist
f=(uf)lx fast sicher.

Beweis. 1. Es sei A € . mit u(¢p~1(A) A A) = 0. Da ¢ maBerhaltend ist, gilt

—_
—_

n—

PO B A) £ 3 oA B GTA) = 3 (67 (67HA) B ) =0

n—

<
Il

o
<
Il

o

fiir jedes n > 1. Mit B, := |J ¢ "(A) ist also

n>m

WALB) < S p(ALG™MA) =0 (meN,).

n>m

Wir setzen B = () B,,. Dann ist ¢~'(B) = B (vgl. Beweis zu S.5.4), also B € .%.
meENy
Da die Folge (B,,) monoton fallend ist, erhalten wir aus der Stetigkeit von oben und

unten
p(AA B)= lim pu(A\ Bp)+ lim u(B, \ A) = lim u(AA B,)=0.
2. a) = b) folgt aus 1. (man beachte: aus u(A A B) = 0 folgt u(A) = u(B)).

b) = ¢): Es sei f: X — R integrierbar mit f o ¢ = f fast sicher. Fiir b € R sei
Ay, ={f < b}. Wegen f o ¢ = f fast sicher gilt

Nach Voraussetzung ist pu(A,) € {0,1}. Setzt man ¢ := sup{b € R : u(4,) = 0}, so
gilt 11(A.) = 0 mit Stetigkeit von unten und pu({f < c}) = 1 mit Stetigkleit von oben.
Damit ist f = clx fast sicher. Aus p(lx) = 1 folgt ¢ = uf.

c) = d) ist klar.

d) = a): Fir A € % gilt 14 0¢ = 14 und daher 14 = pu(A)lx fast sicher, also
pu(A) € {0,1}. O
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Beispiele 5.19 1. Ist a € R, so ist die Drehung ¢ : S — S um dem Winkel o genau
dann m-ergodisch, wenn o & 27Q gilt. R
(Denn: Es sei f € Lo(m). Mit fi(z) = 2% gilt f = > f(v)f, in Ly(m) mit den

VvEZ
Fourier-Koeflizienten

2w

fk) = /fﬁdm: %/f(e“)e_ikt dt (keZ)

0

(siche Fourier-Analysis). Folglich ist

Cof = FW)(Cofs) =D Fw)e™ ..

VEZ VEZ

~

Nach der Parsevalschen Gleichung ist > |f(v)|* = || f||3 und damit insbesondere f = g
vEL

in Ly(m) genau dann, wenn f(l{:) = g(k) fir alle k. Also ist (@)(k) = e“mf(k;) fiir
alle k. Ist nun o ¢ 27Q, so gilt e #£ 1 fiir alle k € Z \ {0}. Fiir f € Lo(m) mit
Cyof = fist also f(k) = O fiir alle £ # 0 und damit f fast sicher konstant. Nach

S.5.18 ist ¢ ergodisch. Ist umgekehrt o € 27Q, so sieht man leicht ([U]), dass ¢ nicht
ergodisch ist.)
2. Die Winkelverdopplung o : S — S ist m-ergodisch.

~ ~

(Denn: Aus der Konvergenz von Y. |f(v)|? folgt f(n) — 0 fiir n — +oo. Weiter ist

vEZ

(C,f)(2k) = f(k) und damit im Falle C, f = f induktiv fiir k # 0

~

fk) = F2"k) =0 (n—o0),

~

also f(k) =0 fiir k¥ # 0. Wieder ist f fast sicher konstant.)

Satz 5.20 FEs sei (X,.7,u) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ist ¢ : X — X maferhal-
tend, so sind folgende Aussagen dquivalent:

a) ¢ ist ergodisch
b) Fir alle f € Ly(p) gilt T*f = (uf)1x.
c) (Zeitmittel = Raummittel) Fir alle f € Ly(u) gilt

1
=Snf = (nf)1lx w-fast sicher.
n

d) Fir alle A € .7 gilt

%‘{O§j<n:¢j(m)€fl}|—>,u(/l) fiir fast alle x € X.
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Beweis. a) = b): Nach S.5.16 gilt C,T*f =T*f und pT*f = pf. Da ¢ ergodisch ist,
ergibt sich T* f = (uf)1x fast sicher mit S.5.18.

b) = ¢) Nach S.5.16 ist T fast sicherer Grenzwert von (S, f/n).

c)=>d):Ist Ae . sogilt |{j <n:¢(x) € A} = S,la(x) fiir alle z € X. Damit
ergibt sich die Behauptung aus c¢) mit f = 14.

d) = a): Ist A € .7, so ist

1, z€ A

%|{O§j<n:¢j(:)§)€A}‘:{0’ e A

Also ist u(A) € {0,1} nach d). O

Bemerkung 5.21 Es seien (X, d) ein metrischer Raum mit abzdhlbarer Basis und u
ein WahrscheinlichkeitsmaBl auf Zy so, dass u(U) > 0 fiir alle offenen Mengen U C X.
Ist ¢ : X — X ergodisch, so gilt w(z) = X fiir fast alle z € X (vgl B.2.8).

(Denn: Ist {Uy : k € N} eine Basis von X, so existiert nach S.5.20 d) zu jedem k eine
Nullmenge N}, so, dass die Menge vt (¢™(x)) N Uy unendlich ist fiir alle x & Ny und
alle n (man beachte: p(Uy) > 0). Ist N := [,y Ni, s0 ist N eine Nullmenge mit der
Eigenschaft, dass v*(¢™(x)) N Uy, unendlich ist fiir alle z € N und alle (n, k). Also ist
v (¢"(x)) dicht in X fiir alle x ¢ N und alle n.)

Bemerkung und Definition 5.22 Ist (X,.) ein Messraum, so heifit eine messbare
Abbildung ¢ : X — X eindeutig ergodisch (beziiglich .¥), falls genau ein invarian-
tes Wahrscheinlichkeitsmafl p auf . existiert. Dann ist ¢ insbesondere p-ergodisch.

(Denn: Es sei A € ., mit u(A) > 0. Dann ist das bedingte Mafl j4 : . — [0, 1] mit

4a(B) = (AN B)/u(4) (B € %)

ebenfalls ¢-invariant. Also ist p4 = p und damit 1 = pa(A) = p(A).)

Satz 5.23 FEs seien (X,d) ein kompakter metrischer Raum, p ein Wahrscheinlich-
keitsmafs auf Bx und ¢ : X — X maferhaltend. Dann sind dquivalent:

a) ¢ ist eindeutig ergodisch.
b) Fir alle f € C(X) konvergiert (S, f/n) gleichmdfig auf X gegen (uf)lx.

Beweis. a) = b): Angenommen, es existiert ein ¢ € C(X) so, dass (S,g/n) nicht
gleichméBig gegen (ug)1x konvergiert. Dann existieren ein € > 0, eine Folge (p,) in X
und eine Folge m,, — oo mit

|Smng(pn)/mn_:u“g‘ > e (TLEN)
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Ist v, f := S, f(Pn) /M fir f € C(X), so sieht man wie im Beweis zu S.5.11 (mit v,
statt pu,), dass fiir eine Teilfolge (1)

vf:=lim v, f
k—00

fir alle f € C(X) existiert, und dass v ein ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf auf
By definiert. Nach Konstruktion ist pug # vg. Widerspruch.

b) = a): Ist v ein weiteres invariantes Borel-Ma8, so gilt fiir f € C'(X) aufgrund der
Stetigkeit des Funktionals v

vf=v(Suf/n) = v(pf)lx = pf (n— o0).

Bemerkung 5.24 Da |[|S,/n|| < 1 gilt, reicht es nach S.5.10 zum Nachweis der Be-
dingung b) aus dem obigen Satz zu zeigen, dass fiir alle g aus einer in C'(X) dichten
Teilmenge gleichméBige Konvergenz von (S,g/n) auf X gegen (ug)ly gilt.

Beispiel 5.25 Ist a € 27Q und ¢ die Drehung um den Winkel o auf S, so ist ¢
eindeutig ergodisch und es gilt

n—1

%Zf(eiajz):%snf<z)—>/fdm (n — o0)

J=0

gleichméfig auf S fiir alle stetigen Funktionen f:S — K.

(Denn: Der Unterraum L := span{f; : k € Z} der trigonometrischen Polynome ist
(etwa nach dem Satz von Féjer; siehe Analysis) dicht in C(S). Fiir k # 0 gilt e®* #£ 1,
also

—_

n— o 1 — eiakn
Sufel2) = S () = i) (€56)
j=0 ¢
und damit ) 5
S fille < ——— — 0 — .
158 filloe € g >0 (n = o0)

AuBerdem ist S,, fo/n = S,1s/n = fo. Also folgt fiir g = > A\ fy € Lmit [ fr dm = dyp
k

% w9(2) = Zxkésnfk(zv — Ao = / gdm (n — o)
k

gleichméBig auf S. Mit B.5.24 und S.5.23 ergibt sich die Behauptung.)
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6 Lineare Systeme

In diesem Abschnitt betrachten wir diskrete lineare Systeme.

Bemerkung und Definition 6.1 Es sei (X, || - ||) ein separabler normierter Raum
(iiber K). Ein Operator T" € L(X) heifit hyperzyklisch, falls das dS (T, X) einen
dichten Orbit hat. Nach B.2.8 und B.2.22 ist dies gleichbedeutend damit, dass das
System transitiv an oo ist. Ist (7', X') mischend an oo, so ist (T, X) auch transitiv an
00, also hyperzyklisch. Wir sagen dann auch kurz, T" sei mischend.

Ist T hyperzyklisch, so ist notwendig ||7'|| > 1 (sonst gilt ||T™z|| < ||z|| fir alle x € X,
n € N und damit ist jeder Orbit beschréankt). Mithilfe der Jordan-Zerlegung kann man
zeigen, dass lineare Operatoren auf endlich-dimensionalen Rd&umen nicht hyperzyklisch
sein konnen. Wir werden sehen, dass die Situation im unendlich-dimensionalen Fall
grundlegend anders ist.

Bemerkung 6.2 (Kitai-Kriterium) Es seien (X, ||-]|) ein separabler normierter Raum
und 7" € L(X). Gibt es dichte Teilmengen X, und Yy von X mit 7"z — 0 fiir alle
x € Xy und so, dass fiir alle y € Yj eine Folge (u,) in X mit u, — 0 und T"u,, — y
existiert, so ist 1" mischend.

(Denn: Es seien U,V C X offen und nichtleer. Nach Voraussetzung existieren = €
UNXgund y € VNYy. Ist I C N unendlich, so existiert also ein n € I mit

r4+u, €U und T"(x+u,) €V.

Damit ist 7" mischend.)

Beispiel 6.3 Es sei p € [1,00). Wir betrachten den (Banach-)Raum

gp = {1’ = ($k>iio € KNO : Z ’JJk’p < OO}
k=0

mit
= 1/p
el = (D lal?) ™
k=0
Weiter sei T': £, — £, der Linksshift, also T'(x) := (z441) fir x = (x}) € £,. Man sieht
leicht, dass ||T'|| = 1 gilt. Also ist T' € L({,), aber nicht hyperzyklisch.
Andererseits gilt: Fiir jedes r > 1 ist 7" mischend.

(Denn: Aus der Definition von ¢, ergibt sich leicht, dass er Unterraum Xy der abbre-
chenden Folgen

Xo :=span{(d;x)ry : j € No}
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dicht in ¢, ist. Offensichtlich gilt fiir jedes z € Xy damit 7"(z) = 0 fiir n geniigend
grof3. Also ist die die erste Bedingung aus B.6.2 fiir »T" erfiillt. Es sei S : ¢, — £,
der Rechtsshift, also S(y) = (yx—1) mit y_y := 0 fir y = (yx) € ¢,. Fir y € ¢, ist
[1Sy|| = |yl und (rT)(r~1S)(y) = y. Also gilt u, := (r~19)"(y) — 0 (n = o) in ¢,
und (r7")"(u,) = y. Damit ist die zweite Bedingung sogar mit Y, = ¢, erfiillt.)

Bemerkung 6.4 Man sieht leicht ([U]), dass die Aussage des Kitai-Kriteriums auch
gilt, wenn die Mengen X, und Yj lediglich einen dichten Spann haben. Wir verwenden
das Kriterium im Weiteren auch in dieser Variante.

Schon bei Fliissen haben wir gesehen, dass dem Spektrum eines linearen Operators eine
entscheidende Rolle im Hinblick auf das dynamische Verhalten zukommt. Wir wollen
nun zeigen, dass dies bei diskreten linearen Systemen auch der Fall ist. Wenn nicht
anders gesagt setzen wir im Weiteren stets voraus, dass (X, || - ||) ein vom Nullraum
verschiedener separabler Banach-Raum iber C ist und schreiben D := {z € C: |z| < 1}
sowie D* :={2z € C: |z] > 1}.

Bemerkung und Definition 6.5 Es sei 7' € L(X). Dann heifit
o(T) :={X € C: T — \id nicht bijektiv}

Spektrum von 7. Aulerdem nennt man die Menge o((7") der Eigenwerte von T, also
der A € o(T), fiir die T'— Aid nicht injektiv ist, das Punktspektum von 7'. Damit gilt
unmittelbar: Ist a € C, so gilt o(aT’) = ac(T) und o¢(al’) = aoy(T"). Weiter kann
man zeigen, dass das Spektrum nichtleer (wichtig dabei: K = C und X # {0}) und
kompakt ist mit

H(T) = max{|A| : X\ € o(T)} = Jim [|T"]]'/" (< ||T]])

(siche Funktionalanalysis). Dabei nennt man r(7") den Spektralradius von 7.

Beispiele 6.6 1. Wir betrachten den Linksshift 7" auf ¢,. Man rechnet leicht nach,
dass fiir jedes A € D die geometrische Folge (\*) ein Eigenvektor zum Eigenwert \ ist
und dass der entsprechende Eigenraum eindimensional ist. AuBerdem ist oo(T) = D,
d. h. es gibt keine Eigenwerte auBerhalb von D. Aus ||T|| = 1 folgt (T) C D und mit
der Abgeschlossenheit des Spektrums damit o(7") = D.

2. (Volterra Operator) Es sei V' : C[0,1] — C[0, 1] definiert durch

VA= [ fs)ds  (te ),

Dann gilt ([U]): [|[V]| =1 und r(V) =0, also o(V) = {0}. Aulerdem ist oo(V') = 0.
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Bemerkung 6.7

1. Aus der Definition des Spektralradius ergibt sich unmittelbar, dass fur alle r > r(T)
ein C' > 0 existiert mit ||7"]] < Cr™. Ist r(T) < 1, also o(T) C D, so gilt damit
insbesondere 17"z — 0 fiir alle z € X.

2.1st 0 € o(T), so existiert T~ Man kann zeigen, dass T—! € L(X) gilt (die Stetigkeit
ergibt sich etwa aus dem Graphensatz; siche Funktionalanalysis) mit o(7T') = 1/0(T).
Damit erhilt man: Ist o(T) C D*, also o(T~!) C D, so gilt ||T"z|| — oo fiir alle
ze X\ {0}

(Denn: Es sei ||[T"z|| < M fir eine Teilfolge (n;). Sind C' > 0 und r < 1 wie in 1. fir
T~ statt T, so gilt ||z|| < |[|T~|| - ||T™z|| < CMr™ — 0 fiir j — oo, also z = 0.)

Bemerkung 6.8 Fir 7" € L(X) und A C C schreiben wir
Xp=Xpr={reX:Tr=XAxfirein A € A} = U Kern(7T — Aid).
AeA

Falls Xp und Xp- dichten Spann haben, so ist T" mischend.
(Denn: Es seien x € Xp, y € Xp- sowie A € D, p € D* mit Tx = Az und Ty = py.
Dann gilt

Tz =A"v —0 und wu,:=p "y—0

fiir n — oo. Dabei ist T"u,, = y fiir alle n. Damit ergibt sich die Behauptung aus dem
Kitai-Kriterium.)

Definition 6.9 Es seien 7' € L(X) und A C C. Ein Abbildung v : A — X heifit
A-Eigenvektorfeld, falls T'v(\) = Av () fiir alle A € A gilt.

Bemerkung und Definition 6.10 Es sei v : [a,b] — X stetig. Dann kann man das

Regel-Integral
b b
/V:—/v(t)dteX

genauso definieren wie fiir K-wertige Funktionen und es gelten die iiblichen® Eigen-
schaften. Ist (Y,]|| - ||) ein weiterer Banach-Raum, so gilt aulerdem fir 7" € L(X,Y)

T/bv = /bTv. (6.1)

Ist v:S — X stetig, so schreiben wir auch

2w

_ it
/Vdm = 27T/V(e ) dt

0
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(man beachte dabei, dass im skalaren Fall X = K die Definition im Einklang steht
mit der bereits oben eingefiihren des Integrals beziiglich des MaBes m). Damit gilt das
wichtige Riemann-Lebesgue Lemma:

21
(k) = / ovdim = / (e dt = 0 (k — +o0).
T

0

Der Beweis ([U]) ergibt sich durch gleichméflige Approximation von v durch Treppen-

b
funktionen und der Tatsache, dass [ e ™*dt — 0 (k — $o0) fiir alle a < b gilt.

a

Bemerkung 6.11 Es sei (X, || - ||) ein normierter Raum iiber K. Dann heifit
X" :={2": X - K: 2 linear und stetig} = L(X,K)

der Dualraum von X. Man schreibt dann meist (x,z’) statt z’'(z). Aus dem Satz
von Hahn-Banach (siehe Funktionalanlysis) ergibt sich unmittelbar folgendes duferst
niitzliche Kriterium fiir die Approximierbarkeit von x aus einem Unterraum L heraus:

Sind M C X, L := span(M) und x € X, so gilt * € L genau dann,
wenn fir jedes ' € X' mit ' L M (d. h. '|py = 0) auch 2’ L x (d. h.
(x,2") =0) gilt.

Ist M C X. so ergibt sich insbesondere, dass M genau dann dichten Spann in X hat,

wenn aus ' L M schon 2’ = 0 folgt.

Satz 6.12 FEs sei T' € L(X). Ezistiert ein stetiges S-FEigenvektorfeld v so, dass v(S)
dichten Spann hat, so ist T mischend.

Beweis. Da v : S — X stetig ist, existiert
v(k) := /ﬁvdm cX (kez)

und es gilt v(k) — 0 (k — £o0) nach dem Riemann-Lebesgue Lemma.
Es seien Xy :={v(k): k € Z} und 2’ € X' mit 2’ L X,. Dann ist

fi={(v,2") € C(S,C) C Ly(m,C)

und mit (6.1)

Flk) = / Fulv, 2’y dm = ( / fovdm, o'y = ((k),2) =0 (keZ).
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Aus der Parsevalschen Gleichung folgt f = 0 in Ly(m) und aus der Stetigkeit von f
dann auch f = 0. Da v(S) dichten Spann in X hat, ergibt sich 2’ = 0 mit B.6.11. Also
hat X, dichten Spann in X, wieder nach B.6.11. Weiter erhalten wir fiir £ € Z mit
(6.1)

2w 2

~ 1 A , 1 ,
TS (k) = / My gt — A [ T ET () 4 — Sk —n) = 0 (1 — 00)
2m 2m
0 0
und fiir u,  := V(n + k) sowohl u, r — 0 (n — o0) als auch T"u,, = v(k). Mit dem
Kitai-Kriterium (und Yy = Xj) folgt die Behauptung. O

Um die vorangegangen Ergebnisse anwenden zu kénnen, braucht man Aussagen iiber
Dualrdume.

Beispiel 6.13 (£, = {,) Es sei p € (1,00) und g so, dass p + ¢ = pq. Fiir jedes y € {,
ist durch

T) = Z%% (x = (21) € 4)p)
k=0

ein stetiges lineares Funktional j(y) : ¢, — K gegeben mit ||j(y)|| = [|y||;- AuBerdem
ist die Abbildung j : ¢, — (,, surjektiv, also jedes 2’ € £ von der Form j(y). Man
identifziert tiblicherweise j(y) und y und in diesem Sinne gilt dann auch £, = £,.
(Denn: Aus der Hélder-Ungleichung folgt fiir z € ¢,

S largel < (O3 12e) (O )Y = Nzl llyll, -
k=0 k=0 k=0

Also existiert j(y)(z) und es gilt |j(y)(z)| < |lyllqllz]l,- Damit ist j(y) (linear und)
stetig mit [|5(y)|| < |||l Andererseits deﬁnleren wir fiir y # 0

T - — |y ‘q/p—l * Yk (l{? < No)
Dann ist [, = (5 [yl)/? = [[y]}#/” und (mit q/p+1 = )

xhih@=ZMW“ﬂw$
k=0 k=0

also [|j(w)| = 3(y)(@/llll,) = Iyl = llylly:
Ist schlieBlich 2’ € £/, gegeben und y;, := (™), 2’) mit ) := (8,,)3,,
wie oben und n € N

n n
Dol =) = Zfﬂke ) < 1l ||Z~Wf o < (1211 - [l
k=0 k=0

und damit y € ¢,. Nach Definition stimmen 2z’ und j(y) auf allen e*) und damit auf
der Menge X, der abbrechenden Folgen iiberein. Da X dicht in X ist, stimmen die
beiden stetigen Funktionale insgesamt iiberein.)

so gilt fur (xy)
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Beispiel 6.14 Wir betrachten wieder den Linksshift 7" auf ¢, nun fiir p > 1. Ist r > 1,
so ist durch v(\) := (A*/r*)2° fiir A € S ein S-Eigenvektorfeld von rT gegeben. Aus

o0

V) = v)l[B < A= deofP D (k/rF)P

k=1

ergibt sich die Stetigkeit von v. Ist 2’ =y € £, mit y L v(S), so gilt

Z%r_kfk = <V7y> = 07
k=0

also (mit der Parsevalschen Gleichung oder dem Identitétssatz fiir Potenzreihen) y, = 0
fir alle £ € Ny und damit 2’ = 0. Nach B.6.11 ist span(v(S)) dicht in £,. Also ergibt
sich aus S.6.12 noch einmal, dass T mischend ist.

Wie S. 6.12 zeigt, ist die Existenz geniigend vieler Eigenvektoren zu Eigenwerten auf
dem Einheitskreis S (sogenannte unimodulare Eigenwerte) hinreiched dafiir sind, dass
T mischend und damit auch hyperzyklisch ist. Wir wollen zum Abschluss zeigen, dass
bei hyperzyklischen Operatoren das Spektrum den Einheitskreis notwendig trifft und
dass chaotische Operatoren stets viele Eigenvektoren zu Einheitswurzeln haben.

Definition 6.15 Ist U C X ein abgeschlossener Teilraum, so heiffit U komplemen-
tiert, falls ein abgeschlossener Teilraum V mit X = U & V existiert.

Bemerkung 6.16 Es sei T' € L(X) hyperzyklisch und U ein invarianter Unterraum
von X. Ist U komplementiert, so ist auch 7’|y hyperzyklisch.

(Denn: Die Projektion h : X — U, definiert durch h(u +v) :=u firu+v e UV,
ist stetig (folgt etwa aus dem Graphensatz; siche Funktionalanalysis) und surjektiv.
Also sind T'|y und T" quasikonjugiert vermittels h. Ist y(z) ein dichter Orbit in X, so
ist v(h(z)) ein dichter Orbit in U.)

Im Beweis zum folgenden Satz verwenden wir eine wichtige Aussage iiber die Zerlegung
linearer Operatoren, den Zerlequngssatz von Riesz:’

Es sei T € L(X). Ist o(T) = o1 U oo mit disjunkten, abgeschlossenen
Teilmengen o, und o4, so existieren invariante, abgeschlossene Unterrdume
Uy und Uy von X mit X = Uy @ Uy und o(T|y;) = o; fir j =1,2.

Damit beweisen wir

9Einen Beweis zu diesem Satz und viele weitere Informationen zur Dynamik linearer Systeme
findet man in der Monographie Linear Chaos von K.-G. Grosse-Erdmann und A. Peris.
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Satz 6.17 (Kitai)
Ist T € L(X) hyperzyklisch, so ist o(T)N'S # (.1

Beweis. Angenommen, es ist o(7) NS = (. Dann ist o(T) = 07 U 0y, wobei 07 :=
o(T)ND und o9 := o(T) ND* disjunkt und abgeschlossen sind. Nach dem Zerlegungs-
satz von Riesz existieren invariante, abgeschlossene Unterrdume U; und Us von X mit
X =U,®U; und o(T|y;) = o; fir j = 1,2. Damit sind 7’|y, und T'|y, nach B.6.16
ebenfalls hyperzyklisch, im Widerspruch zu B.6.7 (beachte 0y C D, 0o C D* und U,
und Us sind nicht beide der Nullraum). O

Wir setzen E, := {A € S : A" = 1} (also Menge der n-ten Einheitswurzeln) und
E:=U, E..

Satz 6.18 FEs seien X ein linearer Raum iber C und T : X — X linear. Dann ist
x € X genau dann periodisch, wenn x € span(Xg) gilt.

Beweis.

<: Ist © € Xpg, also Te = Az fiir ein A € E,, so gilt T"x = \"x = x. Damit ist z
periodisch. Da die Menge der periodischen Punkte ein linearer Unterraum von X ist
(warum?), folgt die Behauptung.

=: Fiir alle n € N gilt

Kern(7T" —id) = EB Kern(T" — \id)

A€E,

(siehe Lineare Algebra). Ist 7"z = x, so existieren damit x, (A € E,) mit z = > x)
XEE,,

und z, € Kern(7 — Aid). Damit ist = € span(Xg). O

Bemerkung 6.19

1. Ist T € L(X) chaotisch, so hat X dichten Spann in X nach S.6.18.

2. Existiert ein stetiges S-Eigenvektorfeld v so, dass v(S) dichten Spann hat, so hat
auch schon v(F) dichten Spann (ist ' € X’ mit 2’ L v(FE), so ist schon 2’ L v(S),
also ' = 0). Damit ist jeder Operator wie in S.6.12 auch chaotisch.

Beispiel 6.20 Ist p > 1 und ist 7" der Linksshift auf ¢,, so ist 71" chaotisch fiir alle
r> 1.

0Genauer kann man mit etwas Topologie zeigen: Jede Komponente von o(T) trifft S.
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