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1 Gewdhnliche Differenzialgleichungen: einfache Beispie-

le und Lésungemethoden

Differenzialgleichungen sind Gleichungen, in denen eine unabhéingige Variable, Funk-
tionen und Ableitungen der Funktionen auftauchen. Dabei bezeichnen wir die un-
abhéngige Variable meist mit ¢ (Zeit). Bevor wir uns mit der allgemeinen Theorie
beschiftigen, betrachten wir einige einfache Spezialfille mit Anwendungsbeispielen.

Beispiel 1.1 Wir betrachten ein sehr vereinfachtes Keynesianisches Modell des Wachs-
tums einer Volkswirtschaft. Ist Y das (Volks)einkommen (etwa gemessen als Brutto-
sozialprodukt), so besagt der Keynesianische Ansatz, dass das die Verdnderung Y’
proportional zur Differenz von Nachfrage D und Einkommen ist, d.h.

Y'(t) = k(D(t) — Y (1)) oder kurz Y/ = k(D - Y) ,

wobei k eine positive Konstante ist. Weiter nimmt man an, dass die Nachfrage D sich
als Summe aus privatem Konsum C, Investitionen I und Staatsausgaben G ergibt
(geschlossene Volkswirtschaft; ohne Ausland). Ein weiter vereinfachtes Modell geht
davon aus, dass I und G konstant sind (man schreibt I = I, G = G), und dass C(t)
von der Form C(t) = ¢y + ¢Y(t) mit Konstanten ¢y > 0 und ¢ € (0,1) ist. Damit

erhalten wir

Y'(#) = k(co+cYt)+T+G—Y(t)) =
= —k(1—-)Y(t)+k(co+ 1+ G) = —aY(t)+p

mit Konstanten o« > 0 und 8 > 0. Gesucht ist nun eine Funktion Y, die die Gleichung
unter der ,, Anfangsbedingung“ Y (0) = Y} lost.

Definition 1.2 Es sei D C R x K¢ offen, und es sei f : D — K¢ stetig. Wir schreiben
ein Element aus R x K? meist in der Form (¢,), wobei t € R und y € K% ist.

1. Eine (gewdéhnliche) Differenzialgleichung (1. Ordnung) ist eine Gleichung der

Form
y'(t) = f(t,y(t)) (1.1)
oder kurz

v =f(ty),

wobei ¥/ (t) = (v (%), ..., y5(t)). Ist d = 1, so spricht man auch von einer skalaren
Differenzialgleichung, im Falle d > 1 dagegen auch von einem System gewdhnli-
cher Differenzialgleichungen (1. Ordnung)
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2. Ist I ein Intervall so heiBt eine Funktion ¢ : I — K% bzw. das Paar (o, I) Lisung
der Differenzialgleichung (1.1) falls ¢ differenzierbar auf I ist, falls

graph(p) = {(t, (1)) : t € I} C D
gilt, und falls (1.1) fiir alle ¢ € I erfllt ist, d.h.

O'(t) = f(t, (1)) fiir alle te .

3. Ist (to,y") € D, so heiBt ein Gleichungssystem der Form

y' = ft,y) y(to) =9° (1.2)

ein Anfangswertproblem (fiir die Differenzialgleichung (1.1)) (kurz: AWP). Ist
to € I und ist (¢, ) eine Losung von (1.1) mit o(tg) = ¢, so heifit ¢ bzw. (o, I)
Lésung des AWP (1.2).

Eine Klasse von Differenzialgleichungen, bei denen man die Lésungen mittels Integra-
tion bestimmen kann, sind (skalare) lineare Differenzialgleichungen 1. Ordnung:
Ist I C R ein offenes Intervall und sind a : I — K und b : I — K stetig, so heifit

y = a(t)y +0(t)

eine (skalare) lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung. Ist b = 0, so spricht man von
einer homogenen Gleichung. Es gilt dafiir

Satz 1.3 Es sei I C R ein offenes Intervall, und es sei (to,y0) € I x K. Ferner seien
a,b: I — K stetig. Dann hat fiir jedes Intervall Iy C I mit tg € Iy das AWP

Y =alt)y+0b(t),  y(to) =wo

hat genau eine Lisung ¢ auf Iy, gegeben durch

o(t) = e [yo + /e_A(S)b(s)ds] (t € Ip),

to

wobei A(t) = fti) a(s)ds(t € I).

Beweis. Es gilt fiirt € 1

o' (t) = e*Oa(t) |yo + / e AS)p(s)ds | + e De 2D p(t) = a(t)p(t) + b(t)

to =1
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und
p(to) = eA0)y
d.h. ¢ ist Losung des AWP auf I (und damit auch auf Iy).

Ist (@, Ip) eine weitere Losung auf Iy, so betrachten wir

(1) = ((t) = @(t))e .

0= Y%0,

Dann gilt
V(1) = (¢ () = &) e — (o(t) = g(t)e " Va(t) = 0,
—_———
=a(t)(p(t)—3(t))
also ist 1 = ¥(t) = 0 auf Iy und damit (da e=4® £ 0) auch ¢ = @ auf I . O

Beispiel 1.4 Wir betrachten noch einmal das AWP aus B. 1.1. Nach S. 1.3 (mit
a(t) = —a und b(t) = () ist durch

— €
o (6

t

Mﬂze“ﬁ%+ﬁ/?“wy:emha+ﬂa%]zﬂ—eaﬁi—nﬁ (t € R)
0

die (eindeutig bestimmte) Losung auf R gegeben.

Wir betrachten einen zweiten Typ skalarer Gleichungen, bei denen ggfs. Losungen per
Integration berechnet werden koénnen.
Ist D = I x J mit Intervallen I, J C R und f von der Form

f(ty) =h(t)g(y)

mit h : I — R und g : J — R, so spricht man von einer Differenzialgleichung mit
getrennten Verdnderlichen (oder von einer separierbaren Differenzialgleichung).

Ist g(yo) = 0 fiir ein yo € J, so ist offenbar ¢(t) = yo eine Losung von y' = h(t)g(y)
auf I (sog. triviale oder stationire L§ung).

Interessanter ist der Fall g(yo) # 0O:

Satz 1.5 Es seien I,J C R offene Intervalle, und es seien h: I - R und g: J — R
stetig. Ferner gelte

gy) #0  (yeJ).
Istty €1, yg € J und

t

H(t) ::/h(s)ds tel), Gy ::/gd(z (e ),
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so hat das AWP
Yy =h(t)g(y),  y(to) =wo

auf jedem Intervall Iy C I mit to € Iy und H(Ip) C G(J) genau eine Lisung (¢, Ip),
und diese ergibt sich durch Auflosen der Gleichung

nach y (d.h. o(t) = G=YHH(t)) (t € Iy)).

Beweis. 1. Da G'(y) = 1/g(y) # 0 fiir alle y € J gilt, ist nach dem Zwischenwertsatz
G’ > 0 oder G' < 0 durchgehend auf J (da G’ stetig auf J) und damit G streng
monoton (wachsend oder fallend) auf J. Also besitzt G eine Umkehrfunktion G~! :
G(J) — J.Ist Iy C I mit tg € Ip und H(ly) C G(J), so betrachten wir ¢ : Iy — R mit

p(t)=G7H(H(t))  (te ).

Dann gilt

1
= H'(t) = t))h(t t el
und ¢(tg) = G7Y(H(ty)) = G~1(0) = yo, d.h. (p, Iy) 16st das AWP.
2. Ist (¢, Iy) eine weitere Losung des AWP, so gilt

©'(t)

V')
gy M e
und damit fiir alle ¢ € Iy (Substitution u = ¥(s))
¥(t) J t (s) t
(v (1)) - / ok / s / h(s)ds = H(1)

d.h.

a

Satz 1.5 erweist sich als duflerst niitzlich, da die Aussage , konstruktiv® ist, d.h. es
wird ein Verfahren zur Berechnung der Losung geliefert. Im Wesentlichen hat man
zwei Stammfunktionen (H und G) zu berechnen und die Umkehrfunktion von G an-
zuwenden. Oft geht man lokal vor: Ist nur g(yg) # 0, so existert ein offenes Intervall
Jo € J mit g(y) # 0 auf Jp. S. 1.5 (mit Jy statt J) liefert dann die Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung des AWP jedenfalls fiir |t — tg| geniigend klein (fiir solche
tist H(t) € G(Jy).
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Beispiel 1.6 1. Wir betrachten die in der Populationsdynamik zur Modellierung von
Tier- oder Pflanzenpopulationen oft verwendete sogenannte logistische Gleichung

Y =9y) =ylb-y),
wobei b > 0 eine Konstante ist. Wir suchen die Losung des AWP
v =9), y(0) = wo

mit yo > 0. Ist yo = b, so ist g(yo) = 0, und damit ist y = b eine Losung des AWP. Es

sei nun yg # b. Dann erhalten wir nach S. 1.5 die Losung aus

y y y y
75_/ds_/ds_/ ds 1 ds+1/ds
N N gs) ) s(b—s) b)) s b)) b—s

0 Yo Yo Yo Yo

1
= 3 [mlyl —1nfo— y|+1n b — yo| — Inlyol]

d.h.
Y | — bt | Y0
b—y b—wo|
Fiir yo < b erhalten wir (da dann auch y(t) < b fiir |¢| klein)
S S VR
b—y b-y b—yo
bzw. v
e’ 0 b
b—yo
y=yt)=0b < ) = :
T 1_|_(y%_1)e—bt

Nachrechnen zeigt, dass dadurch eine Losung auf ganz R gegeben ist.
FEine entsprechende Rechnung gilt fiir yo > b. Man beachte, dass nun die Funktion

(t) = ’
Y L+ (& = 1)e

nur auf (In(1 — b/yg), 00) definiert (und Losung) ist. Man sieht, dass die Losung i.A.
nur auf einem echten Teilintervall von I (= R hier) existiert.
2. Wir betrachten mit I = J = R das AWP

y =h(t)gy) =e'1+y°),  y(0)=0.

Die Losung ergibt sich wieder nach S. 1.5 (auf einer Umgebung von ¢y = 0) aus

L Y

d

el —1= /esds = / - arctan(y) ,
N—— 1+ s2 ——
=H(t) 0 0 =G(y)

also

y =y(t) =tan (e — 1)
Es gilt dabei G(R) = (—7/2,7/2), also ist H(t) € G(R) falls ¢t < In(1 + 7/2).
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Das folgende Beispiel zeigt, dass unter Umstéinden (auch lokal) mehrere Losungen

existieren konnen.

Beispiel 1.7 Es sei

Y, fallsy > 0
9(y) = vy
0, fallsy < 0

Dann ist offenbar ¢(t) = 0 eine Losung des AWP

v =9, y0)=0

auf R. Man rechnet nach, dass auch die Funktionen

(t—c)?/4, fallst>c
Pe(t) ==
0, fallst < ¢

fiir alle ¢ > 0 Losungen des AWPs auf R darstellen. Also haben wir unendlich viele
Losungen. Auldem sieht man, dass auch keine lokale Eindeutigkeit vorliegt, d. h. auch
auf jeder (beliebig kleinen) Umgebung der 0 existieren schon unendlich viele Losungen.

Zum Abschluss wollen wir uns noch mit einer Klasse von Differenzialgleichungen
beschéftigen, in denen hohere Ableitungen auftreten. Zuniichst wieder ein Beispiel
aus der Okonomie.

Beispiel 1.8 Wir betrachten wieder ein dynamisches Modell einer Volkswirtschaft:
Das Einkommen Y verdndere sich proportional zur Differenz aus Nachfrage D und
Einkommen, d.h.

Y'(t) = k(D(t) = Y(t)) .

Weiter betrachten wir das Zinsniveau r, dessen Verdnderung proportional zur Diffe-
renz aus Geldnachfrage und Geldangebot ist. Geht man weiter davon aus, dass die
Geldnachfrage proportional zu Y und das Geldangebot konstant (M = M) sind, so

erhalten wir

r'(t) =m(dY (t) — M).
Schliefilich ergibt sich — nach dem Modell — die Nachfrage D als Summe von privatem
Konstum C|, der als proportional zu Y angenommen wird (C' = ¢Y’), und Investitionen
I, die ihrerseits als I = ag—ar mit positiven Konstanten a, ag angesetzt sind. Insgesamt
ergibt sich
Y'(t) = —k(1—c¢)Y(t)+ kag — kar(t)
P(t) = mdY(t) —mM '
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(also ein System von Differenzialgleichungen 1. Ordnung). Differenziert man die erste
Gleichung und setzt die zweite ein, so folgt

Y'(t) = k(1 — )Y'(t) — kar'(t) = —k(1 — e)Y'(t) — kamdY (t) + kamM

Dies ist eine sogenannte Differenzialgleichung 2. Ordnung, in der erste und zweite

Ableitungen auftauchen.
Allgemeiner betrachten wir nun Gleichungen n-ter Ordnung;:

Definition 1.9 Essei D C R x K" offen, und es sei f € C'(D,K). Eine Gleichung der
Gestalt

y ™M) = f(ty@), ' (#), ...y D () (1.3)
oder kurz

y " =f(ty gy Y)

heifit (gewdhnliche) Differenzialgleichung n-ter Ordnung.
Es sei I ein Intervall. Eine Funktion ¢ : I — K (bzw. das Paar (¢, I)) heiit Ldsung
von (1.3), falls ¢ n-mal differenzierbar auf I ist mit (¢, (), ..., 1 (¢)) € D und

e (t) = ft,o(t), .., V(@) firalle tel.
Ist (to, Mo, .-, Mn—1) € D, so heiit ein Gleichungssystem der Form
y™ = f(ty, ™), ylte) =m0,y () = 0aa (1.4)

ein Anfangswertproblem (AWP) fiir (1.3). SchlieBlich heifit eine Losung (¢, I) von (1.3)
Lésung des AWP (1.4), falls

©(t0) = 10y -, "D (t0) =

gilt.

Beispiel 1.10 Das AWP

y'=-y, y(0)=1,4(0)=0

hat die Losung ¢(t) = cost auf R.

Bemerkung 1.11 Man kann eine DGL n-ter Ordnung stets auf ein System von Dif-

ferenzialgleichungen 1. Ordnung wie aus D. 1.2 umschreiben:
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Betrachten wir F': D — K" mit

Fl(tay17""yn) = Y2
anl(tayla "'7yn) - Yn
Fn(tﬂyla”wyn) = f(t7y17”'7y7’b)

so sieht man sofort: Ist ¢ : I — K eine Losung von (1.3) (bzw. (1.4)), so ist

Py(2) o(t)
O I P g
O, (t) e (t)
eine Losung von
y, = F(t7 y)

(bzw. y' = F(t,y) und y(to) = (M0, .-, Mn-1)"). Ist umgekehrt ® : I — K" eine Losung
von y' = F(t,y) (bzw. y' = F(t,y) und y(to) = (70, ..-;Mm—_1)7), soist p := &1 : [ - K
(also die 1. Komponente von @) eine Losung von (1.3) (bzw. (1.4)), auf I.

Dies zeigt, dass man sich bei einer allgemeinen Losungstheorie auf Gleichungen 1.
Ordnung beschrinken kann. Einer solchen allgemeinen Lésungstheorie wenden wir

uns als nachstes zu.
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2 Losungstheorie fiir allgemeine gewohnliche Differenzi-

algleichungen

Wir studieren nun allgemeine Anfangswertprobleme wie in (1.2), d.h. fiir eine gegebene
Funktion f € C(D,K%), wobei D C R x K¢ offen ist, und fiir (to,y°) € D betrachten
wir das AWP

Y =Fflty)  ylto)=y".
In 1.7 hatten wir gesehen, dass nicht jedes solche AWP eine eindeutige Losung besitzt.

Im folgenden wollen wir zeigen, dass unter etwas stérkeren Voraussetzungen an f
(auBer der Stetigkeit) stets genau eine sog. maximale Losung des AWPs existiert.

Definition 2.1 Es sei D C R x K% offen, und es sei f : D — K% Man sagt, f
geniigt auf D einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y (oder auch kurz f ist lokal
Lipschitz-stetig beziiglich y ), wenn zu jedem (to,y°) € D eine Umgebung U = U (to,y°)
von (tg,y") und eine Konstante L = L(U) existieren mit

1fty) = f&ol < Lly—gl  firalle (t,y),(t,9) €U

(wobei | - | stets die euklidische Norm ist).

Bemerkung 2.2 1. Genau dann geniigt f auf D einer lokalen Lipschitz-Bedingung
beziiglich y wenn fiir alle K C D, K kompakt, eine Konstante L = L(K) mit

|f(ty) = f(t.9)| < Lly — 9

fiir alle (t,y) und (¢,9) € K existiert.

(Denn: Da jede Umgebung eines Punktes in D eine kompakte Umgebung enthilt, ist
die Implikation < Kklar.

Zu =: Es sei K C D kompakt. Angenommen, es existiert keine Konstante L wie
gewiinscht. Dann existieren Folgen (t,,,%™) und (t,, ™) in K mit

f (s y™) = (s TN/ 1™ =5 w00 (neEN).

Da K kompakt ist, besitzt (t,,y™) eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert (tg,°)
in K. O. E. kénnen wir annehmen, dass die Folge (t,,,y™) selbst konvergiert. Aus

f(t,y™) = f(ta,5™)] <2 max |f(t,y)] (n€N)
(t,y)eK

folgt, dass |y — 7| — 0 und damit auch (t,, ™) — (to,y°) gilt. Nach Vorausset-
zung existieren eine Umgebung U von (t,%°) und ein L > 0 mit

|t y) = f(&9)] < Lly — 9l fiir alle (¢, y), (t,9) € U
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Da (t,,y"™) und (t,,§™) fiir n geniigend grof in U liegen, ergibt sich ein Wider-
spruch.)

2. Es sei K = R. Existiert fiir jedes (¢,y) € D

of af
8f Tg&(tay) T%;(tay)
Saty) - Gy

und sind sdmtliche partiellen Ableitungen 0f;/0yx : D — R stetig auf D, so geniigt f
auf D einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y.

(Denn: Aus Eigneschaften der Operatornorm folgt sofort, dass df/dy : D — R4*d
stetig ist (wobei R?*? mit der von der Operatornorm herkommenden Metrik versehen
ist). Ist (to,y") € D, so existiert eine Kugel U := Us(to, y°) mit U C D. Da U kompakt
ist, existiert

0
L:=L{U):= max || af (t,y) || -
(ty)eU Yy

Wir setzen V; := {y € R?: (t,y) € U} fiir t € R und definieren fiir alle ¢ mit V; # ()

gt(y) = f(t,y)  (yeW).

Dann ist V; konvex und es gilt Jg; = (0f/0y) (t,-) auf V;.
Sind (t,y), (t,9) € U, so existiert (sieche A 17.5) ein & € I(y,y) C V; so, dass

1f&y) = f(E )] = lg:(y) = g: (@) < I Tge(OI - ly =9l < Lly — 9] )

Beispiel 2.3 1. Es sei

flty)=e(l+y*)  (LyeR)
(vgl. B. 1.6.3). Dann gilt

of

~L =e'2 R).
®@w) e2y  (t,y €R)

Insbesondere ist 0f/Jy stetig auf R2. Nach B. 2.2.2 geniigt f auf R? einer lokalen
Lipschitz-Bedingung beziiglich y.
Man beachte jedoch: Fiir ¢y € R fest existiert kein L > 0 so, dass

|f(to,y) — f(to,7)| = €®ly + glly — 9] < Lly — 3|

fiir alle y,y € R erfiillt ist (f geniigt keiner sog. globalen Lipschitz-Bedingung bzgl.
Y)-
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2. Es sei

L y>0
fhy) =1 VP V=Y R
0, y<o0

(vgl B. 1.7). Dann gilt fiir alle g € R und y > 0

|f(to,y) — f(t0,0)| = |\/y — 0| = |y\;g0’ .

Aus 1/,/y — oo fiir y — 0T folgt, dass keine Umgebung U von (t,0) und L > 0 so

existieren, dass

[f(ty) = f(t9) < Lly—gl  firalle (t,y),(5,9) €U

erfiillt ist. Folglich geniigt f auf keiner offenen Menge D mit D N (R x {0}) # 0 einer
lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y.

Ist andereseits D = R? \ (R x {0}), so ist Of /0y offenbar stetig auf D. Also geniigt f
dort einer lokalen Lipschitz-Bedingung bzgl. y.

Wir zeigen nun, dass das AWP (1.2) dquivalent ist zu einer gewissen Integralglei-
chung. Um dies fiir K%wertige Funktionen formulieren zu kénnen, setzen wir fiir

f=(f1,e, f)T : [a,b] — K mit f; € Rla,b] fir j =1,....d

b b b T
/f(s)ds = /fl(s)ds,...,/fd(s)ds .

Dann hat [ die iiblichen Eigenschaften skalarer Integrale; einzig nichttrivial ist dabei

Ly 1< ) 11
Es gilt fiir alle f = (f1,..., f2)T mit f; € Ra,b]

| /b Fls)ds| < /b F($)lds.

b
U= /f(s)ds e K.

(Denn: Es sei

Dann gilt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

d d
lul> = ﬁTu:Zﬂj/fj(s)ds:/ Zﬂjfj(s) ds

A
@\@ )

=

N
kﬁ
S
a
V>)
AN
=
=
©
Y
»
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also

b
ws/wwmq

Satz 2.4 Es sei D C R x K¢ offen, und es sei f € C(D,K%). Ferner sei (to,y°) € D.
Ist I C R ein Intervall mit ty € I, so sind fiir ¢ € C(I,K%) dquivalent:

a) (p,1) ist eine Losung von (1.2), d.h. p(ty) = y° und
(1) =ftet) (tel).

b) Es ist graph(p) C D und fir alle t € I gilt

o(t) =1y° —i—/f(s,go(s))ds.

Beweis. a) = b): Es sei ¢ = (¢1,.,04), ¥° = (17, 93)- Aus ¢fi(s) = fi(s,¢(s))
und ¢;(ty) = yJO- ergibt sich durch Aufintegrieren und Anwendung des HDI, Teil 2, fiir
alleteIund 5 =1,...,d

t t

%@—ﬁzwwﬂmm=/%@%=/ﬁ@ﬂw%-

to to

(Man beachte dabei ¢, ist stetig auf I, da s — f;(s, p(s)) stetig ist.)
b) = a): Da ¢ stetig auf I und f stetig auf D sind, ist s — f(s,p(s)) stetig auf I.
Also ergibt sich a) wieder durch Anwendung des HDI, diesmal Teil 1. O

Damit konnen wir folgende (zunichst ,lokale®) Version eines Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatzes fiir Anfangswertprobleme beweisen.

Satz 2.5 (Picard-Lindeldf; lokale Version)

Es sei D C R x K offen, und es sei f € C(D,K%). Ferner geniige f auf D einer
lokalen Lipschitz-Bedingung beztiglich y. Dann existiert fiir jedes K C D, K kompakt,
ein o = oK) >0 so, dass das AWP

y/:f(tvy)a y(f)zn

fiir jedes (&,m) € K und jedes Intervall I C [§ —a,§+ o] mit £ € I genau eine Losung
auf I besitzt.



2 LOSUNGSTHEORIE FUR ALLGEMEINE GEWOHNLICHE DGLN 15

Unser Beweis beruht auf einer geeigneten Anwendung des Banachschen Fixpunktsat-
zes. Dazu stellen zunéchst einige kleinere Voriiberlegungnen topologischer Art an.
Ist (X, d) ein metrischer Raum, so setzen wir fiir A, B C X (mit inf () := c0)

dist(A, B) := inf{d(a,b) : a € A,b € B} .

Es gilt dabei ([U]): Ist A abgeschlossen und B kompakt mit A N B = (), so ist
dist(A, B) > 0.
Ist (X,||-]|) ein normierter Raum, so definieren wir fiir A, B C X

A+B:={a+b:ac A be B} (C X).

Hier gilt (wieder [U]): Sind A und B kompakt, so ist auch A + B kompakt.

Beweis. 1. Es sei K C D kompakt und es seien o/ > 0,3 > 0 so, dass mit

Qarg = {(t,y) : [t <o, ly[ < B}

die Menge K + Q. g Teilmenge von D ist (wichtig dabei: aus dist(K,dD) > 0 folgt die
Existenz solcher ¢, 3 > 0). Nach der Vorbemerkung ist auBerdem K + Q. 3 kompakt.

Wir setzen weiter

M = max f(t,y
(tvy)EK+ro’,B| ( )’

und mit L = L(K + Qu g) wie in B. 2.2.1 (und ¢/0 := oo fiir o > 0)

o := min o/ﬁ i .
"M’ 2L

2. Es sei (§,n) € K fest, und es sei I ein Intervall mit £ € I und
ICl§—a&+al.

Wir setzen
A= {peC(I, K :|p(t) —n| < 3 fir alle t € I}.

Nach A 11.15 ist (B(I,K%), d) mit

d(f,g) == IIf — gl

ein vollstindiger metrischer Raum. Weiter ist A C B(I, K%) abgeschlossen.
(Denn: Es sei (o), eine Folge in A mit ¢, — ¢ fiir ein ¢ € B(I,K%). Dann ist nach
A 11.6 ¢ stetig auf I, d.h. ¢ € C(I,K%). AuBerdem gilt fiir alle t € I, n € N

lo(t) =0l < [enl(t) —nl+|en(t) — @),

<g —0 (n—o0)

also auch |¢(t) —n| < f und damit ¢ € A. Damit ist A abgeschlossen.)
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Als abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen Raumes (B(I,K?),d) ist (A,d) eben-

falls vollstiandig ([U]).
3. Wir definieren fiir p € A

To(t) =1+ / s, 0(s)ds  (teT).
£

(Man beachte: aus ¢ € A folgt (s,¢(s)) € K+ Qq 3 C D fiir alle s € I).
Da s — f(s,p(s)) stetig auf I ist, ist auch T'¢ stetig auf I nach dem HDI (sogar
differenzierbar). Weiter gilt fiir ¢ € I

t t
o)l = | [ fsetsnas| <] [ 565, ets))as
3 3 <M

also ist T'p € A. Damit gilt T: A — A.
4. Behauptung: T : A — A ist eine 1/2-Kontraktion.
Denn: Fiir o, € Aund t € I gilt

t

7o) - To0)] < | [ 17(60(5)) = 7o 5(6))lds] <

3
t

< 1] [1o6s) - #(6)lds] < Lllo — Bl ~ €
3

N 1 N
< Ll —@lloo @< =l — oo -

5. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat T genau einen Fixpunkt ¢ € A, d.h. es
existiert genau eine Funktion ¢ € A mit

o(t) =+ / (s, 0(s))ds  (tel). (2.5)
£

Da jede Funktion, die das AWP o' = f(t,y), y(§) = n auf I 16st, notwendigerweise

in A liegt ([U]), ist ¢ nach S. 2.4 die eindeutig bestimmte Losung des AWPs ¢/ =
f(ty), y(§) = n auf 1. o

Bemerkung 2.6 Es seien D, f wie in S. 2.5.
1. Insbesondere ergibt sich aus S. 2.5, dass zu jedem Punkt (¢9,4°) € D eine Umgebung
U von tg so existert, dass das AWP ¢ = f(t,y), y(to) = y° auf jedem Intervall I C U
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genau eine Losung hat (withle K = {(t9,%°)}). In diesem Fall sagt man, dass AWP sei
lokal eindeutig losbar.

Man kann zeigen, dass auch ohne die Voraussetzung einer lokalen Lipschitz-Bedingung
die Existenz einer Losung des AWP auf einer Umgebung von tg gesichert ist. (Existenz-
satz von Peano). Wie etwa B. 1.7 zeigt, sind die Losungen in diesem Fall allerdings
i. A. nicht mehr eindeutig. Auf den Beweis des Satzes von Peano, der weitergehende
Hilfsmittel der Analysis erfordert, wollen wir nicht eingehen.

2. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis zu S. 2.5 ergibt sich mit dem Banach-
schen Fixpunktsatz folgendes iterative Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung der
Losung des AWP (1.2) auf einer Umgebung von t:

Ist pg € A (etwa o(t) = y°), so konvergiert die Folge (,,) in A mit

ons1(t) = Tpn(t) =4° + / £(5,on(s))ds

to

fiir t € I (gleichméfig) gegen die Losung . AuBlerdem ergibt sich aus dem Banachschen
Fixpunktsatz eine Abschétzung fiir den Fehler ||¢ — ¢y, ||oo. Dieses Ndherungsverfahren
zur Bestimmung der Losung heifit |, Picard-Lindeltfsches Iterationsverfahren® oder
auch ,,Methode der sukzessiven Approximationen®. Fiir das einfache Beispiel 3/ =
¥, y(0) = 1 erhalten wir etwa mit ¢g =1

n w
Pn (t) = Z ; )
v=0 "

also p(t) = lim ¢, (t) = €' (hier sogar fiir alle t € R).
n—oo

Definition 2.7 1. Es seien (¢, 1) und (¢, I) Losungen des AWP (1.2). Dann heifit
(@, 1) (echte) Fortsetzung von (@, 1) bzw. (p, 1) (echte) Einschrinkung von (p,I), falls
I>I(I#1)und ¢ = o gilt.

2. Eine Losung (o, lo) von (1.2) heifit mazimal, falls (o, Ip) keine echte Fortsetzung

hat. Das Intervall Iy heifit dann ein mazimales Lisungsintervall des AWP.

Beispiel 2.8 Wir betrachten wieder B. 1.7. Hier sind alle Funktionen (¢., R) ma-
ximale Losungen des AWP. Insbesondere sieht man, dass unendlich viele maximale

Losungen existieren konnen.

Bemerkung und Definition 2.9 Ist das AWP (1.2) fiir jedes (to,y") € D lokal
eindeutig 16sbar, so existiert zu jedem (tg,3°) € D genau eine maximale Losung (o, Io)
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des AWPs (1.2) und jede Losung ist Einschrénkung von (g, Iy). Ist dies der Fall, so
sagen wir, dass AWP sei global eindeutig losbar.

(Denn:

1. Wir zeigen zunéchst: Sind (g1, I1) und (p2, I2) Losungen von (1.2), so gilt

p1(t) =wa(t) (L€ nhNIa).

Angenommen, es existiert ein ¢ € Iy N Iy mit v1(t) # @2(t). O.E. betrachten wir den
Fall t > tg. Dann setzen wir

s:=inf{t e 1 N1a:t > to, p1(t) # 2(t)}.
Nach Voraussetzung ist ¢y < 5(< ¢) und nach Definition gilt
01(t) = @a(t) fir alle ¢ € [to, ).
Da ;1 und o9 stetig auf [to, 5] C I; N I sind, gilt auch

P1(5) = ¢2(5)

und damit insbesondere § < ¢. Damit ist § kein Randpunkt von I; N Iy und ¢ und
2 sind Losungen von y' = f(t,y), y(5) = v1(5)(= ¢2(8)) auf einer Umgebung von s.
Nach Voraussetzung muss dann aber ¢;(t) = ¢2(t) auf einer Umgebung von 5 gelten,
im Widerspruch zur Definition von s.

2. Es sei Iy die Vereinigung aller Intervalle I mit ¢y € I und so, dass auf I eine Lésung
¢ = @y existiert (solche Intervalle existieren nach Voraussetzung). Fiir ¢ € Iy setzen
wir

wo(t) == @r(t) falls tel.

Dann ist o nach 1. wohldefiniert, denn sind ¢ = 5 und ¢ = ¢; zwei Losungen mit
teInI,so gilt ¢(t) = o(t).

AuBerdem ergibt sich aus der Definition, dass (¢g, Ip) maximale Losung von (1.2) ist
und dass jede Losung Einschrinkung davon ist.)

Es gilt damit

Satz 2.10 (Picard-Lindeldf, globale Version)

Es sei D C RxK? offen, und es sei f € C(D,K%). Ferner gendige f auf D einer lokalen
Lipschitz-Bedingung beziiglich y. Dann ist das AWP (1.2) fir jedes (to,y") € D global
eindeutig losbar. Weiter gilt: Ist (o, Io) die maximale Losung, so ist Iy offen, und die
mazimale Losung ,verlisst jede kompakte Teilmenge von D¥, d.h., zu jedem K C D,
K kompakt, existieren 11,15 € Iy, Th < To mit

(t, po(t)) & K

fir allet <1y und t > Ts.
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Beweis. Nach B. 2.6.1 ist das AWP (1.2) fiir jedes (o, y°) lokal eindeutig losbar. Aus
B./D. 2.9 folgt die global eindeutige Losbarkeit.

Es sei K C D kompakt. Angenommen, es existiert kein T wie gefordert. Ist b € (¢, o0]
der rechte Randpunkt von Iy, so existiert damit eine Folge (t,,) in Ip mit to < t, T b
und

(tn,po(tn)) € K (n€N).

Dann ist insbesondere b < oco.
Es sei nun o = «(K) wie in S. 2.5. Wir withlen ein N € N mit ¢y > b — a. Nach S.
2.5 hat das AWP

y=fty),  yltn)=eoltn)
eine Losung ¢ auf [ty — a,ty + . Ist (¢, J) die maximale Losung dieses AWPs, so
ist (¢, J) Fortsetzung von (po, Ip) und von (@, [ty — a,ty + ). Da ty + « > b gilt
und da (v, J) auch Losung von (1.2) ist, ergibt sich ein Widerspruch zur Maximalitét

von (o, Io).

Damit ist insbesondere auch b ¢ Iy, denn sonst wére [tg, b] X o ([to, b])(C D) kompakt
als Bild der stetigen Funktion ¢ — (¢, po(t)) unter der kompakten Menge [to, b]. Dies
widerspricht aber dem eben bewiesenen.

Eine entsprechende Argumentation fiir den linken Randpunkt a von Iy zeigt die Exi-
stenz eines T} wie gefordert und damit insbesondere auch a & Ij. O

Bemerkung 2.11 Unter den Voraussetzungen von S. 2.10 existiert also zu jedem
Punkt (t,4°) € D eine eindeutig bestimmte maximale Losung (g, Ip). Wir schreiben
statt ¢g auch ¢(-,tg,y°) und statt I auch Iy, 40)- Die dadurch definierte Funktion
@ : Q — K¢ mit

Q= {(t,t0,y°) e Rx R x K% : ¢t € I(to,3°), (to,y°) € D}

betrachten wir als die ,allgemeine Losung® der Differenzialgleichung v' = f(t,y).

Beispiel 2.12 1. Es sei D = R x R. Fiir festes A € R hat das AWP
y =Xy,  ylto) =y
fiir (to,y0) € R x R die maximale Losung
wo(t) = p(t,to, yo) = yoe =) auf Iy = Iy, o) = R.

2. Es sei D = R x R. Wir betrachten das AWP

v =9y,  ylto) =
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fiir (to,y0) € R x R. Nach S. 1.5 ergibt sich die Losung (jedenfalls lokal) fiir yo # 0
durch Auflésen von

also

Yo . .
= )= ——F—— fllI‘ t—1t kleln .
y=y() T o(t — o) [t — to

Man sieht (durch Differenzieren), dass dabei gilt

t>to+1/yo, fallsyg <0

Yo .
t,t == f =
(t, to, yo) Tt —tg) [ tER, falls yo =0
t<to+1/yo, fallsyp >0
also
(to+1/yo,00), fallsyy <O
Lo o) = (—00,00), falls yg = 0

(—oo,to+ 1/yp) fallsyg >0

Obwohl D = R x R ist, sind die maximalen Losungsintervalle dabei i.A. nicht ganz R;
die Losungen haben eine ,endliche Entweichzeit*.

Man beachte auch: Alle Losungen verlassen jede kompakte Teilmenge von R2, sowohl,
wenn t sich dem rechten Randpunkt, als auch, wenn ¢ sich dem linken Randpunkt von
I

to,y0) @nnéhert. Genauer gilt hier

gD(t to, Y ) oo flirt — (to + 1/?]0) ) falls Yo < 0
,Lo,Y0) —
fiir ¢ (to 1/y0) 5 falls Yo > 0

Komplizierter ist das Randverhalten bei folgendem Beispiel.
3. Essei D = (0,00) x C und

2 = —iz/t? z(1/m) =2 € C.

Dann ist
o(t,1/7, 20) = — e/t (t € (0,00))

die maximale Losung des AWP ([U]). Hier existiert lim+ o(t,1/m, z0) im Falle zp # 0
t—0
nicht!

Unter starken Voraussetzungen an f kann man eine Aussage {iber die Grofle der ma-

ximalen Losungsintervalle machen.
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Satz 2.13 Es sei D = I x K%, wobei I C R ein offenes Intervall ist. Ferner geniige
f € C(D,K%) einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich y, und es gelte

[fE <o)yl +o(t)  ((ty) € I xKT)

mit stetigen Fuktionen o,0 : I — [0,00). Dann gilt fiir alle (to,y") € D:

Loy =1

to,y°

Beim Beweis verwenden wir das duflerst niitzliche sogenannte ,,Lemma von Gronwall*“:

Satz 2.14 Es seip € C([0,T)) fir ein T > 0, und es gelte

Y() <A+ B / W(s)ds  (te[0,T))
0

fiir gewisse Konstanten A € R und B > 0. Dann ist

Y(t) < AeBt (te(0,T)).

Beweis. Es sei § > 0 und

Dann gilt

gt)=A+d6+ B/g(s)ds (te€0,7)).
0
Wir zeigen: ¢(t) < g(t) auf [0,T). (Da § > 0 beliebig war, ergibt sich hieraus die
Behauptung.)
Fiir t = 0 ist jedenfalls 1(0) < ¢g(0). Angenommen, es existiert ein ¢ > 0 mit 1(t) >
g(t). Fiir
t1 :=1inf{t > 0, ¥(t) > g(t)} (>0)

gilt dann ¥ (t1) = g(t1) und ¥(s) < g(s) fiir s € [0, 1] und deshalb

tq ty

() < A+ B/w(s)ds <A+6+ B/g(s)ds =g(t1).
0 0

Widerspruch! O

Beweis. (zu S. 2.13) Angenommen, («a, ) = I 0y # I =: (a,b). O.E. sei dann
6 < b. Wir setzen

R := max p(t), S := max o(t).
tefto,d] o®) t€(to,H] Q
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Dann gilt fiir tg <t < 3

po(t) = ot o, 5%) = 5° + / £(s,0(s))ds

to

und damit

po®)] < %] + S(5 —to) + R / Go)lds (1€ [to, ).

to

Nach dem Lemma von Gronwall (angewandt auf ¢(t) := |po(t + to)|) gilt

IN

(Iy°] + S(8 = to))eRt—to)
< (814 SE— 1)) (e fto, B)).

[po(t)]

A

22

also ist ¢p beschrinkt auf [to, 3). Das widerspricht aber der Tatsache, dass ¢g nach S.

2.10 fiir t — 3~ jede kompakte Teilmenge von D = I x K% verlsst.

a

Bemerkung 2.15 Der Beweis zeigt, dass es reicht, statt der Existenz der stetigen

Funktionen p und o folgendes zu fordern:

Fiir alle kompakten Intervalle J C I existieren Konstanten R = R(J) und S = S(J)

so, dass
fEI <RIy +S  ((thy) € T xKY).

Hieraus folgt ([U]): Ist f € C(D,K%) so, dass f auf D = I x K¢ einer globalen Lipschitz-
Bedingung bzgl. y geniigt, d. h. existiert zu jedem kompakten Intervall J C I eine

Konstante L = L(J) mit

[f(ty) = FE9) < Lly =31 (&), (4,75) € T x KT,

So ist I(tOVyO) = [ fiir alle (tovyo) €D.
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3 Allgemeine lineare Differenzialgleichungen

Bereits in Abschnitt 1 hatten wir uns kurz mit (skalaren) linearen Differenzialgleichun-
gen beschiftigt. Wir untersuchen jetzt den wesentlich allgemeineren Fall von Systemen
linearer Differenzialgleichungen.

Es seien im Folgenden stets I C R ein offenes Intervall und

A= (az): I — K>

sowie

b: I —K?
stetig. Eine Differenzialgleichung der Form
y' = A(t)y +0(t) (3.1)

nennen wir ein lineares System (von Differenzialgleichungen) oder kurz lineare Diffe-

renzialgleichung. Die Gleichung
y = Aty (32)

heifit zugehirige homogene Gleichung. Ist b = 0, so heifit (3.1) homogen. Meist be-
trachten wir auch jetzt wieder zugehorige AWPe der Form

Yy =At)y+b(t),  y)=n (3.3)

fir € € I,n € K%
Aus den Ergebnissen des vorigen Abschnittes erhalten wir unmittelbar

Satz 3.1 Es seien I C R ein offenes Intervall und A : I — K¢ b : I — K9 stetig.
Dann hat fiir jedes (£,m) € I x K% das AWP (3.3), genau eine mazximale Lisung

o(+,&m) mit Lig,y = 1.
Beweis. Wir betrachten f : I x K¢ — K¢
fty) == Aty +b(t)  (tel,yeK?).
Dann ist f stetig (warum ?), und es gilt
[f(ty) = f(9)] = Ay — DI < IADIly =51 (1€ Ly eKT).
Ist J C I kompakt, so existiert

L= max | A1)
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Also gilt
fty) = f&PI<Lly—g]  (ted ygek?.
Mit B. 2.15 ergibt sich die Behauptung. O

Wir wollen uns nun die Struktur der Losungsmenge von (3.1) genauer anschauen. Dazu
betonen wir die Abhéngigkeit von der Inhomogenitit b und schreiben ¢y (-, €, n) fiir die
maximale Losung von (3.3). Auflerdem setzen wir

Ly:={¢:¢lost (3.1) auf I},

also insbesondere
Lo ={y :¢16st (3.2) aufI}.

Dann gilt fiir £ € I fest (beachte ¥ = pp(-, &, (&) fiir alle ¢ € Ly)
Ly = {py(-,&,m) : n € K%

und insbesondere
LO = {900(75577) /RS Kd} .

Weiter erhalten wir

Satz 3.2 Es seien I C R ein offenes Intervall und A : T — K4 b: T — K¢ stetig.

1. Ly ist ein d-dimensionaler Unterraum von C(I,K?), und fiir jedes & € I ist die
Abbildung n — o(-,&,1) von K¢ auf Ly ein Isomorphismus (linear und bijektiv).

2. Ist Yy € Ly fest, so gilt
Ly = by + Lo (= {thp + 10 : Yo € Lo}),

d.h. Ly ist ein (d-dimensionaler) affiner Unterraum von C(I,K%).

Beweis. 1. Wir zeigen: Die Abbildung 7' = T; : K¢ — C(I,K¢) mit

T(n) =¢o(-&m)  (neKY)

ist linear und injektiv. (Hieraus folgt, dass T" ein Isomorphismus auf Ly = Bild(7") und
damit Lg ein d-dimensionaler Unterraum von C(I,K?) ist.)
Es gilt fiir 11,72 € K% und A1, Ao € K mit ¢ := (-, §,m) und 3 == (-, &, 1m2)

MM + 200 (@) = M@W) (E) + XY (1) =
= MAMYWDI(E) + AP (1) =
= AW MW + X @ (t)
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fiir alle t € I, sowie

MW+ 200@) () = Mo (&, €,m) + Aawo(€, €,m2) = A+ Aama -

Also ist (Eindeutigkeit der Losung von (3.3))

Mpo(- €M) + Aawo(-, € m2) = wol-, & A + Aam2)

mit anderen Worten
/\1T(771) + >\2T(T]2) = T()\1T]1 + )\27]2) .

Folglich ist T linear.
Ist T'(n) = 0, so gilt
n=o(§,&n) =0

also ist Kern(7T') = {0}. Damit ist 7" injektiv.
2. D: Es sei ¢ € ¢y + Lo, d.h. ¢ = oy, + g fiir ein ¢y € Lp. Dann gilt

V() = A£)Yn(t) + b(t) + A(t)vo(t) = A£)¥(t) + b(t)

auf I, d.h. ¢ 16st (3.1). Damit ist ¢ € L.
C: Es sei ¢ € Ly, d.h. ' = A(t)y + b(t) auf I. Dann gilt (¢ — )" = A(t) (Y — ),
d.h. ¥ — Yy € Ly. AlSOiSt¢:¢b—|—('¢—wb)Ewb—FLQ. |

Bemerkung und Definition 3.3 Da nach S. 3.2 der Losungsraum Ly der homoge-
nen Gleichung 3y’ = A(t)y ein d-dimensionaler linearer Raum ist, reicht es, zur Be-
stimmung einer beliebigen Losung eine Basis von Ly zu kennen (jede Losung ist dann
Linearkombination der Basiselemente). Eine solche Basis heifit Fundamentalsystem.
Auflerdem zeigt der zweite Teil des Satzes, dass sich die Bestimmung einer beliebigen
Losung des inhomogenen Systems 3y’ = A(t)y + b(t) auf die Bestimmung einer spe-
ziellen Losung des inhomogenen Systems und einer Basis des Losungsraumes Ly der
zugehorigen inhomogenen Gleichung reduziert.

Wir werden uns zunéchst mit homogenen Gleichungen befassen. Der erste Satz zeigt,
dass die lineare Unabhéngigkeit von Lésungen dquivalent ist zur linearen Unabhéngig-

keit der Anfangswerte.

Satz 3.4 Es seien v, ... 0™ € Ly, also Lisungen des homogenen Systems y =
A(t)y. Dann sind dquivalent:

a) zp(l), ...,w(m) sind linear unabhdngig.
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b) Fiir alle € € T sind YW (€), ..., ™) (&) linear unabhingig.

¢) Es existiert ein &€ € I so, dass vV (tg), ..., 0™ (to) linear unabhingig sind.

Beweis. a) = b): Es sei { € I gegeben. Ist T' = T wie im Beweis zu S. 3.2, so sind
P = TpW(€)), ..., ™) = T(p(™)(£)) linear unabhingig. Da T linear ist, sind dann
auch (&), ..., (™ (£) linear unabhingig.

b) = c) ist klar.

m .
¢) = a): Ist > A\l = 0, so ist insbesondere auch
j=1

S A0 (tg) = 0. Also folgt
= j=1
Al=...An=0. O

Beispiel 3.5 (vgl. B. 2.12.3) Wir betrachten I = (0, 00) und
0 1/t
A(t) .= t e (0,00)).
(1) (_W i ) (t € (0,00)

Dann ist nach B. 2.12.3 und U

w00 = (Siln) (ke 0.0)

eine Losung des homogenen Systems

R 0 1/t v\
= ()= (e ) ()=

(genauer gilt (I (t) = @o(t, 1/, (_01)) fiir ¢ > 0). Man rechnet leicht nach, dass auch

0= () e

eine Losung von ' = A(t)y ist (genauer 1) (t) = ¢o(t, 1/, (,()1)))
Da (M (1/7) = (Bl) und 9@ (1/7) = (_01) in R? linear unabhiingig sind, sind auch
w(l), 1/)(2) linear unabhingig, also eine Basis des Losungsraumes Lg. Folglich ist jede

Losung von y' = A(t)y von der Form
¥ =290 + Ay
flir gewisse A1, Ao € R.

Bemerkung und Definition 3.6 1. Sind (), ..., 4(? beliebige Losungen von 3’ =
A(t)y auf I, so bezeichnet man fiir t € I die Determinante

W (t) := W (W, .. @ t) .= det B(¢) ,
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wobei
o et
O(t) := : : ,
0@ w0
als Wronski-Determinante von (), ... (@ (an der Stelle t). Es gilt nach S. 3.4:
M@ st ein Fundamentalsystem (also eine Basis des Losungsraumes) genau
dann, wenn W (tg) # 0 fiir ein tg € I ist. AuBerdem ist in diesem Falle schon W (&) # 0
fiir alle £ € I'! (Also: Entweder ist W (t) # 0 fiir alle t € I oder W (t) =0 auf I.)
2. Bilden v, ..., 9@ ein Fundamentalsystem, so heifit die Funktion ® : I — Kxd
eine Fundamentalmatriz. Nach 1. ist ®(&) fir alle £ € I invertierbar (da det ®(§) # 0).
Es gilt damit
polt,&m) =@(t)-@71(€)-n  (tel) (3.4)

d.h. die allgemeine Losung ergibt sich als Produkt der matrixwertigen Funktion ® mit
dem Vektor ®~1(&)n.
(Denn: Fiir jedes (£, 7) ist

b =07(E) -1
eine Linearkombination der Funktionen ¢(1), .., @ also eine Losung von i = A(t)y.
AuBerdem gilt

»(€) = ()P~ (=,
d. h. auch die Anfangsbedingung ist erfiillt. Folglich ist ¥ = ¢o(+,&,n).)
Beispiel 3.7 Es sei A wie in B. 3.5. Dann ist
o [cos(1/) —sin(1/) ) _ SR
sin(1/-)  cos(1/) vy g

eine Fundamentalmatrix. Speziell gilt
und damit auch
Also ist die Losung von y' = A(t)y, y(1/7) = n gegeben durch

1 —m —ny cos(1/t) + nesin(1/t)
wo(t, —n) = (I)(t) = =
O< T ) <_’72> —m sin(1/t) — n cos(1/t)
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Wir kommen nun zuriick zum inhomogenen System (3.1). Es gilt hierfiir

Satz 3.8 (Variation der Konstanten)
Es sei ®(-) eine Fundamentalmatriz von (3.2). Dann ist fir & € I die Funktion

t

t— Ot /(I)l

3
ist eine spezielle Losung von (8.1), ndmlich @y(t,€,0), und es gilt fir n € K¢

ot &m) = e@)[@ N0+ [N b(s)ds]  (te) (3.5)

m—

( - 900(t7§777) + (Pb(tv‘fao) )

Beweis. Wir schreiben fiir eine Funktion C : I — K94 mit C = (Cjk)j=1,....m, k=1
und differenzierbaren Funktionen cj; : I — K kurz

Ay(t) ... ()
C'(t) := : (tel).

Cni(t) oo calt)

Dann gilt folgende Produktregel fiir differenzierbares ¢ : I — K¢

(Cg)'(t) =C'()g(t) +C()J(t)  (tel).

(Denn: firt € Tund j =1,...,m ist

d
(Z% a(t)) = Z OO+ eir(gh(t) = (C'9);(0+(Cg (D))
k=1

¢
Folglich gilt auf I fiir ¢ (¢) (t) [®~ 1(s)b(s)ds (HDI komponentenweise angewandt)
£
¢ ¢
Y'(t) = D/ (t) / O (s)b(s)ds + (1) (t)b(t) /@ L(s)b(s)ds + b(t)
3 3

d.h. % ist Losung von (3.1) (mit ¢(§) = 0). Nach S. 3.2 ist Ly = ¢3(+,&,0) + Lo , und
nach (3.4) ist Lo = {®(-)®~ (&)n: n € K¢}. Da
¢
2O+ [ @ (s)b(s)ds] =
3
gilt, folgt die Behauptung. O
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Beispiel 3.9 Wir betrachten wieder A aus B. 3.7. Ferner sei

b(t) = <10/ t2> (t>0).

Dann ist fiir £ = 1/7 mit ® aus B. 3.7 nach S. 3.8

Weiter gilt

S1(1) = ( cos(1/t) sin(1/t) ) 7
—sin(1/t) cos(1/t)

also
t

[ (e ()

und damit ist

o (1) / @—1<s>b<s>ds:<ms(1/t> —sin(1/%) >< sin(1/1) >:<—sin<1/t>>

N sin(1/t)  cos(1/t) cos(1/t) +1 1+ cos(1/t)
s
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Insgesamt ist nach S. 3.8

i ) = o L) (2000 )

mit ¢o(-, 1/7,n) wie in B. 3.7.

Wir wollen nun die obigen Ergebnisse auf lineare Differenzialgleichungen n-ter Ord-
nung anwenden: Sind ag,ai,...,an,—1 : I — Kund b : I — K stetig, so heifit eine
Gleichung der Form

n—1
Y™ = a1 (y" Y L ag(y + (1) = Y au(t)y®) + bit) (3.6)
v=0

eine (skalare) lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung. Die Gleichung

n—1
y" =3 a )y (3.7)
v=0
heifit zugehdorige homogene Gleichung. Entsprechende Anfangswertprobleme sind von
der Form
n—1
y =3 a iy 1o, Y@ =n @=0..n-1) (38

v=0
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mit £ € I,n:= (19, ..., Mm—1) € K"
In B. 1.11 haten wir gesehen, dass man solche Gleichungen bzw. Anfangswertprobleme
in Systeme 1. Ordnung umschreiben kann. Hier lautet das entsprechende System

v, 0 1 0 ... ... 0 i 0
v 0 0 1 0 .. 0 " :
: _ ) : . n ’
Y 0 oo o ..0 1 Yt 0
Y ap(t) ai(t) ... ... ... an_1(t) Yn b(t)

(3.9)
also ein lineares System. Nach B. 1.11 lassen sich sdmliche Ergebnisse {iber Lésungen
dieses Systems in Ergebnisse iiber die Losungen von (3.6) iibertragen.

Insbesondere erhalten wir aus S. 3.1

Satz 3.10 Ist I C R ein offenes Intervall und sind ag, ..., an—1,b: I — K stetig, so hat
fiir jedes (§,m) € I x K™ das AWP (3.8) genau eine Lisung v =: up(+;&; 105 -y Mn—1) =:
up(+5&5m) auf I.

Um eine S. 3.2 und S. 3.8 entsprechende Aussage iiber die Losungsgesamtheit machen
zu konnen, unterscheiden wir auch wieder

My :={v:vl1sst (3.7) auf I} und My = {v:v15st (3.6) auf I}.

Die wesentlichen Ergebnisse sind im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 3.11 1. My ist ein n-dimensionaler Unterraum (von C(I,K)) und fir £ € 1
gilt Mo = {uo(;&m) :n € K"}

2. Fiir jedes vy € My ist My = vy + Mp.

3. Sind vy, ..., vy, Losungen der homogenen Gleichung (3.7), d.h. vy, ...,v, € My, so
sind vy, ..., vy, linear unabhdngig (ein ,Fundamentalsystem®), genau dann, wenn
die ,,Wronski-Determinante“ W (t) = det ®(t), wobei

v1(t) cee e ()
B(t) = v’l‘(t) cee e vg'(t) € KPen
Sl (7 IO Gl ()

fiir ein tog € I nicht verschwindet. In diesem Fall ist schon W (t) # 0 fir alle
tel.
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4. (Variation der Konstanten) Ist vy, ..., v, ein Fundamentalsystem der homogenen
Gleichung (3.7), so ist fir & € I

0
t (vi(t), ..., vn(t)) -/Cbl(s) 0 ds (tel)
3
b(s)

eine Lisung der inhomogenen Gleichung (3.6), nimlich uy(t;&;0). Auferdem gilt
fiirn = (Mo, ..., M—1)" € K"

7o t 0
wtEm) = (), .o®) [e7© | o |+ / ||
_ me ) o) )|
(= wt&n) +u(t;€0)) (3.10)

Beweis. Die Aussagen ergeben sich alle aus den entsprechenden Ergebnissen fiir das
lineare System (3.9) durch Anwendung der (bijektiven (!) und im Falle b = 0 linearen)
Abbildung j = jp : Ly — M, mit

JW) =91 (= (1, thn)" € L),

wobei L; die Losungsmenge von (3.9) ist, und deren Umkehrabbildung 5= : Mj, — L,
gegeben durch
Fw) = o™ D) (0 € M)

Man beachte dabei insbesondere, dass die rechte Seite in (3.10) die erste Komponente
von (3.5) fiir das entsprechende System ist. O

Bemerkung 3.12 Will man (3.10) anwenden, so hat man insbesondere ®~1(5s)

0
b(s)
zu bestimmen, d.h. man hat das lineare Gleichungssystem
0
ci(s)
o) | 1 | =
0
cn(s)
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zu 16sen. Auf Grund der speziellen Struktur der rechten Seite ist dies mit Hilfe der
Cramerschen Regel relativ einfach durchzufiihren. Man erhélt hier

U1 ] 0 Vjrl .. Un,
1 vll v;'—l 0 j+1 ,U;L
; = ————det
¢i(s) det ®(s) ¢ : : : :
n—1 n—1 n—1 n—1
U% ) UJ('—1 : b(s) g('+1 : ”7(1 )
1 +7
= "Ib(s)W.
g D).
wobei
U1 Vj—1 Vj+1 Un
/ 'U/-_ 'U/‘ ,U;L
Wils) =det | o |
n—2 n—2 n—2 n—2
vg ) ”g(‘—l ) Uj('+1 ) (n—2)

ist. Also erhalten wir
up(t; €;0) = Zv] ”ﬂ/(s)]()ds (tel).

Diese Darstellung erklart den Namen ,,Variation der Konstanten“: Wéahrend jede
Losung der homogenen Gleichung von der Form >%_; Ajv;(t) ist (also Linearkom-
bination der vy, ..., vy), ist hier

u(t;€;0) = Z)\

also Linearkombination der vy (t), ..., v,(t) mit beziiglich ¢ variierenden Koeffizienten
A1(t), oy An(2).
Beispiel 3.13 Wir betrachten die lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung
y' =y+e.
Man rechnet sofort nach, dass
v(t) = e, va(t) = e ! (t e R)

ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung y” = y ist. Also erhalten wir nach
B. 3.12 mit
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die spezielle Losung

wlt:0:0,0) = —u1(0) | s ane) [ R gy Lt Tty L
0 0

Weiter ergibt sich, da

e —e
mit (3.10)
un(t: 0300 m1) = mwmmm@%m@9+mmmam
1, N 1, 1N\ ¢,
= ¢ \Mmtm=g)tge (o= mtg |+ ge

Sucht man speziell die Losung mit der Anfangsbedingung y(0) = 0, 4/(0) = 1, so ergibt
sich

1 1 t
up(t;0;,0,1) = Zet - Ze_t + §et .

Also: Die obigen Ergebnisse zeigen, dass wir zur Losung linearer Systeme oder linearer
Differenzialgleichungen n-ter Ordnung Fundamentalsysteme finden miissen. Leider ist
dies ein i A. sehr schwieriges Unterfangen, und es gibt keineswegs eine geschlossene
Theorie. Wir werden uns im néchsten Abschnitt intensiv mit dem Fall linearer Glei-
chungen mit konstanten Koeffzienten (d.h. A(t) = A auf R bzw. a;(t) = a; auf R fiir
j =1,...,n) beschiftigen. Zum Abschluss dieses Abschnittes stellen wir noch kurz zwei
mogliche Ansétze fiir allgemeine lineare Gleichungen vor.

Im manchen Féllen ist es moglich, Losungen einer Differenzialgleichung durch einen
sogenannten Potenzreihenansatz zu gewinnen. Wir erldutern die zu Grunde liegende

Idee nur fiir den Fall linearer Differenzialgleichungen 2. Ordnung.

Satz 3.14 FEs seir > 0, und es seien

oo oo
p(2) =) p2", qz) =) g2
v=0 v=0

Potenzreihen mit Konvergenzradius > r. Ferner sei pg € N. Sind ng,m € K beliebig,
so definieren wir die Folge (ay)yen, rekursiv durch

apg =1, a1 =nm, falls po=qo =10
ap =10, a1 =—[ao, falls po#0

ap=0, ar=mn, falls po=0,q0 #0
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sowtie
14

Z(:U’pV-‘rl—p, + qu—p)ay (v € N).
n=0

1

o0
Dann gilt: Hat die Potenzreihe u(z) = > a,z¥ Konvergenzradius > r, so ist
v=0

zu’(2) = p(2)u/(2) +q(2)u(z) (2] <7)
und damit ist insbesondere u eine Ldsung der Differenzialgleichung

w ), q()

R
auf (0,7) und auf (—r,0).
Beweis. Es gilt (siche Analysis)
w'(z) =Y (v+1)ayz”
v (|z| <r).
W) = 3 0+ D) + Dy
v=0

Also erhalten wir mit Hilfe des Cauchy-Produktes

z) = p(2)u'(2) — q(2)u(z) =

(v+Drays12” — <Zpyz”> <Z(1/ + Day412 ) (Z quz > <Z a,,z”)
0

v=0 v=0

(V+1Vay+12 —Z ZM"‘lau—Hpuu Z ZQV plu

u//

IS

—~

WK ubllﬁgng

v

2w+ Dvaps — v+ Dpotvis — Y (tPviip + Gu—p)ay
v=0 n=0

=:b,
Nach der Rekursionsformel gilt b, =0 (v € N) und fiir v = 0 erhalten wir
bo = —poai — qoao -

Die Bedingungen an ag, aq sind gerade so eingerichtet, dass stets by = 0 ist. O

Bemerkung 3.15 1. Man kann beweisen, dass die Potenzreihe u stets Konvergenz-
radius > r hat (falls dies fiir p und ¢ gilt). Wir verzichten auf den (mit den uns derzeit
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zur Verfiigung stehenden Mitteln etwas aufwéndigen) Beweis. In den Beispielen ist die
Konvergenz typischerweise direkt zu sehen.
2. Gilt pg = go = 0, so folgt

Zpl/ty 17q~ qT ZQI/tV !

d.h. wir kénnen die Differenzialgleichung

y' =)y +qt)y (= p(tt)y Q(t) fiir ¢ # 0)

auf ganz I = (—r,r) betrachten. In diesem Fall erhalten wir, indem wir speziell etwa

die beiden Vektoren
o 1 Mo O>
= und =
(771) (0) <771> <1

als Anfangsbedingungen wihlen (man beachte: dann gilt u(0) = ng,«’ (0) = n1), ein
Fundamentalsystem fiir diese Gleichung.

Beispiel 3.16 1. Wir betrachten fiir festes A € C die Gleichung
y" =2ty — My auf I =R
(Hermitesche Differenzialgleichung). Hier ist

p(t) =2t q(t) = -,

d.h.
p2 =2, p, =0 sonst

g =-X, g =0 sonst '
Wir sind also in der Situation von B. 3.15.2 (d. h. pg = qo = 0).
Die Rekursionsformel aus S. 3.14 ergibt hier
2w —1) = A

oEnD ay—1 (v eN).

ay+4+1 =

Wahlen wir speziell ag = 19 = 1,a1 = 11 = 0, so erhalten wir

00 1
A, (A=A, 8N - t2“ -
uo(t:0:1,0) = 13— =t~ A §j (4k — N)

Mit ap =ng = 0 und a; = n1 = 1 ergibt sich entsprechend

2- Ny (6-N(2-N) s b t2u+1 e

t;0;0,1) =t t t?... ]| = —_— (4dk+2— X\
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Beide Potenzreihen konvergieren auf R und bilden ein Fundamentalsystem der Glei-
chung.
2. Wir betrachten fiir feste a,b € C die Gleichung

t—b a
"o_ 1, @
= vty

(Kummersche Differenzialgleichung). Hier ist

p<t>:t_b7 Q(t):av

d.h.
po = —b, p1=1, py =0 sonst

qo = a, q =0 sonst.

Fiir —b ¢ Ny ergibt die Rekursionsformel aus S. 3.14

aag v+a

— 20 d ag=—2T% g N).
ap und  ay41 SR a (v eN)

b
Wahlen wir etwa ng = ag = 1, so ergibt sich

o a,, (I+aat*  2+a)(1l+a)at?
w) =t Ty 2 T e a3 T

d.h.

(0)u 1! it (c)o:=1

> ¢ =clc+1)...(c+v—1
u(t) :Z (a)y " . (c)v ( ) ( ) '
v=0
Die Potenzreihe konvergiert auf R. Die Funktion u heifit Kummer-Funktion (mit Pa-

rametern a,b) oder auch konfluente hypergeometrische Funktion.

Kennt man (woher auch immer) bereits eine nichtverschwindende Losung einer linearen
Differenzialgleichung der Ordnung n, so lidsst sich dies nutzen, um weitere Losungen
aus einer linearen Differenzialgleichung (n—1)-ter Ordnung zu bestimmen (,, Reduktion
der Ordnung®). Wir beschrénken uns bei der Darstellung dieses Verfahrens wieder auf
den Fall n = 2.

Satz 3.17 Es sei I C R ein offenes Intervall, und es seien ag,a1 : I — K stetig. Ist

(u,I) eine Losung der Differenzialgleichung

y' = ai1(t)y + ao(t)y

mit u(t) # 0 fir alle t € J, wobei J C I ein offenes Intervall ist, so erhdlt man eine

zweite, von u linear unabhdingige Lisung v : J — K durch den Ansatz

o(t) = z(u(t) (e ld),
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wobei w = z' # 0 eine Lisung der linearen Differenzialgleichung 1. Ordnung

1st.

Beweis. Aus v = zu folgt
v =2u+ 2, v ="+ 220 +u 2,
und mit v’ = a;u’ + agu erhalten wir, falls 2" = (a1 — 2u//u)z’ gilt,
V' —a1v —agv = 2"u+22v + 42 — a1 du— a0 —apgzu =0,

d.h. v ist ebenfalls Losung (auf J).
Ist 2/ # 0, so ist z nicht konstant auf .J, und damit sind « und v linear unabhéingig. O

Beispiel 3.18 Wir betrachten die lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung

2 2
"n_ I
Y =9"pY% "1 p

Y
auf I = (—1,1). Man sieht sofort, dass
u(t) =t

eine Losung auf (—1,1) ist. Also erhalten wir nach S. 3.17 eine zweite, linear un-
abhingige Losung v, etwa auf (0,1) durch

wobei w = 2’ Losung von

ist. Nach S. 1.3 ist mit

Alt) = /Mt /th:ln<l>—2ln(t) [+

1—-¢2 ) ¢t 1—¢2
= In <;> +1In (l) [+]
1—¢2 12
die Funktion .
w(t) = A =

1- )
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Losung, also

und damit

Folglich bilden (u,v) ein Fundamentalsystem der Ausgangsgleichung (zunichst auf
(0,1), aber tatséchlich auch auf (—1,1)).
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4 Lineare Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffi-

zienten

Nach den Uberlegungen der letzten Abschnitte stellt sich weiter die Frage, wie man
Fundamentalsysteme homogener Systeme bestimmen kann. Wir wollen diese Frage
(jedenfalls im Prinzip) kldren fiir Systeme der Gestalt

y'(t) = Ay(t), (4.1)

wobei A € K% eine feste Matrix ist (also unabhiingig von t). Eine solche Gleichung
heift lineares System mit konstanten Koeffizienten.

Wir erweitern zunéchst einige zentrale Begriffe der Analysis in fiir das Weitere geeig-
neter Weise.

Es sei (F,]|| - ||) ein Banachraum (iiber K).

e Sind M C Kund f: M — FE, so heifit f (wie im skalaren Fall) differenzierbar
an xg € M, falls o Haufungspunkt von M ist und

. 1
lim
T—To T — T(

(f(x) = f(wo)) =: f'(w0)

existiert. Ausserdem definiert man Differenzierbarkeit auf einer Teilmenge und
hohere Ableitungen wie im skalaren Fall.

n
e Ist (a,) eine Folge in E so, dass die Folge (s,) mit s, := > a, konvergent in
v=0
E ist, so spricht man (wieder wie im skalaren Fall) von Konvergenz der Reihe
o0

a, und setzt
v=0

0.@) n

E a, := lim s, = lim E ay .
n—oo n—oo

v=0 v=0

o oo

Dabei gilt: Ist ) ||a,|| < 0o, soist ) a, konvergent, d. h. absolute Konvergenz
v=0 v=0

impliziert Konvergenz.

(Denn: Es sei € > 0. Dann existiert ein N € N so, dass

m
d lal<e  (m>n=N.).
v=n-+1

Also folgt fiir m > n > N;

m m
lsm—sall =11 3 all< S Jlasll<e.
v=n+1 v=n+1

Damit ist (sp) eine Cauchy-Folge in E. Da (E,d).|) vollstéindig ist, konvergiert

(sn)-)



4 LINEARE DIFFERENZIALGLEICHUNGEN MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN40

e Ist (a,) eine Folge in E, so heifit wie im skalaren Fall

R :=1/limsup ||a,||""" € [0, o0]
vV—00

Konvergenzradius der Potenzreihe ) ° (z — z9)"a,. Die Reihe ist (absolut) kon-
vergent fiir alle z € Ugr(zp) und auflerdem ist f : Ug(z9) — F, definiert durch
f(z) =302 0(2 — 20)"aw, (beliebig oft) differenzierbar auf Ug(zp) mit

e}

P =3 20 v+ Dags

v=0

Wir betrachten im Weiteren E = K™*9 (meist K9*¢) versehen mit der Operatornorm.
Man kann leicht zeigen (siche Analysis):
(Km>d || - ||) ist ein Banachraum.

oo

AufBerdem gilt hier fiir jede Folge (A,) in K™*4 mit > [|A4,|| < cound B € KP*™ C €
v=0

Kqu

iBAV:BiAV und iAVC: <§:AV)C

(Denn: Zunéchst gilt Z ||BAv|| < ||B] Z ||Ay|| < o0, also ist auch Z BA, konver-

v=0 v=0
gent. AuBerdem erhalten wir

HZBAV —BZAVII <IBI- YA =Y Al =0 (n— o),
v=0 v=0 v=0 v=0

n o0
dh. > BA,— B> A,.
v=0 v=0
Entsprechend argumentiert man mit C statt B.)

oo
Es sei A € K% fest. Dann hat die Potenzreihe 3. 2”a, mit a, = A”/v! den Konver-
v=0
genzradius R = oo, denn aus ||A”|| < ||A||” folgt
llaw|[V/ = (1Y /o) < JAN/ DY =0 (v — 00) .

Wir setzen
o

v
e = exp(zA) == Z—'A” (z€C).
v!
v=0
Damit ergibt sich

o0 14
(Denn: Ist f(z) = > Z—'A”, so folgt aus obigen Bemerkungen
v=0 V:

A OOE —ZVAV
/ _EM vl _ v=0 V!
f(Z)_Vzo v+t e (EOO ZVA”)A

v=0 vl
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fiir alle z € C).
Es sei schliellich noch bemerkt, dass die eintragsweise Definition der Ableitung einer
matrixertigen Funktion aus dem vorigen Abschnitt in Falle E = K™*¢ mit der obigen
iibereinstimmt.

Die Niitzlichkeit dieser Betrachtungen belegt folgender

Satz 4.1 Es sei A € K™, Dann ist fiir alle n € K¢ die mazimale Losung des AWP

y'(t)=Ay(t),  y(0)=n

gegeben durch
p(t,0,m) =€ -n  (teR).

tA

Auferdem ist t — e eine Fundamentalmatriz fir (4.1).

Beweis. Es gilt

d
S = () =4ty (teR),
d.h. t — e - 7 ist Losung von (4.1). AuBerdem ist

etA 77|t=0 = eOA 'r’ = EdT/ = ’]’I

Also ist o(t,0,n) = e - 1.

Wahlt man speziell n = e®) wobei e®) den k-ten Einheitsvektor bezeichnet, so ist
et . e(k) die k-te Spalte von e, d.h. jede Spalte ist Losung von (4.1). Da €4 =
E, gilt, sind die Spalten (nach S. 3.4 mit & = 0) linear unabhingig. Folglich ist
etAe) . et4el® ein Fundamentalsystem, d.h. et eine Fundamentralmatrix. O

Im Prinzip haben wir also ein Fundamentalsystem fiir (4.1) gefunden (nidmlich das

tAe() ., etAe(d)). Es stellt sich allerdings dabei die Frage, wie man e kon-

System e
kret“ berechnen kann. Dazu versucht man, die Berechnung von e/ fiir allgemeines A
auf die Berechnung von et fiir gewisse einfache Matrizen A zuriick zu fiihren.

Um in diese Richtung weitergehen zu kénnen, brauchen wir zunéchst einige Rechen-

regeln fiir die Matrixexponentialfunktion.

Satz 4.2 Es seien A, B,C € K%,

1. Gilt AB = BA, so folgt eAeB = AtB,

(Insbesondere gilt damit e(ztw)A — o2AewA g glle 2 w € C und ede™ = ¥ =
Ey, d. h. e? ist stets invertierbar mit (e)™' = e=4.)
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2. Ist C invertierbar, so gilt

-1
O AC — o 1AC

3. Hat A Blockdiagonalform

d.h. A =diag(Ai, ..., An), so gilt

et = diag(e™, ..., em) .

Beweis. 1. Aus der absoluten Konvergenz ergibt sich durch Cauchy-Produktbildung
(wie im skalaren Fall)

- 1 14 - 1 14 - g 1 1 14 n—v
( V!A><ZV!B> = Zzﬁ(n—u)!AB -
= ———

Fir

folgt aus AB = BA die Giiltigkeit der binomischen Formel S,, = (A + B)" und damit
ist i Sy /n! = eAtE,
9. Es gilt

(CTTAC) =Cc'AYC (v eNy)

(Beweis per Induktion). Also erhalten wir

[ 1 %) 1 »
-1 _ A~ __ ~—1 v _ —1 pvpy . C HAC
Ce"C=C <E V!A>C—§ —V!C' A'C =e .
v=0 v=0
3. Ist

A: . O (V€N0)7

0
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So ist

A7

A = .O (v € No),
0

also ergibt sich 3. aus der Tatsache, dass fiir beliebige Matrizen A, = (ag.z)) in Falle

o0
der Konvergenz von Y A, gilt

v=0

>~ (32
v=0 v=0

Bemerkung 4.3 Es sei A € K%*? diagonalisierbar, d.h. es existieren eine Diagonal-
matrix A = diag(\y, ..., \q) sowie eine invertierbare Matrix C' € K%*¢ mit

A=CAC™!

(dabei sind Ay, ..., Ay die Eigenwerte von A und die Spalten von C, also CeW, ... Celd,

bilden eine Basis aus Eigenvektoren von A).
Dann gilt mit S. 4.2

et = ceth el = ¢ - diag(eM, ..., M) O

Die Spalten bilden nach S. 4.1 ein Fundamentalsystem. AuBerdem ist mit ¢(®) := Ce(¥)

auch
e’\ltc(l), ey et eld)

ein Fundamentalsystem (folgt etwa daraus, dass auch et4C = C - diag(eM?, ..., eMd?)

eine Fundamentalmatrix ist).

Beispiel 4.4 1. Wir betrachten das lineare System

0 -1 1
Y= -1 0 1 |y=4y.
1 10

Es gilt
det(A—AE)=-X+31-2=0 & A=1oder \=-2,
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also haben wir die Eigenwerte 1 und —2. Weiter rechnet man nach, dass

1
0 und
1

0

1

(linear unabhingige) Eigenvektoren zu A\; = 1 sind, und dass

-1
-1
1

ein Eigenvektor zu Ay = —2 ist. Also gilt hier

1 -1 et 0
et = —1 0 e
1 0 0
1 0 -1 2¢et
_ 1 1 t
11 1 —e 2
2et + e el f 2
1
= 3 —el 4 e 2t 472
ol _ o2 ot — =2t

0 1 0 -1
0 0 -1
e 2t 1 1
2 —1 1
_ 1
=3 —1 2 1
—1 —1 1
—et et
2¢t et
o2 o2
o — =2t
el — =2t
2et 4 e 2t

Die Spalten bilden bilden nach S. 4.1 ein Fundamentalsystem.

Einfacher erhélt man allerdings (vgl. B. 4.3) das Fundamentalsystem

1 0
el o[, el 1],
1 1

—1
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Es gilt
det(A — AE) = (1 = \)(\? —2X + 2),
also haben wir (in C) die Eigenwerte

AM=1, =144, A3=1-—1 (:)\2).

Zugehorige Eigenvektoren sind

1 3—4i 3+ 4i
C(l) — 0 s 0(2) — 1 s 0(3) = —1 (: ﬁ)
0 1 1

ein Fundamentalsystem von y’ = Ay (als Gleichung in C betrachtet).
Ein reelles Fundamentalsystem erhélt man, indem man

3F 4i
e(l:l:i)t +i
1
durch
3— 4 3— 44
Re | e(1F9? i und Im | ed+0? i
1 1
ersetzt. ([U])
AuBlerdem gilt
-1
1 3—4i 3+4i et 0 0 1 3—4i 3+4i
et=10 —i 0 e+t g 0 i —1
0 1 1 0 0 et 0 1 1
1 4 -3
0o —i/2 1/2
o /2 1/2
et 4et — 4et cost + 3etsint —3et + 3et cost + 4det sint
= 0 et cost —elsint

0 etsint et cost
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Schwieriger wird die Berechnung eines Fundamentalsystems natiirlich dann, wenn A
nicht diagonalisierbar ist. Aus der Linearen Algebra sollte bekannt sein, dass jede
Matrix A € C%*9 (die natiirlich auch rein reelle Eintriige haben kann) dhnlich zu einer

Blockdiagonalmatrix der Form

0
ist (d.h. A = CBC™! fiir eine Matrix C' mit det(C) # 0), wobei der Jordan-Block Jj,
die Form

M 1 0 0 ... 0
M 1 0 ... 0

Iy = - : baw. Jp = (Ar)
0 . 0
Ak

hat. Dabei ist die Darstellung eindeutig bis auf die Reihenfolge der Jordanblocke.
Nach S. 4.2 reduziert sich die Berechnung der Matrix e'4 auf die Berechnung der
Matrizen C,C~! sowie e’ (k = 1,...,m). Aus Sicht der Analysis stellt sich dabei

tJ

insbesondere die Frage nach der Berechnung von e'’, wobei J eine Jordan-Matrix

obiger Gestalt ist.

Satz 4.5 Es sei

A1 0 0
J: 0 :)\Er+NrEKTXT
0]
A
eine Jordan-Matriz. Dann gilt et/ = e MetNr mit
t2 tr—l
Lt 5 =)
t’l‘—Q
Lt =)
otNr — . :
0 t
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Beweis. Zunichst ist

0 1 0 0

Nr: O EKTX’I"
@ 1
0

also (beachte: AE, und N, vertauschen)

ot — pABr gtNe _ AN

Weiter rechnet man nach, dass

0o o 1 0 ...0
0 0 1
0 0
N} = ’ aN:_l_ ) N::O(y>r)
1 O
0] 0

gilt (d.h. die ,,1-Diagonale riickt jeweils um einen Schritt nach rechts“). Hieraus folgt

t2 tr—1

1t

21 0 (=10
r—1 1
€tNT = Z JtVN,;./ =
v=0 '
t
1
O
Beispiel 4.6 Es sei
-1 10 o
A=| o0 -1 0 |= ( 01 )
0 0 2 2

mit
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Dann gilt
et tet 0
et=1 0 et 0
0 0 &

Zusammenfassend erhalten wir mit S. 4.5 und den vorangegangenen Uberlegungen
folgendes Ergebnis iiber die Struktur des Losungsraumes.

Satz 4.7 Es sei A € C™% ynd firk=1,...,m seien J, = Mo Ery, + Ny, wie oben die

zugehorigen Jordanblocke. Dann existiert ein Fundamentalsystem der Form
tHeAktP(k’Z)(t) k=1,...m; £=0,...,1. — 1,

wobei die Komponenten Pl(k’é), ...,Pék’e) von P*0 Polynome vom Grad < ¢ sind.

Beweis. Es sei C € C™? wie oben, d.h.
AC = C - diag(e!1, ..., eMm) = C - diag(eMte!Nr, ..., ermtetNrm)
Da e'4 eine Fundamentalmatrix ist, ist
etACe(l), - etACel@
ein Fundamentalsystem. Es gilt mit C = (¢;i)

C - diag(eMtetNr .. ermtetNrm) =

€11 --- Clpy -+ Clpi4re --- Cld e MtptNry O
. . . . eAQtetNTQ

Amt tN,
Cdl -+ Cdry -+ Cdri4ry --- Cdd (@) ermrerrm

Die ersten r; Spalten haben die Form

r1—1 r1—2
eMleyr eMi(eit+ciz) . €>‘1t(611ﬁ + C12ﬁ +- 4 Cm)
r1—1 r1—2
Meqr eM(cat +ear) - em(%ﬁ +ear iy F o Cdrl)
und entsprechend in den
Spaltenry +1,...,71 + 79 mit  e*2f(...)

m—1 m
Spalten > rj+1,....,> rj=d mit eMf(...)
j=1 j=1
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Damit ergibt sich die Behauptung. O

Wie im Abschnitt vorher wollen wir uns auch hier gesondert mit (skalaren) linearen
Differenzialgleichungen héherer Ordnung beschéftigen. Es seien ag, ay,...,an—1 € K.
Dann heifit eine Gleichung der Form

Y =3 gy
v=0
bzw. 1
Y™ =3 0,y =0 (4.2)
v=0

eine (homogene) lineare Differenzialgleichung n—ter Ordnung mit konstanten Koeffi-

zienten.

Natiirlich kann man zur Berechnung eines Fundamentalsystems, also n linear un-
abhéngiger Losungen von (4.2) auf R, so vorgehen, dass man die Matrix e/ fiir das
entsprechende lineare System (3.9) mit

0o 1 ... ... ... 0
A= 3 e K
0 1
apg aj cee e Qp—2 Qp-—1

tA

bestimmt. Dann ist die erste Zeile von e*4 nach den Uberlegungen aus dem vorigen Ab-

schnitt ein Fundamentalsystem. Wir wollen hier jedoch eine direkte Methode herleiten.

n
Wir verwenden dazu im Weiteren folgende Schreibweise: Es sei P(z) = > p,2¥ ein

Polynom vom Grad n und fithrendem Koeffizienten p, = 1. Ist I ein Inteyr_vall, SO ist
P(D):C™(I) — C(I) definiert durch

P(D)y := Zpl,D”go,
v=0

n—1
wobei DV := o). Fiir P(z) = 2" — 3. a,2", also p, = —a, fir v =0,...,n — 1 gilt
v=0

damit: ¢ ist Losung von (4.2) auf I genau dann, wenn P(D)¢ = 0 auf [ ist. P heifit
dann auch charakteristisches Polynom von (4.2).
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Bemerkung 4.8

n m

1. Es seien P(z) = Y py2” und Q(2) = > quz" Polynome (mit fithrendem Koeffizi-
v=0 p=0

enten 1). Dann gilt

P(D)eQ(D) = (P-Q)(D)

bzw. genauer eingentlich P(D) o (Q(D)|cn+m (1)) = (PQ)(D).
(Denn: Fiir ¢ € C™"t™(I) gilt

(P(D)oQ(D))¢=> p,D" (Q(D)y)
vr=0

=3 nau D" e = (P-Q)(D)p.)

v=0 pu=0

2. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt: Ist P : C — C ein Polynom vom Grad
n mit fiihrendem Koeffizienten 1, so ist

P(z) = H (z — X)W (z€C) mit Z a(A)=n,

AEZ(P) AEZ(P)

wobei Z(P) die Menge der Nullstellen von P und a(\) die Ordnung der Nullstelle A
bezeichnet.
Es gilt damit nach 1.

PD)o= [[ @-A1a) Ny (pecmD)
AEZ(P)

(man beachte: Aus 1. folgt auch, dass die Reihenfolge der Hintereinanderausfithrungen
beliebig ist!).

n—1
Satz 4.9 Es scien ag,...,an—1 € C und P(z) = 2" — > a,z". Dann ist durch
v=0

ttleM  (0=0,...,a\) =1, A€ Z(P))

ein Fundamentalsystem von (4.2) auf R gegeben.

Beweis. 1. Allgemein gilt: Sind g € C"(I) und «a € {0,...,n}, so ist
(D~ M) (ge) = > D%,

wie man sofort per Induktion nachweist. Ist also A € Z(P) und gy(t) = t* mit £ €
{0,...,a(X\) — 1}, so folgt

(D — A1d)*N (ge*) = X DN g, = 0.
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Damit ist auch P(D)(gee™) = 0. Also sind die Funktionen ¢ — t‘e mit ¢, \ wie oben
Losungen von (4.2) auf R.

2. Da der Losungsraum My von (4.2) n-dimensional ist und da > «(A) = n gilt,
AeZ(P)
reicht es, zu zeigen: Das Tupel (¢ — theM 0 =0,...,a()) —1,\ € Z(P)) ist linear

unabhéngig (in C(R,C)).

Es seien ¢y ¢ € C mit

0= Z Z C)\7gt£6/\t auf R,

NeZ(P) (ely
wobei Ly :={0,...,a(\) —1}. Wir haben zu zeigen: ¢y, = 0 fiir A € Z(P),¢ € L.
Es gilt mit Qx(t) = > cytf fiir A € Z(P)
leLy

0

Z eMQy(t) auf R.
)

\eZ(P

Es reicht also (lineare Unabhéngigkeit der Monome) zu zeigen: Q) = 0 fiir A € Z(P).
Es sei A € Z(P) fest. Ist

Py(z) = P(2)/(z=N)V =[] G-w*",
Z(P)3u#\

so folgt aus 1.

0=Py(D)0=PRy(D)( Y €Qu)=PRo(e" Q).

weZ(P)
Weiter ist fiir p % A und fiir jedes Polynom @
(D — pld)(e*Q) = (A = 1)Q+ Q)
wobei (A — u)@Q + Q" wieder ein Polynom vom gleichen Grad ist. Damit ist
0= Py(D)(e*Q)) =e R

mit einem Polynom R mit gleichen Grad wie Q. Hieraus folgt Q) = 0. O

Bemerkung 4.10 Ist P reell, d. h. sind ag,...,a,—1 reell und ist A = p + io eine
nichtreelle a-fache Nullstelle von P, so ist auch A = y — io eine a-fache Nullstelle von
P. In diesem Fall haben wir also die 2a¢ Losungen

e)\ttf — e,u,teio’ttf

ekttf — eute—iattf
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Ein reelles Fundamentalsystem erhélt man dann, indem man fiir alle solchen Eigen-

werte diese Losungen ersetzt durch ([U])

Re(eMtf) = et cos(at)t!

Im(eMtt) = et sin(ot)t!

Beispiel 4.11 Wir betrachten noch einmal das B. 1.8 mit £ = m = 1. Dort hatten
wir fiir Y die (inhomogene) lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung mit konstanten

Koeflizienten
Y'(#t)+ (1 —e)Y'(t) + adY (t) = aM

hergeleitet. Fiir das charakteristische Polynom gilt hier mit s :=1 — ¢
P(2) = 2>+ sz +ad,

also
2

-5+ —ad, falls%—adzo
P()\):O@)\lgz .

’ 2
S g _ s
—5 *iy/ad — %, sonst

Offensichtlich ist

M
Yi(t) = —
b(t) 7

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Nach S. 3.11 und B. 4.10 sind alle

Losungen von der Form

M/d+ c1eMt + cpe?t falls s2/4 — ad > 0
Y(t) =< M/d+ cre™? + cyte 2 falls s2/4 — ad = 0 ;
M/d + cre™*"? cos(ot) + cae*/? sin(ot), falls 02 := ad — s%/4 > 0

wobei ¢, co € R beliebig sind.
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5 Abhéangigkeit von Anfangswerten und Stabilitét

Wir werden uns nun mit der Frage beschéftigen, wie sich die Losungen von Differen-
zialgleichungen in Abhéngigkeit der Anfangswerte verhalten. Zunéchst formulieren wir
einen Satz {iber die stetige Abhéngigkeit, auch fiir sog. parameterabhéngige Probleme.
Dazu betrachten wir allgemeiner als bisher eine Funktion f : D — K% wobei D C
R x K? x K™ offen ist, und schreiben (¢,y,a) € R x K¢ x K™ fiir die Variablen. Ist f
stetig, so heifit eine Differenzialgleichung der Form

y'(t) = f(t,y(t),c) oder kurz v’ = f(t,y,c)

eine parameterabhiingige Gleichung (mit Parameter ¢). Wir betrachten wieder ent-
sprechende Anfangswertprobleme

y/ = f(ta Y, C) y(tO) = yO

fiir (tp,4°,¢) € D. Nach S. 2.11 existiert in Falle, dass f einer lokalen Lipschitz-
Bedingung bzgl. y geniigt, die allgemeine Losung ¢ = o(t, to, 4", ¢) auf

Q= U Tapgo0) x {(t0,3°%0)} -

(to,y°,c)€D

Es gilt dafiir

Satz 5.1 Es sei D C R x K¢ x K™ offen und f € C(D,K?%) geniige einer lokalen
Lipschitz-Bedingung beziglich y. Ist ¢ : Q — K% die allgemeine Lisung von y =
f(t,y,c), soist Q CR xR x K% x K™ offen und ¢ stetig.

Ein Beweis findet man etwas in Aulbach, Gewdhnliche Differenzialgleichungen.
Ist etwa D =R x C x C und f(t,y,c) := cty, so ist fiir (¢o,y0,¢) € D

¢(t7 th Yo, C) = yOGC(ﬁitg)/Q

mit [, 4.) = R. Dabei ist offensichtlich ¢ stetig auf der offenen Menge

O=RxRxCxC.

Um im Weiteren das Wesentliche nicht hinter zu viel technischen Details verschwinden
zu lassen, beschrinken wir uns ab nun auf sog. autonome Systeme, also Differenzial-

gleichungen der Form
y' =9y,

wobei G C K¢ offen und g € C(G,K%) ist (d. h. hier ist f(t,y) = g(y) auf D = R x G).
Im Prinzip kann man den allgemeinen Fall — parameterabhéingig oder nicht — auf diesen

Spezialfall zuriickfiihren ([U]).



5 ABHANGIGKEIT VON ANFANGSWERTEN UND STABILITAT 54

Ist g lokal Lipschitz-stetig auf G, d. h. existieren fiir alle 4 € G eine Umgebung U
von y° in G und ein L = L(U) > 0 mit

l9(w) —g@)| < Lly—yl  (y,y€U),

so existiert nach S. 2.10 genau eine maximale Losung ¢(-,0,7%) =: ©(-,4°) des An-

fangswertproblems
v =9y, y0)=y"€q

auf I(g o) =: I (y°) (bei autonomen Gleichungen kann man sich ohne Einschrinkung
auf den Fall tg = 0 beschrénken, da sich die Losung fiir allgemeines ¢y durch eine
Verschiebung im Argument aus dem Spezialfall ergibt, d. h. ¢(t,t9, %) = p(t—to,0,y")
fiir t —to € I(yo)). AuBerdem erhilt man aus S. 5.1, dass die Menge

Q:=J 16" x {s"}
e

offen in R x K% und ¢ stetig auf  ist. Wir zeigen, dass die Abhingigkeit vom An-
fangswert y" bei glattem ¢ auch glatt ist.

Satz 5.2 Es seien G C R? offen und g € C*(G,RY). Dann existiert g—f (t,4y%) fiir alle
(t,3°) € Q und g—“; (-,9°) ist Losung des (Matriz-)Anfangswertproblems

Z'=Jg(e(t,y") -2,  Z(0) = Ey

mit Parameter y°.

Beweis. Es sei ¢y € G fest. Ist I ein offenes Intervall mit 0 € I und I C I(y%), so
existiert nach S. 5.1 (und einem Kompaktheitsargument; siehe wieder etwa Aulbach,
Gewdhnliche Diffferenzialgleichungen) ein § > 0 so, dass I C I(y°+h) fiir alle h € Us(0)
und dass fiir

A(t, h) == o(t,y° + h) — o(t,y°)

gilt: (t, %) + sA(t,h) € G fiir alle t € I, h € Us(0) und s € [0, 1].
Wir betrachten fiir t € I, h € Us(0)

1
B(t,h) = /Jg(go(t,yo) + sA(t, h)) ds.
0

Dann ist B stetig auf I x Us(0) (Stetigkeit von Parameterintegralen; siche Analysis).
Mit dem HDI (angewandt auf f(s) := g(o(t,y°)+sA(t, h))) und der Kettenregel ergibt
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sich

0A _8£ 0 _% 0

= g(o(t,y° + h)) — g(p(t.y°))

Jg(cp(t, y%) + sA(t, h)) ds - A(t,h)

I
o _

= B(t,h) - A(t, h).

Aus A(0,h) = ¢(0,4° + h) — p(0,y") = h folgt, dass A(-,h) Losung des linearen
parameterabhiingigen Problems

2= B(t,h) -z, z(0)=h
auf I ist. Bezeichnen wir mit ®(-, h) die Fundamentalmatrix zur (Matrix-)Gleichung
Z' = B(t,h) - Z

mit ®(0,h) = E4 auf I, so ist ® stetig auf I x Us(0) nach S. 5.1 (angewandt auf die
Spalten von ®). Aus Eindeutigkeitsgriinden ist

@(’7 yO + h) - 30(7 yO) = A(? h) = (I)<7 h) ' h7
also folgt fiir t € 1

‘So(t7y0 + h) - (p(t, yO) - CID(t, 0) ' h‘ < H(I)(t?h) - (I)(t, O)H ’h‘

— 0 (h—o0)

Dies bedeutet, dass g—‘g (t,y") existiert und dass g—“; (t,y°) = ®(¢t,0) gilt, was mit

B(t,0) = /Jg(cp(t y%)) ds = Jg(e(t,y"))
0

die Behauptung fiir alle t € I ergibt. Day® € Gund I C I(y°) (mit0 € I C T C I(y"))
beliebig waren, ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 5.3 Ist g € C'(G,R%), so ist nach S. 5.2
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Da die rechte Seite stetig auf Q ist (nach S. 5.1 und S. 5.2), gilt dies auch fiir die linke.
Damit ist nach dem Satz von Schwarz

0% B 0%

otdy  Oyot

Fiir die rechte Seite gilt nach der Kettenregel

(g(elt,y")) = Jg(so(t,yong“;(t,y% |

8290 ( 0) _ 67(10
oyot 77y

Dies zeigt, dass in Falle der Existenz und Stetigkeit der entsprechenden partiellen
Ableitungen notwendigerweise die Gleichung aus S. 5.2 erfiillt sein muss.

Beispiel 5.4 Wir betrachten nochmal das Anfangswertproblem

Y =9@w)=v> J(O0)=weR
aus B. 2.12.2. Hier ist
o(t,y0) = Yo
’ 1-— yot
auf
Q= [ ((=00,1/y0) x {yo}) U | ((1/50,0) x {wo}) U (R x {0})
y0>0 yo<0

und es gilt

dp 1 & 2y

aiy(tvy()) - (1 — yot)2 ) 8t8y(tay0) - (1 — yot)3 :

Man sieht also, dass (0p/dy)(-,yo) das lineare parameterabhingige Problem

1-— yot

!/

2 =g (e(t,yo)) - 2

mit z(0) = 1 16st.

FEin wesentlicher Untersuchungsgegenstand bei Differenzialgleichungen ist die Frage
nach dem Verhalten von Losungen wenn ¢ sich einem der Randpunkte des maximalen
Losungsintervalls I(y°) nihert. Wir schreiben 1(y°) =: (t=(3°), t*(y")).

Wir betrachten zunéchst lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten. Hier interes-
siert also das Verhalten fiir ¢ — oo oder t — —oo. Wir beschrianken uns auf den Fall
t — oo.

Als Anwendung von S. 4.7 erhalten wir

Satz 5.5 (Stabilititskriterium,)
Es sei A € C™% und o(A) := {\ : X Eigenwert von A}. Dann sind dquivalent:
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a) Es existieren M,a > 0 mit ||e!|] < Me™* fiir t > 0.
b) fir alle Lésungen v von (4.1) gilt ¥(t) — 0 (t — o0).

¢) fiir alle A € o(A) ist
Re(M\) < 0.

Ist eine der Bedingungen erfillt, so ezistiert fir alle « < —max{Re(\) : A € 0(A)}
ein M so, dass die Ungleichung aus a) gilt.

Beweis. a) = b): Ist 1(0) = 0, so ist 1(t) = e4n, also [1(t)| < [|e*4]||n] — 0 (t — o0).
b) = c¢): Angenommen, es existiert ein Eigenwert A\ von A mit Re(\) > 0. Ist PO das
zugehérige Polynom vom Grad 0 aus S. 4.7 (dann ist P(©) # 0 ein Eigenvektor von
A), so ist

w(t) = M PO

eine Losung von (4.1) mit [(t)| = eBeAPO)| > |PO)] fiir alle t > 0. Widerspruch zu
P(t) — 0 fiir t — oo !
c) = a): Es sei @ > 0 so, dass « < —Re(A) fiir alle A € 0(A). Fiir jedes k € {1, ...,d}

tA (k)

ist e Linearkombination von Funktionen der Form

wobei £ € Ng,A € 0(A) und y € K% Fiir jedes solche Tripel (¢,\,y) existiert ein
Mg’,\yy > 0 mit
Mty < ey < Mpyye ™ (£20).

Also existieren M} > 0 mit ]etAe(k)] < Mpe=? fiir t > 0. Da

d d
|etAH §Z|6tAe(k)| Se_atZMk
k=1 k=1
gilt, folgen a) und die Zusatzbehauptung. O

Bemerkung 5.6 Hat man ein (inhomogenes) lineares System mit konstanter Koeffi-
zientenmatrix A, also

Y = Ay +b(t)

mit A € K9 und b : I — K? stetig, so erhilt man (im Falle 0 € I) eine spezielle
Losung der inhomogenen Gleichung nach S. 3.8 und S. 4.2.1 durch

t
tA/ =+ 4p(s)
0
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AuBerdem ist dann fiir n € K¢

u(t,n) = wolt,n) + o(t) = e [n - / e—sAb(s)ds}
0

die Losung mit Anfangswert y(0) = 7. Ist auch die rechte Seite b unabhéngig von ¢
(also b(t) = b auf R), so erhilt man dabei, falls A invertierbar ist,
eo(t,n) = eAn—eMATb+ A7)
= M+ A7) — A

Beispiel 5.7 Wir betrachten das lineare System aus B. 1.8 mit k = m =1 (vgl. auch

411), dh. (’:) ) ( - _g> C/) N <_a][:4>

(mit Konstanten s := 1 — ¢, a,ag,d, M > 0). Es gilt

det(A — AE) :=(—s—A)(=A)+ad =0

Ma2=—5+4/% —ad, falls A:=% —ad>0
Mo=—5+iyJad— % falls A<0

Dabei gilt in beiden Féllen
Re(A12) <0,

also konvergieren nach S. 5.5 alle Losungen der homogenen Gleichung gegen 0 fiir
t — oo (mit exponentieller Geschwindigkeit). AuBerdem gilt ||e*|| — 0 fiir ¢ — oo.
Folglich erhalten wir mit B. 5.6 fiir alle Losungen (Y, r) der inhomogenen Gleichung

Y(t) I 0 -—1/d ap \ M/d NS
(i) = b‘(l/a s/(da>><—M>_<<aod—sM>/<da>> e

Insbesondere wiirde nach diesem Modell das Einkommen Y (¢) sich fiir ¢ — oo der
Konstante M /d annithern, d.h. ist M (Geldangebot) ,gro“ und d (Verhiltnis von
Geldnachfrage zu Einkommen) , klein“, so wird das Einkommen im Zeitverlauf ,,grof3*
werden. [,It’s money, that matters®]

Wir betrachten jetzt wieder nichtlineare Gleichungen.

Bemerkung und Definition 5.8 Ist g € C(D) und g(¥) = 0, so ist p(t,7) =y auf
I(y) = R. Nullstellen von g nennen wir auch stationdre (oder kritische) Punkte von
y' = g(y). Dabei heifit
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e attraktiv, falls ein § > 0 so existiert, dass ¢+ (y") = oo und ¢(t,y°) — ¥ fiir t — oo
und [y° — | < § gilt,

e stabil, falls fiir alle € > 0 ein 6 > 0 so existiert, dass t*(y°) = oo und ¢(t,9°) €
U.(7) fiir alle 3° € Us(7),t > 0,

e asymptotisch stabil, falls 7 attraktiv und stabil ist.

Damit gilt folgendes zentrale Ergebnis.

Satz 5.9 (linearisierte asymptotische Stabilitdt)
Es sei G C RY offen, g € C1(G,R?). Ferner sei y ein kritischer Punkt von y' = g(y)
mat
p:=max{Re(\) : A € o(Jg(y))} < 0.
Ist 0 < v < —pu, so existieren eine Umgebung U von g und ein M > 0 so, dass fir alle
Y0 € U gilt: t+(y°) = oo und
p(t,y”) =7l < MIy° —gle™" (£ 20).

Insbesondere ist § asymptotisch stabil.

Beweis. 1. Ohne Einschréankung sei ¥ = 0. Dann gilt, da g differenzierbar an y = 0
ist, gilt

9(y) = Jg(0) -y +7(y) = Ay + r(y)
=:A

mit 7(y)/ly] — 0 (y — 0)). Es sei § > 0 so, dass &« = 7+ < —p gilt. Nach S. 5.5
existiert ein M > 0 mit
e < Me™ (t>0).

Wir setzen C' = §/M. Dann existiert ein p > 0 mit U,(0) C G und
r)l < Clyl  (yl <p).
Fiir y° € U,(0) sei schliefllich
7(y°) := sup {te [O,t+(y0)) : |<p(s,y0)‘ < p fiir alle s € (0,¢) }.
2. Wir zeigen: Fiir alle y° € U,(0) gilt
(*) o(ty0)] < MlyPle™™ (e [0,7(4"))).
Denn: Da ¢(-,y") Losung von ' = g(y) = Ay + r(y) ist, gilt

¢ (t,9°) = Ap(t, ") + r(e(t,y%)  (tel@y’).
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Also ist o(-,4°) Losung des linearen Systems
y' = Ay +b(t)

mit b(t) = byo(t) = r(p(t,y°)) fiir t € I(y°). Damit ergibt sich nach B. 5.6 (also
Variation der Konstanten)

o(t,y") = ey’ +/e(”)AT(s@(Svy°))d8 (teI(")).
0

Aus 1. folgt fiir ¢ € [0,7(y")) :

A

t
lo(t.y%)] < IIetAIIIyOI+/||e(t_s)A!|!T(<p((s,y°))\ds

t
< Me—at\y°|+MCe‘“t/e°“\s0(s,y0)\ds,
0

d. h. mit ¥(t) := e**|p(t,y°)| und MC =6

wl) <MY+ [wds (te [0,m()).
0

Mit dem Gronwall-Lemma erhilt man

e ot y")| = (t) < M|y°|e” (t e [0,7(y")),

also (%) (man beachte —y = 4§ — «).
3. Aus (*) folgt insbesondere |p(t,y°)| < M|y°| fiir alle ¢ € [0,7(y")). Ist also y° €

U = Up/(2M+1)( ) C Upy(0), so ist |o(t,y°)| < p/2 (t € [0,7(y"))). Hieraus folgt
7(y%) = t+(y°) (denn sonst wire }@(T(yo),yoﬂ > pund |p(s,y°)| < p/2 fir 0 < s <
7(y°), was der Stetigkeit von (-, ") widerspricht). Aus S. 2.10 ergibt sich damit dann

auch 7(y°) = t7(y°) = oo (beachte U,/5(0) C G kompakt). Also gilt (x) fiir alle y° € U
und ¢ € [0, 00). O

Beispiel 5.10 1. (logistische Gleichung; vgl. B 1.6.1) Essei G = Rund g(y) = y(1—y).
Hier sind 0 und 1 die kritischen Punkte. Dabei gilt

JO) =1,  g1)=-1.

Also ist ¥ = 1 nach S. 5.9 asymptotisch stabil. Genauer gilt: Die maximale Losung des
Anfangswertproblems

Y =y(l-vy), y0)=yweR
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ist gegeben durch

e(t,yo) = p— e_gfél — ) (t € I(yo)),

wobei
(log(l - 1/yo)),00>, Yo > 1
I(yo) = (t (o), t"(v0)) =< R, 5o € [0,1]
(— 00, log(1 — 1/1/0))’ Yo < 0.

Man sieht also: Hier gilt ¢(t,y0) — 1 (t — oo) fiir alle yo > 0.
2. (geddmpfte Schwingung) Wir betrachten die Gleichung

Y+ 2ay’ + w?siny =0

mit w,a > 0 (a: Dampfungsparameter). Die Gleichung ist dquivalent zum System

v\ _ Yo
Y2 —w?siny; —2ays/)

Hier sind y = y(™ = (mm,0) (m € Z) die kritischen Punkte. Weiter ist

Jo(y) 0 1
9g\y) = )
—w?cosyr —2a

o 0 1
J9(y) = < e 2 ) :

Also gilt fiir die Eigenwerte im Falle m gerade

—a++va?—-w? | fallsa>w,
—a+ivw?—a? | fallsw>a

also

A2 =

und im Falle m ungerade
A2 =—a£Va®+w?

Fiir m gerade ist Re A1 2 < 0, also y("™) asymptotisch stabil nach S. 5.9.

61
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6 Mannigfaltigkeiten

Wir betrachten jetzt gewisse glatte Teilmengen von RY.

Definition 6.1 Es sei M C R%. Dann heifit M C R® eine k-dimensionale Unterman-

nigfaltigkeit (von R?), wenn zu jedem z° € M eine offene Umgebung U C R? von z°

und eine Funktion f € C*(U,R4*) gibt mit
1. MNU ={zeU: f(x) =0},
2. Rang Jf(2") = d — k (also voller Rang).

Ist speziell k = d — 1, also f € C*(U,R), so heifit M Hyperfiiche in R?.

Beispiel 6.2 1. Es sei f: RY - R, f(z) = |2|> — 1. Dann ist
Sl =z eRe: 2| =1} = {z e R?: f(z) =0},

die (d — 1)-dimensionale Einheitssphire, eine Hyperfliche in R? (beachte: Jf(z) =
grad? f(z) = 22T # 0 fiir z € S4°1).
2. (Torus) Fiir 0 < r < R sei f: R — R definiert durch

fx1, 29, 23) := (23 + 22 + 22 + R? — r?)? — 4R*(2? + 23)
Dann heifit

M={zecR: f(z) =0} ={z e R®: (y/o? + 23 — R)* + 2} =}

(2-dimensionaler) Torus. M ist eine Hyperfliche in R? ([U]).
3. Ist g € CY(V,R%F), wobei V C R* offen, so ist

graph(g) = {(y>g(y)) HNTRS V}

eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R¢.
(Denn: Man betrachte f : U := V x R&F — RI“F mit f(z) = f(y,2) = z — g(y),
wobei x = (y, z) mit y € V, z € R¢~*_ Dann ist

graph(g) = {z € U : f(z) = 0}
und Jf(x) = (=Jg(y), Eq—k) hat vollen Rang d — k fiir alle z € U.)
Bemerkung 6.3 Nicht jede Untermannigfaltigkeit der Dimension k ist Graph einer

Funktion von k reellen Variablen (etwa S1 = {z € R? : 2% + 23 = 0}), aber es gilt

trotzdem folgende lokale Aussage:
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Es sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Ist 20 € M, so gibt es nach
eventueller ,,Umnummerierung der Koordinaten” offene Umgebungen V' von 3° und
W von 2%, wobei y = (Tr(1)s -3 Tak))y 2 = (Ta(kt1)s - -+ Tn(a)) flir eine Permutation
7 von {1,...,d}, und eine Funktion g € C*(V,R4*) mit

MOV xW)={(yg(y):yeV}

Der Beweis ergibt sich leicht aus dem HS implizite Funktionen; man wéhle m so, dass

det(0f/02)(y, 2Y) # 0.

Definition 6.4 1. Es seien (X, dx) und (Y,dy) metrische Rdume. Eine Abbildung
¢ : X — Y heifit homdomorph (oder auch topologisch) falls ¢ bijektiv ist und ¢ sowie
o~ ! stetig sind.

2. Es sei  C R¥ offen. Eine Abbildung ¢ € C1(2,R%), d > k, heiBlt Immersion, falls
Jp(s) fiir alle s € Q vollen Rang (= k) hat.

3. Sind Q, Q C R* offen, so heiBt ¢ : Q@ — Q diffeomorph, falls ¢ bijektiv ist und ¢
sowie ¢! stetig differenzierbar sind.

L auf Q bzw. Q invertierbar.

In diesem Falle sind nach der Kettenregel Jop und Jp~
Weiterhin gilt nach den HS iiber Umkehrfunktionen: Ist ¢ : @ — RF eine injektive
Immersion (also Jy(s) invertierbar fiir alle s), so ist ¢(§2) offen und ¢ : Q@ — ()

diffeomorph.

Satz 6.5 Es sei Q C R¥ offen und es sei o : Q — R eine Immersion. Dann exi-

stiert zu jedem s°

€ Q eine offene Umgebung V wvon s° so, dass M = (V) eine
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R ist und dass ¢ : V. — M (genauer o)

homdomorph ist.

Beweis. Nach geeigneter Umnummerierung der Koordinaten (falls nétig) kénnen wir

T

wieder davon ausgehen, dass mit ¢ = (0,7)", wobei 0 := (pr(1),-- -, Pr(x)) und 7 =

(Pr(k+1)s - - - » Pr(ay) filr eine Permutation 7,

det Jo(s°) # 0

gilt. Nach dem HS iiber Umkehrfunktionen existiert eine offene Umgebung V von s°

so, dass o : V — V' := (V) diffeomorph ist. Definiert man ® : V x R¥=% — V/ x RI—F

durch . ::< o(5) >
’ 7(s)+u)’

so ist ® diffeomorph, denn zum einen sieht man leicht, dass ® bijektiv ist, und zum
anderen gilt

detJ®(s,u) = =detJo(s) #0.
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Weiter folgt aus ®(s,0) = (o(s),7(s))T
OV x {0}) = p(V) = M.
Also gilt fiir f =@~ ! und U := V' x R4~*

M=f'(Vx{0})={z€U: fiyr(x) = ... = fa(z) = 0}.

Da Jf(z) fir alle x € U invertierbar ist, hat auch

gradekH(:E)
J(fk+17"'7fd)T<x) -
grad” fy(z)

vollen Rang (=d — k).
Schlielich folgt aus ¢! = (f1,... , fi)|m die Stetigkeiit von o L. O

Beispiel 6.6 1. Es sei {2 = R. Dann ist durch
o(t) := (cost,sint)

eine Immersion ¢ : R — R? definiert. Man beachte, dass ¢ nicht injektiv ist, dass aber
fiir jedes tp € R eine offene Umgebung V' von ¢ so existiert, dass ¢ : V. — (V) =: M
homdéomorph ist (ndmlich etwa V' = (to —m,to+7)). In diesem Fall unterscheiden sich
M und S' durch einen Punkt.

2. Essei ¢ : Q=R x (0,7) — R? definiert durch

cos s - sint
o(s,t) = | sins-sint ((s,t) € Q)).

cost
Hier ist

—sinssint cosscost

Jp(s,t) = | cosssint sinscost
0 —sint

Dasint # 0 fiir t € (0, 7) ist, hat Jp(s,t) vollen Rang (=2), d. h. ¢ ist eine Immersion.
Wieder ist ¢ nicht injektiv. Ist jedoch (sg,tp) € €2 und betrachtet man etwa V =
(so—m,s0+m) x(0,m),s0ist ¢ : V — (V) =: M homdomorph. Dabei unterscheiden
sich M und S? durch einen Meridian.

Satz 6.7 Ist M C R?, so0 ist M genau dann eine k-dimensionale Untermannigfaltig-
keit von R, wenn zu jedem x € M eine homéomorphe Immersion ¢ = @, : Vo — M,
existiert mit Vi, offen in R, M, offen in M und x € M.
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Beweis. < folgt aus S. 6.5.

=1 Es sei g wie in B. 6.3. Dann ist ¢ : V. — R? mit ¢(y) := (y,9(y))(y € V) eine
Immersion, die V' bijektiv auf M N (V x W) abbildet. Dabei ist ! als Einschrinkung
der Projektion (y, z) — y stetig. O

Bemerkung und Definition 6.8 Ist M eine Untermannigfaltigkeit von R?, so heifit
jede Abbildung ¢ wie in S. 6.7 eine Karte (oder auch lokale Parameterdarstellung) von
M. Es gilt dafiir: Sind

p:Vy,— M, C M, v :Vy — My CM

Karten mit N := M, N My # 0, so sind V := ¢~ }(N) C V, und W := ¢~ 1(N) C V,
offen und ¢! o : V — W ist diffeomorph.

(Denn: N ist offen in M, da M, und M, offen sind. Also sind auch V,W offen.
AuBerdem ist 9p~! o ¢ : V — W als Verkniipfung injektiver Abbildungen injektiv und
nach Definition auch surjektiv. Es bleibt zu zeigen, dass ¢! o ¢ € C1(V,RF) ist mit
detJ (¢~ o p)(s) # 0 fiir alle s € V.

Dazu sei s” € V gegeben.

Sind ® zu ¢ und 5% sowie ¥ zu ¢ und (Y ~! o ¢)(s°) wie im Beweis zu S. 6.5, so
folgt: Ist U eine offene Umgebung von ¢(s?), die in den Wertebereichen von ® und ¥
enthalten ist, so sind ® : @~ }(U) — U und ¥ : ¥~1(U) — U diffeomorph. Damit ist
auch U1 o®: ®~1(U) — U~1(U) diffeomorph. Auf einer Umgebung von s’ gilt

(P top)(s) = (T7h,..., T 1) o ®)(s,0)

und

U 0 8)(5,0) = ( T~ op)(s) 0 ) |

(vgl. Beweis zu Satz 6.5). Hieraus folgt, dass 1/ ~! o ¢ stetig differenzierbar ist und dass
mit det J(U~! o ®)(s°,0) # 0 auch det J(vp =1 o ¢)(s") # 0 ist.)

Definition 6.9 Es sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Ist 20 €
M, so heifit ein v € R? ein Tangentialvektor an M in z°, falls ein v € C\(1, Rd), wobei
I ein offenes Intervall mit 0 € I, existiert mit v(I) C M, v(0) = 2" und 7/(0) = v. Die
Menge

TyooM := {v € R? : v Tangentialvektor an M in z°}

heiBt Tangentialraum von M in z°.

Satz 6.10 Es sei M C R? eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei x° €
M. Dann gilt:
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1. T,oM ist ein k-dimensionaler Unterraum von R?,
2. Ist o : Vi, = My, C M ein Karte von M mit o(s°) = 20, so ist
dp 9y
o (s7), (s)
881 ask
eine Basis von ToM.

3. Ist U C R? eine offene Umgebung von 20 und gilt
MNU={zeU: f(x) =0}
mit f wie in D. 6.1, so gilt
TpoM ={v e R : grad” (f;)(2°) - v=0 (j=1,...,d—k)}

(={erad(£)(@") 15 = 1oo.od — kYY)

Beweis. Wir setzen

. Dy 0
Ty :=1 — ey
1 lnspan{881 (80)’ Y ask (8 )}
T ::{gradfj(aco) ci=1,...,d— k}J'

und zeigen 17 C T,oM C Ts. Da T} und T3 k-dimensional sind, folgt T7 = T, oM = T5.
(i) Ty C TpoM : Es sei
= Z )\] E Ti.
i asj
Ist € > 0 so klein, dass s + tA € Vo fiir [t| < e gilt, so ist v : (—¢,6) — M,
Y(t) := ¢(s® + t)) stetig differenzierbar mit v(0) = ¢(s°) = 2" und

k

Y(0)=Jo(s") - A=) A s, (s”) =

j=1

(ii) TyoM C Ty : Es sei v € CY(I,R%) mit v(0) = 2%nd (1) € M. Dann existiert ein
e >0 mit y((—e,e)) C M NU, also f(y(t)) =0 fiir [¢| < e. Mit der Kettenregel folgt

0= (f;07)(0) = grad” (f;)(=") - 7/(0)

fir j=1,...,d — k, d.h. v/(0) € Ts. O
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Bemerkung und Definition 6.11 Es sei M C R? eine k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit. Wir setzen fiir z° € M

N,

xT

oM = (TxoM)L (: {w eR?: vTw =0 fiir v ETxoM}).

Die Vektoren w € NyoM \ {0} heien Normalenvektoren in z° (beziiglich M). Ist f
wie in D. 6.1, so ist (gradej(xO))j:Lm’d_k eine Basis von N, oM nach S. 6.10.

Bemerkung und Definition 6.12 Essei A C RY kompakt. Man sagt, A habe glatten
Rand (bzw ist C'-berandet), falls zu jedem 20 € DA eine offene Umgebung U C R?

von 2 und ein f € C}(U,R) existieren mit
(i) ANU={z€U: f(zx) <0},

(ii) gradf(z") # 0.

Dann gilt (nach eventueller Verkleinerung von U), dass
OANU ={z€U: f(x) =0}

(also ist DA eine Hyperfliche in R?).

(Denn: Es sei U so verkleinert, dass grad f(z) # 0 (x € U).

C:Ist 2 € ANU mit f(z) < 0,so0ist f(Z) < 0 fir |z—7| geniigend klein, also 7 € ANU.
Damit ist z € AY.

D:Ist 2 € ANU mit f(z) =0, so ist z € DA, denn sonst wire x € AN U eine lokale
Extremstelle von f, also grad f(z) =0.)

Satz 6.13 Es sei A C R? kompakt und C'-beschrandet. Dann ist dim Ny(0A) = 1
fiir alle v € DA und es gibt genau einen Vektor n(z) € Ny(A) mit |n(z)| = 1 und so,
dass

x+tn(x) ¢ A firt >0 geniigend klein.

Beweis. Da 94 eine (n—1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist, ist dim 7}, (0A) =
n — 1, also dim N (0A) = 1 mit

N,(9A) = linspan{gradf(z)},
falls f wie in B/D 6.12 ist. Wir setzen

grad f(z)

|grad f(z)|’

Da n(z) Anstiegsrichtung und —n(z) Abstiegsrichtung von f ist, ist n(x) die einzige
Richtung in N,(0A), die die Bedingung aus dem Satz erfiillt. O

n(x) ==
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Bemerkung und Definition 6.14 Man nennt n(z) den dufleren Normaleneinheits-
vektor von A in x und n duferes Normaleneinheitsfeld. Ist f wie in B/D 6.12, so ist
n(r) = gradf(z)/|grad f(x)| auf U und damit ist n : 9A — R? insbesondere stetig.

Bemerkung 6.15 Es sei A ¢ R? kompakt und C'-berandet. Ist 2° € A und ist
g € CY(V,R) so, dass A lokal Graph von g ist (existiert nach B. 6.3; beachte d—k = 1
hier), d. h.

@A) NV xI)={(y,9(y)) sy €V}
0

fiir offene Umgebungen V von ¢° und I von 2° (wobei (y,2) = z nach eventueller
Umnummerierung der Variablen), so gilt entweder

ANV xI)={(y,2z): 2 < g(y)}

oder
ANV xI)={(y,2): 2> g(y)}.

Alsoist f: U :=V xI =R f(z) = f(y,2) = z—g(y) im ersten bzw. f(z) = g(y) — 2
im zweiten Fall, wie in B/D 6.12. Damit ist im ersten Fall

(g = 1 —grad g(y)
(@) \/1 + |grad g(y)|? ( 1 >

() — 1 grad g(y)
(@) \/1+ |grad g(y)\2< —1 >

und im zweiten Fall
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7 Integrale auf Untermannigfaltigkeiten und Gauf3scher

Integralsatz

Wir wollen nun Oberflichenintegrale fiir Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten de-
finieren. Dazu orientieren wir uns an der Substitutionsregel fiir Lebesgue-Integrale (—

Analysis).

Bemerkung und Definition 7.1 Es sei @ C R? offen und es sei ¢ : Q — ()
diffeomorph. Ist f : R — K, so gilt f € £ (¢(2)) genau dann, wenn (fo) |det Jop| €
Z1(9) ist, und in diesem Falle gilt

[ 1= [roelae sl
() Q

Man beachte dabei (— LA): Es gilt |det Jo| = (det (Jp)TJp)1/2.

Hat man statt eines Diffeomorphismus allgemeiner eine Funktion ¢ € C(Q, R?), wobei
Q C RF offen ist, so gilt (— LA): Die Matrix (Jg)T Jp ist positiv semidefinit, also
existiert genau eine positive semidefinite Matrix | Jo| mit |Jo|? = (Jp)T Jp. Dafiir gilt
wieder

det|Jp| = (det(Jp)T Jp)'/2.

Essei f: p(2) — Kbeliebig. Ist (foy) det|Jp| € Z1(Q2), so sagen wir, f sei integrierbar
bzgl. |dp| und setzen

[ flagl = [(ro0)aetisgl.

Q

Es gilt dabei: Sind Q C R¥ offen und 7 := Q — Q diffeomorph, so ist ff‘d(go o T)} =

| fldg| nach der Substitutionsregel ([U)).

Bemerkung und Definition 7.2 Es sei M C R? ein k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit. Ferner existiere eine endliche Menge F' von Karten ¢ : Vi, = M, (¢ € F),

die M iiberdecken, d.h. |J M, = M. (Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn M
pel
kompakt ist.)

Wir wihlen eine der Uberdeckung (M) er untergeordnete, lokal integrierbare Teilung
der Eins, d. h. Funktionen o, : M — [0, 1] mit ayan\ar,) = 0, ap o 9 € L (K) fiir
alle kompakten K C V, und ) a, = 1.
pEeF
j—1
(Ist ' = {p1,...,¢n}, sosind etwa a,; := 1y, mit Nj := My, \ >3 My, (j=1,...,n)
k=1

geeignet. )
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Ist f: M — K integrierbar bzgl. |dp| fiir alle ¢ € F, so heifit f integrierbar auf M

und
/fda = Z/f%ydgpy Z/ fay, o @) det|Jy|

el @EFVLP
das Oberflichenintegral von f auf M (man kann zeigen: mit f ist auch fa,, integrierbar
bzgl. |dy]).
Wichtig dabei: Aus B./D. 6.8 und B./D. 7.1 folgt, dass die Definition unabhingig
von der Wahl der Karten ist. Auflerdem kann man zeigen, dass die Definition auch

unabhéngig von der Wahl der Teilung der Eins ist.
Ist speziell f =14 fiir A C M integrierbar, so heifit

o(A) :=opy(A) = [ 1ado
/

Oberflichenmaf von A (bzgl. M) (oder auch k-dimensionales Volumen von A).

Beispiel 7.3 1. Es sei I C R ein offenes Intervall und es sei ¢ € C'(I,R?) mit
O'(t) #0 (t€I). Ist ¢ : I — p(I) hombomorph, so ist M = () eine eindimensionale
Untermannigfaltigkeit von R?. Hier gilt, falls 1 = 1, integrierbar ist,

:/1da:/l|dtp| :/\w’(t)ldt
H T

(0(M) heift in diesem Fall auch Léinge von M).
Ist etwa I = (—m,m) und ¢(t) = (cost,sint), so ist M = S\ {(~1,0)} und

s

o(M) = / (cos? 4 sin?)1/2 = /1:27r.

(—=m,m) -7

Natiirlicher wire es, die Linge (den Umfang) des Einheitskreises S' selbst zu betrach-
ten. Hier braucht man (mindestens) zwei Karten: Sind etwa

©(t) = (cost,sint) (t € Vy = (—m,m))
Y(t) = (cost,sint) (t € Vi :==(0,2m))

so ist My, = S*\ {(=1,0)} und My, = S*\ {(1,0)}, d. h. M, UM, = S*. Hier ist etwa
durch

1, I Z 0
ap(r) =
0, x1<0
und
1, z1 <0
ay(z) =

0, 1’120
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eine der Uberdeckung (M, M) untergeordnete Teilung der Eins gegeben. Es gilt

w/2 3m/2
o5 = [1i0= [ (apo0) ¢+ [@wonwi= [ 1+ [1=2m
St Vi Vi —m/2 w/2
2. Es sei Q = (—m,7) x (0,7) und ¢ : Q@ — R3 definiert durch
cos s -sint
©(s,t) = | sins-sint ((s,1) € Q)).
cost

Dann ist ¢ : @ — S\ {(z1,0,23) : 1 <0} =: M homdomorph (vgl. B. 6.6). Hier ist

—sinssint cosscost
Jp(s,t) = | cosssint sinscost | ,

0 —sint

also

sin?
(JwTM)(s,t)—( Ot ?)

und damit (da sint > 0 fiir ¢ € (0, 7))

sint 0 )
=sint.

det |Je|(s,t) =

Also folgt mit dem Satz von Fubini (— MIT)
o(M) :/1]d<p] :/det |Jo| = //sintdtds:47r.
Q -7 0

3. Es seien V C R%! offen und g € C*(V,R). Dann gilt fiir ¢ : V — R? mit ¢(y) :=
T
(¥,9(y))" und
M = graph g = {(y,9(y)) 1y € V} = (V)

Eq
J f—
4 (gradTg) ’

Eq
(Jo) ' Jp = (Eg-1,grad g) ( o )
grad” g

zunéchst

also

=By +grad g - grad’ g.
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Hier gilt (— LA)
det|Jp| = (de’c(ng))TJ<p)l/2 = (1 + |grad g|>)'/?

und damit fiir f integrierbar auf M

/fda = /(f o p)det|Jop| = /f(y,g(y))(l + lgrad g(y)[*)"* dy.
M 1% 1%

Wir beweisen zunéchst eine lokale Version des Gauflschen Integralsatzes. Dazu setzen
wir fiir U C R? offen und m € N

CH(UK™) = {f € CH(U,K™) : 3 K C U kompakt mit fi;rx = 0}.

Satz 7.4 Es seien A C R? kompakt und C*-berandet, z° € OA und V, I, g wie in B.
6.15. Ist U =V x I, so gilt fiir alle j = 1,...,d und f € C}(U,K)

/ 8]f = / fnjda.
ANU (0A)NU

Beweis. Zunichst gilt nach B. 7.3.3

/ fnjdo = / (- n3) (9 9(9)) (1 + |gxad g2) 2 (y) dy.

(DA)NU v

O.E.seianU={(y,2) : 2 < g(y)}.
1. Fall: j € {1,...,d — 1}. Dann ist nach B. 6.15

1/2

n;(y, 9(y) (1 + |grad g(y)|*) '~ = —9;9(y)

fiir y € V. Also ist zu zeigen:

[ o == [ 159w
\%4

AUU

Wir definieren F': U =V x I — K durch
Fo2) = [ fona evizeD,

wobei « := inf I (man beachte: das Integral ist nicht uneigentlich, da f auflerhalb einer
kompakten Teilmenge von U verschwindet). Dann folgt aus dem HDI

QuF (5, 2)( = 5 (0.2) = (v,



7 INTEGRALE AUF UNTERMANNIGFALTIGKEITEN UND GAUSSSCHER INTEGRALSATZ73

und mit Differenziation von Parameterintegralen

9 F(y,2)( = S?Z(y, z)) = /@f(y,t) dt.

Da f € CH(V x I,K) ist (also f = 0 auBerhalb einer kompakten Teilmenge von V x I),
gilt auch h € C}(V,K) fiir h: V — K mit

9(y)
h(y) = /f(y,t)dt (yeV)

o

(wichtig: h verschwindet auflerhalb einer kompakten Teilmenge von V). Mit dem Satz

von Fubini und dem HDI ergibt sich ([U])

/ajh(y) dy = 0.
\%4

Weiter folgt aus der Kettenregel (mit ¢(y) = (v, g(y))?)

o) = 0,(F o 9)0) = (sadrtet) (5 ),

= 0;F(y,9(v)) + 04F (v,9(v)) - 0;9(y)

9(y)

- /ajf(y,t)dtJrf(y,g(y))ajg(y)-

Damit ergibt sich wieder mit Fubini

ANU \%4 \%4

/ 5jf=/ 7)3jf(y,t) dt dy:/ajh(y) dy/f(yvg(y))aj (y)dy .
a vV

=0
2. Fall: j = d. Dann ist nach B. 6.15

12 _

na(y, 9()) - (1 + |grad g(y)|") L.

Da fiir jedes y € V die Funktion z — f(y, z) aulerhalb einer kompakten Teilmenge
von [ verschwindet, folgt aus dem HDI

9(y)
‘/%ﬂ%wﬁszwfwzﬂ%ﬂw)
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Also folgt wieder mit Fubini

(v)

[ oar - / [ et

ANU

:/f(y7g /f nd )<1+{gradg )‘ )1/2dy.
\%4 \%

Bemerkung und Definition 7.5 Es sei U C R? offen.Ist F' € C'(U,K%), so heifit

d

div F = Zﬁij Z 895]

j=1

Divergenz von F.
Mit den Voraussetzungen aus S. 7.4 gilt fir F' € C'(U,K%), wobei U D A offen,

/dwF Z/@F Z / Fin;do = / Flndo .

ANU =l any I=lyRaa UNdA

Damit erhalten wir

Satz 7.6 (Gaufischer Integralsatz)
Es sei A C R kompakt und C*-berandet. Ist F € CY(U,K?), wobei U D A offen, so

gilt
/de: /FTnda.

A 0A

Beweis. Es sei z € 0A. Dann existieren nach B. 6.3 eine Permutation 7 der Variablen
sowie offene Mengen V, I und g € C'(V,R) wie in B. 6.15. Wir setzen U, := V x I.
Ist z € A°, so existiert ein ¢ > 0 mit U, := U.(z) C A°. Damit ist (U,)zc4 eine offene

Uberdeckung von A. Da A kompakt ist, existiert £ C A endlich so, dass A ¢ |J U,.
zel

Wir wihlen eine der Uberdeckung (Uyr)zer untergeordnete, glatte Teilung der Eins, d.
h. Funktionen a, € C} (U, R) mit o, (U,) C [0,1] und Y a4 = 1,wobei a, durch 0
zeE

auf R? fortgesetzt ist. (Existenz — Analysis; etwa Forster, Analysis 3).
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Dann gilt
/ divF =" / div(o, F)
A €B 50y,
und
/ Flndo =) / (0 F)'ndo.
DA 2€E, oA

Nach B./D.7.5 ist (da o, F € C}(U,,K%))

/ (xF) 'ndo = / div(a, F)
UsNOA ANUy
fiir alle z € E mit U, NOA # (. Ist U, N OA = (), so ist zu zeigen:
/div(amF) = / div(agF) = 0.
Uy ANUy

Dies ergibt sich wieder mit Fubini und HDI und aus der Tatsache, dass a,F €

CHU,,K?) ([U], vel. Beweis zu S. 7.4). O

Definition 7.7 Es seien U C R? offen und f € C?(U,K). Dann heifit
d
Af=) 0:f (=div(gradf))
j=1
Laplace von f und A : C?(U,K) — C(U,K) heiit Laplace-Operator auf U.

Mit dem Gauflschen Integralsatz ergibt sich

Satz 7.8 (Greensche Formeln)
Es seien A C R kompakt und C'-berandet sowie u,v € C*(U,K) mit U D A offen.
Dann gilt

1. /vAu—l—/gdev-gmdu:/ngda,

A A 0A
ou v
) Au — ulAv = — —u—
2 /v u — uAv /U o u(“)n do,
A 0A

(wobei % (= Onu) die Richtungsableitung von u in Richtung n bezeichnet).
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Beweis. 1. Ergibt sich aus dem Gaufischen Integralsatz, angewandt auf F' := v-grad u,
da

d d
div(v grad ) :Z(?j (vOju) = Z 81; (Oju) +v62 )—gradTv-gradu+v'Au
7=1 7j=1

und 5
Ffn=v.gradlu-n=v- Y
on’

2. Aus 1. durch Differenzbildung. O
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