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Aufgabe 32 (Poisson-Prozess)
Fiir die Untersuchung des Poisson-Prozesses sind folgende Formeln zu bestétigen (s. Beispiel
7.3).
a) Fur A,(a,b) ={z€eR":a<z < ... <z, <b},a,b € R a < bneN gilt
b _ n
N(Ay (b)) = L=

n!

J
b) Z1,Zs, ..., Z, seien iid E(1/c)-verteilt, ¢ > 0,5, := > Z;. Fiir die A"-Dichte f der
i=1

Verteilung von (Zy, ..., Z,) gilt also

n

f(z)=c" exp(—cz 2i)1(0,00)n (2)-
i=1
Dann ist g mit
g(y) =" exp(_cyn)1{y€R":0<y1<...<yn}(y)
A"-Dichte der Verteilung von (S, ...,S,).

Aufgabe 33. (Poisson-Prozess)
X = (X¢)i>0 sel ein Poisson-Prozess mit Intensitidt ¢ > 0. Zeigen Sie:

a)

P(X;=0) = 1—ct+o(t),

P(Xt = 1) = ct + O<t),

P(X;>2) = o(t)firt—0,t>0,
lim 2= — g

o P(Xe21)

>0

b) (SLLN)
X
Tt — EX, fs., t — 00, EX| = c.

(Dies gilt iibrigens fiir jeden (reellen) f.s. cadlag Lévy-Prozess X mit F | X; |< 00.)

Aufgabe 34. (BM, Brownsche Briicke)
W = (W)>0 sei eine BM. Zeigen Sie:

a) X = (Xi)i>0 mit Xy := Wiy — Wi fiir ein s > 0 ist eine BM.

b) X = (X¢)iep) mit X; := W, — tW; ist ein f.s. stetiger, zentrierter GauB-Prozess mit
Xo = Xj = 0 f:s. und Kovarianzfunktion I'y(s,?) = min{s,¢}-st. (X heifit Brownsche
Briicke auf [0,1].)



Aufgabe 35. (Ornstein-Uhlenbeck-Prozess)
Ein reeller, f.s. stetiger, zentrierter Gau-Prozess mit Kovarianzfunktion

[(s,t) = Be~ols=t st >0

heifit (stationdrer) Ornstein-Uhlenbeck (OU)-Prozess mit Parametern «, 8 > 0. Zeigen Sie:
(Xt)tzo mlt
Xy = eiatWB exp(2at)

ist ein OU-Prozess. Dabei ist W eine BM.



