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Aufgabe 21 (5 Punkte)
Sei (
;A; �) ein Ma�raum und E � P(
) ein Ring mit A = �(E); � j E �-endlich.
Beweisen Sie die "Approximationseigenschaft":
Zu " > 0 und A 2 A mit �(A) <1 existiert eine Menge C 2 E mit �(A4C) � ".

Hinweis: Man approximiere A mit Hilfe von Korollar 5.14 durch eine Menge der Form
[1n=1En; En 2 E . Sodann approximiere man diese Menge durch eine endliche Vereinigung.

Aufgabe 22 (Vollst�andige Ma�r�aume/7 Punkte)
(
;A; �) sei ein Ma�raum,

N� := fA � 
 : 9N 2 A mit �(N) = 0; A � Ng;
A� := �(A [N�):

Der Ma�raum (
;A; �) hei�t vollst�andig, falls A� = A d.h. N� � A gilt. Zeigen Sie:

a) A� = fB � 
 : 9A1; A2 2 A; A1 � B � A2; �(A2 n A1) = 0g.

b) � : A� ! IR+; �(B) := �(A2) (mit A2 aus a)) ist (einziges) Ma� aufA� mit � j A = �.

c) (
;A�; �) is ein vollst�andiger Ma�raum (und hei�t Vervollst�andigung von 
;A; �)).

d) � �-endlich ) A� =M(��); � = �� j A�.
F�ur beliebige Ma�e ist dies i.a. falsch.

Hinweis zu d): 
 = IR;A = fA � IR : A oder Ac abz�ahlbarg; �(A) =

(
0 ; A = ;
1 ; sonst:

Aufgabe 23 (Liouville-Zahlen/4 Punkte) Zeigen Sie, dass f�ur die Menge L der Liouville-
Zahlen �(L) = 0 gilt.

Hinweis: Es gen�ugt �(L \ [�k; k]) = 0 f�ur alle k 2 IN zu zeigen. Hierzu stelle man
L wie in Aufgabe 14 dar.
Bem.: L ist nicht abz�ahlbar und dicht in IR.

Aufgabe 24 (4 Punkte)
F und G seien (eindimensionale) Verteilungsfunktionen, a 2 IR; b 2 (0;1).
Zeigen Sie, dass auch F b; exp(�1�F

F
); x 7! F (x + a); x 7! F (bx); F � G;maxfF;Gg und

minfF;Gg Verteilungsfunktionen sind.




