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Aufgabe 17 (4 Punkte)
Sei (
;A; �) ein Ma�raum und (An) eine Folge aus A. Zeigen Sie:
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An) = 0 (Borel-Cantelli-Lemma, 1. Teil):

Aufgabe 18 (4 Punkte)
Es sei


 = IQ ;A = f(a; b] \ IQ : a; b 2 IR; a � bg;

� : A ! IR+; �((a; b] \ IQ) = b� a:

Beweisen Sie: A ist Semiring �uber 
 und � ist endlich additiv (und endlich), von unten
und oben stetig, aber nicht �-additiv.
Hinweis: Dieses Beispiel illustriert, dass Satz 5.4 nicht f�ur Semiringe gilt.

Aufgabe 19 (2+2+2 Punkte)
Sei (
;A; �) ein Ma�raum. Zeigen Sie:
a) ��(B) = inff�(A) : A 2 A; B � Ag; B � 
.
b) Zu jeder Menge B � 
 existiert eine Menge A 2 A mit B � A und ��(B) = �(A).

Hinweis zu b): Mit Hilfe von a) gewinne man eine Folge von An's und konstruiere aus
dieser A.

c) Es sei R ein Ring und � : R ! [0;1] �-additiv, �� das zugeh�orige �au�ere Ma�
undM(��) die �-Algebra der ��-messbaren Mengen. Ferner sei ~� das zu ��jM(��) geh�ori-
ge �au�ere Ma�. Zeigen Sie, dass ~� = ��.

Aufgabe 20 (once more: �-Algebra / 5 Bonuspunkte)
Es sei A eine �-Algebra �uber 
 mit unendlich vielen Elementen. Zeigen Sie, dass A
�uberabz�ahlbar ist.


